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Voorwoord 

In de loop der jaren is er via de vacantiecursussen van het CWI (voorheen 
MC) en ook uit andere bronnen heel wat materiaal ter beschikking geweest 
over nieuwe ontwikkelingen in de wiskunde, nieuwe deelgebieden of klassiek 
materiaal opnieuw bekeken van een overwegend inleidend karakter. Veel hier­
van, inclusief de oudere vacantiecursussen, is moeilijk bereikbaar en soms zelfs 
alleen nog in arehieven of een enkele bibliotheek te vinden. Aan de andere 
kant is er regelmatig vraag naar zulk materiaal, b.v. van de kant van leraren en 
wetenschappers uit nabuurgebieden van de wiskunde. 

Het CWI heeft nu enerzijds het initiatief genomen de vacantiecursussen 
vanaf 1984 op te nemen in de CWI-syllabus serie en anderzijds in dezelfde 
serie bundels geselecteerde, samenhangende bijdragen uit oudere cursussen en 
ander materiaal uit te geven. 

In deze publikatie treft U een herdruk (waar mogelijk gecorrigeerd) aan van 
een aantal voordrachten over discrete wiskunde en grafentheorie uit de serie 
vacantiecursussen in de periode 1963-1980. Zij belichten interessante aspecten 
van de theorie en haar toepassingen zonder volledigheid na te streven. Vaak 
zijn referenties aangegeven voor een diepgaande studie. 

Orn het karakter van de oorspronkelijke voordrachten te behouden, is geen 
poging gedaan de teksten te integreren. Wei zijn zeer incidentele, volledige 
overlappingen vermeden. 

Helaas zijn de docenten S.C. van Veen en J.C. Boland overleden; hun bij­
dragen zijn nagenoeg ongewijzigd gereproduceerd. Aan de overige docenten 
gaat de dank van de samensteller uit voor hun toestemming tot herpublikatie 
en voor hun bereidheid de nodige correcties en aanvullingen te verzorgen. 
Voor zijn nimmer aflatende steun en advies is bier ook zeker een woord van 
dank op zijn plaats aan prof. dr. F. van der Blij. Het typewerk is verzorgd 
door de dames W. van Nieuwamerongen en E. Goeree (Mathematisch Instituut 
RU Utrecht), waarvoor dank. 

P.W.H. LEMMENS 
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INLEIDING IN DE DISCRETE WISKUNDE 

H.J.A. Duparc 

O. De laatste jaren wordt bet steeds duidelijker dat in de wiskunde modever­

schijnselen een rol spelen, Nu kon men bij de wiskunde wat haar conventies, 
; 

notaties en preferenties betreft door de eeuwen been wel iets als een mode 

signaleren, maar bet modeverschijnsel waar bet bier over willen hebben 

is van een geheel andere aard: bet betreft enerzijds bet onder een nieuwe 

naam (en wel de naam Disarete Wiskunde) brengen van een aantal deelgebieden 

der wiskunde, anderzijds de nadruk waarmee dit nieuwbenaamde gebied wordt 

geintroduceerd. Dit laatste mede in verband met ontwikkelingen in de infor­

matica, die hieraan meer behoefte heeft dan aan analyse. 

Wij willen bier twee aspecten van de discrete wiskunde behandelen. Aller­

eerst de ontwikkeling en later afbakening van dit deel der wiskunde in re­

latie tot de ontwikkeling van de wiskunde in bet algemeen en verder aan de 

hand van een zeer globale inventarisatie van wat men thans onder discrete 

wiskunde verstaat, een uitwerking van enkele onderdelen (met indicatie over 

bun toepassingen). 

1.1. Bij bet beschouwen van de geschiedenis der wiskunde onderkent men van 

oudsher de meetkunde als hoofddiscipline, eerst experimenteel-practisch 

ontwikkeld, later - in de griekse tijd - geaxiomatiseerd tot een redelijk 

streng deductief systeem. Daarnaast kwam bet rekenen op; aanvankelijk even­

zeer als practische vak, zij bet dat dit - vooral in de Oudheid - op uiterst 
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onpractische manier werd bedreven, 

Wel vindt men in de elementen van Euclides reeds een kiem van de theorie 

van bet rekenen, ja zelfs van die van bet irrationele getal, een grotere 
rekenvaardigheid werd echter pas later door Arabieren ontwikkeld en bereik­
te (West-)Europa vele eeuwen nadien. Het gebruik maken van het positiestel­
sel om (natuurlijke) getallen aan te duiden was de grote vondst die het 
rekenen voor op den duur ieder toegankelijk en uitvoerbaar maakte. Verdere 
al dan niet Arabische vaardigheden als het oplossen van vergelijkingen droe­
gen het hunne ertoe bij dat in het onderwijs naast het vak meetkunde een 
vakkencomplex als rekenen en algebra algemeen doordrong. 

De westerse ontwikkeling der natuurwetenschappen en techniek werd mogelijk 
dank zij de ontdekking der infinitesimaalrekening, die zo'n vier eeuwen 
geleden in de universitaire programma's en zo'n vier*jaar geleden defini­
tief in de programma's van secundair onderwijs werd opgenomen (een trend 
die met het rekenen zonder meer al eerder had plaats gevonden: eerst op 
de universiteiten, later in bet secundair onderwijs en nu nog in het lager 
onderwijs - volgens sommigen daarin ook al niet meer in voldoende mate). 

Tezamen met verdere vakken als beschrijvende, projectieve en analytische 
meetkunde en lineaire algebra heeft men bier een basisopsomming van de 
kernelementen in de eerste helft van deze eeuw van de aan universiteiten 
of technische hogeschool gedoceerde pre-candidaats wiskunde. De analyse 
begon - mede in het licht van het eerder genoemde gebruik in andere disci­
plines - een steeds overheersender positie in te nemen. Ongetwijf eld was 
daaraan mede het feit debet dat in de negentiende eeuw voor dit vak door 
mensen als Cauchy een fundering was gelegd, die een Euclides niet zou 
hebben misstaan. Men kon nu gerust zijn, in de analyse wist men heel pre­
cies wat wel en niet toelaatbaar was. Had Euler nog genoeg intuitieve fee­
ling om een eeuw v6or Cauchy te weten wat wel en niet toelaatbaar was, 
thans behoeft men slechts netjes de theorie te volgen om als gewoon mens 
(of nu al als scholier) volgens de regels der kunst analyse te kunnen be­
drijven. 

*) Deze voordracht dateert uit 1975. 



3 

1.2. In deze eeuw - en daarbij moeten wij wat uitgebreider stilstaan - trad 

de algebra op de voorgrond. Misschien hebben de wiskundigen zich wel eens 

afgevraagd waarom in de meetkunde (en later in de analyse) wel de behoefte 

bestond om deze te beoefenen vanuit een streng axiomatisch systeem, maar 

waarom dat niet het geval was met de algebra. Op de lagere school leerde 

je rekenen volgens bepaalde - veelal niet of nauwelijks beargumenteerde -

regels en in het verdere onderwijs ging het in de algebra niet zo erg veel 

anders toe. Het leek wel of pas nu de tijd ervoor rijp was dat ook de alge­

bra een axiomatisering zou ondergaan. Een belangrijke bijdrage hieraan 

bracht het verschijnen van VAN DER WAERDENs "Moderne Algebra". 

Men is zich er sindsdien van bewust dat de bestaande rekentechnieken op 

enkele grondregels berusten en dat bij het invoeren van een antler systeem 

van grondregels een andere algebra te voorschijn kan komen. Hier signale­

ren wij een analoge ontwikkeling als bij de meetkunde, waar de vorige eeuw 

ons naast de euclidische meetkunde andere evenzeer axiomatisch sluitende 

meetkunden bracht. 

Allengs werd de rol van de algebra belangrijker. Men onderkende dat de meet­

kunde van een algebraisch uitgangspunt is op te bouwen en men zag later in 

dat een antler algebraisch systeem voerde tot een andere meetkunde (een en­

kel voorbeeld hiervan vindt men in de huidige MOB-stof, zodat wij er hier 

niet verder op in behoeven te gaan), Maar daar bleef het niet bij. De ande­

re algebraische systemen begonnen elders aftrek te vinden. Wij noemen de 

algebra van Boole, die voor electrotechnici de poorten der schakeltechniek 

en netwerktheorie opent, waarin het wel of niet gaan van electrische stro­

men in een netwerk beschreven wordt, 

Anderzijds waren er andere gebieden waar ook elementen in optraden, die 

nauw verwant waren aan de algebra van Boole, Wij denken daarbij enerzijds 

aan de mathematische logica, die zich na haar beoefening in de Oudheid en 

de Middeleeuwen in de laatste eeuw tot een algebra-achtig geheel ontwikkel­

de. Ook hier geldt weer dat wijziging in de axioma's of uitgangspunten kan 

voeren tot alternatieve systemen. Daarbij kan men denken aan meer-waardige 

logica's, logica's dan waarbij van een bewering niet langer geldt dat die 

of juist of onjuist is, maar waarbij meer (waarheids-) gradaties mogelijk 

zijn. 
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Nauw verwant hiermee is in eerste aanleg de opbouw der waarschijnlijkheids­

rekening. 

Voorts ontmoet men als verwant systeem aan de algebra van Boole de verzame-

1 ingsleer, een theorie waarin de in het secundair onderwijs binnengedrongen 

Venn-diagrammen een belangrijke beginrol vervullen. 

De wiskunde zou de wiskunde niet zijn, als de behoefte niet was gevoeld om 

de diverse hier geschetste algebraische of algebra-achtige ontwikkelingen 

onder ~~n noemer te vatten. Dat is dan ook gebeurd en het bijbehorend eti­

ket heet Discrete Wiskunde. De opsomming der deelgebieden, die men hieron­

der kan rekenen, is niet volledig geweest. Slechts die werden genoemd die 

in de bier naar voren gehaalde historische ontwikkeling aan bod kwamen. 

Straks komen er meer onderdelen aan de orde. Maar voordat dat gebeurt iets 

over de naam. 

1.3. De naam Discrete Wiskunde (liever in eerste instantie discrete wiskun­

de in ruimere zin te noemen) suggereert reeds dat het hier gaat om een on­

derscheid tussen continue en niet-continue (d,w.z. discrete) wiskunde. In 

dit verband speelt wellicht in eerste instantie de analyse een rol en wel 

de plaats van de jonge numerieke wiskunde erin, waar een aantal moeilijke 

analytische problemen door discretisering wordt aangepakt. Dan komt men 

terecht in het gebied der discrete wiskunde in engere zin, liever discrete 

analyse (voor sommigen wellicht een contradictio in terminis) te noemen. 

Van dit gezichtspunt uit past voor discrete wiskunde in het algemeen wel­

licht ook wel de naam limiet-vrije wiskunde 0 Het is dan ook wel duidelijk 

dat dit soort wiskunde, behalve van theoretische kant uit, ook een rol 

speelt bij het beschrijven van allerlei zaken, die zich slechts in eeneindig 

aantal toestanden kunnen bevinden: de stroom die wel of niet in een netwerk 

loopt, de gediscretiseerde waarschijnlijkheid van een gebeurtenis, de kunst 

van het rekenen met behulp van een eindig aantal symbolen (al dan niet met 

apparatuur), om nog eens de eerder aangeduide onderwerpen van dit gezichts­

punt uit te noemen. 

2.0. Na deze gedeeltelijk-historische introductie, willen wij ons thans wa­

gen aan een - reeds aangekondigde - iets meer systematische opsomming van 
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de onderwerpen, die tot de discrete wiskunde (in ruimere zin) te rekenen 

zijn en aan een simpele aanduiding van hun werkwijze en toepassingsgebied. 

2.1. Men behoort, dat is uit het bovenstaande wel duidelijk, natuurlijk te 

beginnen met de Algebra en wel de algebra zoals die zich deze eeuw in ab­

stract-axiomatische zin heeft ontwikkeld. Naast de algebra van Boole, zijn 

er talloze andere onderdelen van de algebra te noemen. Wij denken bijvoor­

beeld aan de theorie van de eindige lichamen, die diverse informatie-theo­

retische toepassingen vindt. Wij willen er hier twee van noemen. 

2.1.1. De theorie der schuifregisters, die voor het genereren van allerlei 

getallenrijen (of soms zelfs imiteren van bepaalde verschijnselen) van be­

lang is. Een schuifregister bestaat uit een aantal (zeg k) informatie-ele­

menten ("hokjes"), die elk in een eindig aantal (zeg N) toestanden kunnen 

verkeren. Een momentopname van een schuifregister levert dus een vector 

(u,v,w, ••• ,z) met k componenten; elk der componenten kan N waarden aannemen. 

In totaal kan zo'n register zich in Nk toestanden bevinden. Vervolgens 

wordt afgesproken dat een toestandsverandering zich op discrete momenten 

zal voltrekken. Wij zullen eenvoudigheidshalve deze momenten aequidistant 

nemen en kunnen dan spreken over de toestandsvector (un,vn,wn•···•zn) op 

het "moment" n. Bij een schuifregister is het veelal zo dat de toestands­

vector op het moment n + 1 grotendeels volgt uit die op het vorige moment 

door een "opschuiven", d.w.z. un+l = vn' vn+l = wn' enz., terwijl zn+l een 

voorgeschreven functie is van de k grootheden un,vn,wn, ••• ,zn' Wij nemen 

als voorbeeld k = 5 en N = 2 (d.w,z. elke component kan slechts twee waar­

den aannemen; wij nemen er voor de getallen 0 en 1) zodat er in totaal 25 = 

32 verschillende toestanden van het register (u ,v ,w ,x ,z ) mogelijk zijn. n n n n n 
Tenslotte moeten wij zn+l nog definieren en daarvoor een dusdanige functie 

nemen van un,vn,wn,xn' en zn dat het antwoord onder alle 32 omstandigheden 

weer 0 of 1 wordt. 

We kiezen daartoe bijvoorbeeld zn+l 

deze eis te verwezenlijken valt. 

= u + w (mod 2), een relatie waarmee n n 
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Schematisch is het gebeuren met onderstaand plaatje weergegeven. 

z 
n 

x 
n 

w 
n 

v 
n 

u 
n 

Uit het bovenstaande volgt dat men de toestandsvector op het moment n ook 

kan aanduiden met u = (u ,u 1,u 2,u ~3 ,u +4) en dat verder geldt -n n n+ n+ nT n 

u +5 = u + u 2 (mod 2). Na invoeren van de verschuivingsoperator E (die n n n+ 
bij elke grootheid u de index met 1 verhoogt) krijgt men de formule 

n 

- u n 

ofwel na "herleiden op nul" 

(mod 2) 

5 2 Hierbij speelt de veelterm f(E) = E + E + 1, ook wel de karakteristieke 

veelterm van dit proces genoemd, een belangrijke rol. Uit de algebra is be­

kend dat deze veelterm irreducibel is mod 2, waaruit met behulp van de 

theorie der eindige lichamen volgt dat f(E) deelbaar is op E31 - 1. Dit be-

tekent dat onze op nul herleidde formule na (toelaatbare!) vermenigvuldi-

ging met het quotient (E31 -1) 31 f(E) voert tot (E -1)un - 0 (mod 2) en dat 

dat tenslotte leidt tot u 31 u • De door het register gegenereerde rij n+ n 
getallen u (n=0,1, ••• ) is dus periodiek; hij herhaalt zich na 31 stappen n 
(of in het enige bijzonder uitzonderingsgeval dat men met de nulvector zou 

beginnen, reeds na 1 stap), 

Nog twee opmerkingen over dit resultaat. Als men een proces had beschouwd 

alweer met k = 5 en N = 2, waarbij de karakteristieke veelterm reducibel 

is, dan was, zoals zich laat aantonen, de periode van het proces kleiner 

geworden. Wil men dus processen met lange periode dan verdienen die, waarbij 

de karakteristieke veelterm irreducibel is, de voorkeur. In een geval als 

k = 6 en N = 2 blijkt evenzo dat de periode van het proces bij een irredu­

cibele karakteristieke veelterm gelijk is aan 26 - 1 = 63 (of een deler 
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ervan). Slechts bij die keuzen van k waarbij 2k - 1 priem is, is in zulke 

gevallen de periode op zijn grootst (d.w.z. 2k - 1). Zo voert onze schuif­

registertheorie dan tevens tot een getallentheoretische vraag, namelijk de 

vraag voor welke k bet getal !\ = 2k - 1 (getal van Mersenne) ondeelbaar is. 

De grootste thans (1975)bekendek is bet getal 19937; een schuifregister 

met zoveel. secties is echter technisch niet construeerbaar. Hier heeft de 

sport naar records bet royaal gewonnen van de techniek. 

Ook nog een voorbeeld met een ~leine waarde van k en wel k = 3. Kiest men 

andermaal N = 2 en kiest men f(E) = E3 + E + 1 (een irreducibele derde 

graads vorm dus), dan vindt men voor de periode van de u-rij (mits ~ ~ O) 

de waarde 23 - 1 = 7. Bij ~ = (0,0,1) heeft men dan voor de eerste 7 ele­

menten van de rij de waarden 0,0,1,0,1,1,1, een rij waarop wij straks nog 

terugkomen. 

2.1.2. Een antler gebied, evenzeer uit de informatica, waarbij de algebra 

een belangrijke rol speelt, is de coderingstheorie. Ook bier gaat bet om 

een stukje discrete wiskunde. Wij gaan uit van bet coderen van de letters 

a, ••• ,z door middel van bet Morse systeem, waarbij wij gemakshalve de pun­

ten en streepjes door de cijfers 0 en 1 weergeven. Voor de 26 letters van 

ons alphabet zijn 5 dergelijke cijfers voldoende, want zij bieden 25 moge­

lijkheden en 25 > 26 (dat in Morseschrift niet alle letters door evenveel 

symbolen worden gecodeerd laten wij bier buiten beschouwing). Nu komt bet 

in de praktijk voor dat wel eens een symbool bij doorseinen verminkt over­

komt, zodat de ontvanger in bepaalde gevallen een dergelijke boodschap zon­

der meer niet zal begrijpen. Om dit euvel te verhelpen zou men kunnen af­

spreken dat geen twee coderingen mogen voorkomen, die slechts in een sym­

bool verschillend zijn. Sterker nog, in de praktijk richt men bet wel zo 

in dat alle gebruikte coderingen onderling twee aan twee in b.v. tenminste 

3 plaatsen een verschil vertonen, anders gezegd alle coderingen hebben een 

onderlinge "afstand" 3 of meer. Wordt nu een symbool op een plek verminkt 

doorgezonden dan heeft bet verminkte symbool tot de overige een afstand 2 

of meer en alleen tot bet oorspronkelijk bedoelde symbool een afstand 1. 

De ontvanger kan bet dus ondanks de verminking reconstrueren. 
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Wij geven hier een voorbeeld waarbij 7 symbolen in het spel zijn, alle met 

afstand 4. Dit wordt ontleend aan de zoeven ontmoete vector u = (0010111) 

en alle 6 cyclische permutaties ervan. Het is niet moeilijk na te gaan dat 

deze 7 vectoren de gewenste eigenschap bezitten. Dat kan men ook aldus in­

zien. Het verschil tussen ~ en de cyclisch een keer verschoven vector Eu = 

= v = (1001011) wordt bepaald door het aantal keren dat een component van 

~ (cyclisch gezien) verschilt van ziJn opvolger, in casu dus vier keer. 
. 2 . .. d k Maar ook het verschil tussen u en E ~ moet nu vier ziJn, .w.z. oo moet 

het vier keer voorkomen dat een component verschilt van de twee plaatsen 

verder gelegen component. Zo kan men doorgaan: eveneens moet het op vier 

plaatsen gebeuren dat twee componenten van~ met plaatsverschil 3 verschil­

lende componenten hebben, enz. Dit laatste laat zich ook anders verifieren. 

Onder de rangnummers van de componenten 0 in ~ treden alle verschillen 

even vaak op. Dan blijkt dat ook zo te zijn met de rangnummers van de com­

ponenten 1 in ~· 

De rangnummers 1, 2 en 4 van de componenten 0 in u hebben (mod 7) dus de 

eigenschap dat hun verschillen alle waarden 1,2, ••• ,6 even vaak (in casu 

een maal) opleveren. Zo'n verzameling noemt men een verschilverzameling. 

Deze soort verzamelingen kan ons helpen om geschikte coderingen te vinden. 

De vraag is op welke plekken men de cijfers 0 dan wel moet plaatsen. Ook 

hier blijkt de getallentheorie te helpen: het zijn de plekken met die rang­

nummers die kwadraatresten mod 7 zijn. lets dergelijks geldt ook al alge­

mener bij codes van p (waarbij p een ondeelbaar 4-voud + 3 is) symbolen, 

met !(p-1) nullen en !(p+1) enen. Men kan voor de plaatsen der nullen de 

kwadraatresten mod p nemen. 

2.2. Een ander belangrijk onderdeel van de discrete wiskunde, is de corrbi­

natoriek of - wat daarmee verwant is - de leer van het tellen van aantallen. 

Het is een problematiek die zo oud is als de wereld, zou men wat overdreven 

kunnen zeggen. De daarbij gebruikte methoden zijn veelal al lang geleden 

ontwikkeld. Hier, en niet alleen hier, is een stuk discrete wiskunde in 

het spel dat vroeger ender een andere naam incidenteel werd beoef end, een 

verschijnsel dat men ook op andere plaatsen in de discrete wiskunde ont­

dekt. 
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Natuurlijk zijn er ook wel nieuwe methoden aan de oudere toegevoegd. 

Een ervan willen wij hier wat nader bespreken. Het is de theorie der voort­

brengende functies. Bij een rij u (n=0,1, ••• ) definieert men de voortbren-
n 

gentle functie V(u) door middel van de reeks 

V(u) 
co 
:L 

n=O 

n 
u x 

n 

Wij laten voor een aantal voorbeelden het nut van deze theorie zien. Aller­

eerst nemen wij voor un het aantal partities p(n) van het getal n, dat is 

het aantal manieren waarop n als een som van natuurlijke getallen te schrij­

ven is. Hierbij is het toegelaten dat onder die natuurlijke getallen onder­

ling gelijke voorkomen. Verder worden partities waarin slechts de volgorde 

der termen verschilt als dezelfde gerekend. Onder deze afspraken vindt men 

p ( 1) 1, p(2) 2, p(3) 3, p(4) 5, p(5) 7, 

Definieert men nog p(O) = 1 (zoiets blijkt vaker in de wiskunde nuttig) dan 

valt gemakkelijk af te leiden dat 

V(p) 
co 
:L p(n)xn IT k ( 1-x ) • 

n=O k=l 

co co 

IT :L 
mk x 

k=1 m=O 

Formeel hoort hier (trouwens steeds in de theorie van de voortbrengende 

functies) de convergentie van de reeks te worden bekeken. Als wij ons be­

perken tot Ix! < 1 kan men daarover gerust zijn. 

Beschouwt men voorts partities q(n) van een getal n, waaronder geen gelijke 

elementen voorkomen, dan vindt men als voortbrengende functie 

V(q) ~ q(n)xn 
n=O 

co 

IT 
k=l 

k ( 1 +x ) • 
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Verder voldoet de voortbrengende functie V(r) van het aantal verdelingen 

r(n) in oneven delen aan 

V(r) 

Nu leert de relatie 

V(r) 

~ r(n)xn 
n=O 

00 

TI 
k=O 

2 3 (1+x)(1+x )(1+x) ••• = V(q) 

dat het aantal partities van een natuurlijk getal in oneven delen even 

groot is als het aantal partities van dat getal in ongelijke delen. Natuur­

lijk is voor dit resultaat ook wel direct (maar wel wat subtiel) bewijs 

mogelijk; de voortbrengende functies maken het bewijs echter wel erg een­

voudig. 

2.3. Als laatste gebied van de sunnniere opsonnning van een aantal onderwer­

pen uit de discrete wiskunde noemen wij de differentierekening, die eigen­

lijk als een soort discrete analyse te beschouwen is. Hier gaat het om 

grootheden u, die voor discrete n (vaak n E :N of n E 7l) gedefinieerd 
n 

zijn, maar waarvan de waarden willekeurig reeel of imaginair kunnen zijn. 

Dit vak kwam in relatie met de numerieke wiskunde tot ontplooiing. Vaak 

werden problemen over functies u(x) (x willekeurig reeel) waarin ook de 

afgeleide u'(x) mee deed door discretisering aangepakt, waarbij in principe 

de grootheid u'(x) door de differentie Au(x) = u(x+1) - u(x) werd vervangen. 

Numerici en analytici doorgronden gaarne hoe groot de daarbij optredende 

fout wel is. Wij laten die hier voor wat hij is en beperken ons tot de ana­

loga van de differentiaalvergelijkingen, die men differentievergelijkingen 

noemt. Zo heeft een homogene lineaire differentievergelijking van de tweede 

orde met constante coefficienten de gedaante. 

~+~ n n + CU 
n 

o. 

Zo'n relatie is ook anders te schrijven, innners Aun Eu - u 
n n 
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= (E-1)u • dus 8 2u = (E-1) 2u • Onze differentievergelijking is dus ook te n n n 
schrijven als een homogene lineaire relatie Aun+Z + Bun+l + Cun = 0 tussen 

un' un+l en un+Z' ook wel een recurrente relatie (van de tweede orde) ge­
noemd. 

Naast diverse oplossingstactieken is hier ook die met behulp van voort­

brengende functies van nut. Innners men heeft bij 

V(u ) 
n 

de betrekking 

en evenzo 

00 

:L 
n=O 

n u x 
n 

V(E2u ) = _! V(Eu ) 
n x n 

Dan gaat onze recurrente relatie over in 

AV(E2u ) + BV(Eu ) + CV(un) = O, n n 

dus in 

(A2 + i + c) V(un) 
Au0 +. Au 1x 

2 x x 

dus 

V(u ) 
Au0 + Au 1x + Bu0x 

n A+ Bx + Cx2 

+ Bu0x 

Als men de laatste uitdrukking in een Taylorreeks ontwikkelt vindt men een 

formule voor un' de coefficient van xn in die Taylorreeks. 

De methode loopt neg iets fraaier als men in plaats van de voortbrengende 

functies gebruik maakt van de in de techniek welbekende z-transformatie. 

Bij een rij u (n=0,1, ••• ) definieert men deze als volgt n 

Z(u ) 
n 

00 

:L 
n=O 

-n-1 u z 
n 
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Men vindt dan gemakkelijk 

Z(Eu ) = zZ(u ) - u0 , 
n n 

een formule die sterk herinnert aan de formule 

L(y') sl(y) - y(O) 

uit de theorie van de Laplace-transformaties. Deze kunnen van nut zijn bij 

het oplossen van zekere differentiaalvergelijkingen, de z-transformaties 

presteren hetzelfde bij de differentievergelijkingen. 

3. Hoewel nog heel wat verdere gebieden uit de discrete wiskunde te vermel­

den zijn willen wij het hierbij laten. Een zekere afsluiting en samenvat­

ting kan wel liggen in de uitspraak dat de rol die de analyse vervult bij 

de klassieke toegepaste wiskunde, machanica en physica thans wordt gespeeld 

door de discrete wiskunde ten behoeve van de informatica. Daarbij wordt een 

sterk beroep gedaan op diverse stukken algebra, getallentheorie, combinato­

riek en dat heus niet op grond van het feit dat veel rekentuig zijn rekenen 

zelf in het tweetallig stelsel verricht (hoe interessant dat feit op zich­

zelf ook mag zijn). 
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Er ligt een lange weg van de oerintuitie van het tellen tot de huidige ge­

raffineerde wiskundige taktieken van tellen. Laten we ter inleiding enkele 

aspecten over het tellen zelf vermelden, waarbij tevens de verwevenheid van 

taal en tal (tellen) naar voren komt. 

Reeds in een primitief stadium van de ontwikkeling van een gemeenschap ont­

staat een behoefte tot tellen. In eerste instantie is dit een registrerende 

aangelegenheid, men ziet een bepaald object, men ziet nog een dergelijk ob­

ject en men begint zich te realiseren dat men deze indrukken korter kan 

weergeven door de mededeling dat men (twee) objecten heeft gezien; het 

meervoud van een substantief is dan geboren. In nogal wat niet al te primi­

tieve talen kent men bij een zelfstandig naamwoord dan ook aparte vormen 

voor enkelvoud resp. meervoud. In het Maleis (bahasa Indonesia) wordt het 

meervoud vaak gegeven door een herhaling van het substantief; zo betekent 

orang orang (veelal geschreven als orang2) mensen; in tal van talen heeft 

men aparte achtervoegsels voor het meervoud. 

Ontwikkelt een en antler zich verder dan is er de trits: een, twee, veel. 

Sporen daarvan zijn VWO-ers, die Grieks hebben geleerd, bekend, in welke 

taal men enkelvoud, tweevoud (dualis) en meervoud onderscheidt. 



14 

Om zijn bezit aan gelijksoortige objecten te kunnen vaststellen kreeg de 

mens behoefte aan afzonderlijke telwoorden, waarbij een verregaande nuan­

cering van het zoeven genoemde begrip "veel" plaatsvond. 

Interessant is een soort intelligentietoets waarbij men kan vaststellen 

welk aantal gelijksoortige objecten men nog met ~~n oogopslag kan vaststel­

len en welke niet meer. Veelal ligt de grens - vooral wanneer het om orde­

loos bewegende objecten als koeien of vogels gaat - ergens tussen de tien 

en twintig. 

Het moet een hele ontdekking zijn geweest toen men tot het besef kwam dat 

dezelfde telwoorden dienst konden doen voor het aangeven van aantallen van 

allerlei onderling totaal verschillende dingen. Zo kent het Japans nog 

aparte telwoorden voor aantallen mensen, vogels, voorwerpen enz., zij het 

dat die telwoorden onderling wel enige etymologische verwantschappen ver­

tonen. 

Voor een wiskundige wordt het tellen al een beetje interessant als men aan­

tallen ook op schrift kan stellen, met andere woorden als hij methoden kent 

om aantallen in cijfers weer te geven. In de loop der tijden zijn daarvoor 

geheel verschillende systemen ontwikkeld. 

Uiterst primitief is de kerf stok, elk streepje geeft een eenheid aan en het 

bedoelde aantal is af te lezen uit wat men op zijn kerfstok heeft. 

De Chinees-Japanse cijfers -, =, = (die wij hier zonder uitleg durven geven) 

en de Romeinse cijfers voor dezelfde getallen herinneren ons daar nog aan. 

Al gauw onstonden slimme notatiesystemen voor grotere aantallen. Kende men 

in het oud-Latijnse schrift nog het symbool IIII, later toen voor het getal 

vijf al lang het symbool V was ingevoerd, werd via een subtractief systeem 

voor het getal 4 de welbekende schrijfwijze IV ingevoerd. Subtractief war­

den in het Latijn ook getallen als 9 geschreven en getallen als 18 (duo-de­

viginti) en 19 uitgesproken. 

Wil men naar hogere aantallen toe dan is men meer gediend met additieve dan 

met subtractieve methoden, waarbij men een aantal basissymbolen voor hogere 

aantallen invoert en zo komt tot het systeem I,V,X,L,C,D,M. In het oud-Griek­

se systeem gold ook iets dergelijks, maar later benutte men de Griekse let­

ters, voorzien van een extra accent voor de telwoorden 1,2, ••• ,9; 10,20, ••• , 
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90; 100,200, ••• ,900. Omdat het Griekse alfabet slechts 24 letters telde, 

gebruikte men er 3 Phoenicische leensymbolen bij. Door een andere plaatsing 

van het accent bracht men het tot de basiseenheden 1000,2000, ••• ,900.000. 

In een en andere onderkent men zowel in naamgeving als in schrijfwijze de 

speciale rol van de getallen 5 en 10, welke samenhangen met de aantallen 

vingers per menselijk hand ("je kunt het op je vingers natellen"), 

Wat de taal betreft kende men in het Griekse aparte woorden voor tien, hon­

derd, duizend en tienduizend. Ook in het Japans is voor tienduizend een 

apart woord en waar wij (zonder speciaal woord voor 104) aparte benamingen 
3 6 9 kennen voor de aantallen 10 ,10 ,10 , ••• heeft men die in het Japans heel 

4 8 12 consequent voor 10 ,10 ,10 , •••• 

Het Frans herinnert ons aan nog andere elementen in het tellen door hun 

woorden voor getallen als 70, ••• ,79 en vooral 80, ••• ,99. Ook andere getallen 

speelden wel een - zij het wat meer summiere- rol in het tellen; men denke 

aan uitdrukkingen als een paar, een stel, een dozijn, enz. 

Het is duidelijk dat al dit soort systemen weinig noodt tot aantrekkelijke 

rekenpraktijken. Toch zag een man als Archimedes kans het getal TI met vrij 

grote nauwkeurigheid te berekenen. Ja ook doorbrak hij bewust de grens van 

106 -1 in zijn zandrekening, waarin hij het aantal zandkorrels berekende 

dat het heelal (in de toenmalige visie erover) zou kunnen vullen. 

Pas de invoering van het positiestelsel, mede mogelijk geworden door de be­

wustwording over en het in symbool invoeren van het getal nul, bracht ons 

zo'n viertal eeuwen terug een essentiele verbetering in het schrijven van 

en rekenen met getallen. Heel geleidelijk verhuisde het vak rekenen van de 

universiteit naar middelbaar en lager onderwijs. Dat kan met een vak dat 

zich heeft ontwikkeld tot een welhaast mechanische routine-bezigheid. De 

ontwikkeling van moderne mechanische tel- en rekenapparatuur zal dit proces 

verder beinvloeden en wellicht het bijbrengen van vaardigheid in het zonder 

hulpmiddelen rekenen ook in het basisonderwijs minder belangrijk maken. 
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§1. TELLEN IN DE INFORMATICA 

Wij stappen nu af van de primaire aspecten van het tellen en gaan kijken 

hoe men met telresultaten werkt. Daarbij is er onderscheid te maken tussen 

het ordenen, opbergen en weer tevoorschijn halen van telresultaten ener­

zijds en het toepassen van (rekenkundige) opera~ies op getallen anderzijds. 

Het eerste type activiteiten ondervindt thans grote aandacht in de infor­

matica, het tweede type in diverse (verdere) takken van wiskunde. 

Bij het eerste type gaat het vaak niet alleen om achter elkaar opslaan 

van telgegevens, maar ook om dit soort zaken op een enigszins logische 

wijze te doen plaatsvinden. Vaak brengt men de plaats u van opslaan van 

het (ne) gegeven in een of andere vorm in relatie tot n, kortweg er is een 

afbeelding van n naar u , die ook handig zo kan worden gebruikt dat uit 
n 

het getal un het oorspronkelijke getal n weer is terug te vinden. Voorbeel-

den hiervan in min of meer zuivere vorm zijn onder meer onze telefoonnum­

mers. Aanvankelijk was het nunnnersysteem van de kengetallen in relatie 

tot een geografische ordening van onze gemeenten, terwijl bij de abonnee­

nunnners dit principe ook in een of andere mate locaal werd gebruikt: bij 

dicht bij elkaar wonende abonnees verschillen de telefoonnunnners veelal 

slechts in de eindcijfers. Men zou hier kunnen spreken van een verzwakte 

vorm van continuiteit. In onze moderne maatschappij is het reeds zover ge­

komen dat men meer dan een nunnner aan een individu toevoegt; naast tele­

foonnunnners denkt men aan banknunnners, paspoortnunnners, salarisadministra­

tienunnners, enz. Niet bij elk systeem is de systematiek even essentieel. 

Er zijn stellig informatici die liever zouden zien dat iedereen een nunnner 

kreeg toegewezen dat voor alle doeleinden bruikbaar zou zijn. Daarbij komt 

men natuurlijk in conflict met andere organisatorische eisen die de ge­

bruiker (de bank, de werkgever) in zijn systeem wil aanbrengen. Een ding 

is wel duidelijk: de naam van een mens is ondeugdelijk als ondubbelzinnige 

codering van de betrokkene; men denke alleen al aan de traditie in vele 

families om kinderen naar hun (groot)ouders te vernoemen. 
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§2. TELLEN IN DE (KLASSIEKE) WISKUNDE 

Richten wij ons thans tot de klassieke wiskunde dan liggen de telproblemen 

voor het grijpen. Eigenlijk kwamen die geleidelijk naar voren als gevolg 

van het doordringen van wiskundige aspecten op steeds meer plekken in het 

dagelijks leven. Dat bij allerlei physisch/technische problemen de rij der 

natuurlijke getallen diverse verfijningen nodig had, laten wij hier buiten 

beschouwing, het is niet het doel van deze voordracht. Er zijn voldoende 

andere problemen waar de natuurlijke getallen een antwoord op kunnen 

brengen of hulp kunnen bieden, 

2.1. Tellen in de meetkunde 

Eerst behandelen wij wat problemen uit de meetkunde. Wij noemen hierbij het 

aantal regelmatige lichamen in de driedimensionale Euclidische ruimte met 

generalisatie naar meer dimensies. Ook kunnen wij ons afvragen in hoeveel 

gedeelten de R2 wordt verdeeld door n (n = 1,2,3, ••• ) algemeen gelegen rech­

ten, waarnaeen analogevraag opkomt voor de ~,R4 , •••• Genoeg zij het hier 

het antwoord te geven, maar wij laten het expres weg ten behoeve van hen 

die het liever zelf willen uitzoeken. 

In een apart onderdeel der meetkunde, de door H. Schubert ontwikkelde en 

door B.L. van der Waerden op (algebraische) poten gezette Meetkunde van het 

Aantal (Abzahlende Geometrie) beantwoordt men de vraag naar het aantal op­

lossingen van bepaalde meetkundige problemen. Het daarbij gebruikte begin­

sel van het behoud van het aantal (dat zou overigens ook wel aardig motto 

zijn ~eweest voor deze vacantiecursus) helpt essentieel mee om tot antwoor­

den te komen. Wij illustreren dat aan de vraag naar het aantal overlijnen 

van 4 willekeurig gelegen gegeven rechten in R3 (dat is het aantal rechten 

dat ze alle 4 snijdt). Volgens genoemd beginsel kan men dit antwoord ook 

krijgen als van de vier rechten er twee zijn die elkaar snijden en ook de 

andere twee elkaar snijden. Dan ziet men snel in dat er twee oplossingen 

zijn voor dit probleem en "dus" zijn er in het algemeen ook twee (en de 

theorie van de hyperboloide die bij een "klassieke" behandeling van dit 

probleem hoort heeft men aldus niet nodig). 
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In ditzelfde vak wordt ook op eenvoudige wijze antwoord gegeven op de vraag 

naar de klasse van een vlakke kromme van de graad n, dat is het aantal raak­

lijnen uit een willekeurig punt aan die kromme. Men vindt er voor het be­

kende aantal n(n-1) bij krommen zonder dubbelpunten en keerpunten ofwel 

n(n-1) - 2d - 3k voor een kromme met d dubbelpunten en k keerpunten (for­

mules van Plucker). 

Ook via dit vak kan men een eenvoudig bewijs geven van de stelling van 

Bezout, die inhoudt dat het aantal snijpunten van een vlakke kromme van de 

graad n en een vlakke kromme van de graad m gelijk is aan m n, 

2.2. Tellen in de discrete wiskunde 

Met name in de discrete wiskunde speelt het tellen een belangrijke rol. 

Daarbij komen al gauw aanrakingsgebieden met de waarschijnlijkheidsrekening 

en operationele analyse naar voren, 

2,2.1. Waarschijnlijkheidsrekening 

Laten wij beginnen met de waarschijnlijkheidsrekening waar in het kader van 

de klassieke definitie van kans aantallen gunstige en mogelijke gevallen 

moeten worden berekend. Wij herinneren eraan dat daarbij vaak combinato­

rische problemen op de voorgrond treden, Zo ziet men dat een dominospel 

bestaat uit (;) (aantal stenen met onderling verschillende aantallen ogen) 

+ (~) (aantal stenen met onderling gelijke aantallen ogen) = 28 stenen en 

de keus dat men er blindelings een steen uit trekt met ogensom 7 is dus ] 8 , 

waarbij de teller gevonden wordt door tellen zonder meer. In hoeverre 

kaartspelers zich bij hun spel laten leiden door bliksemsnel kansbereken­

ingen dan wel routine of intuitie laat ik hier liever in het midden. 

2.2.2. Taalkunde en cryptografie 

Zelfs in de moderne taalkunde dringt het kansbegrip door. Door de frequen­

ties van gebruikte woorden in bijvoorbeeld de Ilias of Odyssee te bepalen 

(tellen!) komt men tot beschouwingen over de kans dat deze beide werken van 

eenzelfde of van twee verschillende auteurs afkomstig zijn. Ook in de cryp­

tograf ie speelde het door tellen bepaalde frequentiepatroon van de letters 

in een taal een rol om aldus bij "versleutelde" berichten (onder zekere 
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voorwaarden over het versleutelingssysteem) de code te kunnen "breken". 

Bij de klassieke coderingsmethoden worden bijvoorbeeld de letters a, ••• ,z 

door getallen 00, ••• ,25 gerepresenteerd en dan mod 26 beschouwd. Door nu 

verder een getallenrij y0 ,y1 te_genereren en de ke letter uit een bericht 

B, in symbool het getal Bk' (mod 26) met yk te vermeerderen ontstaat dus 

- in vectornotatie - een bericht B = B + y (mod 26). Zodra de rij periodiek 

is, laten geraffineerde telmethoden het toe uit de letterverdeling in B in 

relatie tot de letterverdeling in de taal waarin B is gesteld conclusies 

over die periode te trekken, hetgeen de eerste stap oplevert voor het de­

coderen van B. De sport richt zich dan bij voorkeur op het maken van rijen 

y met een zeer lange periode, waarbij door wat verdere verfijningen in het 

systeem niet a priori mod 26 behoeft te worden gerekend. 

2.2.3. Genereren van getallenrijen 

De elementaire getallentheorie levert vele mogelijkheden van genereren van 

bepaalde getallenrijen op. Zo kan men het gedrag van de rij yn met 

Yn+1 = 3yn (mod 31) 

bestuderen of algemener van een eerste orde recurrente rij 

Yn+ 1 = kyn (mod m) 

bij voorkeur voor ondeelbare m. Een volgende gedachte, om te komen tot een 

langere periode, voerde tot de overbekende rij van Fibonacci (een tweede 

orde recurrente rij) mod m genomen 

met Yo= O,y1 = 1. Is bij m = 37 de periode van de eerste orde rij een 

deler van 36, bij m 

veelvoud is van 38. 

37 levert de rij van Fibonacci een periode die een 

Het gedrag van de modulus m speelt bij vele van deze methoden een rol. De 

bedoelde perioden zijn in het algemeen het grootste bij ondeelbaar m, zo-
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dat hier een motivering ligt van de jacht naar grote priemgetallen. Er is 

ongeveer een eeuw geleden door Lucas een stelling gegeven waarmee ook nu 

nog de recordhouders worden gevonden. In de uitvoering speelt daarbij de 

rekenmachine een belangrijke rol. Al die recordhouders zijn van de gedaan­

te 2s-1 (is uiteraard priem). Op de overige getallen heeft men nauwelijks 

vat. Voorzover bekend geldt voor de huidige (1980) recordhouder s = 44497. 

Wij noemen nog enige andere typen rijen y = u + 2v (met un E z2), waar-
n n n 

bij in de recurrente definitie niet alleen elementen y met lagere index 

maar ook dergelijke elementen u en v worden betrokken. Als een eerste 

voorbeeld noemen wij de rij met definitie 

waarbij het dus de bedoeling is dat de som in het rechterlid niet alleen 

het nieuwe getal Yn+2 oplevert, maar ook via de Euclidische algorithme de 

beide nieuwe getallen un+2 en vn+2 (met vn+2 ElN en un+2 E z2). Een iets 

geraffineerdere rij is die welke op analoge wijze wordt bepaald door de 

relatie: 

Neemt men niet elk van de vereiste beginvoorwaarden gelijk aan nul, dan 

heeft de rij de periode 67174400, welke voor menig (cryptografisch) doel 

groot genoeg is. Hierbij speelt een rol het feit dat het getal 227 + 217 + 

1 priem is. 

In deze sector zijn nog genoeg open problemen. Wij noemen - ter aanmoedi­

ging of afschrikking - de rij y , die als volgt wordt gedefinieerd: 
n 

Yn+l = 3yn + 1 als yn oneven is. 

De rij is ook met de hierboven gegeven u-v-notatie weer te geven. 

Vraag: is voor elke keuze van y0 de rij begrensd (en dus op den duur pe­

riodiek)? 



2.2.4. Tellen in de grafentheorie 

Vervolgens nemen wij nog de grafentheorie waarbij een netwerk van punten 

en al dan niet georienteerde verbindingswegen (denk aan eenrichtingsver­

keer) is gegeven en de vraag kan rijzen op hoeveel wijzen het mogelijk 
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is van een punt A in dit netwerk langs die wegen naar een punt B ervan te 

gaan. De hier letterlijk te nemen uitspraak dat er vele wegen naar Rome 

leiden leerde de mensheid al eerder. Niet zodra is dit probleem opgelost 

of er dient zich een ingewikkelder variant aan. Daarbij is voor het afleg­

gen van elke verbindingsweg de tijdsduur of de prijs bekend en men kan een 

vraag stellen over de in tijdsduur kortste of over de goedkoopste weg. 

Zo'n vraagstuk hoort thuis in de operationele analyse en wordt aangepakt 

met methoden die in dat vak zijn ontwikkeld, vaak met behulp van rekentuig. 

Een iets ingewikkelder probleem is dat van de handelsreiziger (travelling 

Salesman problem), die de kortste weg moet opsporen die langs een aantal 

voorgeschreven punten van het netwerk voert. 

2.2.5. Voortbrengende functies 

Een vrij practische probleem is het schrijven van een gegeven natuurlijk 

getal als niet-negatieve lineaire combinatie van een aantal gegeven natuur­

lijke getallen. In de praktijk treedt dit op bij de vraag welke munten men 

moet slaan om in het handelsverkeer practisch te kunnen werken. Interes­

sant is daarbij de vraag naar het minimum aantal munten waarmee men een 

bepaald bedrag kan betalen. In ons muntsysteem vindt men dat door eerst 

die munt te gebruiken met de hoogste muntwaarde, die kleiner dan m is en 

deze procedure te herhalen op het nog te betalen restbedrag. Het is niet 

moeilijk in te zien dat bij een antler systeem van basismunten deze proce­

dure niet meer op gaat. 

Niet verder van deze problematiek verwijderd ligt de vraag op hoeveel ma­

nieren un een natuurlijk getal n te schrijven is als niet-negatieve line­

aire combinatie van twee gegeven onderling ondeelbare natuurlijke getallen 

a en b, Dit probleem pakken wij aan met behulp van de theorie van de voort­

brengende functies (soms deftig genererende functies genoemd), Daarbij 

voegt men aan een rij getallen un (nE:N) de functie 
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U(z) 
00 

I: 
n=O 

n u z 
n 

toe. Het is duidelijk dat voor het zoeven genoemde probleem de functie: 

a b 
(1-z ) (1-z ) 

na ontwikkeling in een machtreeks (wat - laten wij dit ter ere van de ana­

lytisch bezorgden even vaststellen - voor JzJ < 1 toelaatbaar is) voldoet. 

Hieruit leest men direct af dat u0 1, iets dat men natuurlijk ook recht­

streeks kan begrijpen, Uit de elementaire schoolalgebra weet men dat de 

uitdrukking 

V(z) 
ab (1-z) (1-'-z ) 

a b 
ab ab+1 (1-z-z +z )U(z) 

(1-z ) (1-z ) 

een veelterm is van de graad N ab - a - b + 1 in z. Op practische gronden 

nemen we nog 

0 voor k < O. 

Dus voor n > N moet gelden 

(waarmee men hogere u's kan vinden uit lagere), terwijl uN' zoals men ge­

makkelijk inziet, gelijk is aan 1. Nu geldt voor de getallen unmet n < N 

dat n - ab < O, n - ab - 1 < O, dus un-ab = un-ab-l = O, zodat onze veel­

term V(z) ook te schrijven is als 

Dus 

N 
i: 

n=O 

n u z 
n 

N-1 
I: 

n=O 

a b (1-z ) (1-z ) 

n+1 
u z 

n 

N-1 
I: 

n=O 

n 
u z 

n 

N 
z 

+ -- • 
1-z 

1 ab-a-b 
Vervanging van z door z en vermenigvuldiging met z levert 



( 1) 

en optelling der formules lee rt 

N-1 N-1 ab-a-b-n N-1 1-z N N-1 
!: 

n 
!: !: (u +uN 1)z 

n 
!: n u z + u z = 1=Z = z 

n=O n n=O n 
n=O 

n -n- n=O 

Dus uN-n-l + un 1, dus van de grootheden un en uN-n-l met 0 $ n $ N - 1 

is de ene 0 en de andere 1. 
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Dus als een getal n splitsbaar is, is het getal N-n-1 

Verder geldt nog 

ab-a-b-n het niet. 

1 ab ab ab 
00 n -z +z z 
!: u z 

n=O n a b) a b ( 1-z ) ( 1-z (1-z ) (1-z ) 

00 ab+n N-1 
00 n 

!: u z + !: u z + !: 
n=O n n=O n n=O 

waaruit voor n > N volgt 

u un-ab + 1 ;;;. 1 
' n 

dus elk getal > N is splitsbaar. 

Neemt men in formule ( 1) nog z 

N-1 
1 + r 

n=O 

2, dan komt 

ab-a-b-n 
u 2 

n 

er 

d.w.z. in de binaire ontwikkeling van het getal 

2ab_1 
------- 1 
(2a-1) (2b-1) 

N-1 
00 n+N n + !: u z + !: z 

n=O n n=O 

n+N z 

staat op de ne plaats een cijfer 0 of 1 alnaar gelang het getal ab-a-b-n 

splitsbaar is of niet. 





TELTECHNIEKEN 

F. Gobel 

§1. INCIDENTIESTRUKTUREN 

Een incidentiestruktuur kan men definieren als een collectie van twee of 

meer typen objecten waarbij een binaire relatie (de incidentierelatie) is 

gegeven tussen objecten van het ene en objecten van het andere type. 

Bijvoorbeeld, in een collectie van punten en lijnen kan een punt wel of 

niet op een lijn liggen. Of, in een collectie van elementen en verzame­

lingen kan een element wel of niet tot een verzameling behoren. 

In een incidentiestruktuur valt van alles te tellen. Men kan bijvoorbeeld 

geinteresseerd zijn in het aantal objecten van het ene type dat incident 
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is met een gegeven object van het andere type. In het algemeen zal dat 

aantal afhangen van het gegeven object (en natuurlijk ook van de onderhavi­

ge incidentiestruktuur). Wij beschouwen echter gevallen met een zekere re­

gelmaat, waardoor het tellen eenvoudiger en zinvoller wordt. 

Een bekend voorbeeld van zo'n regelmatige incidentiestruktuur is de kubus. 

We onderscheiden hier drie typen objecten: hoekpunten, ribben, en zijvlak­

ken. De kubus heeft 6 zijvlakken en ieder zijvlak is incident met 4 punten. 

Het aantal hoekpunten van de kubus is echter niet 6 x 4, maar 8. 

De faktor 3 is te verklaren uit het feit dat ieder hoekpunt incident is met3 
zijvlakken, zodat ieder hoekpunt drie maal geteld werd. 
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Op analoge wijze kunnen we het aantal ribben van de kubus bepalen: 

6 x 4/2, immers er zijn 6 zijvlakken, ieder is incident met 4 ribben, en we 

delen door 2 omdat iedere ribbe incident is met 2 zijvlakken. 

OPGAVE 1. Een polyeder wordt begrensd door 20 driehoeken waarvan er 5 in 

elk hoekpunt samenkomen. Bepaal het aantal hoekpunten en het aantal ribben. 

Een schijnbaar geheel antler voorbeeld betreft een groep van 24 mensen. 

Ieder kent 5 anderen uit de groep, terwijl ieder tweetal kennissen precies 

2 gemeenschappelijke kennissen heeft. Hoeveel drietallen van mensen zijn er 

die elkaar alle drie kennen? Om deze situatie als een incidentiestruktuur 

te zien, kunnen we de volgende typen objecten onderscheiden: mensen, mensen­

paren en drietallen. Het gevraagde aantal is 24 x 5 x 2/6 = 40, immers uit­

gaande van een vaste persoon (24 mogelijkheden) zijn er 5 paren waarmee hij 

incident is, en daarna zijn er 2 drietallen waarmee het paar incident is. 

We moeten door 6 delen omdat ieder drietal 6 maal is geteld. 

OPGAVE 2. Maak een overzicht van alle drietallen (n,k,r) met 

0 ~ r < k < n ~ 6 waarvoor geldt: er is een groep van n personen denkbaar 

waarin iedereen k andere groepsleden kent, terwijl ieder tweetal kennissen 

precies r gemeenschappelijke kennissen heeft. 

In het dorpje Symetria is een bloeiend verenigingsleven. Er zijn 361 inwo­

ners, die allen lid zijn van verscheidene clubs (verenigingen, groeperingen, 

etc.). Iedere club telt toevallig precies 19 leden. En, zeer toevallig, 

voor ieder tweetal dorpelingen is er precies 1 club waar beiden lid van 

zijn. Hoeveel clubs zijn er en van hoeveel clubs is de heer X lid? 

Stel rX is het aantal clubs waarvan X lid is. Iedere club waarvan X lid is, 

heeft 18 andere leden. Uit het gegeven over de tweetallen dorpelingen volgt 

dat de 18rX clubgenoten van X precies de hele populatie omvatten (behalve 

X zelf), dus 18rX = 360. 

Hieruit volgt rX = 20, onafhankelijk van X. 

Stel b is het totale aantal clubs. Iedereen is lid van 20 clubs, zodat het 

aantal "lidmaatschappen" gelijk is aan 20 x 361. Omdat iedere club 19 leden 

heeft, is b gelijk aan 20 x 161/19 = 380. 



OPGAVE 3. Vervang in het Symetria-voorbeeld de getallen 361, 19, 1 door 

v,k,~ en bepaal opnieuw b en rX. 

§2. INCLUSIE EN EXCLUSIE 
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In Symetria vinden we 81 personen die erelid zijn van een of andere vereni­

ging. Verder zijn er 40 honoraire leden. Hoeveel dorpelingen moeten beide 

titels ontberen? Als we deze vraag beantwoorden met: 361 - 81 - 40 = 240, 

hebben we geen rekening gehouden met mensen die beide titels dragen. 

Inderdaad zijn er 10 Symetrianen die zowel erelid als honorair lid zijn, 

zodat 250 het juiste antwoord is. 

Het gevraagde aantal wordt dus bepaald door uit te gaan van het aantal ele­

menten in de hele verzameling, hiervan af te trekken wat niet aan de eis 

voldoet (exclusie), en daar weer bij op te tellen wat dubbel is afgetrokken 

(inclusie). 

We geven nu een wat algemener voorbeeld. A, B, C zi3n deelverzamelingen van 

een verzameling V. De aantallen lvl, IAI, IBI, lcl zijn bekend, evenals 

de aantallen in de doorsneden IABI, IAcl, IBcl, IABcl. Hoeveel elementen 

van V liggen buiten A U B U C? Het antwoord luidt: 

I v I - ( I A I + I B I + I c I ) + ( I AB I + I AC I + I BC I ) - I ABC I • 

BEWIJS. Een element dat tot A behoort wordt netto 0 maal geteld, immers 

voor iedere term waar A in voorkomt bestaat een corresponderende term, met 

tegengesteld teken, waar A niet in voorkomt. lets dergelijks geldt voor de 

elementen die tot B of C behoren. Een element dat niet tot A, B, of C be­

hoort, wordt precies 1 maal geteld, zoals ook de bedoeling is. o 

We generaliseren nu naar een verzameling V met n deelverzamelingen 

A1 ' • • •,An. Voor iedere groep van r indices i 1, ••• ,ir is het aantal 

N. . 
11,•••t1r 

= IA .••• A. I gegeven. Laat Sr de som zijn van alle N's met r i1 ir 

indices en Q het aantal elementen van V dat tot precies r der verzamelingen r 
A1, ••• ,An behoort. Dan geldt: 
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(1) s I: (!)Qi ' r 
j~ 

Qr I: (-1)j+r G) s .• 
j~ J 

(2) 

BEWIJSo Een element van V dat tot precies i der verzamelingen A1, ••• ,An be­

hoort, zal alleen dan een bijdrage aan S leveren als i ~ r. De grootte van 

deze bijdrage is (!), innne~s er zijn (!)rr-tallen waarin zo'n element mee­

telt. Hiermee is (1) bewezen. 

Om (2) te bewijzen, vatten we (1) op als een stelsel van n + 1 lineaire 

vergelijkingen met de onbekenden q0,o1, ••• ,Qn. Het stelsel is driehoekig 

en heeft dus hoogstens 1 oplossing. Het is nu voldoende om te laten zien 

dat (2) voldoet aan ( 1) • Welnu: 

(-1)j 
j 

(-1) i (!) (i) I: s. I: 
Pr J i=r 

(-1) j (D j 
(-1) 1 e-r) • I: s. I: 

Pr J i=r i-r 

De binnenste som is 0 als j > r en gelijk aan (-1)r als j = r. De hele uit­

drukking is dus gelijk aan S , waarmee ook (2) bewezen is. a 
r 

Een interessant speciaal geval van (2) is r = 0: 

(3) ± s . 
n 

Als toepassing hiervan bepalen we het aantal permutaties (a1,a2 , ••• ,an) van 

{1,2, ••• ,n} met de eigenschap: ai ~ i voor i = 1,2, ••• ,n. Nu is V de verza­

meling van alle permutaties van {1,2, ••• ,n}, en Ai de verzameling van de 

permutaties met ai = i. We kunnen het gevraagde aantal dan bepalen m.b.v. 

(3) als we de getallen S (r = O, ••• ,n) kennen. Eerst bepalen we 
r 
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IA .••• A. I voor een willekeurige rij 
l.1 ir 

(;) (n-r)! is gelijk (n-r)! Dus Sr 

i 1, ••• , ir van r indices, Dit aantal 

n' = -f, en het gevraagde aantal is 
r. 

(4) D 
n 

n 
n! !: (-1)r __!_ 

O r! 

OPGAVE 5. Formuleer een kans-theoretische versie van (1) en (2). 

§3. RECURRENTE BETREKKINGEN 

De grootheid Dn uit §2 kan ook op een geheel andere manier worden bepaald. 

Stel n ~ 3 en beschouw een permutatie (a 1,a2, ••• ,an) van {1,2, ••• ,n} met 

ai ;t i voor i = 1,2, ••• ,n. Aangezien an ;t n, zijn voor de waarde van an 

precies n-1 mogelijkheden. Stel an= i. Beschouw nu ai. We weten dat 

ai ;t i; de resterende n-1 mogelijkheden verdelen we in twee klassen: 

A) a. = n. Nu staan de elementen i en n op elkaars plaats. Bij de overige 
]. 

n-2 elementen hebben we slechts te letten op de eis a. ;t j voor n-2 waar­
J 

den van j. In deze klasse vinden we dus Dn_2 permutaties (voor iedere i). 

B) a. ;t n. We hebben nu te maken met de plaatsen 1,2, ••• ,n-1 en de elemen­
i 

ten 1, ••• ,i-1, n, 

en bovendien a. ;t 
]. 

i+1, ... ,n-1, De restricties zijn: a. ;t j voor j=1, ••• ,n-1 
J 

n. De laatste eis kunnen we in de plaats van ai ;t i zet-

ten, immers an = i, zodat ai ;t i vanzelf geldt. Het aantal permutaties in 

deze klasse is dus D 1 (voor iedere i). 
n-

Samenvattend zien we dat de rij D voldoet aan de volgende betrekking (die 

overigens al voor n ~ 2 geldt): 

(5) (n-1) (D 1+D 2). 
n- n-

Met deze reeurrente betrekking kan D blijkbaar worden bepaald zodra D 1 n n-
en Dn_2 bekend zijn. Men kan de betrekking samen met de waarden van D0 en 

D1 opvatten als een manier om de rij te geven, te definieren. De overgang 

van de vorm (5) naar de vorm (4) noemt men het oplossen van de recurrente 

be trekking. 
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OPGAVE 6. Laat zien dat D voldoet aan D = n D 1 + (-1)n. n n-

Een bekend voorbeeld van een rij die gewoonlijk d.m.v. een recurrente be­

trekking wordt gedefinieerd, is de rij van Fibonacci: £0 = O, £1 = 1, 

(6) (~2). 

Deze formule is bij uitstek geschikt om bijv. £2, ••• ,£20 te bepalen. Voor 

het beantwoorden van bepaalde andere vragen over de rij van Fibonacci is 

een expliciete formule beter geschikt. Het is dus wenselijk een methode te 

hebben voor het oplossen van recurrente betrekkingen. In de voigende para­

graaf wordt zo'n methode geschetst. 

§4. GENERERENDE FUNKTIES 

Stel a0,a1, ••• is een rij, t is een reeel getai en stel de reeks 

(7) 

is convergent. Dan heet A de genererende funktie van de rij a0 ,a1, •• , , Het 

is niet onze bedoeling diep op het convergentie-aspekt in te gaan, we mer­

ken slechts op: als de reeks (7) convergeert voor It! = t 0 , dan convergeert 

hij voor alle t met It! < t 0• 

Als voorbeeld van het gebruik van genererende funkties lossen we de recur­

rente betrekking (6) op. We vermenigvuldigen beide leden met tn en sonnneren 

van n = 2 af: 

co co co 

(8) I: f tn = I: fn-1 
tn + I: n 

n=2 n n=2 n=2 
fn-2 t • 

co 

We voeren nu F(t): I: f tn in en we schrijven (8) als een betrekking 
n=O n 

F: 

Dit is een lineaire vergelijking in F(t) met als oplossing (bedenk dat 

£0 = o, £ 1 = 1): 

in 



(10) F(t) = _1_2 • 
1-t-t 
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De overgang van genererende funktie naar een expliciete formule noemt men 

ontwikkelen. Het principe hierbij is: omzetten van de genererende funktie 

in bekende funkties, d.w.z. funkties waarvan we al weten welke rij erbij 

hoort. In dit voorbeeld lukt die omzetting met behulp van b~euksplitsen; 

het resultaat is: 

met 

00 

1 ( 1 1 ) F(t) = 75 1-at - 1-St 

1+15 
a =-2- s = 1-;5 

Aangezien L cntn = 1 ~ct , herkennen we l-~t als de genererende funktie van 

. . 0 2 
de riJ 1,a,a , ••• en omdat de som van twee genererende funkties de genere-

rende funktie van de somrij is (termsgewijs), vinden we 

Voor grote waarden van n is 

te verwaarlozen, en we vinden 

(11) f ~ 1 (1+15)n 
n 75 2 ' 

Bijvoorbeeld, £20 6765 en (11) geeft £20 f::l 6765,000029, 

In bovenstaand voorbeeld hadden we aan breuksplitsen en een somregel genoeg 

om de genererende funktie tot berekenbare vormen terug te brengen, 

In de volgende opgave maken we kennis met enkele andere operaties, 
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OPGAVE 7. Als we weten welke reeks bij f(t) behoort, welke reeks behoort 

dan bij 

a) t 2 f(t), 

b) f(t2), 

c) f(ct), 

d) f(t) 
--r=t . 

Het Fibonacci-voorbeeld diende voornamelijk om bet oplossen van een recur­

rente betrekking m.b.v. genererende funkties te illustreren, Als bijprodukt 

vonden we bet asymptotisch gedrag van de rij (formule 11), Als we echter 

alleen in bet asymptotisch gedrag zijn geinteresseerd, is er wel een korte­

re weg. We illustreren de methode, zonder bewijs, aan de hand van bet vol­

gende voorbeeld. 

Beschouw de rijen a, c, c*, f gedefinieerd door a2 0 en 

* 
am+1 c + 2c + f m m m 

* 
cm+1 c + 2c 

( 12) m m 

* * 
cm+1 a + c m m 

fm+1 a m 

* OPMERKING. am+ cm is het aantal Hamilton-cykels in P4 xPtn 

m m * * m Men kan nu in (12) substitueren a = aA , c = YA , c = Y A en m m m 
f $Am. Het resultaat is, na deling door Am: 

m 

aA = y + 2y * + $, 

yl = y + 2y * 

(13) 
* * y A= a + y 

$A = a. 
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Dit is een stelsel van 4 lineaire homogene vergelijkingen met 4 onbekenden 

* (a,y,y ,~). Het stelsel heeft een oplossing (ongelijk aan de nuloplossing) 
als de determinant 0 is. Na uitschrijven leidt dit tot 

de zgno karakteristieke vergelijking van het stelsel (12). De wortel die in 

* absolute waarde het grootst is, geeft aan hoe de rijen a,c,c , f zich asymp-

totisch gedragen. In het bijzonder geldt 

waarin b en AO constanten zijn met AO u 2,53865. 

Genererende funkties kunnen ook met vrucht worden gebruikt bij het bewijzen 

van bepaalde identiteiten. Bijvoorbeeld, de identiteit 

. a b a+b volgt direkt uit de relat1e (1+t) (1+t) = (1+t) en het binomium van 
Newton. Immers, de coefficient van tk in het rechterlid is (a~b) en in het 
linker lid 

L 
i+j=k (~) (~) 

§5. CATALAN-GETALLEN 

Bij een stemming over twee kandidaten A en B krijgt A in totaal a stemmen 
en B b stemmen, waarbij a > b. Wat is de kans dat A gedurende het tellen 
van de stemmen steeds een minstens even groot aantal stemmen heeft als B? 

Als we de aantallen stemmen op A en B na n getelde stemmen aanduiden met 

an resp. bn' dan kunnen we de gevraagde kans schrijven als 

P{an ~ bn (n = 1, ••• ,a+b)}. 

We nemen aan dat alle (a+b)! volgorden van de stembriefjes even waarschijn­
lijk zijn. 
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Het probleem kan worden opgelost m.b.v. een spiegelingspY'incipe. In onder­

staande figuur zijn de punten (an,bn) steeds door lijnstukken van de lengte 

1 verbondeno Op deze wijze ontstaat een pad van (O,O) naar (a,b)o 

b 

/ 
/ 

/ 

,, ,, 

a 

De gebeurtenis "a ;;?; b voor n = 1, ••• ,a+b" treedt dan en slechts dan op 
n n 

als het pad niet boven de gestreepte lijn L uit komt. Een pad dat niet aan 

deze eis voldoet zal ergens de lijn M (zie figuur) raken of snijden. Stel 

dit gebeurt voor het eerst in het punt S. Dan kunnen we het pad van S tot 

aan het eindpunt spiegelen t.o.v. de lijn M. We krijgen dan een pad van 

(O,O) naar (b-1,a+1). Sterker nog: er is een 1-1-verband tussen de paden 

van (O,O) naar (a,b) die de lijn M snijden of raken enerzijds en de paden 

van (O,O) naar (b-1,a+1) anderzijds. Het aantal in ieder van deze klassen 

is dus gelijk aan (b-::~+ 1 ) = (::~). Het aantal paden dat niet boven L uit­

komt is dus 

Wat kan worden herleid tot 

( 14) a+1-b (a+b) 
a+1 a 

De gevraagde kans is dus a+ 1-b 
a+1 

In het speciale geval a = b gaat (14) over in 

a:1 (~) ' 
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bet a-de getal van Catalan. 

OPGAVE 8. Bepaal bet aantal manieren waarop we n baakjes-openen en n baak­

jes-sluiten zo kunnen ordenen dat een zinvolle rij van baakjes ontstaat. 

We bepalen nu bet aantal paden van (O,O) naar (a,b) dat niet boven de lijn 

L uitkomt, met bebulp van een recurrente betrekking. We beperken ons tot 

bet geval a = b = n. 

1 1 d .. d b . 1 . . (2n-1) Het tota e aanta pa en waarin e eerste stap orizontaa is, is n • 

Deze paden kunnen we verdelen in twee klassen: 

a) paden die niet boven L uit komen, 

b) paden die na k+1 stappen voor bet eerst boven L uit komen, voor zekere k. 

Het aantal paden in klasse a) is gelijk aan bet "onbekende" aantal, dat we 

en noemen. Het aantal paden in klasse b) is gelijk aan 

n- 1 (2n-2k-1) 
L ~ n-k ' k=1 

immers bet aantal 

de (k+1)e stap is 

paden tot en met de ke stap is ck' en bet aantal paden na 

( 2n-2k-1) • 
n-k 

Zo vinden we de recurrente betrekking 

( 2n-1) = c + n~t c (2n-2k-1) • 
n n k=1 k n-k 

Dus is (voor ltl < l): 

(15) 
00 (2n-1) n 00 

L t = L 
n=1 n n=1 

00 n-1 (2n-2k-1) 
L L ~ n-k tn 

n=2 k=1 

We voeren nu in f(t) = ~ ( 2: 1) tn en c(t) = ~ cntn. 

Na omkering van de sommatie-volgorde in de laatste som van (15) vinden we: 

f(t) = c(t) + c(t).f(t), 

f(t) zodat we c(t) in f (t) kunnen uitdrukken: c(t) = 1+f"(t) • 
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OPGAVE 9. Bewijs dat f(t) = !(1-4t)-! - ! met bebulp van bet gegenerali­

seerde binomium van Newton: 

~ (~) tn voor reele a. 
n=O 

Met bet resultaat van opgave 9 vinden we dan 

c(t) = 1-2t-!i=4t = ~ (!) (-l)n-1 2zn-1 tn-1 
2t n=Z n 

waarmee we tenslotte vinden 

§6. PERMANENTEN 

Als A een n x n-matrix is met elementen a .. , dan is de permanent van A, 
iJ 

notatie per(A), per definitie het getal 

(16) * L a . 
ni 

n 

waarbij wordt gesommeerd over alle permutaties i 1,i2, ••• ,in van {1,2, ••• ,n}. 

Bijvoorbeeld, als n = 2 en A = (a b) dan is per(A) = ad + be. Of, als n 
c d ' 

willekeurig is en a .. 
iJ 

1 voor alle i en j, dan is per(A) = n!, immers in 

(16) zijn alle termen gelijk aan 1 en bet aantal termen is n! 

OPGAVE 10. Neem a .. = 1 en a .. = O. Bepaal per(A). 
iJ ii 

Een n x n-matrix A waarvan alle elementen 0 of 1 zijn, kan worden opgevat 

als een representatie van een bipartiete graaf. De rijen corresponderen met 

de punten {p 1, ••• ,pn}, de kolommen met de andere punten {q 1, ••• ,qn}; als 

het matrixelement a .. gelijk is aan 1, dan is p. buur van q. en omgekeerd. 
iJ i J 

De permanent van zo'n matrix is bet aantal perfecte matchings van de graaf. 

We beschouwen nu bet speciale geval van een 0-1-matrix A waarin iedere rij­

som en iedere kolomsom gelijk is aan 3. Voor de bijbehorende bipartiete 

graaf G betekent dit dat hij 3-regulier is, Uit de huwelijksstelling van 
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Hall volgt dat zo'n graaf minstens 1 perfecte matching heeft, dus per(A) 

~ 1. Men vermoedde al jarenlang dat per(A) minstens een exponentiele funk­

tie van n is. Uit het vermoeden van van der Waerden (van iedere dubbel-sto­

chastische nx n-matrix is de permanent~ n! n-n) zou dit direkt volgen. 

In 1971 bewezen Hartfiel en Crosby dat per(A) ~ 3n-3. Pas in 1978 gelukte 

het aan M. Voorhoeve de exponentiele ondergrens te bewijzen. Met elemen­

taire methoden vond hij 
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WOORDEN TELLEN 

(toepassingen in de coderingstbeorie) 

H.C.A. van Tilborg 

Aangezien codes gedefinieerd zijn in vectorruimtes over een eindig licbaam, 

zullen we ons eerst even met eindige licbamen gaan bezigbouden. 

DEFINITIE 1. Een Ziehaam (R,+, ) bestaat uit een niet lege verzameling R 

met daarop twee operaties (optelling en vermenigvuldiging genoemd) gedefi­

nieerd, die voldoen aan de volgende eigenscbappen: 

i) (R,+) is een abelse groep (waarvan we het eenheidselement met 0 aan­

duiden, 

ii) (R\{O}, is een groep (waarvan we bet eenheidselement met 1 aanduiden). 

VOORBEELDEN : !J1 ; lR ; IC ; lF 
p 

7l (mod p), p priem. 

DEFINITIE 2. Een eindig Ziehaam is een lichaam met eindig veel elementen. 

Als het lichaam q elementen heeft duiden we bet aan met lF . 
q 

De belangrijkste eigenschappen van eindige lichamen vermelden we hier 

zonder bewijs (zie [1]) 

- q = pr met p priem. Het getal p heet de karakteristiek van bet lichaam 

lF . Het lichaam lF bevat lF als een deellicbaam. 
q q p 

- (lF \{O}, ) is een cycliscbe groep. 
q 

- F is op isomorfie na eenduidig bepaald. 
q r 

- lF bestaat voor alle q = p , r 2:: 1, p priem. 
q 
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r Zij Vn(q) een n-dimensionale vectorruimte over F q' q = p , p priem. 

DEFINITIE 3. Het gewicht w(x) van een vector~ in Vn(q) en de afstand 

d(~,2'._) van twee vectoren ~en 1. in Vn(q) warden als volgt gedefinieerd: 

w(x) 

d(~,2'._) 

VOORBEELD. Zij ~ 

w(~) = 3 en w(x.) 

(1,0,6,3) en 1. = (2,3,6,4) in v4 (7). Dan geldt: d(~,2'._)=3, 

4. 

DEFINITIE 4. Een (n,M,d)-code C over F is een deelverzameling van groot­
q 

te M in Vn(q) met daarbij een minirrrum afstand d gedefinieerd door 

k Als C een lineaire deelruimte van Vn(q) is met M = q dan heet C een 

lineaire code en zeggen we dat C een [n,k,d]-code is. 

De minimum afstand geeft aan hoe weinig verschillende codewoorden op elkaar 

lijken. 

DEFINITIE 5. De weight-enwnerator L~=O Aizi van een code C is gedefinieerd 

door: 

A. = l{c E clw(c) = i}I 
]. - -

We zullen verderop zien hoe de weight-enumerator behulpzaam kan zijn bij 

de bestudering van codes. 

J_ 
DEFINITIE 6. De duale code C van een [n,k,d]-code C is de code 

n 
{~ E Vn(q)IV~ E c [i~l cixi = O]}. 

Gemakkelijk is na te gaan dat CJ.een lineaire code van dimensie n-k. is en 
J_ J_ 

dat (C ) = C. 

DEFINITIE 7. De voortbrenger matrix G van een [n,k,d]-code C is een kxn 

matrix waarvan de rijen C opspannen. 



VOORBEELD. Zij C de [n,n-1,2)-code over lF 2 voortgebracht door: 

G ( :) 
• 1 1 

(de open posities zijn allemaal 0). 

C heeft weight-enumerator 

A2i+1 o, 0:;;;; i :;;;; [~:::.!.] 
2 

A2i = 
n-1 

(2i-1) <~i1) n 
( 2i), + = 

en wordt de evenweight code genoemd • 
.l 

De duale code C wordt voortgebracht door 

H = (1 • • • 1 ) • 

' 

0:;;;; i :;;;; [n-1] 
2 

Hij bevat slechts 2 codewoorden nl. (0,0, ••• ,0) en (1,1, ••• ,1) en wordt 

derhalve de repetitie code genoemd. 

Een gemakkelijk af te leiden bovengrens aan de grootte van een (n,M,d) 

code wordt gegeven door de volgende stelling. 

STELLING 8 (Singleton). Zij C een (n,M,d)-code over lF dan geldt: 
q 

M ,:::: n-d+1 
""' q 

i.h.b. geldt voor lineaire codes dat d:;;;; n-k+1. 
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BEWIJS. Als 2 codewoorden op een gegeven (n-d+1)-tal posities overeenstem­

men is hun afstand kleiner dan d. Derhalve zijn alle codewoorden op dit 

(n-d+1)-tal posities verschillend. a 

DEFINITIE 9. Een [n,k,d]-code heet optimaal als d = n-k+1 

STELLING 10. Een [n,k,d]-code C is optimaal d.e.s.d. als elk (n-k)-tal ko­

lommen van de voortbrenger matrix H van C.lonafhankelijk is. 
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BEWIJS. Dit volgt uit 

c E C ~He = O. c 

STELLING 11. Als een [n,k,d]-code C optimaal is clan is ook zijn duale code 

c~ optimaal met parameters [n,n-k,d~], d~= k+1. 

~·Op grond van stelling 8 geldt d~ $ k+1. Stel nu dat C~ een code­

woord c bevat van gewicht $ k, i.e. met ~ (n-k) coordinaten gelijk aan O. 

Dan heeft de voortbrenger matrix H van C~ n-k kolonunen (corresponderend met 

(n-k) coordinaten waar ~ nul is) die afhankelijk zijn. Dit is in tegenspraak 

met stelling 10. c 

STELLING 12. Zij C een [n,k,d]-code. Dan zijn de volgende uitspraken equi­

valent. 

i) 

ii) 

iii) 

iv) 

c is optimaa 7,, 

~ . t. 1 c 'l-S op 7..maa,,, 

elk k-tal kolommen van de voortbrenger matrix van C is onafhankelijk 
~ 

elk (n-k)-tal kolommen van de voortbrenger matrix van C is onafhan-

kelijk. 

BEWIJS. Dit is een rechtstreeks gevolg van stellingen 10 en 11. c 

STELLING 13. Zij C een optimale [n,k,d]-code met weight-enumerator Ai, 

0 ~ i $ n. Dan geldt 

i) Ad= (k~1)(q-1), 

ii) Ad+l = (k~2)(q-1)(q-n+k-1). 

BEWIJS. i) Het aantal codewoorden ongelijk aan Q die een 0 hebben op een 

gegeven Sk-1)-tal coordinaten is op grond van de minimum afstand van C 

hooguit q-1 nl. een codewoord met al zijn veelvouden, en op grond van stel­

ling 12 iv) minimaal q-1 nl. een codewoord met al zijn veelvouden. Derhal­

ve geldt i). 



ii) Het aantal codewoorden ongelijk aan 0 in C die een 0 hebben op 
~ 2 

een gegeven (k-2)-tal coordinaten is evenzo (q-1) • Sommatie over alle 

(k-2)-tallen coordinaten levert dus 

Anderzi3'ds levert dit elk codewoord van gewicht d precies (k-l) keer en k-2 
elk woord van gewicht d+1 precies 1 keer. Derhalve geldt 

Substitutie van i) levert nu ii). a 

STELLING 14. Zij C een optimale [n,k,d]-code over lF q' dan geldt: 

i) k ~ 2 ,. q ~ n-k+1, 

ii) k ~ n-2,. q ~ k+1. 

l. 
BEWIJS. Dit volgt uit stelling 13 ii) toegepast op C en C • D 
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Bovenstaande stelling illustreert het belang van de weight-enumerator bij 

de bestudering van codes. We geven nog een antler voorbeeld van het bepa­

len van de weight-enumerator van een code. 

STELLING 15. (Hannning). Zij c een (n,M,d)-code over lF en zij e= [~-2 ] dan 
q 2 

ge'ldt 

M. 
e 
L: 

i=O 
(1:)(q-i)i ~ 

]. 

n 
q • 

BEWIJS. Bollen met straal e rend de codewoorden snijden elkaar niet. Hun 

volume is 

DEFINITIE 16. Een (n,M,d)-code C heet perfect als 

Jc!. 
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m.a.w. als elke vector x in Vn(q) in een unieke bol van straal e rond een 

codewoord ligt. 

STELLING. Zij C een perfeete binaire code met d 3 en met weight-enumerator 

n i d Ii-O Ai z . Zij .2_ E C, an geldt 

n-1 n+l 

A(z) 
n -2- -2-

{(1+z) + n(1+z) (1-z) }. 
n+1 

BEWIJS. Daar elk woord van gewicht w op afstand ~ 1 van een uniek codewoord 

ligt, is het zelf een codewoord of ligt het op afstand 1 van een codewoord 

van gewicht w-1 of w+1. Derhalve geldt: 

(n) = A + (n-w+1)A + (w+1)Au+ 1 w w w-1 .. 

Als we nu definieren A-.l = An+l = 0, l ~ 1, dan geldt (*) voor alle w EN. 

Vermenigvuldiging van (*) met zw, gevolgd door een sommatie over alle waar­

den van w levert 

i.e. 

w-1 
z z2 I (w-1) Aw_ 1 

w 

2 
A(z) + nzA(z) - z A'(z) + A'(z). 

Dit levert de eerste orde differentiaal vergelijking 

(1-z2)A 1 (z) = (1+z)n - (1+nz)A(z), 

waarvan de algemene oplossing is 

A(z) 
( 1 +z) n 
---+ n+1 

Daar A(O) 1 geldt a 

n-1 n+1 
( ) -2- (1-z) -2-a 1+z 

n 
n+l • Dit bewijst de stelling. a 

w-2 z + 
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DE STELLING VAN POLYA, MET TOEPASSING OP HET 

TELLEN VAN BOMEN EN BOOMVORMIGE MOLEKULEN 

N.G. de Bruijn 

§1. Inleiding. 

Het overgrote deel van deze voordracht is afkomstig uit Polya's 
beroemde artikel [7] uit 1937. Wij bebandelen hier de hoofdstelling 
(stelling 5.1) en in §7 de toepassing op het tellen van molekulen. 
Voor een uitvoerige presentatie van de hoofdstelling en uitbrei­
dingen zij verwezen naar [1]. De in §6 beschouwde uitbreiding is 
daar niet te vinden, wel in [2] en [5]. Een gemakkelijk leesbare 
formele behandeling van de molekuultellingen is nooit gegeven. Men 
zie (ook voor uitbreiding) [3], en voor informele bebandeling [4] 
en [7]. 

§2. Permutaties. 

Laat V een niet-lege eindige verzameling zijn. Het aantal ele­
menten wordt door Iv! voorgesteld. Een permutatie van V is niets 
anders dan een bijectie V ~ V. De verzameling van de permutaties 

beet Sv. Dus lsvl = lvl ! . 

Als p1 E SV' p2 E SV dan is bet product p1p2 gedefinieerd als 
de samengestelde afbeelding: (p 1p2)(v) = p1(p2(v)) voor alle 
v E V. Met deze productdefinitie is SV een groep. 
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Als p E SV dan is V daardoor in cyclen gesplitst. Een ayalus is 

een stel verschillende elementen v 1, ••• ,vk met 

Het getal k heet de lengte van de cyclus. L~at bk(p) het aantal 

cyclen voorstellen met lengte k. Dus k~l kbk(p) = jvj. De vector 

(b 1(p), b2 (p), b3 (p), ••• ) wordt het type van V genoemd. 

Terzijde vermelden we dat p 1 en p2 d.e.s.d. hetzelfde type 
-1 hebben als er een q E SV bestaat met qp 1q = p2 • Een ook dat het 

aantal p E SV waarvan het type gelijk is aan de gegeven vector 

(b 1,b2 , ••• ) (met bk geheel, bk~ O, Lkbk = jvj) bedraagt 

jvj ! 

§3. Representaties van een groep d.m.v. permutaties. 

Laat G een eindige groep zijn, V een niet-le~e eindige verzameling 

en P een representatie van G d.m.v. permutaties van V. Dit betekent 

dat p een homomorfe afbeelding is van G in SV: 

(in het bijzonder gaat het eenheidselement van G in de identieke 

permutatie over). 

VOORBEELD 3.1. G is de groep van alle 24-ruimte-draaiingen die de 

eenheidskubus invariant laten. Als g E G, dan wordt door g de ver­

zame ling V der 12 ribben gepermuteerd; deze permutatie noemen we 

p (g). 

Ten bate van allerlei combinatorische vragen zijn we geinter­

esseerd in een inventaris van de typen (b 1(p(g)), b2 (p(g)), ••• ). 

We beschrijven die met een voortbrengende functie door variabelen 

x1, x2 , x3 , ••• te kiezen en een type (b 1, b 2 , .•• ) te associeren 
b1 b2 met een term x 1 x2 ••• (we nemen niet de moeite om de slotfactor van 



zo'n product te noteren, en scbrijven bet bier als een oneindig 

product). Het gemiddelde ervan, genomen over de groep, beet de 

cyclenindex: 

P ( ) 1 :r: xb1 (p (g)) b2 (p (g)) 
G,p x1 ,x2' • • • = TGf g E G 1 xz 

VOORBEELD 3.2. Bij de zoeven genoemde kubusdraaiingen met repre­

sentatie d.m.v. de Pibben is 

Doen we bet t.a.v. de hoekpunten dan is 

Doen we bet t.a.v. de zijvlakken dan komt er 

VOORBEELD 3.3. Laat G = SV' en p de triviale afbeelding (p(g) = g). 

Als lvl = n, dan is PG de coefficient van zn in de ontwikkeling ,p 
van 

2 3 z x2 z x3 
exp (zx1 + - 2- + - 3-·- + ••• ) • 

OPMERKING 3.4. Voor elke G en p is 

2 3 lvl PG (x, x , x , ••• ) = x • 
,p 

§4. Lemma van Caucby-Frobenius. 

Laat G een eindige groep zijn, V een eindige verzameling, p een 

representatie van G d.m.v. permutaties van V. 

De elementen v 1, v2 van V beten equivalent (notatie v 1 ~ v2) als 

er een g E G is met p(g)v1 = v2 • Pet aantal equivalentieklassen 

wordt uitgedrukt in bet volgende lemma. 
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LEMMA 4.1 (Cauchy-Frobenius). (Ten onrechte vaak naar Burnside genoemd). 

Laat (voor elke g E G) ~(g) het aantal v E V voorstellen dat aan 

p(g)v = v voldoet (dus ~(g) = b1(p(g)). Dan is het aantal equiva­

lentieklassen 

BEWIJS. Als v E V, w E V dan stelt Z(v,w) voor: het aantal g E G 

met p(g)v = w. 

De som L ~(g) is het aantal paren (g,v) met p(g)v = v, zodat 
g 

g~G ~(g) = v~V Z(v,v}. 

Als v en w equivalent zijn dan is Z(v,w) = Z(v,v), en anders Z(v,w) 

= O. Bij elke vis ~V Z(v,w} = !GI. Derhalve is Z(v,v) gelijk aan 

!G!/k{v), waarin k(v) het aantal elementen is in de equivalentieklasse 

van v. 

Het bewijs wordt nu beeindigd door de opmerking dat L (k(v))-1 
vEV 

gelijk is aan het aantal klassen. 

Met een beetje meer moeite bewijst men de volgende uitbreiding 

([6]). 

LEMMA 4.2. Laat p een perrrrutatie van V zijn 1118t de eigensahap dat 

uit v 1 ~ v2 steeds pv1 ~ pv2 volgt. Een equivalentieklasse K heet 

p-invariant als er een v E K is met pv E K (in dit geval geldt het voor 

alle v E K). Het aantal p-invariante equivalentieklassen bedraagt 

1 L TGT gEG 
(aantal der v E V met p(g)v = pv}. 

BEWIJS. Fixeer een w E V. Definieer f(w) = 1 als w in een p-invariante 

klasse ligt, en anders f(w) = O. We berekenen 

L L 
g vEV!vNW,p(g)v=pv 

= vEVTV"W (aantal g E G met p(g)v pv) 



L (aantal g E G met p(g)p(k)w pv) 
vEVlv.-..w 

~ (aantal g E G met p(g)w pv) 
vEVjv ... w 

L 
gEG (aantal v E V met v ~ w en p(g)w pv) 

f(w) L (aantal v E V met p(g)w = pv) = f(w) • IGI. gEG 

(De hierboven ingevoerde k is een element van G dat aan p(k)w = v 

voldoet. En bij het voorlaatste gelijkteken is gebruikt dat uit 

pv 1 ~ pv2 weer v 1 ~ v2 volgt, op grond van het feit dat een macht 

van p de identiteit is). 

Laat v1, ••• ,Vh de equivalentieklassen zijn. Kies in elke Vj 

een wj. Het aantal p-invariante klassen is f(w 1) + ••• + f(wh). 

Door de bovenbereikte gelijkheid voor w = w1, ••• ,wh op te stellen 

en te sonnneren, volgt het lemma na de opmerking dat elke v met 

precies een w. equivalent is. 
J 

§5. De stelling van Polya. 

Laat D en R eindige verzamelingen zijn. De elementen van R 

zullen we kleuren noemen, de afbeeldingen f van D in R heten 

kleuringen. Verder is G een eindige groep, en p een representatie 

van G d.m.v. permutaties van D. 

Twee kleuringen £1, f 2 heten equivalent als er een g E G is met 

f 1 = f 2.p(g). Een equivalentieklasse heet een kZeuPp2troon. 

We kennen aan elke kleur r een gewicht wr toe. De wr's zijn 

gekozen uit een commutatieve algebra A over de rationele getallen. 

De wr's zouden dus ook variabelen kunnen zijn. 

Aan kleuring f kennen we als gewicht toe 

W(f) = d~D wf(d) 0 

Equivalente kleuringen hebben hetzelfde gewicht. We kennen dit ge­

wicht ook aan de patronen toe: als F een patroon, en f E F dan 
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stellen we W(F) = W(f). 

STELLING 5.1 (Polya). De som van de gewichten van de kZeurpatrtonen 

bedraagt 

... ) . 

BEWIJS. De verzameling van alle kleuringen stellen we door RD voor. 

We definieren een representatie T van G d.m.v. permutaties van RD 

door 

-1 
T(g)f = f.(p(g)) • 

De kleuringen f 1 en f 2 zijn d.e.s.d. equivalent als er een g E G 

bestaat met T(g)f 1 = f 2 • 

Laat q een element van de algebra A ziJn, en V de verzameling 
q 

der f E RD met W(f) = q. V' is de vereniging van een stel patronen. 
q 

Het aantal dezer patronen wordt gevonden met behulp van de stelling 

van Cauchy-Frobenius 

waarin ~ (g) het aantal f E V is met T(g)f = f. Sommeren we dit over 
q q 

alle mogelijke q E A dan vinden we dat de som der gewichten van de 

patronen bedraagt 

1 w L ~(g), 
gEG 

D 
waarin ~(g) gewichtsom is der f E R met T(g)f 

f = f.p(g). 

f, d.w.z. met 

D 
Een f E R voldoet aan f = f.p(g) d.e.s.d. als f constant is op 

elke cyclus die p(g) in D genereert. Geven we het type van p(g) aan 

met (b 1,h2 , •.• ) dan zien we dat 

d.i. het resultaat van de substituties x 1 = 1-wr' x2 in de 



term xb11(p(g))xb22(p(g)) ••• van de cyclenindex P Sommatie over g 
G,p 

levert nu de Stelling van Polya. 

VOORBEELD 5.2. We kleuren de zijvlakken van een kubus. Er zijn drie 

kleuren, rood, wit en blauw, beschikbaar. We eisen dat 3 zijvlakken 

rood, 2 wit en 1 blauw wordt. Twee kleuringen worden tot hetzelfde 

kleurpatroon gerekend als de ene door een draaiing van de kubus 

in de andere overgaat. Hoeveel van zulke patronen zijn er? We 

hechten aan de kleuren als gewichten de variabelen r, w, b. De som 

der gewichten van alle patronen is een veelterm waarvan we alleen de 

coefficient van r 3w2b willen hebben. Het antwoord is dus: 

de coefficient van r 3w2b uit 

d4 ((r + w + b) 6 + 3(r + w + b) 2 (r2 + w2 + b2) 2) 

2 3 2 (want de termen x1x4 , x2 en x3 uit de cyclenindex geven hier geen bij-

drage). De uitkomst is 3. Deze drie patronen zijn hier nog gemakkelijk 

door inspectie te verkrijgen: 

1° kleuringen met 3 rode zijvlakken die in een punt samenkomen. 

2° grondvlak rood, bovenvlak wit, opstaande zijvlakken rondgaande rood, 

blauw, rood, wit. 

3° grondvlak rood, bovenvlak blauw, opstaande zijvlakken rondgaande 

rood, wit, rood, wit. 

§6. Een uitbre:Lding van de stelling van Polya. 

We noemen een uitbreiding, waarbij we ons terwille van de een­

voud beperken tot het geval dat alle gewichten 1 zijn. 

Laat q een vaste permutatie van R zijn. Een patroon F heet q­

invariant als voor alle f E F geldt dat q.f E F. 

STELLING 6. 1. Het aantal q -invariante patronen bedraagt 

Hierin is (voor j = 1,2, ••• ) A· het aantal r ER dat invariant is bij 
J 
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de j-de macht van q. 

Het bewijs is analoog aan dat van de stelling van Polya, maar 

berust op de uitbreiding (le!llllla 4.2) van de stelling van Caucy­

Frobenius. 

VOORBEELD 6.2. Sommige deelverzamelingen van de verzameling der 12 

ribben van een kubus gaan door draaiing in hun complement over. Hoe­

veel "deelverzamelingspatronen" hebben deze eigenschap? Voor R nemen 

we {ja,nee} , voor q de verwisseling van ja en nee. Nu is A1 = A3 
=AS= ••• = O, A2 A4 = A6 = ••• = 2. Door substitutie van 

0,2,0,2, ••• in de betreffende cyclenindex komt er i4 (3.26 + 6.23) 

= 10. Met enige moeite zijn deze patronen door inspectie te vinden 

(zie figuur). 

r---- 1 0 ( g r----i · n ' 
bu l:J, I " ____ u l_J u 

Figuur 1. 
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§7. Boomvormige molekulen. 

De molekulen die we beschrijven hebben allemaal een duidelijk onder­

kenbaar punt dat als wortel wordt aangeduid; ze kunen beschouwd warden 

als van dat punt uit gegroeid te zijn. De atomen die als bouwstenen 

dienen, hebben dan ook steeds een duidelijke binding naar beneden 

(naar de wortel) en nul of meer bindingen naar boven. Een atoom is 

dan ook beschreven door een bordje op een stok (de stok stelt de 

binding naar beneden voor). Op het bordje staat aangetekend (i) de 

naam van het atoom (zoals H,C,O), (ii) een rijtje punten die dienen 

als aanhechtingsplaats voor k (k ~ 0) bindingen (k heet de uitvalentie; 

de gewone valentie van het atoom is dank+ 1), (iii) een groep van 

permutaties van deze aanhechtingspunten. 

We gaan uit van een collectie bouwstenen (met onderling verschil­

lende namen), bijv. 

en bij C wordt de alternerende groep A3 gekozen. Het '.:Jegrip "boom" 

wordt nu als volgt recursief gedefinieerd: (i) een atoom met uit­

valentie 0, (ii) een atoom (het zgn. grondatoom) met uitvalentie 

k > O, waarbij op elk der k punten een boom is geplant. In figuur 2 

zien we een voorbeeld. 

Een radikaal is een equivalentieklasse van bomen, weer recursief 

gedefinieerd. (i) Twee atomen met uitvalentie 0 zijn d.e.s.d. equi­

valent als ze gelijk zijn. (ii) Twee niet-atomaire bomen zijn d.e.s.d. 

equivalent wanneer ze hetzelfde grondatoom hebben en de op het grond­

atoom van de eerste boom geplante bomen, na toepassing van een per­

mutatie volgens de groep van het grondatoom, overgaan in een stel 

bomen en stuk voor stuk equivalent zijn met de op het grondatoom van 

de tweede boom geplante bomen. 
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Figuur 2. 

VOORBEELD 7.1. Bij de atoomvoorraad 

met bij C de synnnetrische groep, krijgen we radikalen die, wanneer ze 
op een OH-groep geplant worden, alkoholen heten. Nemen we bij C de 
alternerende groep dan worden het stereoalkoholen; daarbij worden 

alkoholen met verschillende optische activiteit als verschillend be­
schouwd. 

VOORBEELD 7.2. Neem de atoomvoorraad 

en bij Pn de triviale groep (alleen de identiteit). De radikalen zijn 



nu planaire stambomen. Nemen we daarentegen bij Pn de symrnetrische 
groep dan krijgen we de topologische wortelbomen. 

We kennen aan elk atoom van de atoomvoorraad ook een gewicht toe. 
Het gewicht van een radikaal is het produkt (dus niet zoals in de 

chemie de som) van de daarin .:;ebruikte atomen (elk zo vaak geteld 

als de frequentie bedraagt). We beperken ons tot het geval dat het 

gewicht van een atoom een aan de naam van het atoom toegevoegde 

variabele is (bijv. yH' ye). 

We beschrijven de atoomvoorraad (eindig of aftelbaaryeel atomen) 

als volgt. I is een indexverzameling (eindig of aftelbaar); als i E I 

is i een atoomnaam. Bij i is een eindige verzameling Ei gegeven (de 
verzameling der aanhechtingspunten) en een groep Hi van permutaties 
van Ei. Aan i is toegevoegd de variabele yi; daarnaast hebben we de 
variabelen x1, x2 , x3 , ••• die in de cyclenindices voorkomen. Bij Hi 
beschouwen we de triviale representatie: p(h) = h voor alle h EH .• 

1 

We schrijven dan ook PH. i.p.v. PH· 
1 1,p 

Aan de atoomvoorraad voegen we toe de machtreeks (eventueel 

polynoom) 

De door de atoomvoorraad voortgebrachte radikalen geven aanleiding tot 

de reeks 

waarin T de verzameling van radikalen is. 

De coefficienten van f kunnen worden gevonden uit de volgende in 

wezen van Polya [7] afkomstige functionaalbetrekking: 

STELLrnG 7.3. 

57 
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Het bewijs van deze stelling kan met handgewuif worden gegeven. Een 

formeel bewijs is moeilijker (bijv. [3], waar tegelijk een uitbreiding 

gegeven is). 

VOORBEELD 7.4. Alkoholen. Geef aan H het gewicht 1, aan Chet gewicht y. 
"' n 

Is a het aantal alkoholen met n C-atomen, dan voldoet f(y) = L a y aan 
n 0 n 

1 3 3 2 
f(y) = 1 + 6 ((f(y)) + 2f(y ) + 3f(y)f(y )). 

VOORBEELD 7.5. Stereoalkoholen. Met dezelfde notatie als in het vorige 

voorbeeld is nu 

f(y) = 

VOORBEELD 7.6. Plenaire stambomen. Is an het aantal ervan met n punten 

dan is 

2 
f(x) = x(1 + f(x) + (f(x)) + ••• ). 

Deze vergelijking kan worden opgelost, en geeft 

! "' (2n) r n 
f(x)=!-!(1-4x) =f n!(n~O! x. 

VOORBEELD 7.7. Topologische wortelbomen. Met behulp van voorbeeld 3.3 

vinden we Cayley's formule 

1 2 1 3 
f(x) = x exp(f(x) + zf(x) + 3 f(x) + ••• ). 
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THEORIE DER GRAPHEN 

J.C. Boland 

We beginnen onze beschouwingen met het volgende vraagstuk. In een studen­
tenvereniging is ieder lid bevriend met een aantal (minstens een) van de 
andere leden. Is het nu mogelijk de leden van deze vereniging zo in twee 
groepen te splitsen, dat twee vrienden nooit tot dezelfde groep behoren. 

Een dergelijk vraagstuk is duidelijk een kombinatorische kwestie. 

We hebben nu in de graphentheorie een taal, die vaak bijzonder geschikt is 
voor het bespreken en zo mogelijk oplossen van dergelijke kombinatorische 
problemen. 

In ons vraagstuk hebben we te maken met: 

1) een verzameling A van studenten 

2) een binaire relatie R(x,y), die als volgt gedefinieerd is: voor x EA 
en y E A geldt dan en slechts dan de relatie R, als x 7 y en x bevriend 
is met y. 

We nemen hierbij aan dat de relatie R symmetrisch is, d.w.z. zodra x be­
vriend is met y, is ook omgekeerd y bevriend met x. 

Onder een graph verstaan we nu een verzameling A tezamen met een op A gede­

finieerde binaire symmetrische relatie. 

In principe mag de verzameling A een willekeurige machtigheid hebben. De 
machtigheid van A noemen we ook wel de machtigheid van de graph [A,R]. 
We zullen ons beperken tot de beschouwing van eindige graphen. Van deze 
graphen kunnen we nu op de volgende manier een eenvoudige geometrische 
representatie geven. 

Aan ieder element x van A voegen we een punt toe, dat we eveneens x noemen. 
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Geldt voor twee elementen x en y van A de relatie R(x,y), dan verbinden 

we de punten x en y door een boog L(x,y), die x en y tot eindpunten heeft. 

Geldt R(x,y) niet, dan worden x en y niet door een boog verbonden. De 

punten van A noemen we de hoekpunten van de graph en de bogen L(x,y) de 

kanten. De vereniging van alle kanten van een graph G is een puntverza­

meling, die we als representatie van G kunnen beschouwen. Daar we doorgaans 

niet onderscheiden tussen een graph en zijn representatie zullen we de 

representatie van G eveneens G noemen. De graph G is dus eenduidig bepaald 

door zijn hoekpunten en zijn kanten. Onder een deelgraph van G zullen we 

verstaan een deelverzameling van de kantenverzameling van G. 

Tot dusver hebben we de representatie van G beschouwd als een puntverzame­

ling. De vraag rijst of we deze puntverzameling mogen opvatten als deel­

verzameling van een Rn. We kunnen nu op een natuurlijke wijze in Geen me­

triek invoeren, waardoor G een 1-dimensionale metrisch separabele ruimte 

wordt. Op grond van de inbeddingsstelling van Hurewicz kan G dan altijd 

in de R3 worden ingebed. 

Om dit in te zien voeren we nog enige begrippen in. Laat gegeven zijn een 

rij hoekpunten a. (i=1 ••• N) zodanig data. en a.+t (i=1 ••• N-1) eindpunten 
1 1 1 

van een kant zijn. De verzameling van kanten [ai,ai+1] noemen we dan een 

kantentrek. a 1 en aN noemen we het begin- resp. het eindpunt van de kan­

tentrek. Zijn begin- en eindpunt van een kantentrek hetzelfde hoekpunt, 

dan noemen we de kantentrek een cyclus. Zijn alle hoekpunten van een 

kantentrek twee aan twee verschillend, dan noemen we de kantentrek een 

weg. 

Men ziet gemakkelijk dat twee hoekpunten die door een kantentrek kunnen 

worden verbonden, ook door een weg verbonden kunnen worden. We kunnen 

onze graph nu als volgt metriseren. 

In iedere kant kunnen we een natuurlijke metriek kiezen, waardoor de kant 

de totale lengte 1 krijgt. Onder de lengte van een weg verstaan we dan 

het totale aantal kanten dat in de weg voorkomt. Zijn nu a en b twee ver­

schillende hoekpunten van G, dan verstaan we onder de afstand p(a,b) de 

lengte van de kortste weg, die a en b verbindt. Kunnen a en b niet door 

een weg verbonden worden, dan stellen we p(a,b)=1. 
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Is p een punt van een kant [x 1,x2] en q een punt van [y 1,y2] dan definie­
ren we p(p,g) = inf(p(p,x.) + p(x.,y.) + p(y.,q)) met i,j = 1,2. 

l. l. J J 

Tenslotte stellen we nog p(x,x) = 0 voor x E G. Het is nu gemakkelijk te 
zien dat de aldus gedefinieerde functie p(x,y) aan de metrische axioma's 
voldoet. We zien onmiddellijk dat G ook separabel is. 

Illllllers we kunnen op iedere kant een aftelbare overal dichte deelverzame­
ling kiezen. Daar G slechts eindig veel kanten heeft, is de vereniging 
van deze aftelbare verzamelingen weer aftelbaar. Bovendien is hij overal 
dicht in G. G is dus een metrische separabele ruimte. Daar iedere kant 
een gesloten deelverzameling van G is met dimensie 1, volgt uit de som­
stelling van de dimensietheorie, dat ook dim(G) = 1. 
Hieruit zien we dus dat iedere eindige graph in R3 ingebed kan worden. 
We merken nog op, dat hetzelfde redenering ook nog voor aftelbaar onein­
dige graphen geldt. 

Als we nu terugkeren tot het vraagstuk waar we vanuit gegaan zijn, dan 
kunnen we ons probleem nu ook als volgt stellen: is het mogelijk met be­
hulp van twee verschillende kleuren, de hoekpunten van een graph zo te 
kleuren, dat iedere kant twee verschillend gekleurde uiteinden krijgt. 
Als voorbeeld bekijken we eens de graphen K1 en K2 uit figuur 1. 

a5 

fig. 1 

We zien dat we in de graph K1 ons doel kunnen bereiken, door bijv. de 

punten a 1, a3 en a5 blauw te kleuren en a2, a4 en a6 rood. In de graph K2 
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zal het ons echter niet lukken. Immers als a 1 bijv. blauw gemaakt wordt, 

dan moet a2 rood worden, maar kunnen a3 , a4 en a5 noch blauw noch rood 

gemaakt worden. 

Het is nu gemakkelijk in te zien, dat ons probleem dan en slechts dan een 

oplossing bezit als de bijbehorende graph de eigenschap heeft, dat iedere 

cyclus een even aantal kanten bezit. 

Ons voorbeeld toont aan hoe de graphentheorie een makkelijk hulpmiddel 

kan zijn voor het oplossen van sonnnige kombinatorische problemen. 

Daar in de laatste decennia in verschillende wetenschappen dergelijke 

problemen naar voren zijn gekomen, is ook de belangstelling voor de 

graphentheorie snel toegenomen. We willen nog enkele belangrijke punten 

hiervan bespreken. 

Laat de graph G = [A,R] gegeven zijn, en kies een hoekpunt a van G. 

Laat A(a) de verzameling van alle hoekpunten x van G zijn, die voldoen 

aan de volgende voorwaarde: x = a of x kan door een weg met a verbonden 

worden. 

Dan geldt dat iedere kant ofwel beide eindpunten in A(a) heeft, ofwel 

niets met A(a) gemeen heeft. De deelgraph van G, die gevormd wordt door 

alle kanten, die beide eindpunten in A(a) hebben, noemen we de komponent 

van a. Men ziet gemakkelijk, dat G op eenduidige wijze in komponenten 

gesplitst wordt. Heeft G slechts komponent, dan heet hij samenhangend. 

We zullen ons in het vervolg beperken tot samenhangende graphen. 

Men kan nu in iedere kant van G een richting vastleggen. In dat geval 

spreekt men wel van een gerichte graph. Een gerichte graph is nu een 

georienteerd komplex in de zin van de homologietheorie. De homologiegroepen 

van G vormen dus belangrijke topologische invarianten. Als G samenhangend 

is, weten we uit de homologietheorie, dat de 0-de homologiegroep een on­

eindig cyclische groep is. De rangpohiervan is dus 1. De eerste homolo~ 
giegroep is te schrijven als directe som van een eindig aantal p1, van 

oneindig cyclische groepen en eventueel een aantal eindige cyclische groe­

pen. Deze laatsten ontbreken hier echter. Innners als z een 1-dimensionale 

cyclus en m een heel getal is, zodanig dat mz-0 is, dan volgt hieruit dat 

mz = 0 is, daar dim G = 1. Uit mz = 0 volgt echter m = 0 of z = 0. 
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Het getal p1 geeft ons het maximale aantal lineair onafhankelijke cyclen, 

terwijl we weten dat een graph nooit torsie bezit. Het getal p 1 laat zich 

nu gemakkelijk berekenen als we het aantal hoekpunten en het aantal kanten 

van de graph kennen. We beschouwen daartoe eerst een samenhangende graph, 

die geen topologische cirkel bevat. Een dergelijke graph noemt men een 
0' 1 d . 1 0 1 boom. Als een boom a 'hoekpunten en a kanten heeft, an is a = a - • 

Deze formule is juist als de boom slechts uit een kant bestaat. Als de 

formule juist is voor een boom B en we voegen aan B een kant k toe, die 

met B slechts een eindpunt gemeen heeft, dan geldt de formule ook voor de 

boom B' = B Uk. Immers door toevoeging van k neemt het aantal kanten en 

hoekpunten beide met 1 toe. Bovendien is B' zeker weer een boom. Daar nu 

iedere boom verkregen kan worden door van een van zijn kanten uit te gaan 

en stap voor stap kanten toe te voegen, die met de reeds verkregen boom 

1 eindpunt gemeen hebben, geldt de formule algemeen. Daar voor een boom 
1 o· d 1 1 0 1 f 1 p = is, geldt voor bomen e formule p = a - a + • Deze ormu e 

geldt echter ook voor iedere eindige samenhangende graph. Zij n.l. G een 

graph en B0 een deelboom van G. Als iedere kant van G, die niet tot B0 be-

hoort de beide eindpunten in BO heeft, dan heet Bo maximaal. Is B0 niet 

maximaal, dan kunnen we hem uitbreiden tot een boom B1 die ontstaat door 

aan B0 een kant toe te voegen, die met B0 slechts 1 eindpunt gemeen heeft. 

Daar G slechts eindig veel kanten heeft, moeten we op deze manier voort­

gaand, na eindig veel stappen een maximale boom bereiken. Iedere boom van 

G is dus altijd bevat in een maximale boom. Deze stelling geldt ook nog 

voor oneindige graphen. Bij het bewijs moet dan echter gebruik gemaakt 

worden van het lemma van Zorn. 

Men ziet gemakkelijk dat een maximale boom B in G, alle hoekpunten van G 

moet bevatten. Immers zouden er hoekpunten in G zijn, die niet in B bevat 

zijn, dan zou er op grond van de samenhang van G zeker een kant moeten 

zijn, die slechts 

B maximaal is. 

eindpunt met B gemeen heeft. Dit is uitgesloten, omdat 

Om nu onze formule te bewijzen, kiezen we een maximale boom B in G. De 

kanten van B zullen we aangeven met de letter k, en de niet tot B behoren­

de kanten met de letter 1. Iedere kant 1 heeft beide eindpunten in B liggen. 
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Daar B een boom is kunnen de eindpunten van 1 door een en slechts een weg 
w in B verbonden worden. Dan is echter w U 1 een cyclus, die we als z(l) 
aangeven. Daar iedere cyclus z(l) slechts 1 kant 1 bevat zijn de cyclen 
z(l) lineair onafhankelijk. 

Bovendien vormen zij een basis voor de cyclen in G. Is n. l. z een wille-
keurige cyclus in G, dan 

vatte kanten 1 zijn, en 

N 
bevat de cyclus z - E 

i=l 

bevat z 

laat 1. 
1. 

t. z(l.) 
1. 1. 

N 
z - E 

i=1 
t. z(l.) = 0 of z 

1. 1. 

N 
E 

i=l 

zeker kanten 1. Laat 11 ... lN de in z be-

in z voorkomen met de coefficient t .• Dan 
1. 

geen kanten 1. Derhalve is 

t. z(l.). We kunnen hieruit de conclusie 1. 1. 

trekken dat er juist p 1 cyclen z(l) zijn, en dus ook dat er p1 kanten 1 
zijn. Daar B een boom is, die alle hoekpunten van G bevat, zijn er a0-1 
kanten k. We hebben dus a 1 = pl + aO -1 of 1 1 0 p =a -a+1. Bezit de graph 

1 1 0 G n verschillende komponenten, dan ziet men gemakkelijk dat p a - a +n. 
1 Het getal p noemt men ook wel de rang van de graph. Het blijkt, dat twee 

graphen, die eenzelfde aantal komponenten hebben en ook dezelfde rang, in 
alle homologie en homotopie eigenschappen overeenstemmen. 

Een belangrijke reeks vragen hangt samen met de zogenaamde inbeddingspro­
blemen van graphen. We weten reeds, dat iedere graph in R3 kan worden in­
gebed. Men kan zich afvragen of dit misschien ook reeds in R2 mogelijk is. 
Nu is gemakkelijk te zien, dat de graphen K1 en K2 uit fig.1 geen van beide 
in het platte vlak kunnen worden ingebed. Kuratowski heeft bewezen dat een 
eindige graph G dan en slechts dan in R2 kan worden ingebed, als G geen 
topologisch beeld van een der beide graphen K1 en K2 bevat. Deze Stelling 
kan vrij eenvoudig bewezen worden door inductie naar het aantal kanten 
van de graph. Het resultaat van Kuratowski kan ook uitgebreid worden tot 
aftelbaar oneindige graphen. (zie ook de bijdrage van Laman). 

Eevenzo kan men zich afvragen onder welke omstandigheden een graph bijv. 
in het projectieve vlak of in het ringoppervlak kan worden ingebed. 
Bekend is, dat de volledige 6-graph in het projectieve vlak en de volle­
dige 7-graph in het ringoppervlak kan worden ingebed. Daarbij verstaan we 
onder de volledige n-graph, de graph met n hoekpunten, waarbij ieder tweetal 
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hoekpunten door een kantverbonden is. Een karakterisering van de 

in bet projectieve vlak inbedbare graphen door middel van verboden figuren 

wordt minder geschikt door bet grote aantal verboden figuren, dat optreedt. 

Het is bekend, dat iedere graph in een orienteerbaar oppervlak van voldoend 

hoog geslacht kan worden ingebed. Onder de genus van een graph verstaan 

we nu bet kleinste natuurlijke getal g, zodanig dat de graph in een 

orienteerbaar oppervlak van geslacht g kan worden ingebed. Er zijn echter 

nog geen methoden bekend om de genus van een graph te berekenen. 
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WAT ZIJN GRAFEN? 

G. Laman 

In grafentheorie is "graaf" een verzamelwoord voor een aantal verwante be­

grippen waarin het gemeenschappelijke hierin bestaat dat het telkens gaat 

om verbindingen tussen discrete objecten. 

Voorbeelden: 

I. Objecten: hoekpunten van een kubus; 

Verbindingen: ribben van de kubus. 

II. Hierarchie. 

Objecten: personen; 

Verbinding: onderschikking. 

III. Stangenconstructie (bijv. voor bouwsteiger). 

fig.2 

Objecten: plaatsen waar twee of meer stangen aan elkaar 

bevestigd zijn; 

Verbindingen: delen van stangen tussen twee bevestigingen. 

fig .1 



70 

IV. Schaakbord. 

Objecten: de 64 velden; 

Verbinding: 2 velden zijn verbonden als een toren op een overigens 

leeg bord in een zet van het ene het andere veld kan 

bereiken. 

Opm.: Andere stukken leveren andere grafen. 

V. Schaakspel. 

Objecten: posities (indusief wie aan zet is); 

Verbinding: een positie is met een andere verbonden als de ~en 

in de antler overgaat door een reglementaire zet. 

DEFINITIE: Een graaf (X,R) bestaat uit een niet-lege eindige verzameling 

X van punten en een eindige verzameling R van kanten; 

elke kant r E R verbindt twee verschillende punten x 1 en x2, 

de uiteinden van r, x 1 en x2 heten buren; er is ten hoogste 

een kant in R die twee gegeven punten verbindt. 

DEFINITIE: Een gerichte graaf (X, R) bestaat uit een niet-lege eindige 
+ 

verzameling X van punten en een eindige verzameling R van 

gerichte kanten; elke gerichte kant ; E R verbindt een begin­

punt x 1 met een eindpunt x2 >' x 1, x 1 en x2 heten dan buren; 

er is ten hoogste ~en gerichte kant in R die x 1 als beginpunt 

en x2 als eindpunt heeft. 

VI. Een beroemd voorbeeld 

(Euler) is dat van de 

bruggen van Konigsberg. 

Daar waren e~n rivier, 

twee oevers, twee 

eilanden en zeven bruggen, 

zoals aangegeven in fig. 3. fig.3 



De vraagstelling was: Bestaat er een wandeling waarbij men elke 

brug precies ~~nmaal passeert? 

Een aan deze vraagstelling 

aangepast model is: 

Objecten: oevers en eilanden; 

Verbindingen: bruggen. 

Maar fig. 4 levert geen graaf 

in de boven gedefinieerde zin! 

VII. Verzameling van deelverzamelingen van {1,2,3}. 

Objecten: deelverzamelingen; 

Verbinding: inclusie. 

DEFINITIE: Een multi-graaf (X,R) bestaat uit een niet-lege eindige 

verzameling X van punten en een eindige verzameling R van 

kanten; elke kant r E R verbindt twee punten (die kunnen 

samenvallen). 

DEFINITIE: Een gerichte multi-graaf (X,R) bestaat uit een niet-lege 

eindige verzameling X van punten en een eindige verzameling 
-+ • • -+-+ 
R van gerichte kanten; elke gerichte kant r E R verbindt een 

beginpunt x 1 met een eindpunt x2 (die kunnen samenvallen). 
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DEFINITIE: Een lus is een (gerichte) kant, waarvan de uiteinden (begin­

en eindpunt) samenvallen. 

Meervoudige (gerichte) kanten zijn kanten die dezelfde uit­

einden (begin- en eindpunten) hebben. 

De terminologie in de graf·entheorie is verre van genormaliseerd, ja zelfs 

nogal chaotisch. Het is dus zaak in de literatuur over grafen goed te le­

zen wat deze auteur met dit woord bedoelt. Welke definities en welke woor­

den gekozen warden is sterk. afhankelijk van de probleemstelling. Er zijn 

ook situaties waarin lussen w~l, meervoudige kanten ni~t toegelaten warden 

of omgekeerd. Ook grafen met oneindige verzamelingen punten en kanten komen 

vaak voor. Er is nogal wat te definieren, voordat er wat valt te begin­

nen. *) 

DEFINTTIE: In een multi-graaf is d(x) - de graad van x E X - het aantal 

kanten waarvan x uiteinde is (lussen dubbel geteld). 

In een gerichte multigraaf is 

id(x) - de in-graad van x E X - het aantal gerichte kanten 

waarvan x eindpunt is, 

od(x) - de uit-graad van x E X - het aantal gerichte kanten 

waarvan x beginpunt is, 

d(x) = id(x) + od(x) - de graad van x E X. 

Opmerking: Wat voor multi-graaf gedefinieerd is, geldt ook voor graaf; 

wat voor gerichte multigraaf gedefinieerd is, geldt ook voor 

gerichte graaf. 

*) Red.: 

Ter illustratie van deze opmerking vergelijke men de verschillende 

bijdragen over grafentheorie in deze syllabus. 



DEFINITIE: Een partiele graaf van een multi-graaf (X,R) is een multigraaf 

(X,S) met S c R. 
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Een deelgraaf van een multi-graaf (X,R) is een multi-graaf (Y,T) 

waarin Y c X en T alle kanten van R bevat die beide uiteinden 

in Y hebben. 

Partiele graaf en deelgraaf van een gerichte multi-graaf worden 

analoog gedefinieerd. 

DEFINITIE: Twee grafen (X,R) en (X,R) z1Jn isomorf als er een-eenduidige 

afbeeldingen s: X + X, p: R + R bestaan zodat voor elke r E R 

met uiteinden x1 en x2' s<x1) en s(x2) de uiteinden van p(r) 

zijn. Analoog voor (gerichte) multi-grafen. 

Het is niet moeilijk voor kleine grafen na te gaan of ze isomorf zijn of 

niet: 

fig.6a fig.6b fig.6c 

Voor grotere graf en neemt de moeilijkheid zo snel toe met het aantal pun­

ten, dat men van het isomorfie-probleem spreekt. 

DEFINITIE: Een graaf waarin R (bij gegeven X) zo groot mogelijk is heet 

volledig; i.h.b. heet de graaf met n punten en !n(n-1) kanten 

de volledige n-graaf Kn. 

Voorbeelden: 

fig.7a fig.7b fig.7c 

Kn: halve competitie van n teams. 
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DEFINITIE: In een volledige tweedelige graaf is de puntenverzameling X 

disjuncte vereniging van x1 en x2 ea bestaat R uit alle kanten 

met ~en uiteinde in x1 en e~n in Xz; als lx1I =pen lxzl = q 

wordt deze graaf aangeduid met K • p,q 

Voorbeelden: 

fig.Ba fig.Sb 

DEFINITIE: De complementaire graaf van een graaf (X,R) is de graaf (X,R'), 

waarin R' het complement is van R, d.w.z. precies alle kanten 

bevat die niet in R voorkomen. 

Voorbeeld: De complementaire graaf van K bestaat uit een K en een Kq. p,q p 

DEFINITIE: Een keten van lengte q in een multi-graaf (X,R) is een rij van 

q kanten (r1,r2····•rq) zodat elke kant ra (1<a<q) een uiteinde 

met ra-t en het andere met ra+t gemeen heeft. De "vrije" uitein­

den van r 1 resp. rq heten beginpunt resp. eindpunt van de keten. 

Als begin- en eindpunt samenvallen heet de keten een cykel, 

Een keten is elementair als geen element (van X of van R) meer 

dan eenmaal in de rij optreedt. 

DEFINITIE: Een multi-graaf is samenhangend, als er een keten is van elk 

punt naar elk antler punt. Een samenhangende component van een 

multi-graaf is een maximale samenhangende deelgraaf. De afstand 

van twee punten x 1 en x2 van een multi-graaf is gedefinieerd als 

x 1 en x2 tot dezelfde samenhangende component behoren en wel als 

de lengte van de kortste keten die x 1 en x2 als begin- en eind­

punt heeft. Een isthmus is een kant bij verwijdering waarvan het 

aantal samenhangende componenten met een toeneemt. Een boom is 

een samenhangende graaf zonder cykels. 



fig.9 

STELLING 1: Een boom met meer dan ~~n punt beeft tenminste twee punten 

van graad 1. 
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Bewijs: Wegens samenbang is er tenminste ~~n kant. Neem een kant en maak 

een steeds grotere keten door in elk begin- of eindpunt van graad 

~ 2 telkens een niet gebruikte kant toe te voegen. Wegens eindig­

beid loopt dit af betzij doordat begin- en eindpunt samenvallen 

betzij doordat begin en eindpunt beide graad 1 bebben. Het eerste 

alternatief vervalt want een boom beeft geen cykels. 

STELLING 2: Een graaf (X,R) met IRI ~ lxl beeft een cykel. 

Bewijs: Als er punten van graad 0 en graad 1 zijn vindt men door weglating 

daarvan en van de kanten die de punten van graad 1 als uiteinde 

bebben eventueel na berbaling een graaf (Y,T) met !TI ~ !YI en 

waarin alle punten graad ~ 2 bebben. Van de beide alternatieven 

uit bet bewijs van st. 1 treedt nu bet eerste op. 
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STELLING 3: Voor een graaf (X,R) zijn equivalent de beweringen: 

I (X,R) is een boom. 

II Er is tussen elk paar punten precies een elementaire 

keten. 

III (X,R) heeft geen cykles en toevoeging van een wille­

keurige kant vormt een cykel. 

IV (X,R) is samenhangend en verliest deze eigenschap bij 

verwijdering van een willekeurige kant. 

v !RI 

VI !RI 

Ix! - 1 en (X,R) heeft geen cykels. 

Ix! - 1 en (X,R) is samenhangend. 

Bewijs: Het bestaan van twee verschillende elementaire ketens tussen twee 

punten impliceert het bestaan van een cykel en omgekeerd. 

Daarop berust de equivalentie van I, II, III en IV. 

I ~ V wordt bewezen met volledige inductie: Voor Ix! 2 is het 

juist dat !R! = Ix! - 1. Neem aan dat dat ook juist is voor bomen 

met Ix! ~ n en laat (X,R) een boom zijn met !xl = n+1. 

Verwijder dan een punt van graad 1 met de kant die dat punt als 

uiteinde heeft - dat kan wegens st. 1 -. De nieuwe graaf is weer 

een boom dus !R! - 1 C!x! - 1) - 1. 

V ~ VI, want als (X,R) niet samenhangend is zijn er tenminste twee 

samenhangende componenten (Xi,Ri) en dan volgt uit !R! = !xl -

voor tenminste een component IR- I~ 1x.1 en dan is er dus een 
l. l. 

cykel volgens st. 2. 

VI ~ I, want als (X,R) een cykel van lengte m bevat, dan heeft 

elk van de Ix! - m punten die niet op de cykel liggen een kortste 

keten die dat punt met de cykel verbindt (wegens de samenhang). 

De eerste kanten van deze Ix! - m ketens zijn alle verschillend. 

Er zijn dus tenminste m + Ix! - m = !xl kanten in tegenspraak met 

!R! = !xl - 1. 

We komen nu terug op voorbeeld VI. 

DEFINITIE: Een Euler-keten (Euler-cykel) in een multi-graph is een keten 

(cykel) die elke kant precies eenmaal bevat. 
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STELLING 4: Een samenhangende multi-graaf heeft een Euler-cykel desda elk 

punt even graad heeft, een Euler-keten met uiteinden yen z ~y 

desda y en z de enige punten met oneven graad zijn. 

Bewijs: A. Nodig. Elke "doorgang" door een punt levert een bijdrage van 2 

aan de graad. 

B. Voldoende. 

Het gestelde is vanzelfsprekend voor de (enige samenhangende) 

multi-graaf zonder kanten. 

Neem aan dat de bewering bewezen is voor multi-grafen met ten 

hoogste m kanten en dat (X,R) een multi-graaf is met IRI = m+1. 

Als er geen punten van oneven graad zijn wordt een willekeurige 
kant verwijderd: r (x 1,x2). r kan geen isthmus zijn, want dan 
ligt x 1 in de ene en x2 in de andere samenhangende component na 

verwijdering van r en dan is in elke samenhangende component de 
som van de graden oneven, terwijl voor elke graaf de som van de 
graden even moet zijn. De graaf (X,R) die bij verwijdering van 

r ontstaat heeft dus l'RI = m en x 1 en x2 als enige punten van 
oneven graad. De Euler-keten die in (X,'it) bestaat wordt door r 
tot Euler-cykel in (X,R) gesloten. 

Als y en z ~ y oneven graad hebben verwijdert men een kant 

r = (x,z). Er zijn twee mogelijkheden: 

1) r is een isthmus. Dan behoren x en y tot dezelfde samen­

hangende component (zie boven!). In die component bestaat 

een Euler-keten van y naar x en in de andere een Euler-cykel 

van z naar z. "Zet" die twee met r "aan elkaar". 

2) r is geen isthmus. Dan is er een Euler-keten in (X,R) van 

y naar x, die met r verlengd kan worden tot een Euler-keten 

van y naar z in (X,R). 

Gevolgen: De inwoner van Konigsberg krijgt zijn wandeling niet want alle 

4 de punten hebben oneven orde. 

De bekende "tekeningen zonder de pen van het papier te nemen" 

slagen alleen als in ten hoogste 2 punten de graad oneven is. 
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fig.10a fig.10b fig.1Dc 

Analoog met de definities van keten, cykel, samenbang enz. beeft men: 

DEFINITIE: Een weg van lengte .9. in een gericbte multi-graaf is een rij van 
. (+ + + ) q gericbte kanten r 1,r2, ••• ,rq zo!at voor elke 

a E {1,2, ••• ,q-1} bet eindpunt van rasamenvalt met bet begin-
+ • . . punt van ra+ 1• Als vroeger definieert men beginpunt en eindpunt 

van de weg, circuit (analoog met cykel) en elementaire weg. 

DEFINITIE: .. : In een gericbte multi-graaf is bet punt x2 bereikbaar vanuit 

bet punt x 1 als er een weg met beginpunt x 1 en eindpunt x2 
(een weg ~ x 1 ~ x2) is. De afstand ~ x 1 ~ x2 is ge­

definieerd als x2 bereikbaar is vanuit x 1 en wel als de lengte 

van de kortste weg van x 1 naar x2• (Dit afstandsbegrip is dus 

niet symmetriscb!) Een gericbte multi-graaf beet sterk ~ 

bangend als elk punt vanuit elk antler punt bereikbaar is. Een 

sterke component van een gericbte multi-graaf is een maximale 

sterk samenbangende deelgraaf. Aan elke gericbte multi-graaf 

is toegevoegd een ongericbte multi-graaf verkregen door van 

elke gericbte kant de ricbting te "vergeten". Een zwakke compo­

nent van een gericbte multi-graaf G is een deelgraaf die onder 

deze toevoeging correspondeert met een samenbangende component 

van de aan G toegevoegde multi-graaf. 

DEFINITIE: Een Euler-weg (Euler-circuit) in een gericbte multi-graaf is 

een weg (circuit) die (dat) elke gericbte kant precies ~~n 

maal bevat. 



Ook stelling 4 heeft een analogon; stelling 5 volgt hier zonder bewijs: 

STELLING 5: Een zwak samenhangende gerichte multi-graaf heeft een Euler­

circuit desda voor elk punt de ingraad gelijk is aan de uit­

graad. 
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Toepassingen: Elk figuur (bestaande uit lijnstukken en samenhangend) kan 

zonder de pen van het papier te nemen getekend warden als 

elk lijnstuk in elke richting precies eenmaal doorlopen moet 

warden. 

Het is mogelijk op 2k cyclisch geordende plaatsen nullen en 

enen zo in te vullen dat elk k-tal opeenvolgende symbolen 

verschilt van elk antler k-tal. 

DEFINITIE: Een graaf heet planair als hij in het platte vlak kan warden 

ingebed. 

Opmerkingen: 1) Planariteit van een graaf komt er dus op neer dat hij zo 

in het platte vlak kan warden getekend dat elk gemeenschap­

pelijk punt van de getekende kanten ook tot de puntenver­

zameling van de graaf behoort. Een voorbeeld van een niet­

planaire graaf is K3 , 3 zoals verderop wordt bewezen. 

2) Een graaf die in het platte vlak kan warden ingebed kan 

ook in de bol warden ingebed en omgekeerd. Zulke inbed­

dingen kunnen uit elkaar warden verkregen door stereogra­

fische projectie. 

3) Inbedden is een topologisch begrip. We ontlenen nog enige 

begrippen en resultaten zonder bewijzen aan de topologie. 

Een deel van het vlak dat door kanten van een ingebedde 

graaf wordt begrensd heet een gebied van de ingebedde 

graaf. Als bij een ingebedde graaf een kant wordt verwij­

derd neemt of het aantal gebieden met 1 af, of het aantal 

samenhangende componenten met 1 toe. 
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fig.11 

STELLING 6: Voor elke graaf ingebed in het platte vlak met n punten, 

m kanten, l gebieden en c samenhangende componenten geldt: 

-m+n = c+1. 

Bewijs: De bewering is juist voor elke graaf zonder kanten: 

l = 1, m = O, n =c. 

Neem aan dat het gestelde juist is voor elke graaf met m = k ;;;. 0 

en laat (X,R) een ingebedde graaf met IRI = m = k+1 zijn. 

Verwijder een willekeurige kant dan ontstaat een graaf (X,R') met 

n punten, m' = k kanten, l' gebieden enc' samenhangende componen­

ten. 

Als het aantal gebieden met ~en is afgenomen geldt l-m+n-c-1 

l-1-(m-1)+n-c-1 = l'-m'+n-c'-1 = 0. 

Als het aantal samenhangende componenten met een is toegenomen 

geldt l-m+n-c-1 = l-(m-1)+n-(c+1)-1 = l'-m'+n-c'-1 = 0. 

STELLING 7: Als voor een samenhangende graaf ingebed in het platte vlak 

met n punten en m kanten de lengte van elke cykel ;;;. q is, dan 
geldt m ~ q(n-2) 

q-2 

Bewijs: Elke kant behoort tot de randcykel van 2 gebieden, elke randcykel 

heeft ;;;.q kanten en er zijn 1 randcykels dus 2m ;;;.1 q; c=1; 

dus 2 = 1-m+n ~ 3. m-m+n n- q-2 m. 
q q 

STELLING 8: K5 en K3 , 3 zijn niet planair. 



Bewijs: 

fig.12 

fig.13 

In KS hebben alle cykels lengte 

~ 3, n = S. 

81 

Als er een inbedding bestond dan 

moest m ~ 3 (n-Z) = 9 zijn. 
1 

Het aantal kanten van KS is even-

wel !n(n-1) = 10. 

In K3 3 hebben alle cykels lengte 

' ~ 4, n = 6. 

Als er een inbedding bestond dan 
4(n-2) 

moest m ~ ~-2~- = 8 zijn. 

Het aantal kanten van K3 , 3 is 

evenwel 3.3 = 9. 

KS en K3 3 zijn voor de klasse der planaire grafen van bijzondere betekenis 

Orn die b~tekenis toe te lichten hebben we nog een definitie nodig. 

DEFINITIE: Een onderverdeling van een graaf wordt verkregen door kanten 

te vervangen door ketens. Twee grafen heten homeomorf als ze 

beide onderverdelingen zijn van isomorfe grafen. 

Voorbeeld: 

fig.14a fig.14b 
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STELLING 10: (Stelling van Kuratowski; zonder bewijs) 

Als een graaf niet planair is heeft hij 

6f een partiele deelgraaf die homeomorf is met 

6f een partiele deelgraaf die homeomorf is met 

Opmerking: Het is niet aan te bevelen deze Stelling te gebruiken om na te 

gaan of een gegeven graaf planair is; daarvoor zijn in de lite­
ratuur goede algorithmen te vinden. 



SPELEN OP EEN GRAAF 

N.G. de Bruijn 

§1. Vele tweepersoonsspelen laten zich formuleren als spel op een geori­

enteerde graaf. Er wordt dan gespeeld met een fiche dat op elk ogenblik 

in een punt van de graaf staat. Er zijn twee spelers, Jan en Piet, die 

om de beurt een zet doen. Een zet is bet schuiven van bet fiche naar 

een ander punt langs een lijn van de graaf, in overeenstemming met de 

richting die op die lijn is aangegeven. Er kunnen punten zijn waar 

geen enkele lijn van uitgaat; bij zulke punten staat een bedrag aange­

geven. De speler die bet fiche naar een dergelijk punt toe schuift, 

beeindigt bet spel, en krijgt bet bij dat punt genoemde bedrag door 

de tegenstander uitgekeerd. (Dit bedrag kan ook wel negatief zijn.) 

VOORBEELD 1.1. Jan begint met bet getal 0 op te schrijven. Piet's zet 

bestaat uit bet daarbij optellen van 1, 2 of 3; vervolgens telt Jan 

daar 1, 2 of 3 bij op, dan Piet weer, enz. Wie bet eerst 25 opschrijft 

krijgt f 1,-- van de ander. Getallen boven de 25 mogen niet worden 

opgeschreven. We kunnen dit spel met een graaf beschrijven die als 

punten de getallen 0,1, ••• ,25 heeft. Van elk punt i met i < 25 gaan 

pijlen naar i + 1, i + 2, i + 3 (voor zover die~25 zijn). Bij bet 

uitgangsloze punt 25 staat de uitkering f 1,--. 

Dit bekende kinderspel heeft een eenvoudige strategie: wie aan zet 

is, zorgt ervoor een 4-voud + 1 te bereiken als daartoe de kans be­

staat (die kans is er niet als er al een 4-voud + 1 staat). Als een 
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speler eenmaal een 4-voud + 1 heeft bereikt, kan hij het bij elke vol­
gende beurt weer doen. 

§2. We geven nu eerst wat definities en een beetje theorie, die in 
wezen van E. Zermelo afkomstig is (zie het in §12 vermelde boek van 
D. Konig). 

Een gerichte graaf is een paar (G,6) waarin G een verzameling is 
en 6 een deelverzameling van GxG. We sluiten de mogelijkheid dat G on­
eindig is niet uit. 

Als x en y punten van G zijn met (x,y) E 6 dan zeggen we dat er 
een pijl van x naar y loopt. Onder r(x) verstaan we de verzameling van 
alle y met (x,y) E 6. Het kan zijn dat (x,x) E 6: dan heet (x,x) een 
lus. 

Als r(x) leeg is, heet x uitgangsloos of dood. 
Het aantal elementen van r(x) heet de uitgraad van x (de ingraad 

is het aantal y's met (y,x) E 6). 

Een van x uitgaand pad is een eindige rij punten x0 ,x 1 , ••• ,xn resp. 
oneindige rij punten x0 ,x1, ••• met x0 = x, xi E G voor alle i, 
(xi_ 1,xi) E 6 voor i = 1, ••• ,n resp. 1,2, •••• Het getal n resp. het 
symbool oo heet de lengte van het pad. Men eist niet dat het pad vrij 
is van herhalingen. Er kunnen oak kringen zijn (paden met xn = x0). 

De uitloop van een punt x is het supremum van de lengte van de 
van x uitgaande paden. (Opmerking: als de uitloop van x oneindig is, 
hoeft er nag geen oneindig pad van x uit te gaan. Voorbeeld: G = 
= {0,1,2, •.• }, 6 bestaat uit alle (i-1,i) met i E G\{0,1,4,9,16, ••• } 
en alle (O,i) met i E {1,4,9,16, ••• }. Het punt 0 heeft uitloop oo, 
maar er gaat geen oneindig pad van 0 uit. Oak de uitgraad van 0 is 
oneindig. In dit verband vermelden we het zgn. oneindigheidslermna van 
Konig dat uitspreekt dat in een graaf waar elk punt een eindige uit­
graad heeft, de punten met oneindige uitloop wel steeds uitgangspunt 
van een oneindig pad zijn.) 

We kunnen G disjunct opsplitsen als 

naar punten met uitloop oo,0,1, •..• Hier nemen we waar: 



i) Elk punt van G0 is uitgangsloos. 

ii) Voor i = 1,2,3, ... gaat van elk punt van Gi een pijl naar ten­

minste een punt van Gi-l' en geen enkele pijl naar een punt van 

G. met j ~ i of naar een punt van G • 
J 00 

(iii) Uit een punt van G00 waaruit geen pijlen gaan die binnen G00 blij-

ven, gaan pijlen naar Gi's met willekeurig grote i. 

Merk op dat G00 alle kringen van de graaf bevat. 

Vaak nemen we aan dat elk punt van G eindige uitloop heeft. In dat 

geval is G00 leeg. 

§3. Bij een tweepersoonsspel wordt de vraag naar de beste strategie 

gesteld. Wat is in een gegeven stelling de beste zet voor Jan wanneer 

wordt aangenomen dat zijn tegenspeler zo goed mogelijk speelt? Het is 

niet gemakkelijk deze vraag goed te stellen. Pas nadat de vraag be­

antwoord is, kan men zien hoe ze gesteld moet warden! Want om te 

zeggen wat men verstaat onder "het beste voor Jan" zegt men dat 

Piet doet wat "het beste voor Piet" is, en om dat te kunnen zeggen 

moet men weer zeggen dat Jan doet wat "het beste voor Jan" is. Men 

zou deze knoop alleen maar kunnen ontwarren door een soort recursieve 

definitie te geven, met een beroep op de eindige speelduur. Eenvoudiger 

is het echter om alleen het antwoord te geven en de vraag achterwege 

te laten. 

Gemakshalve zullen we ons beperken tot het geval dat elk punt 

eindige uitgraad zowel als eindige uitloop heeft. 

STELLING 3.1. Laat (G,r) een georienteerde graaf zijn waarin elk punt 

eindige uitgraad en eindige uitloop heeft. Laat u een afbeelding zijn 

van de verzameling G0 der uitgangsloze punten in de verzameling der 

rd!le getallen. Dan is er precies een afbeelding <Ii van G in de rerlle 

getallen met de eigenschap dat 

( i) </i(x) 

(ii) </i(x) 

u(x) 

max </i(y) 
yEf(x) 

(x E G0), 

(x E G\Go). 
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BEWIJS. Definieer $ op GO door (i). Nu kan $ op G1 op precies een ma­

nier gekozen worden z6 dat aan (ii) is voldaan; daarna kan $ op G2 op 

precies een goede manier worden gekozen, enz. 

INTERPRETATIE. Bij elk uitgangsloos punt x is u(x) de uitkering die 

beloofd wordt aan de speler die het fiche er heen schuift; die uit­

kering wordt door de tegenstander betaald. Voor elke speler, en op 

elk moment va.n het spel, is (wanneer x de positie van het fiche is) de 

waarde van het spel gelijk aan $(x) als hij niet aan zet is, en -~(x) 

als hij wel aan zet is (als x E G0 is komt dit laatste niet voor), De 

waarde die het spel voor een speler heeft kan dalen als hij bij zijn 

zet nalaat een uitgang y te kiezen met ~(y) = -$(x), en zijn waarde 

zal stijgen wanneer zijn tegenspeler een dergelijke keus verzaakt. 

Wanneer Jan op een zeker ogenblik a.ls spelwaarde het bedrag c heeft, 

en verder steeds een y met $(y) $ -~(x) kiest, is hij zeker van een 

uitkering 6 c. 

§4. Gevallen met uitkerin&en ±1. 

Hier gaat het alleen om "winst" of "verlies": wie de uitkering 

toucheert, heeft gewonnen, wie -1 opstrijkt heeft verloren, De functie $ 

heeft nu ook alleen waarden ±1. We kunnen ~ volledig beschrijven door de 

verza.meling Z a.ante geven van alle punten met ~(x) = +1, Deze is ge­

kenmerkt door de volgende eigenschappen: 

( i) Er gaan geen pijlen uit Z naar Z, 

ii) Als x E G\Z, en x niet dood is, gaat er uit x ternninste een pijl 

naar Z. 

(iii) De uitgangsloze punten x met ~(x) 

~(x) = -1 in G\Z. 

Z G\Z 

(De gearaeerde stukken zijn dood). 

1, liggen in Z, die met 



§5. Voorbeelden. 

§5.1. In voorbeeld 1.1 is Z {25,21, 17' 13,9,5, 1 }. 

§5.2. Het Nimspel. 

Er zijn drie hoopjes lucifers; een zet bestaat uit het wegnemen van 

een of meer lucifers van eenzelfde stapel. Wie niet meer zetten kan 

heeft verloren. Men kan hier G beschrijven als de verzameling van 

alle tripels (k,l,m) met k,l,m E {0,1,2, ••• }. Het enige dode punt is 

(0,0,0), met uitkering +1. De verzameling Z is 

{(k,l,m)IV1• £.(k) + £.(1) + £.(m) - 0 (mod 2)}; 
l. l. l. 

hierin is £i(n) het i-de cijfer in de binaire representatie van n, van 

voren aangeduid met nullen: 

"' i-1 n = .L0 2 £.(n). 
i= l. 

Wanner het spel met meer dan drie hoopjes gespeeld word, is de beschrij­

ving analoog. 

§5.3. Er is een variant op het nimspel die niet direct als zodanig op­

valt (Wiskundige opgaven met de Oplossingen, deel 19(1) 1950, Vraag­

stuk 25). 

0 0 0 0 0 

2 3 4 5 6 7 8 9 

Er is een genummerde rij vakjes (1,2, ... ). Op elk vakje kan een fiche 

liggen; het aantal fiches is eindig. Een zet bestaat uit het naar links 

schuiven van een fiche, bij die zet mag het niet over een antler fiche 

heen gaan en ook niet op de plaats van een antler fiche terechtkomen. 

Als alle fiches aaneengesloten liggen aan het begin, is de positie 

dood; wie naar deze dode positie toe schuift heeft gewonnen (dus de 

uitkering van dit dode punt is +1). 

87 



88 

Als de fiches liggen op x1, ••• ,xm (1 ~ x 1 < x2 < ••• < xm) hechten 

we aan deze positie een nim-positie bestaande uit de getallen 

als m oneven is, en 

als m even is. 

Als we de Z vastleggen als bij het nim-spel, voldoet Z weer aan 

4(i), 4(ii) en 4(iii). Merk op dat de spelers soms een der nimgetallen 

ook grater kan maken; niettemin loopt het spel in eindig vele zetten 

af. 

§5.4. Nim op boompjes. (R. Sprague) 

Men tekent een aantal boompjes, en legt bij elk boompje een fiche 

in het onderste punt. 

Een zet bestaat uit het naar boven schuiven van een der fiches over wil­

lekeurige afstand. De positie is dood als alle fiches in eindpunten 

liggen. De dode positie heeft uitkering 1. Als een fiche ergens in een 

boom ligt, kan men tellen wat het grootste aantal stapjes is dat het 

fiche nog naar boven zou kunnen doen, d.i. de uitloop naar boven. Zo 



kan men aan een positie met k boompjes ook k getallen hechten, en 

daarop kan men gewoon nim spelen! 

Het voordeel van dit boompjes-nim is, dat men bij elk spelletje 

nieuwe boompjes tekent, zodat degene die de strategie kent weinig 

laat merken aan een tegenspeler die de strategie niet kent. 

§5.5. Spel van W.A. Wijthoff. 

Er zijn twee hoopjes lucifers, maar behalve de nim-zetten is er nog 

een soort zet: men mag van beide hoopjes tegelijk nemen, mits van beide 

hetzelfde aantal. De <lode positie (0,0) heeft weer waarde 1 en be­

hoort dus tot z. 
Verder bestaat Z uit de paren 

(O,O), (1,2), (3,5), (4,7), (6,10), ••• 

plus de gespiegelden van deze ((2,1), (5,3), .•. ). Afgezien van (0,0) 

zijn <lit de paren (ak,bk) (k = 1,2, ••• ) met 

2 
bk = (kT ) = ~ + k, 

wanneer T = !(1 + /5). Orn de eigenschappen 4(i), 4(ii) te bewijzen 

stellen we a= T, 13 T + 1, zodat a en 13 positieve irrationale ge-

11 .. -1 -1 . 
ta en ziJn met a + 13 = 1. Daaruit volgt dater tussen n en n+1 

(n = 1,2, ••• ) precies een veelvoud van a of precies een veelvoud van 

13 ligt, want 

[.!!.] + [E.] = n - 1. 
a 13 

Hieruit zien we dat de rij a 1,b 1,a2 ,b2 , ••• alle natuurlijke getallen 

elk een keer bevat, terwijl bk= ak + k, al < a2 < •••• 

§6. Spelenmet ongelijke rechten. 

Er zijn spelen waarbij voor Jan andere regels gelden dan voor 

Piet. (Bij schaak mag Piet niet met Jan's stukken zetten!). We kunnen 

zo'n spel in onze beschouwingen betrekken door van Gover te gaan op 
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GxA, waarin A uit twee elementen aJ en ap bestaat. De pijlen uit een 

punt (x,aJ) gaan naar de punten (y,ap) waarin y de punten doorloopt 

waarheen Jan vanuit x mag zetten. Evenzo gaan er pijlen van punten 

(x,ap) naar punten (y,aJ). 

§7. Spelen waarin de beginner kan winnen als hij maar wist hoe. 

Er zijn wat spelen bekend waarbij bewezen kan worden dat de begin­

ner een winnende strategie heeft maar waarbij het erg moeilijk schijnt 

te zijn de winnende strategie aan te wijzen. Een fraai voorbeeld is 

Hex (zie M. Gardner, Scientific American Problem Book, Vol I, p. 77), 

maar al een simpel voorbeeld is het volgende. Op een blad papier 

staan de getallen 1,2, ••• ,100. Een zet bestaat uit het schrappen van 

een getal, maar het is verboden een getal te schrappen waarvan al eerder 

een of antler veelvoud geschrapt is. Wie niet meer kan zetten, verliest. 

Jan begint. 

De spelgraaf heeft als puntverzameling G de verzameling van alle 

deelverzamelingen (de geschrapte getallen) van {1, ••• ,100}. De pijlen 

worden volgens de gestelde regels aangebracht. De graaf voldoet aan de 

eisen van stelling 3.1. We laten zien dat de beginstand, d.i. de lege 

verzameling, niet tot Z behoort. Neem aan dat de beginstand tot Z be­

hoort. Dan gaat elke zet daaruit naar Y = G\Z; in het bijzonder is de 

stand waarbij slechts het getal 1 is geschrapt in Y gelegen. Er is van 

daaruit dus een zet naar Z mogelijk. Als die zet bestaat uit het 

schrappen van het getal k (k > 1), dan is de stand waarbij 1 en k ge­

schrapt zijn, in Z gelegen. De stand waarbij slechts k geschrapt is, 

ligt niet in z (want die is in een zet uit de beginstelling te halen). 

Maar de stand waarbij 1 en k geschrapt zijn heeft dezelfde waarde als 

de stand waarbij alleen k geschrapt is: in beide gevallen zijn de 

uitbreidingsmogelijkheden dezelfde, en ze leiden weer tot standen die 

slechts verschillen wat de 1 betreft. Dit geeft een tegenspraak. 

Een wat meer intuitieve redenering is de volgende. Beschouw naast 

ons spel S het spel S' waarbij men werkt met de getallen 2,3, ••• ,100. 

In het spel S kan alleen Jan de 1 schrappen en dat alleen bij de eerste 

zet; besluit hij om bij de eerste zet een antler getal te schrappen, dan 



kan later niemand meer de 1 schrappen. We kunnen dus zeggen dat in 

plaats van het spel S we even goed het spel S' kunnen spelen maar de 

beginner Jan het .·recht geven om bij de eerste zet zijn beurt voorbij 

te laten gaan. Zijn strategie is nu om zijn beurt voorbij te laten gaan 

als het spel S' voor de beginner verloren is, en anders niet. Deze tak­

tiek (tempozet) is bij schaken welbekend, bijv. wanneer in een pionnen­

eindspel de ene koning een driehoekje kan draaien en de antler niet. 

§3 •. Spel met verrassende strategie. 

Op een schaakbord wordt een wandeling gemaakt, waarvan het begin is 

voorgeschreven, bijv. 

Een zet bestaat uit het voortzetten van deze wandeling over een veld 

en het voorschrijven van de uitgang: die uitgang moet verschillen 

van de ingang op het veld. Een veld mag niet meer dan een keer gebruikt 

warden. De zetmogelijkheid geven we in een figuur aan: 

Na -D mag of --1-1 
Wie niet meer zetten kan heef t gewonnen; het is dus zaak te proberen 

z6 te spelen dat de tegenstander nog kan doorgaan. 

De beginner Jan kan dit spel winnen. In gedachten verdeelt hij 

het bord van 64 velden in 32 dominostenen: bij iedere zet komt hij in 

een dominosteen terecht. Zij strategie bestaat er nu uit te zorgen 

dat Piet zijn zet binnen dezelfde dominosteen moet houden; Jan gaat dus 

de kromme richten op de middenlijn van de steen. Het gevolg is dat Jan 

elke keer dat hij kan zetten, een nog onaangebroken steen voor zich 

ziet. 
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§9. Spelen met remisemogelijkheid. 

Laat G een georienteerde graaf zijn; de uitgraad van elk punt is 

eindig; de uitloop mag oneindig zijn. Aan elk dood punt is een der 

waarden ±1 gehecht. We kunnen nu G opsplitsen in winstposities (Z), 

verliesposities (Y) en remiseposities (R) (winstpositie betekent winst 

voor degene die er naartoe zet en verlies voor degene die er van uit 

moet gaan). 

Deze indeling heeft de volgende eigenschappen: 

i) De dode punten met waarde 1 liggen in Z. 

ii) De dode punten met waarde -1 liggen in Y. 

(iii) Uit geen punt van Z U R gaat een pij 1 naar z. 

iv) Uit een punt van Z gaat geen pij 1 naar R. 

v) Uit een niet-dood punt van Y gaat steeds tenminste 

vi) Uit een punt van R gaat tenminste een pijl naar R. 

een pijl naar 

In paragraaf 4 legde een dergelijk stel eigenschappen de Z en G\Z een­

duidig vast; hier is het wat minder eenvoudig, en we zullen ook niet 

proberen de indeling volledig door eisen als (i) - (vi) te karakteri-

seren. 

We construeren Z en Y als volgt. Eerst verdelen we de dode punten 

over Zen Y volgens (i) en (ii). Die vormen de verzameling z0 en Y0 • 

Vervolgens zetten we elk punt uit G\(z0 U Y0) in z 1 als al zijn uit­

gangen in yo liggen, en in y1 als tenminste een uitgang in zo ligt. 

In de volgende ronde zetten we elk punt uit G\(z0 U Y0 U z 1 U Y1) in 

z2 als al zijn uitgangen in Y0 U Y1 liggen, en in Y2 als tenminste 

een uitgan3 in z0 U z 1 ligt. Dit procede wordt oneindig vaak voort­

gezet. We nemen nu 

y R = G\(Z U Y). 

Wie naar Z schuift en dat in het verdere spelverloop blijft doen, 

is zeker van de winst. Wie vanuit Y naar Y schuift, verspeelt 2 punten, 

wie vanuit Y naar R of vanuit R naar Y schuift, verliest 1 punt. 

z. 



§10. Een spel met remise-strategie. 

Jan en Piet zetten om de beurt een witte resp. zwarte schijf op een 

in 4 richtingen oneindig schaakbord. Geen veld mag dubbel bezet worden. 

Wie voor het eerst 9 schijven aaneengesloten op een rij heeft (horizon­

taal, vertikaal of diagonaal), heeft gewonnen. Als Jan begint kan 

Piet dit spel als volgt remise houden. Hij verdeelt in gedachten het 

bord in H's; dat zijn figuren van de vorm 

5 

2 4 6 

3 7 

(Afgezien van translaties en spiegelingen kan dat maar op een manier). 

Als er ergens 9 witte schijven aaneengesloten staan, komt het ergens 

voor dat er in een H 3 witte schijven op een rijtje staan, en wel in 

de linkerpoot als het een vertikale rij betreft. Als Piet er nu voor 

zorgt dat hij steeds in dezelfde H zet waar Jan het laatste in zette, 

kan hij het spel in elke H remise houden. Als Jan begint op 4, zet 

Piet daarna 2; als Jan's eerste zet niet 4 is, doet Piet dit als eerste 

zet. 
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REIZEN OP EEN GRAAF 

J.K.Lenstra & A.H.G.Rinnooy Kan 

1. EULERPADEN EN HAMILTONCIRCUITS 

Een graaf G wordt gedefinieerd door een verzameling V van n punten en een 

collectie Evan kanten. Een kant e = (v,w) is een element van VxV. Als G 

geriaht is heeft een kant (v,w) beginpunt v en eindpunt w; de ingPaad 
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d(v) en uitgraad d(v) van v geven het aantal kanten aan met v als eindpunt 

resp. beginpunt. Als G ongeriaht is identificeren we (w,v) met (w,v); v en 

w Ziggen op (v,w) en de graad d(v) van v is het aantal kanten waarop v ligt. 

Merk op dat E een zelfkant (Zus)(v,v) en mee'l"l)oudige kanten (v,w), ••• ,(v,w) 

kan bevatten. 

Een reis op een graaf vindt plaats langs een pad (v1,v2, ••• ,vk) met 

(vi,vi+l) EE voor i = 1, ••• ,k-1; we spreken van een airauit als v 1 = vk. 

Bij gerichte grafen is dus in elke kant sprake van llnrichtingsverkeer; 

kanten in een ongerichte graaf mogen in twee richtingen doorlopen worden. 

We beperken ons tot samenhangende grafen w~arin met verwaarlozing van even­

tuele richtingen van de kanten, tussen elk tweetal punten een pad te vinden 

is. 

Een reiziger op een graaf kan zich afhankelijk van zijn doelstellingen voor 

diverse problemen gesteld zien. Zo is bet bijvoorbeeld mogelijk dat hij 

gaarne elke kant preaies ttn keer zou willen doorlopen. Voor deze 
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opgave zag de Zwitserse wiskundige LEONHARD EULER (1707-1783) zich ge­

plaatst, toen hij wilde nagaan of het mogelijk was tijdens een wandeling 

in de stad Konigsberg de zeven bruggen over de rivier de Pregel elk precies 

een keer over te steken. Waar zijn zwakke gezichtsvermogen uitgebreide 

experimenten tot een riskante aangelegenheid maakte, leerde een blik op de 

plattegrond (Figuur 1.1(a)) hem al spoedig dat een dergelijke wandeling 

(a) 

A 

(b) c Figuur 1 .1 De zeven bruggen van Konigsberg 



niet te maken was. Een achtste brug zou hiervoor noodzakelijk zijn en 
volgens niet bevestigde geruchten is die in het huidige Kaliningrad in­

middels ook aangelegd. 
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Elke brug in Figuur 1.l(a) komt overeen met een kant van de ongerichte 
graaf in Figuur 1.1(b). In het algemeen kan men zich afvragen of in een 
gegeven graaf een pad of circuit te vinden is <lat elke kant precies een 
keer doorloopt. Een dergelijke route heet een Eulerpad resp. Eulercircuit. 

Het is duidelijk dat in een ongerichte graaf die een Eulercircuit bevat 
de graad d(v) van elk punt v even is. Bestaat er een Eulerpad, dan zijn 
er ten hoogste twee punten van oneven graad. In een gerichte graaf die een 

+ + Eulercircuit bevat is d(v) = d(v) voor elke v. Een analoge eigenschap 
van gerichte grafen die een Eulerpad bevatten is eenvoudig te formuleren. 

Deze noodzakelijke voorwaarden voor de existentie van Eulerpaden en Euler­
circuits blijken ook voldoende te zijn. Men kan eenvoudig aantonen dat 
de onderstaande algoritme van FLEURY in een ongerichte graaf met d(v) even 
voor alle v een Eulercircuit construeert: 

Begin in een willekeurig punt en doorloop de kanten op willekeurige 
wijze met inachtneming van twee regels: 

- verwijder elke doorlopen kant en elk punt dat daardoor graad 0 krijgt; 
- gebruik een kant die na verwijdering de graaf in twee samenhangende 

stukken uiteen zou doen vallen alleen als het niet anders kan. 
Deze methode laat zich gemakkelijk uitbreiden tot Eulerpaden en gerichte 
grafen. 

Aangemoedigd door deze resultaten bekommeren wij ons nu om de reziger op 
een graaf die gaarne elk punt precies een keer ZOU Willen bezoeken en 
zich afvraagt of een dergelijke reis uitvoerbaar is, Hij zou op dit pro­
bleem gestuit kunnen zijn doordat hij een exemplaar van het spel "all 
around the world", ontworpen door de Ierse wiskundige SIR WILLIAM HAMILTON 
(1805-1865), heeft aangeschaft, De opgave in dit spel bestaat uit het vin­
den van een gesloten route langs de ribben van het dodecahedron, afgebeeld 
in Figuur 1.2, waarbij elk hoekpunt precies een keer bezocht moet worden. 
Het spel was geen commercieel succes, maar de naam van de ontwerper is aan 
het probleem gekoppeld gebleven; een circuit of pad op een graaf dat elk 
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punt p.recies een keer bezoekt heet een HarniUoncirouit resp. HarniUonpad. 

Figuur 1.2 "All around the world" 

Analoog aan de analyse van Eulerpaden en Eulercircuits zouden wij noodza­

kelijke en voldoende voorwaarden willen weten voor de existentie van 

Hamiltoncircuits en Hamiltonpaden. Helaas stuiten wij hier op een berucht 

en vooralsnog onopgelost probleem. Er zijn slechts enkele votd.oende voor­

waarden bekend, zoals bijvoorbeeld de stelling van ORE: 

Een ongerichte graaf bevat een Hamiltoncircuit (Hamiltonpad) als 

n ~ 3 en d(v)+d(w) ~ n (d(v)+d(w) ~ n-1) voor alle (v,w) ~ E. 

Noodzaketijk zijn deze voorwaarden niet, zoals de bestudering van een 

regelmatige vijfhoek onmiddellijk aantoont. Een soortgelijk resultaat is: 

Een gerichte graaf bevat een Hamiltonpad als voor elk paar (v,w) E vxv 
geldt dat of (v,w) EE of (w,v) E E (een dergelijke graaf wordt een tour­

nooi genoemd). 



Voor de bewijzen van bovenstaande en vergelijkbare stellingen verwijzen 
we naar BERGE [3] en LIU [7]. 

99 

Tot dusver is de reiziger op de graaf geconfronteerd met existentiepPoble­
men. In een gewogen graaf, waar aan elke kant een gewicht (lengte) is toe­
gekend, kan hij met optimalisePingspPOblemen te maken krijgen. Hieraan 
besteden we aandacht in het volgende hoofdstuk. 

VRAAGSTUKKEN 

1.1 Formuleer het Konigsberger bruggenprobleem als het probleem om in een 
ongerichte graaf een Hamiltonpad te vinden. 

1.2 Kunnen de 28 dominostenen zodanig in een cirkel gelegd worden dat de 
aangrenzende helften van elk paar opeenvolgende dominostenen gelijk 
zijn? 

1.3 Laat zien dat 2n nullen en enen zodanig op een cirkel te rangschikken 
zijn dat de 2n n-tupels van n opeenvolgende cijfers alle verschillend 

n-1 
zijn. (Er zijn 22 -n dergelijke De Brui,jn-Pijen.) 

1.4 Laat zien dat de 2n verschillende n-tupels van nullen en enen zodanig 
op een cirkel te rangschikken zijn dat elke twee opeenvolgende n-tupels 
slechts op een plaats van elkaar verschillen. (Het is niet bekend 
hoeveel dergelijke binaiPe GPay-aodes er zijn als functie van n.) 

1.5 Stel dater een drukpers en een bindmachine beschikbaar zijn om n 
boeken te produceren. Laten di en bi de tijden zijn benodigd om boek 
i te drukken resp. te binden. Als voor elk tweetal boeken (i,j) geldt 
dat of d.~ b. of d.~ b., laat dan zien dat de boeken in een zodanige l. J J l. 

volgorde kunnen worden gedrukt dat de bindmachine zonder interrupties 
in bedrijf is. 

1.6 Een paard moet elk veld van een nXn-schaakbord precies een keer bezoe­
ken en weer op zijn startveld terugkeren. Is dit mogelijk voor n = 4, 
n = 6, n = 8? 
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2. KORTSTE PADEN, CHINESE POSTBODEN EN HANDELSREIZIGERS 

Bevindt een reiziger zich in een punt van een gewogen graaf G, dan is 

een voor de hand liggende vraag welke van de paden naar een antler punt 

het kortste is. Laat Geen gerichte graaf zijn met V = {v1, ••• ,vn}; aan 

elke kant (v.,v.) EE is een niet-negatief gewicht c .. toegekend. De lengte ]. J l.J 
van het kortste pad van v 1 naar vj wordt aangeduid met dj' waarbij d1 = 0. 

Onderstel eerst dat G aeyeliseh is, d.w.z. geen circuits bevat. De kortste 

paden van v 1 naar alle punten vj die uit v 1 bereikbaar zijn kunnen dan 

recursief warden bepaald m.b.v. de vergelijking 

d. = min{d.+c .. J (v. ,v.) EE}. J ]. l.J ]. J 

Het is duidelijk dat deze methode hoogstens !n(n-1) optellingen en 

!(n-1)(n-2) vergelijkingen vergt: de orde van de methode is O(n2). Een der­

gelijke algoritme waarbij het aantal berekeningen polynomiaal begrensd is 

in de probleemparameters noemen we een goede of effieiente algoritme. Merk 

op dat hier geen gebruik gemaakt wordt van de niet-negativiteit van de 

gewichten. 

Indien G wel circuits bevat kunnen wij de volgende methode van G.B.DANTZIG 

toepassen. Stel dat we na de s-de stap van de algoritme de kortste paden 

gevonden hebben van v 1 naar alle punten in een verzameling Sc V met JsJ= s. 

We bepalen voor elk punt v. ES een punt v., ~ S zodanig dat 
]. ]. 

c .. , = min{c.kJvk ~ S, (v.,vk) EE}. We kiezen vervolgens uit de punten ].]. ]. ]. 

vi' een punt vj' waarvoor 

d.+c .. , = min{d.+c .. ,Jv. ES} J JJ ]. ].]. ]. 

en voegen vj, als (s+1)-ste punt aan S toe. Het is duidelijk dat 

d.,= d.+c .. ,, want elk pad van v 1 naar vJ., moet via een punt vi. ES lopen J J JJ 
en heeft dus een lengte tenminste gelijk aan di+cii' ~ dj'" 

In een handige implementatie van E.W. DIJKSTRA is bovenstaande procedure 

uit te voeren in O(n2) stappen. Uitbreiding tot ongerichte grafen vindt 

plaats door elke ongerichte kant 

kanten (v. ,v.) en (v. ,v.), beide 
]. J J ]. 

(v.,v.) te vervangen door twee gerichte 
]. J 

met gewicht c ... 
l.J 



Staan wij ook negatieve gewichten toe, dan wordt bet probleem lastiger 

maar bet blijft efficient oplosbaar, tenzij de graaf circuits bevat van 

negatief totaal gewicht. Voor dit laatste geval is bet bestaan van een 

efficiente algoritme zeer onwaarschijnlijk (vgl. vraagstuk 2.3). 
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Gewapend met deze kennis wenden wij ons nu tot de reiziger die aan de hand 

van Eulers inzichten tot de conclusie is gekomen dat een eenmalig bezoek 

aan elke kant voor hem niet is weggelegd. Ongenoegen over deze situatie 

bestaat bijvoorbeeld bij een·postbode, die zich beroepshalve toch verplicht 

acht een dergelijk bezoek af te leggen. Hij hoopt nu een zodanige gesloten 

route te kunnen vinden dat de totale lengte van de meer dan eens te door­

lopen kanten (en daarmee de lengte van de gehele route) minimaal is. Wij 

kunnen hem onderstaande efficiente algoritmen voor bet Chinese postbode­

probZeem (zo genoemd ter ere van de geestelijke vader MEI-KO KWAN) aanbie­

den. 

Wij bekijken eerst bet probleem op een ongeriahte graaf G. De resultaten 

van hoofdstuk 1 wijzen uit dat wij paden zullen moeten toevoegen tussen 

punten van oneven graad, zodanig dat bun graad even wordt. In de eerste 

stap van de algoritme construeren wij een ongerichte graaf H op de m punten 

van G van oneven graad; merk op dat m even is. Tussen elk tweetal punten 

van H wordt een kant gelegd (een dergelijke graaf beet voZZedig) en elke 

kant (v,w) krijgt als gewicht de lengte van bet kortste pad in G tussen 

v en w. Al deze gewichten zijn in O(n3) berekeningen te bepalen m.b.v. 

de algoritme van Dijkstra. In de tweede stap zoeken wij in H naar een 

deelverzameling van lm kanten van minimaal totaal gewicht zodanig dat elk 

punt op precies een van deze kanten ligt. Een dergelijke minimale koppeZing 

is in O(m3) berekeningen te vinden m.b.v. een ingenieuze algoritme van 

J. EDMONDS. In de derde stap tenslotte breiden wij G uit met de !m paden 

die met de koppeling in H corresponderen. Alle punten van G zijn daardoor 

van even graad geworden en bet kortste Eulercircuit voor de postbode iaat 

zich vinden m.b.v. de algoritme van Fleury. De gehele procedure, daterend 

uit 1965, is geillustreerd aan een voorbeeld in Figuur 2.1(a). 

Voor bet Chinese postbodeprobleem op een geriahte graaf G was al langer 

een efficiente algoritme bekend. Uit eerdere overwegingen is bet duidelijk 

dat we alleen paden hoeven toe te voegen van S = {vld(v) > d(v)} naar 

T = {vld(v) < d(v)}. In de eerste stap van de algoritme vervangen wij elk 
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Graaf G 

Volledige graaf H 

1 2 

5 + 

4- 5 
Minimale koppeling in H; 

gewicht 9 

Uitgebreide graaf G; 

totaal gewicht 41 

(a) G is ongericht 

Graaf G 

Volledige bipartite graaf H 

Minimale toewijzing in H; 

gewicht 22 

Uitgebreide graaf G; 

totaal gewicht 54 

(b) G is gericht 

Figuur 2.1 Chinese postbodeproblemen 
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punt v ES U T door Jd(v)-d(v)Jkopieen; dit geeft twee verzamelingen S' 

en T' met Js'I = JT'J = m. Wij construeren een graaf H met puntenverzame­

ling S'UT' en kantenverzameling s'xT' (een graaf op twee disjuncte punten­

verzamelingen waarin geen enkele kant twee punten uit dezelfde verzameling 

met elkaar verbindt heet bipartiet; His een volledige bipartite graaf). 

Elke kant krijgt weer als gewicht de lengte van het overeenkomstige kortste 

pad in G. In de -tweede stap zoeken wij in H naar een minimale koppeling 

van m kanten. Het koppelingsprobleem in een bipartite graaf heet een 

toewijzingsprobZeem, omdat aan elk punt in S' precies een punt in T' 

wordt toegewezen en vice versa. Er bestaan diverse technieken om een mini­

male toewijzing in O(m3) berekeningen te bepalen. In de derde stap ten­

slotte levert uitbreiding van G met de m kortste paden die met deze toe­

wij zing corresponderen, de oplossing van het probleem. Een uitgewerkt voor­

beeld is te vinden in Figuur 2.1(b). 

Slechts wanneer G een gemengde graaf is, d.w.z. zowel gerichte als onge­

richte kanten bevat, kunnen wij het Chinese postbodeprobleem niet op ef­

ficiente wijze oplossen. Waar het de bepaling van routes betreft wordt 

een sneeuwruimer voor moeilijker opgaven geplaatst dan een brievenbesteller. 

Het is te verwachten dat ook de reiziger die een eenmalig bezoek aan elk 

punt wenst te brengen deze eis zal afzwakken tot het tenminste een keer 

bezoeken van elk punt. Definieren we op de puntenverzameling V van de 

oorspronkelijke graaf Geen volledige graaf G* metals gewicht c .. voor 
iJ 

elke kant (v.,v.) de lengte van het corresponderende kortste pad in G, 
i J 

dan is hij nu in wezen geinteresseerd in de vraag welke van de (n-1)! 

Hamiltoncircuits in G* het kortste is. De oplossing van een dergelijk 

probleem kan bijvoorbeeld van belang zijn voor een handeZsreiziger die 

zijn klanten liefst in een zodanige volgorde bezoekt dat hij zo snel moge­

lijk weer thuis is. Het zal geen enkele automobilist verbazen dat het 

handelsreizigersprobleem asymmetrisch 

gelijk voor alle (v.,v.). 
i J 

kan zijn: c .. en c .. zijn dan niet 
iJ Ji 

Geven wij elke kant van Geen gewicht gelijk aan 1, dan zou een efficiente 

methode om het kortste Hamiltoncircuit in G* te bepalen ons tevens op 

efficiente wijze duidelijk maken of Geen Hamiltoncircuit bevat of niet; 

in het laatste geval is de optimale route in G* namelijk langer dan n. 

Gezien de complexiteit van het existentieprobleem op G lijkt het niet waar-
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schijnlijk dat een dergelijke efficiente algoritme bestaat. 

Gelukkig zijn er diverse methoden geconstrueerd waarmee de handelsreiziger 

toch, zij het op niet efficiente wijze, geholpen kan worden. Een belang­

rijke plaats nemen de z.g. branch-and-bound methoden in, die gebaseerd 

zijn op impliaiete aftelling van alle (n-1)! elementen van de oplossings­

verzameling F. Elk element van F correspondeert met een bepaald Hamilton­

circuit in G*. F wordt nu successievelijk gesplitst in steeds kleinere 

deelverzamelingen. Een deelverzameling F' c F kan op twee manieren gerlli­
mineerd worden: 

(1) F' bevat slechts een oplossing; 

(2) geen enkele oplossing in F' heeft een lagere waarde dan de beste op­

lossing die wij tot op dat moment gevonden hebben. 

Een branch-and-bound procedure ligt zodoende vast door drie voorschriften: 

(A) een splitsingsvoorsahrift dat aangeeft hoe een bepaalde deelverzame­

ling F' c F gesplitst moet worden in (liefst disjuncte) deelverzame­

lingen; 

(B) een ondergrensberekening die bij elke gegenereerde deelverzameling F' 

een getal LB(F') levert dat kleiner dan of gelijk aan de waarde van 

elke oplossing in F' is; 

(C) een zoekstrategie die vastlegt welke van de nog niet geelimineerde 

deelverzamelingen in aanmerking komt voor verdere splitsing. 

Op elk moment levert de waarde van de beste tot dan toe gevonden oplossing 

een bovengrens UB op voor de waarde van de optimale oplossing. Als F' 

t.g.v. (1) wordt geelimineerd kan dit een verlaging van UB tot gevolg 

hebben; eliminatie t.g.v. (2) vindt plaats als LB(F') ~ UB. We zoeken nu 

net zo lang verder, voortdurend UB aanpassend, totdat alle gegenereerde 

deelverzamelingen geelimineerd zijn. UB is dan gelijk aan de waarde van de 

optimale oplossing. 

Voor het handelsreizigersprobleem zijn verscheidene splitsingsvoorschriften 

en ondergrensberekeningen bedacht. Een ondergrens LB(F) voor de lengte van 

het kortste Hamiltoncircuit in G* laat zich bijvoorbeeld berekenen door 

een bipartite graaf H te construeren op twee kopieen V' en V" van V met 

kantenverzameling {(v.,v.)lv. E V'; v. E V", i ;t j}; het gewicht van 
l. J l. J 

(v.,v.) is c ..• In H bepalen we een minimale toewijzing. Het is duidelijk 
l. J l.J 

dat bij de met deze toewijzing corresponderende reis in G* precies een 

keer uit elk punt vertrokken wordt en precies een keer in elk punt aange-
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komen wordt. Niets garandeert echter dat de reis samenhangend is; hij kan 
best bestaan uit meer dan een circuit. Waar wij dus t.a.v. een Hamilton­
circuit strengere eisen stellen, is het totale gewicht van een minimale 
toewijzing in H nooit groter dan (en dus een ondergrens voor) de lengte 
van het kortste Hamiltoncircuit in G*. 

Als de toewijzing in H correspondeert met precies een circuit in G* zijn 
we natuurlijk klaar. Anders bekijken we een van de circuits 

(v. ,v. , •.• ,v. ,v. )(bijvoorbeeld elk circuit waarvoor k minimaal is). l.1 l.2 l.k l.1 
De kanten in dit circuit kunnen nooit alle in een Hamiltoncircuit voorko-
men en dit levert ons een splitsingsvoorschrift. We creeren k deelverzame­
lingen van F die tezamen F overdekken, door achtereenvolgens de kanten 
(v. ,v. ) , ••• , (v. ,v. ) , (v. ,v. ) te verbieden middels het op oneindig l.1 l.2 l.k-1 l.k l.k l.1 

stellen van resp. c .. , .•• ,c. . ,c ..• De oplossing van de nieuwe toe-
i1 i2 l.k-1].k ].kl. 

wijzingsproblemen levert een ondergrens voor elk van deze deelverzamelingen 
op. 

Wij kiezen nu (bijvoorbeeld) de deelverzameling met de laagste ondergrens 
voor verder onderzoek. Op deze wijze voortgaand tellen Wl.J de gehele ver­
zameling F impliciet af; elke gegenereerde deelverzameling wordt gekarak­
teriseerd door een aantal kanten die verboden zijn doordat hun gewichten 
op oneindig zijn gesteld. 

Bij wijze van voorbeeld bekijken wij de situatie weergegeven in Figuur 
2.2(a). De grafen G* en H zijn afgebeeld in Figuur 2.2(b,c). De minimale 
toewijzing in H bestaat uit de kantenverzameling {(1,2),(2,1),(3,4),(4,3)}, 
heeft gewicht LB(F) = 66, en correspondeert met twee circuits (1,2,1) en 
(3,4,3) in G*. F wordt gesplitst in twee deelverzamelingen F1 en F2 door 
resp. c 12 en c21 op oneindig te stellen. In F1 heeft de minimale toewijzing 
{(1,3),(2,4),(3,2),(4,1)} een gewicht LB(F 1) = 75; in F2 heeft de minimale 

toewijzing {(1,2),(2,3),(3,4),(4,1)} een gewicht LB(F2) = 70. Beide toewij­
zingen leveren een Hamiltoncircuit in G*; het tweede hiervan is de optimale 
oplossing (1,2,3,4,1). 

De hierboven geschetste procedure is in 1958 ontwikkeld door W.L. EASTMAN. 
Zij heef t twee nadelen: 
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(a) Plattegrond met wegversperring 

(b) Volledige graaf c* (c) Bipartite graaf H 

Figuur 2.2 Een handelsreizigersprobleem 
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(1) als het probleem symmetrisch is, d.w.z. c .. =c .. voor alle (v.,v.), 
1J J1 1 J 

zullen bij de ondergrensberekening relatief veel circuits van twee 
kanten ontstaan; 

(2) het splitsingsvoorschrift leidt niet tot disjuncte deelverzamelingen. 
Wij verwijzen naar [1] voor een bespreking van de wijze waarop deze bezwa­
ren ondervangen kunnen worden. 

Impliciete aftellingsprocedures als de bovenstaande worden gebruikt voor het 
oplossen van vele combinatorische optimaliseringsproblemen, indien er ten­
minste aanwijzingen zijn dat er geen efficiente algoritme bestaat. De voor­
naamste uitdaging ligt dan in het construeren van een zodanig scherpe on­
dergrens dat de eventueel wat langere tijd die nodig is om hem te berekenen 
ruimschoots gecompenseerd wordt door de vroegtijdige eliminatie van grote 
deelverzamelingen. Bij elk van deze methoden is de rekentijd echter nogal 
onvoorspelbaar; vaak neemt zij drastisch (supe-rpolynomiaal) toe met de om­
vang van het probleem. Bij grote problemen zoals die in de praktijk optre­
den (n ~ 80) zal men tevreden moeten zijn met het vinden van goede maar 

mogelijk niet optimale oplossingen. Hierover maken we enige opmerkingen in 

het laatste hoofdstuk. 

VRAAGSTUKKEN 

2.1 In een communicatienetwerk is de kans dat een bericht uit v in w aan­
komt gelijk aan p(v,w). Al deze kansen zijn onafhankelijk van elkaar. 
Formuleer het probleem van de betrouwbaarste route tussen twee punten 

als een kortste-padprobleem. 

2.2 Als activiteit v v66r activiteit w moet geschieden geven wij dat aan 
d.m.v. een kant (v,w) in de gerichte graaf G. Aan iedere punt wordt 
een gewicht toegekend, corresponderend met de tijdsduur van de betref­
fende activiteit. De lengte van het langste pad tussen de (mogelijk 
fictieve) eerste en laatste activiteit bepaalt de minimale tijdsduur 
van het gehele project. Laat zien dat G acyclisch is en dat het zgn. 
kritieke pad op efficiente wijze gevonden kan worden. 

2.3 Vervang in een gewogen volledige graaf de gewichten c .. door A-c .. , 
1J 1] 

waarbij A een groot getal is. Laat zien dat het kortste Hamiltonpad 
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van v naar w in de oorspronkelijke graaf correspondeert met het lang­

ste pad van v naar w in de nieuwe graaf dat elk punt hoogstens een 
keer bezoekt. Waarom levert dit geen efficiente algoritme (vgl.vraag­

stuk 2.2)? 

2.4 Laat zien dat algoritmen om in een graaf 

- het kortste Hamiltonpad van een gegeven punt v naar een gegeven 

punt w 

- het kortste Hamiltonpad 

te vinden gebruikt kunnen worden om het handelsreizigersprobleem op 

te lossen. 

2.5 Op een machine moeten n produkten gefabriceerd worden. De omschakel­

tijd als produkt i direct gevolgd wordt door produkt j is gelijk aan 

c ..• Laat zien dat het bepalen van de kortste totale produktietijd iJ 
een handelsreizigersprobleem is. 

2.6 Op een machine moeten n produkten gefabriceerd worden; elk produkt 

vereist een tijdseenheid. Als produkt i klaar komt op tijdstip t 

brengt dit kosten ci(t) met zich mee. De functies ci zijn monotoon 
niet-dalend in t. Laat zien dat het vinden van een produktievolgorde 

die de totale kosten minimaliseert een toewijzingsprobleem is. 

3. PRAKTIJKPROBLEMEN 

Routeringsproblemen dienen zich in de praktijk niet altijd aan in de ge­
styleerde vorm van Chinese postbode- of handelsreizigersproblemen. Vaak 

is er meer dan een reiziger beschikbaar om de klanten te bezoeken; zowel 
de totale hoeveelheid goederen die een reiziger kan vervoeren als de af­

stand die hij kan afleggen zijn daarbij begrensd. Daarnaast stellen ook 
de klanten hun eisen t.a.v. het bezoektijdstip of zelfs t.a.v. de reiziger 
die zij wensen te ontvangen. 

Stel dat m handelsreizigers onder dergelijke nevenvoorwaarden hun weg langs 
n klanten moeten vinden vanuit een gemeenschappelijk vertrekpunt v. 

We bekijken het vertrouwde handelsreizigersprobleem in een graaf op m+n 

punten, nl. m kopieen van het vertrekpunt en een punt voor elke klant. 

Elk hernieuwd bezoek aan v door de eenzame handelsreiziger correspondeert 
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met het inzetten van een nieuwe reiziger in het oorspronkelijke probleem. 

Maken we de onderlinge afstand A tussen de kopieen van v zeer groat, dan 

zullen inderdaad alle m reizigers op stap gaan; maken we A zeer klein, dan 

zullen - met inachtneming van de oorspronkelijke restricties - zo weinig 

mogelijk reizigers gebruikt warden. In het algemeen kan men zeggen dat -A 

de kosten van het inzetten van een extra reiziger dient weer te geven. 

Op deze wijze is o.m. bij de P.T.T. een aantal praktijkproblemen aangepakt; 

wij verwijzen naar [5] voor een uitgebreider toelichting. 

Gezien de gebruikelijke omvang van praktijkproblemen, de verscheidenheid 

van de mogelijke nevenvoorwaarden en de fundamentele complexiteit van het 

handelsreizigersprobleem, zijn wij voor het oplossen van deze problemen 

aangewezen op suboptimale methoden (z.g. heuristieken) die relatief snel 

een goede maar wellicht niet optimale oplossing leveren. 

Vaak kan bij het ontwikkelen van een dergelijke heuristiek met vrucht een 

beroep warden gedaan op ideeen ontwikkeld in de context van een gestyleerde. 
de vorm van het probleem. Zo heeft het vorige hoofdstuk ons bijvoorbeeld 

geleerd dat het Chinese postbodeprobleem aanzienlijk eenvoudiger is dan het 

handelsreizigersprobleem. Het ligt dan ook voor de hand om zoveel mogelijk 

punten die bezocht moeten warden te vervangen door kanten die doorlopen 

moeten warden en het resulterende probleem op te lessen, met een impliciete 

aftellingsprocedure die gebruik maakt van verkregen inzichten in het Chine­

se postbodeprobleem. Een dergelijke omzetting van verplichte punten in ver­

plichte kanten kan leiden tot een niet-optimale oplossing, maar deze metho­

de geeft in de praktijk heel acceptabele resultaten (vgl. [8;9;6]). 

Concluderend kan men zeggen dat het vele werk om de klassieke problemen van 

postbode en handelsreiziger op te lessen het nodige rendement oplevert voor 

hen die ender ingewikkelder voorwaarden willen reizen op een graaf. 
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SPELTHEORIE 

S.H. Tijs 

1 • INLEIDING 

Speltheorie zou men kunnen omschrijven als een tak van de wiskunde welke 
zich bezighoudt met het ontwerpen en bestuderen van mathematische modellen 
van conflictsituaties. Oorspronkelijk geinspireerd door strategische spelen 
(zoals pokeren, schaak, nim) is daarna haar inspiratiebron en werkterrein 
uitgebreid tot o.a. economie, statistiek en psychologie. 

Vrijwel algemeen wordt aanvaard dat JOHN VON NEUMANN (1903-1957) de grond­
slag van deze theorie heeft gelegd met zijn artikel: 

"Zur Theorie der GeseUschaftsspiele", Math. Ann. 100, 1928, 295-320. Vele 
van de ideeen hierin neergelegd zal ik tijdens deze voordracht opgraven. 
Overigens is de ontwikkeling van het vak pas goed doorgezet na het ver­
schijnen van het boek: 

"Theory of Games and Economic Behaviour" door J. VON NEUMANN & 
O.MORGENSTERN in 1944. 

Niet alle conflictsituaties zijn in een model te vangen. 

Een onderverdeling in klassen van spelen krijgt men door te kijken naar de 
volgende facetten welke bij elke conflictsituatie relevant zijn: 
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(1) het aantal spelers (deelnemers), 

(2) de invloed van de spelers, 

(3) de doelstellingen van de spelers. 

Men onderscheidt tweepersoonsspelen van spelen met meer dan twee personen, 

eenzetsspelen van meerzetsspelen; spelen waarbij uitbetalingen reele ge­

tallen zijn van spelen waarbij om bijv. goederenpakketten gestreden wordt. 

In deze voordracht zullen we ons beperken tot tweepersoonsspelen (waarbij 

de spelers aangegeven worden met I en II) en we veronderstellen dat de 

uitbetalingen in reele getallen kunnen worden uitgeurukt. Vragen als: 

Wat is optimaal handelen? 

Wat is het voor een speler waard aan een spel deel te nemen? 

Hoe moeten optimale strategie(in berekend worden? 

liggen voor de hand. 

2. TWEEPERSOONSSPELEN IN NORMALE VORM 

We kijken eerst naar tweepersoonsspelen waarbij partijtjes als volgt ver­

lopen: onafhankelijk van elkaar kiezen speler I en speler II elementen 

x en y uit voorgeschreven verzamelingen X en Y, waarna er uitbetalingen 

volgen aan speler I en speler II die afhankelijk zijn van het paar (x,y) 

en welke we zullen aangeven met K1(x,y) en K2(x,y). Laten we dit even 

formaliseren in 

DEFINITIE 1_. Een tweepersoonsspel (in normale vorm) is een geordend vier­

tal <X,Y,K1,K2> waarbij X en Y niet-lege verzamelingen en K1: X x Y + :JR 

en K2: X x Y + :JR reeelwaardige funkties op X x Y zijn. 

De elementen van X zullen we (zuivere) strategiei}n van speler I en de 

elementen van Y (zuivere) strategieen van speler II noemen. X, Y en X x Y 

heten achtereenvolgens: strategieenruimte van speler I, strategieenruimte 

van speler II en uitkomstenruimte van het spel. De funktie K1 (resp. K2) 

op de uitkomstenruimte noemen we de uitbetalingsfunktie van speler I 

(resp. speler II). 
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Op het eerste gezicht ziJn in dit model weinig conflictsituaties te vangen 
maar de situatie is bij nadere beschouwing veel gunstiger zoals we in §3 
zullen zien. Laten we eerst enkele voorbeelden geven welke rechtstreeks 

in dit model passen. 

VOORBEELD 1. (DUOPOLYMODEL VAN A. WALD) Veronderstel dat een bepaald pro­
duct geproduceerd wordt door twee producenten I en II welke achtereenvol­
gens productiecapaciteit c 1 > 0 en c2 > 0 hebben. Als I besluit per tijds­
eenheid een hoeveelheid x E [O,c 1] te produceren en op de markt te brengen 
en als II besluit een hoeveelheid y E [O,c2] per tijdseenheid aan te bieden, 
dan brengt het product een prijs p(x+y) ~ 0 per eenheid product op. Ver­
onderstel dat bij een productie x (resp. y) door I (resp. II) de produc­
tiekosten k(x) ~ 0 (resp. k(y) ~ 0) bedragen. Dan is deze marktsituatie 
om te zetten in het tweepersoonsspel <X,Y,K1,K2> waarbij X = [O,c 1J, 
Y = [O,c2], en voor elke x EX, y E Y geldt: 

xp(x+y)-k(x), K2(x,y) yp(x+y)-k(y). 

VOORBEELD 2. (G.AJ."1E OF TIMING) In een duel tussen "spelers" I en II met van 

geluiddempers voorziene pistolen zijn de spelregels als volgt: alleen in 
het tijdsinterval [O,T] (T>O) mag er gevuurd worden. Elke speler mag hoog­

stens eenmaal schieten. Als een van de spelers de tegenstander treft dan 
moet de getroffene een eenheid aan de schutter betalen en mag zelf niet 
meer vuren. Laten we voor beide spelers de trefkans van de tegenstander 
ten tijde t stellen op p(t) (p(t) E [0,1]). [We veronderstellen dus ge­
lijke duelcapaciteit]. We kunnen deze situatie herleiden tot het tweeper­
soonsspel <X,Y,K1,K2> waarbij X = Y = [0,T] en 

={ p
0

(x) - (1-p(x))p(y) als x < y 
K1(x,y) als x = y 

-p(y) + (1-p(y))p(x) als x > y 

K2(x,y) -K1(x,y) voor elke (x,y) E [O,T] x [0,T]. 
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DEFINITIE 2. Een tweepersoonsspel <X,Y,K1,K2> zullen we een nulsomspel 

noemen als 

K1(x,y) + K2(x,y) = 0 voor elke (x,y) EX x Y. 

Het spel in voorbeeld 2 is een nulsomspel; het spel in voorbeeld 1 i.h.a. 

niet. In een nulsomspel vindt de verrekening na een partij tussen de 

spelers onderling plaats. 

DEFINITIE 3. Een tweepersoonsspel <X,Y,K1,K2> zullen we een eindig spel 

noemen als de strategieenruimten X en Y eindig veel elementen bevatten. 

Laat 

a11 a12 a1n 

a21 a22 a2n 

A 

een m x n-matrix zijn waarbij in de cellen reele getallen staan. Dan kun­

nen we hierbij een eindig tweepersoonsnulsomspel maken en wel als volgt: 

in een partijtje wijst speler I een rij i E {1,2, ••• ,m} en (onafhankelijk 

daarvan) speler II een kolom j E {1,2, .•• ,n} aan, waarna een uitbetaling 

a .. volgt aan speler I door speler II. 
l.J 

Zo'n spel correspondeert dan met het tweepersoonsnulsomspel <X,Y,K> waar­

bij X {1,2, •.• ,m}, Y = {1,2, ••• ,n} en K(i,j) = aij voor elke 

(i,j)EXxY. 

Zo'n spel heet een matrixspel en A noemt men de uitbetalingsmatrix. Merk 

op dat elk eindig tweepersoonsnulsomspel is om te zetten in een matrixspel 

door de strategieen van de spelers te nummeren. 

VOORBEELD 3. (STEEN-PAPIER-SCHAAR-SPEL) Gelijktijdig noemen speler I en II 

een van de woorden uit de verzameling {S(teen), P(apier), Sc(haar)}. Er is 

afgesproken dat schaar van papier, papier van steen en steen van schaar 

wint en dat de partij onbeslist is als beide spelers hetzelfde woord noe­

men. Op een voor de hand liggende manier correspondeert <lit spel met het 
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3 x 3-matrixspel 
II 

s p Sc 

s [ 
0 -1 

-:J I p 1 0 

Sc -1 

VOORBEELD 4. (TWO-FINGER MORRA) Reeds door de Romeinen werd dit spel ge­

speeld (alleen niet met guldeps). Partijtjes verlopen als volgt: gelijk­

tijdig steken de spelers I en II 1 of 2 vingers in de lucht en raden hoe­

veel vingers de tegenstander opsteekt. Als een der spelers goed raadt wint 

hij evenveel guldens als er door beide spelers vingers in de lucht zijn 

gestoken; als beiden goed of beiden fout raden volgt er geen uitbetaling. 

In dit spel hebben beide spelers vier strategieen ter beschikking en wel 

(1,1), (1,2), (2,1), (2,2) waarbij met (i,j) de strategie wordt bedoeld: 

"steek i vingers in de lucht en raad j". 

Dit spel correspondeert met bet 4 x 4-matrixspel 

II 

( 1 '1) ( 1, 2) (2, 1) (2,2) 

(1'1) 0 2 -3 0 

( 1, 2) -2 0 0 3 
I 

(2, 1) 3 0 0 -4 

(2,2) 0 -3 4 0 

3. HET NORMALISEREN VAN SPELEN 

In een tweepersoonsspel in normale vorm doen beide spelers een zet en wel 

gelijktijdig. Gezelschapsspelen zijn meestal meerzetsspelen (ook wel spe­

len in uitgebreide vorm genoemd). Hierbij zetten de spelers om de beurt 

en een speler komt vaak meermalen aan zet terwijl soms ook bet toeval een 

rol speelt (verdelen kaarten). John von Neumann merkte op dat in principe 

de meeste gezelschapsspelen te reduceren zijn tot spelen in normale vorm 

en zelfs tot matrixspelen. Het idee hierbij is om (grofweg) onder een 

strategie van een speler te verstaan: een volledig uitgewerkt speelplan 
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vooraf dat de speler (of een vervanger) precies vertelt wat te doen in 

elke situatie van elke mogelijke partij waarin de bewuste speler een zet 

moet doen. Als beide spelers elk zo'n speelplan aan een scheidsrechter 

opsturen, dan kan deze uitmaken tot welke uitbetalingen de gekozen strate­

gieen leiden. Laten we een en antler aan enkele voorbeelden demonstreren 

(en een formele behandeling van bet "normalisatieprocede" achterwege laten). 

VOORBEELD 5. (BAMZAAIEN, VUISTEN, KNOBBELEN) Laat men n natuurlijke getal­

len zijn. 

Met B zullen we bet volgende eindige tweepersoonsnulsomspel in uitge-m,n 
breide vorm bedoelen. De spelers I en II hebben resp. m en n lucifers ter 

beschikking. Een partijtje B verloopt als volgt: speler I neemt onzicht-m,n 
baar voor II een zeker aantal (eventueel 0) van zijn lucifers in de rech-

terhand. Vervolgens neemt speler II onzichtbaar voor de tegenstander een 

aantal van zijn lucif ers in zijn rechterhand en noemt daarna hoorbaar voor 

I een der getallen uit de verzameling {0,1, ••• ,m+n}. Vervolgens noemt I 

ook zo'n getal maar niet hetzelfde getal als II. Als een der spelers een 

getal genoemd heeft dat gelijk is aan bet totaal aantal lucifers in beide 

rechterhanden dan krijgt deze een eenheid uitbetaald van de tegenstander. 

Raden geen van beide spelers bet juiste aantal lucifers in de beide rech­

terhanden, dan volgt er geen uitbetalingen. 

We gaan nu B reduceren tot een spel in normale vorm: (Zuivere) strate-m,n 
gieen van speler II kunnen we aangeven met (i.j) waarmee we bedoelen: 

"neem i lucifers in de rechterhand en noem vervolgens bet getal j". Hier­

bij is 0 ~ i ~ n, 0 ~ j ~ m+n. Met (k; t 0 ,t1, ••• ,£s•···•tm+n) bedoelen 

we de volgende (zuivere) strategie voor speler I: "neem k lucifers in de 

hand en noem bet getal ts als speler II in de partij bet getal s genoemd 

heeft". 

Hierbij is 0 ~ k ~ m; verder veronderstellen we (zonder bezwaar) dat 

k ~ ts ~ k+n voor elke s E {0,1, ..• ,m+n}. 

Het spel <X ,Y ,K > waarbij m,n m,n m,n 

xm,n= = {(k;to,£1•···•lm+n) ; 0 ~ k ~ m, 

V E{O + }[£ E{k,k+l, ••. ,k+n}\{s}]}, s , •.• ,m n s 



Y : = {(i,j) ; i E{0,1, ••• ,n}, j E {0,1, ••• ,m+n}} m,n 

en waarbij K X x Y + lR. is vastgelegd door m,n m,n m,n 

{

-1 als k+i 

= 1 als k+i 

0 als k+i 

j 

R.. 
J 

"- {j,R..} 
J 

zullen we de (ge)normal(iseerd)e vorm van B noemen en aangeven met m,n 
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N • N1 1 is op te vatten als een 4 x 6-matrixspel met uitbetalingsmatrix m,n , 

(0,0) (0, 1) (0 ,2) (1,0) ( 1 , 1) (1 ,2) 

(0;1,0,0) -1 1 -1 _: l (0;1,0,1) -1 0 -1 

(1;1,2,1) -1 0 

(1;2,2,1) 0 -1 -1 

VOORBEELD 6. (EEN VE&j!:ENVOUDIGD POKERMODEL) We bekijken een spel waarin 

een kanselement een rol speelt. Aan het begin van een partij krijgt (trekt) 

speler I een van de kaarten uit een stok {K,A} bestaande uit een koning 

en een aas en wel met kans ! een K en met kans ! een A. Speler I bekijkt 

dan (onzichtbaar voor speler II) de getrokken kaart en zegt vervolgens: 

pas of bied (naar eigen keuze). Als speler I past, moet hij ! 1,-- betalen 

aan speler II. Als speler I biedt komt speler II aan zet. Hij kan dan pas­

sen of zien. Past speler II dan moet hij ! 1,-- betalen aan speler I. Ziet 

speler II dan betaalt resp. ontvangt hij f. 2,-- van speler I al naar gelang 

I een aas resp. een koning getrokken had. We kunnen dit spel als volgt 

schematisch weergeven. 
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Ui tbetaling aan 
I II 

-I 

p 

I -I p pas, 
A 

2 -2 B bied, 

kans p -I z zien, 
I 

K 
II: -2 2 I I 

'- / 

I -I 
p 

[In dit tweepersoonsspel is speler II, wanneer hij aan zet (bod) komt niet 

volledig geinformeerd over het verloop van de partij tot dan toe. Hij weet 

wel wat speler I gedaan heeft maar niet wat het toeval (ook wel de kans­

speler genoemd) deed aan het begin van de partij. (In bovenstaande figuur 

is dit met stippeltjes aangegeven).] Bij dit spel zijn er zes mogelijke 

partijen. 

We gaan dit spel nu in normale vorm brengen. De 4 strategieen van speler 

I geven we aan met 

x = 1 
(A K) (A K) 
B P ' X4 = B B 

waarbij bijv. (AK) de strategie is: "bied ingeval een aas getrokken is en 
B p 

pas als een koning is getrokken" enz •• 

Speler II heeft 2 strategieen welke we aangeven met P (pas) en Z (zien). 

Veronderstel dat speler I v66r een match besluit tot strategie <! ~) 
en speler II tot strategie Z. Dan kan dit, afhankelijk van het kansmecha­

nisme (uitdelen kaart), resulteren in een van de volgende twee partijen 

en wel beide met kans !: 

Kans K p 
-1 

I 

Kans A B z 
2 

I II 
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Na de eerste partij volgt een uitbetaling -1, na de tweede een uitbetaling 

+2 aan I door II. De verwachte uitbetaling van II aan I bij keuze van bo­

vengenoemde strategieen is dan !(-1) + !(2) = !. Op analoge manier kunnen 

de verwachte uitbetalingen aan speler I door speler II in de 7 andere ge­

val len berekend worden. Het resultaat van de rekenpartij kan in een 4 x 2 

matrix gezet worden: 

p z 

x1 -1 -1 

X2 0 -H 

X3 0 ! 

X4 0 

- ( -1!) enz • ] 

4. WAARDE EN OPTIMALE STRATEGIEEN 

DE~YJTIE 4. Een tweepersoonsnulsomspel <X,Y,K> zullen we strikt bepaaZd 

noemen als er een getal v bestaat en strategieen x E X en y E Y z6 dat 

(1) K(x,y) ~ v voor elke y E Y, 

(2) K(x,y) ~ v voor elke x EX. 

Ingeval van strikte bepaaldheid noemen we v de waarde van het speZ (voor 

speler I) en x (resp. y) een optimaZe strategie van speZer I (resp. speler 

II). 

In een spel met waarde v kan speler I zich d.m.v. zijn optimale strategie 

x een uitbetaling van tenminste v garanderen ongeacht wat speler II doet 

en speler II kan m.b.v. y ervoor zorgen dat hij in een willekeurige partij 

ten hoogste v hoeft af te dragen aan speler I. 
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VOORBEELD 7. 

Het matrixspel [~2 503 001] is strikt bepaald. De waarde is gelijk aan 1, 

rij 2 is een optimale strategie van speler I en kolom 3 een optimale stra­

tegie van speler II. 

Men kan gemakkelijk inzien dat de matrixspelen in de voorbeelden 3, 4, 5 

en 6 niet strikt bepaald Zl.Jn. Zonder bewijs vermelden we dat matrixspelen 

welke afkomstig zijn van gezelschapsspelen (door normaliseren) waarbij elke 

speler wanneer hij aan zet is steeds volledig geinformeerd is over het 

verloop van de partij tot dan toe, strikt bepaald zijn. 

[Voor het schaken werd dit aangetoond door ZERMELO in 1913; de generalisa­

toe door J.VON NEUMANN en H. KUHN.] 

5. GEMENGDE UITBREIDINGEN VAN MATRIXSPELEN 

In ons bamzaai- en pokervoorbeeld hebben we geen strikte bepaaldheid. 

Nu kan men bij elk matrixspel een nieuw spel maken door het invoeren van 

z.g. gemengde strategieen en het belangrijkste resultaat van J. von Neumann 

in bovengenoemd artikel is het bewijs dat we dan een strikt bepaald spel 

krijgen. 

DEFINITIE 4. ZiJ. A= [a .. ].m1 .n1 een m x n-matrix van reele getallen. 
l.J l.= ' J= 

Zij 

n 

1, p. ~ 0 voor elke i E{1, ••• ,m}}, 
]. 

Sn:= {(q1,q2 , ... ,qn) E E.n; j~l qj = 1, qj ~ 0 voor elke j E{1, ••• ,n}}, 

EA(p,q) 

Dan heet het tweepersoonsnulsomspel <Sm,sn,EA> de gemengde uitbreiding van 

het m:ztri:r:spel A. We geven dit spel aan met G(A). De elementen van Sm(resp. 

Sn) heten gemengde strategieen van speler I (resp. speler II). 
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Deze definitie behoeft enige toelichting. 

(a) Bij een gemengde strategie (p1,P2•···•Pm) E Sm voor speler I bij een 

m x n-matrixspel kunnen we aan het volgende denken: (voor) speler I 

kiest (een kansmechanisme) in een partij de zuivere strategie 1 met 

kans p1, de zuivere strategie 2 met kans p2 , ••• , de zuivere strategie 

m met kans pm; m.a.w. de zuivere strategieen worden "gemengd" met 

kansen p ,p2 , ••. ,p. In het steen-papier-schaar spel kan speler I bijv. de 
1 m 

gemengde strategie (!,!,!) kiezen. [Deze kan bijv. als volgt gerealiseerd 

worden: op het moment dat speler I een zuivere strategie moet noemen kijkt 

hij op zijn (niet stilstaand) horloge (onzichtbaar voor speler II) en noemt 

steen als de secondewijzer tussen 12 en 6, papier als de secondewijzer 

tussen 6 en 9 en schaar als de secondewijzer tussen 9 en 12 staat.] Bij 

deze gemengde strategie is de verwachte uitbetaling aan speler I ingeval 

speler II zuivere strategie 1 (resp. 2,3) kiest gelijk aan !.0+!.1+!(-1)= 0 

(resp. !(-1)+!.0+!.1 -!, !.1+!(-1)+!.0 = !). Merk op dat 

-1 -: I GD• 0 voor elke q !-: 
1 _!_) <3. 3· 3 0 

0 -1 

(1) en(p 1,p2 ,p3) 0 -1 0 voor elke 3 p E S zodat de waarde 

-1 0 

van de gemengde uitbreiding van het steen-papier-schaar spel 0 is en de 

d . (1 1 1) 1 . 1 d . 1 gemeng e strategie 3.3,3 zowe een optima e gemeng e strategie voor spe er 

I als voor speler II is. 

Het steen-papier-schaar spel is een voorbeeld van een matrixspel dat zelf 

geen waarde heeft, maar de gemengde uitbreiding wel. 

(b) De term "uitbreiding" slaat op het feit dat we een zuivere strategie 

(rij) i van I kunnen identificeren met de gemengde strategie e. E Sm 
1 

en een zuivere strategie (kolom) j van speler II in het matrixspel met 

de strategie ej E Sn in G(A) temeer omdat EA(ei,ej) = aij voor elke 

i E {1, •.• ,m}, j E {1, ••• ,n}. [Hierbij is e. de vector met i-de 
1 
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coordinaat gelijk aan 1 en alle andere coordinaten gelijk aan O.] 

(c) Als in een partijtje de spelers I en II (onafhankelijk van elkaar) de 

gemengde strategieen p = (p1,p2, ••• ,pm) en q = (q 1,q2, ••. ,qn) gebrui­

ken, dan is met kans p.q. de eel (i,j) van de matrix, corresponderend 
l. J 

met de uitbetaling a .. , de uitkomst van de partij. EA(p,q) is dus te 
l.J 

interpreteren als de verwachte uitbetaling aan speler I bij keuze van 

de strategieen p en q. 

HOOFDSTELLING VAN DE THEORIE VAN MATRIXSPELEN (VON NEUMANN) 

De gemengde uitbreiding G(A) van een matrixspel A is strikt bepaald. 

We zullen deze stelling hier niet bewijzen (zie bijv. [7].) Wel zullen we 

waarde en optimale strategieen proberen op te sporen van gemengde uitbrei­

dingen van enkele reeds geintroduceerde matrixspelen. 

VOORBEELD 8. Laten we de gemengde uitbreiding bekijken van de in voorbeeld 

4 geintroduceerde 4 x 4-matrix A. Synnnetrieoverwegingen leiden tot de con­

clusie dat de waarde van G(A) gelijk is aan 0 en dat speler I en II dezelfde 

gemengde optimale strategieen bezitten. p E s4 is een optimale strategie 

als pA;;;. (0,0,0,0) ofwel p E :JR.4 is optimaal precies dan als 

(*) {
-2p2 + 3p3 ;;;. o, 2p1 - 3p4 ;;;. o, -3p1 + 4p4 ;;;. 0, 

P1 ;;;. 0, P2 ;;;. o, P3 ;;;. o, P4 ;;;. 0, P1 + P2 + P3 

3p2 - 4p3 ;;;. 0 

+ P4 = 1. 

2 3 
Uit (*) volgt: P1 = P4 = o, 5 ~ P3 ~ 7' P2 1 - p3, zodat de optimale ge-

mengde strategieen van speler I precies de punten zijn liggend op het lijn­

stuk in :JR.4 dat eindpunten (0 ,~,f ,O) en (0 ,.j-,~, 0) heeft. 

VOORBEELD 9. Door enig rekenwerk kunnen we zien dat de gemengde uitbreiding 

van het 4 x 6-matrixspel uit voorbeeld 5 waarde nul heeft en dat (O,!,!,O) 

de enige optimale gemengde strategie van speler I is terwijl de optimale 

strategieenruimte van speler II het hieronder aangegeven vierkant PQRS in 

R6 is. 
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es=(0,0,0,0,1,0) 

e 1=(1,0,0,0,0,0) 

VOORBEELD 10. De gemengde uitbreiding van de 4 x 2-matrix uit voorbeeld 6 

heeft waarde t en (O,o,i,t> is de enige optimale strategie van speler I 

( b 0 0 k 2 d 0 k 1 d 11bl f • II waar 1J met ans 3 e strategie x3 en met ans 3 e u strategie x4 
wordt gekozen) terwijl <t•~) de enige optimale strategie voor speler II is. 

Tot slot merken we op dat bet opsporen van waarde en optimale strategieen 

van de gemengde uitbreiding van een matrixspel equivalent is met bet op­

lossen van een lineair programmeringsprobleem (en zijn duale) en hiervoor 

is een stadaardmethode beschikbaar (de z.g. simplexmethode). 

OPGAVEN 

1. Verwijder v66r bet in voorbeeld 2 beschreven duel de geluiddempers van 

de pistolen. Veronderstel verder dat p(t) = t voor elke t € [O,T]. 

Herleid deze nieuwe situatie tot een tweepersoonsspel in normale vorm. 

2. Bekijk bet tweepersoonsspel (in uitgebreide vorm) waarbij een partij 

als volgt verloopt: speler II verbergt zich in een der n kamers van een 

hotel welke genummerd zijn van 1 t.e.m. n. Vervolgens moet speler I net 

zo lang nummers raden totdat bet kamernummer waarin speler II verborgen 

zit genoemd is. Elke keer raden kost speler If 1,--, te betalen aan 

speler II. Normaliseer dit spel. Ga na dat ingeval n=3 dit verbex>g-en­

raad-speZ correspondeert met een 6 x 3'"'11latrixspel dat niet strikt be­

paald is. 

3. Gan na, dat bet in voorbeeld 5 geintroduceerde spel B2 1 correspondeert , 
met een 12 x 8-matrixspel. 
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4. Bepaal de waarde en optimale strategieen voor de gemengde uitbreiding 

van het matrixspel 

[
-1 21 

1 -1 2 

-2 -2 -2 

[Antwoord: O,(!,!,O),(!,!,O).] 

5. Zij <X,Y,K> een strikt bepaald tweepersoonsnulsomspel. Bewijs dat dan 
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DISCRETE WISKUNDE IN DE SHANNON THEORIE 

J.P.M. Schalkwijk 

De Shannon theorie [1] heeft als onderwerp de verwerking en de transmissie 

van informatie. De twee belangrijkste theorema's uit de Shannon theorie 

betreffen respectievelijk, 1) de meest efficiente (kortste) representatie 

van een hoeveelheid informatie, en 2) de betrouwbare (foutloze) transmissie 

van informatie over een onbetrouwbaar transmissie kanaal. Deze twee basis 

aspecten van de Shannon theorie zullen elk aan de hand van een voorbeeld 

worden toegelicht. 

1. DE KORTSTE REPRESENTATIE 

Beschouw de in Fig. 1 afgebeelde symmetrische roulette. Een serie uitkom­

sten AABABA ••• kan worden gecodeerd volgens A-+O, B+1 als 001010 •••. In 

bet geval van een symmetrische roulette geeft dit inderdaad de meest 

efficiente (kortste) beschrijving van bet resultaat AABABA ••• , m.a.w. de 

symmetrische roulette beschouwd als informatiebron produceert 1 bit per 

uitkomst. 

Fig.1. Symmetrische roulette als informatiebron. 
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Voor een asymmetrische roulette als in Fig. 2 levert een codering volgens 

A+O, B+1 echter geen efficiente (korte) beschrijving van het resultaat 

AABABA ••• op. 

Fig.2. Asymmetrische roulette als informatiebron. 

Dit kan als volgt worden ingezien. Als de sector B in Fig. 2 een fractie 

p van de omtrek van de roulette beslaat, is de kans P(B), dat de informatie­

bron een B produceert, gelijk aan P(B) = p. Volgens de wet van de grote 

getallen zal de frequentie van de B1 s in een riJ van N uitkomsten AABABA .•• 

met toenemende N tot p naderen. Maar er zijn slechts (:N) rijen ter lengte 

N met een frequentie van B's gelijk aan p. Orn zulk een uitkomst AABABA .•• 

ter lengte N te specifieren zijn slechts flog 2(pNN)l bits nodig, waarbij 

f xl het kleinste gehele getal groter dan of gelijk aan x voorstelt. M.a.w. 

de kortste beschrijving van een serie uitkomsten van de roulette vraagt 

(1) 

Asymptotisch voor grote N is (1) gelijk aan 

(2) H(p) -p log2 p - (1-p)log2(1-p); 0 ~ p ~ 1. 

De grootheid H(p) wordt de ent~opie van de roulette als informatiebron 

genoemd. Fig. 3 is een afbeelding van H(p) als functie van p. Uit Fig. 3 

blijkt dat voor de symmetrische roulette van Fig.1, m.a.w. p = !, de di­

recte codering volgens A+O, B+1 efficient is. Dit levert precies H(!) = 

1 bit per uitkomst op. Beschouw nu het asymmetrische geval van Fig. 2. 

Laat de sector B gelijk zijn aan 120°, m.a.w. p = ~· Een rij van uitkomsten 

AABABA ••• ter lengte N moet dan asymptotisch voor grote N te coderen zijn 
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in H({-) = 0,92 bits per uitkomst. Hoe kan een dergelijke codering nu worden 

gerealiseerd? 

H(p) 

Fig.3. De binaire entropie functie. 

Veronderstel eerst dat het aantal B's in een rij uitkomsten AABABA ..• ter 

lengte N bekend is. M.a.w. beschouw de verzameling S van alle mogelijke 

rijtjes van A's en B's ter lengte N, waarbij het aantal B's gelijk is aan 

fN. De elementen s E S kunnen nu alphabetisch worden gerangschikt. Tabel 

is een alphabetische lijst van alle mogelijke rijtjes ter lengte N=6 met 
1 de frequentie van de B's gelijk aan f = 3. Codering volgens A+O, B+1 vraagt 

6 binaire digits per woord s E S. 

s E S i(s) 

AAAABB 0 
AAABAB 1 
AAABBA 2 
AABAAB 3 
AA BABA 4 
AABBAA 5 
A B A A A B 6 
ABAABA 7 
ABABAA 8 
ABBAAA 9 
B A A A A B 10 
BAAABA 11 
B A A B A A 12 
B A B A A A 13 
B B A A A A 14 

Tabel 1. Woordenboek van woorden s ES, waarbij S bestaat uit alle 

rijen van 4 A's en 2 B's. 
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De lexicographische index i(s), die van i(s) = 0 tot i(s) = 14 loopt, 

vraagt slechts 4 binaire digits in radix-2 notatie en specificeert s E S 

eenduidig! M.a.w., als 1) er een eenvoudig algorithme bestaat om de lexico­

graphische index i(s) voor gegeven s te bepalen en 2) er een eenvoudig in­

verse algorithme bestaat om voor gegeven i(s) het woord s E S te reconstru­

eren, clan kunnen de woorden s E S efficient worden gecodeerd d.m.v. hun 

lexicographische index i(s) in radix-2 notatie, zie Fig.4. 

A ABABA 
~ i(s) s(i) 

A ABABA 
---+ 

a. compressie algorithme b, inverse algorithme 

Fig .4 .• Het codeeralgorithme en zijn inverse. 

Het Pascal driehoek algorithme [2,3,4,5] werkt als volgt. Voor de verzame­

ling S van rijtjes van 4 A's en 2 B's snij een rechthoek uit Pascal's 

driehoek die 4 stappen in de A-richting en 2 stappen in de B-richting 

toelaat, zie Fig.5. Begin in de oorsprong en neem voor elke A een stap 

in de A-richting en voor elke B een stap in de B-richting. Het pad dat met 

B 

" 
6 

Fig.5. Pascal's driehoek met coderingsrechthoek, 



s = AABABA correspondeert is in Fig.5 aangegeven. Voor elke stap in de 
B-richting accumuleer het getal rechts van het startpunt van deze stap. 

M.a.w. i(AABABA) = 3 + 1 = 4, zie ook Tabel 1. 
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Bij het inverse algorithme wordt uitgegaan van de lexicographische index 
i(s) = 4. Begin wederom in de oorsprong en vergelijk i(s) = 4 en het nummer 
10 een stap in de A-richting van 15. Omdat 4 < 10 stappen we naar 10 en 
noteren een A. Wederom is 4 < 6. Stap naar 6 en noteer weer een A met als 
resultaat AA. Nu is 4 ~ 3, dus stap in de B-richting, noteer een B met als 
resultaat AAB, en verminder 4 - 3 = 1. Wederom is < 2. Stap naar 2 en 
noteer weer een A metals resultaat AABA. Nu is ~ 1, dus stap in de B­
richting, noteer een B met als resultaat AABAB, en verminder 1 - 1 = O. 
Wederom is 0 < 1. Stap naar 1 en noteer een A metals uiteindelijk resultaat 
het gewenste woord AABABA. Het bewijs [2,4,5] van bovenstaande algorithmen 

wordt aan de lezer overgelaten, 

We keren nu terug naar ons oorspronkelijke probleem, nl. het coderen van 

van een rij uitkomsten AABABA ••• ter lengte N, gegenereerd m.b.v. een 
roulette als informatiebron. Aangezien in dit geval fN niet bekend is, zal 
een prefix van het codewoord het aantal B's moeten aangeven. Aangezien 
0 ~ fN ~ N is een prefix van r1og 2(N+1)l binaire digits voldoende. De rest 
van het codewoord kan nu bestaan uit de lexicographische index i(s) in 

radix-2 notatie. Omdat 0 ~ i(s) < (:n) is de totale lengte van het code­
woord gelijk aan 

(3) 

Het aantal binaire digits per letter krijgen we door (3) door N te delen. 

Maar rlog2(N+1)l/N + 0 met toenemende N en volgens (2) is rlog2(:N)l/N 

asymptotisch gelijk aan H(f), Zeals reeds eerder werd opgemerkt zal de 
frequentie f van de B's met toenemende N tot p naderen en dus realiseert 
de beschreven coderingstechniek het door Shannon aangegeven minimum aan­
tal van H(p) binaire digits per letter van de informatiebron. 
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2. FOUTLOZE TRANSMISSIE 

In dit tweede gedeelte van de voordracht behandelen we een coderingstech­

niek voor het foutloos overbrengen van inf ormatie over een onbetrouwbaar 

transmissiekanaal. Een typisch voorbeeld van zo'n imperfect kanaal is 

het binair synnnetrische kanaal van Fig.6. De kans dat een verzonden 0 als 

1 wordt ontvangen, of omgekeerd een verzonden 1 als een 0, is 0 < p < !. 
Met het kanaal van Fig.6 kan een constante, de kanaaZcapaciteit 

(4) c 1 - H(p) 

warden geassocieerd, waarbij H(p) in (2) werd gedefinieerd. 

1-p 

Fig.6. Het binair synnnetrische kanaal. 

Deze heeft de volgende betekenis. Een kanaaZcode met bZokZengte N en 

efficie'ntie R is een verzameling van 

(5) M 2RN· 0 ~ R ~ 1 , 

binaire rijtjes ter lengte N. De N binaire digits van een codewoord (rijtje) 

uit zo'n code warden nu successievelijk aan het kanaal van Fig.6 aangebo­

den. De ontvanger observeert de N bijbehorende outputs van het kanaal 

en heeft tot taak te raden welk van de M mogelijke codewoorden (rijtjes) 

van de code is verzonden. Shannon heeft nu bewezen dar er een klasse van 

codes bestaat met efficientie R < C en zodanig dat de kans op een foute 

beslissing van de optimale ontvanger met toenemende N tot nul nadert. 

Voor codes met efficientie R > C kan de foutenkans niet willekeurig klein 
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zijn. Fig.7 geeft C volgens (4) als een functie van de overgangswaarschijn­

lijkheid p van het binair symmetrische kanaal. 

1 

1 
2 

C bits per transm i ssie 

1-H(p) 

0 1 
4 

Fig.7. De kanaalcapaciteit als functie van de overgangswaar­

schijnlijkheid p. 
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Uit fig.7. blijkt dat een perfect kanaal, d.w.z. p=O, een foutloze 

informatie-overdracht van 1 bit per transmissie toelaat. 

p=! is geen foutloze overdracht van informatie meer mogelijk. Hoe kunnen 

we nu een foutloze informatie-overdracht over een imperfect kanaal, zoals 

dat van Fig. 6 met 0 < p < !, realiseren? 

Als in menselijke communicatie is het eenvoudiger om informatie over te 

dragen in een dialoog dan in een monoloog. We veronderstellen dus dat 

er behalve het imperfecte kanaal van Fig. 6 met 0 < p < ! tussen zender 

en ontvanger nog een perfect terugmeldingskanaal met p=O tussen ontvanger 

en zender is. Shannon toont aan dat de aanwezigheid van <lit terugmeldings­

kanaal de informatiecapaciteit C in de richting van zender naar ontvanger 

niet vergroot. Zoals we direct zullen zien, maakt het terugmeldingskanaal 

echter een zeer eenvoudige coderingsstrategie [6,7,8] mogelijk. Door de 

ontvangen binaire digits namelijk over het terugmeldingskanaal naar de 

zender terug te voeren weet deze direct of een bepaalde verzonden digit 

goed dan wel fout is overgekomen. Er kan nu direct worden gecorrigeerd. 

In de volgende alinea beschrijven wij onze coderingsstrategie. 

Door in een binaire informatiestroom 01110 •.• na iedere k-2, k ~ 3, digits 

een extra digit in te voegen, dat het complement is van het vooraf gaande 

informatie digit, transformeren we de oorspronkelijke informatiestroom in 

een gemodificeerde binaire stroom, waarin de combinaties 01k en 10k niet 

voorkomen. De oorsoronkeliike informatiestroom 01110 ... wordt. 

voor het geval k=3, bijvoorbeeld gemodificeerd in 0110101001 ••• , waarbij de 

ingevoegde digits zijn onderstreept. De combinatie ~1'3-=-~1~1 uit de oor­

spronkelijke informatiestroom, 01110 ••• , komt in de gemodificeerde informa­

tiestroom niet meer voor. 

De gemodificeerde informatiestroom wordt nu aan de ingang van het knaal van 

Fig. 6 aangeboden, waarbij ieder digit dat fout overkomt k maal wordt her­

haald, alvorens de rest van de gemodificeerde informatiestroom met eventu­

ele herhalingen wordt verzonden. De foutencorrectie aan de ontvanger vindt 

plaats door de ontvangen digits herhaaldelijk van rechts naar links na te 

lopen, waarbij 01k door een 1 en 10k door een 0 wordt vervangen. De gemo­

dificeerde informatiestroom 0_!_1.Q1.Q1.QO_!_ ... , voor k=3 wordt bijvoorbeeld ver-
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zonden als de codestroom Ol (11 ( 111) 1) 1.2_1.2_1.QO..!_ ••• , waarbij digits die fout 

zijn overgekomen van een dakje zijn voorzien en herhalingen tussen haakjes 

zijn geplaatst • We ontvangen dus 0010111110101001 ••• 

Correctie leidt tot 0010111110101001 + 0011110101001 + 0110101001. 

Tenslotte worden de ingevoegde digits in de even posities geelimineerd met 

als resultaat 0..!_1.2_1.Q.1.Q.0..!_ + 01110 ••• , d.w.z. de oorspronkelijke informatie­

stroom wordt correct gedecodeerdl In de laatste alinea vergelijken we de 

efficientie van dit coderingssysteem met de kanaalcapaciteit volgens 

Shannon, zie Fig.7. 

In een codestroom ter lengte N + oo zitten gemiddeld pN fouten of kpN her­

halingen. M.a.w. de gemodificeerde bitstroom komt van een informatiestroom 

ter lengte K = L(k-2)/(k-1) = N(1-kp)(k-2)/(k-1). Met deze informatiestroom 

ter lengte K corresponderen 

(6) M = 2K = 2N(1-kp) (k-2)/(k-1) 

mogelijk berichten. Vergelijking van (5) en (6) levert een efficientie van 

(7) R (1-kp) (k-2)/(k-1); k ~ 3. 

In Fig.8 hebben we efficientie R voor deze klasse van coderingsstrategieen 

geindexeerd door k ~ 3, uitgezet tegen de overgangswaarschijnlijkheid p 

van bet binair symmetrische kanaal van Fig.6. Een eenvoudige berekening 

leert dat de omhullende van bet lijnenstelsel (7) de ellips 

(8) 2p = 1 - [R(2-R)]! 

is. De kanaalcapaciteit volgens Shannon, Fig.7, is ter vergelijking nog­

maals in Fig.8 gestippeld weergegeven. Merk op dat de efficientie van onze 

coderingsstrategien de optimale efficientie volgens Shannon dicht benadert! 



134 

R 

\ 
\ 
\ C : 1-H(P) 

'( 
~ 

2p=1-IR(2-R)] 

\ 
\ 

\ 

' ' 

Fig. 8. De efficientie als functie van de overgangswaarschijnlijkheid p. 
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HET VIERKLEURENPROBLEEM 

J.M. Aarts 

Opmerking van de redactie: 

Inmiddels is het vierkleurenprobleem in 1976 opgelost door Kenneth Appel 
en Wolfgang Haken. Met zeer intensief gebruik van de computer lukte het 
hun te bewijzen dat vier kleuren inderdaad voldoende zijn om iedere kaart 
te kleuren. Behalve veel wetenschappelijke publikaties hebben zij hierover 
een zeer leesbaar artikel (The solution of the Four-Color-Map Problem) ge­
schreven in de SCIENTIFIC AMERICAN, oct. 1977, pp, 108-121. 
De hier gepresenteerde tekst blijft echter van waarde omdat de besproken 
technieken ook in de oplossing van Appel en Haken een essentiele rol ver­
vullen. 

1. Inleiding 

Voor we het vierkleurenprobleem kunnen formuleren, moeten we eerst nauw­
keurig omschrijven, wat we onder een kaart dienen te verstaan. 

Laat in het platte vlak een eindig aantal jordan-kronnnen gegeven zijn, 
(Een jordankronnne is het beeld van een cirkel onder een topologische - d.i, 
een eeneenduidige in beide richtingen continue - afbeelding.) Het comple­
ment van deze jordankronnnen valt uiteen in een aantal samenhangende gebie­
den. Is dit een eindig aantal, dan spreken we van een kaart. Ieder stuk 
tezamen met zijn rand noemen we land. Landen zullen we aangeven met hoofd­
letters. 
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Een kaart in bovengenoemde zin kunnen we ons het beste voorstellen als een 

"gewone landkaart", waarbij o.a. de zee ook als een land wordt opgevat, 

ieder eiland als een apart land opgevat wordt, terwijl ook enclaves als 

aparte landen worden beschouwd. 

Twee landen grenzen aan elkaar ( zijn buren) als ze een jordanboog (d.i. een 

topologisch beeld van een segment) gemeenschappelijk hebben. Zo, b.v., gren­

zen in fig.la de landen A en B wel, in fig.lb niet aan elkaar. 

De gemeenschappelijke boog heet de grens van A en B. 

Een kaart kleuren met een gegeven aantal kleuren wil zeggen: ieder land een 

kleur geven z6, dat buren verschillende kleuren krijgen. Kleuren geven we 

aan met kleine letters. 

We vragen ons nu af: Hoeveel kleuren zijn nodig en voldoende om iedere kaart 

te kleuren? 

fig.2 

De kaart uit fig.2 laat zien dat vier 

kleuren nodig zijn. 

Zijn vier kleuren ook voldoende? 

Dit is nu juist het vierkleurenpro­

bleem. 

Het werd in 1878 door Cayley [3] als mathematisch probleem geformuleerd. 

(Het schijnt rond 1850 door De Morgan als "stelling" genoemd te zijn.) 

Kempe "bewees" in 1879 [9] dat vier kleuren voldoende waren om iedere kaart 

te kleuren. Heawood (1890) [8] gaf de fout in het "bewijs" van Kempe aan en 

met een modificatie van dit bewijs toonde hij aan, dat vijf kleuren voldoen­

de zijn om iedere kaart te kleuren. Sindsdien bestaat het vierkleurenpro­

bleem. 
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2. Ketens 

Sinds 1890 is door vele wiskundigen en niet-wiskundigen geprobeerd de vier­
kleurenhypothese - d.i. de hypothese, dat vier kleuren voldoende zijn om 
een willekeurige kaart te kleuren - te bewijzen. In deze paragraaf zullen 
we aan de hand van een stelling een schets geven van de belangrijkste 
methode, die hierbij gebruikt is. Deze methode maakt gebruik van de Stel­
ling van Jordan: Een jordankronnne J in het platte vlak verdeelt het vlak 

J 8 

fig.3 

in (precies) twee samenhangende ge-

bieden A en B. Twee punten P en Q 
uit verschillende gebieden zijn niet 

te verbinden door een jordanboog 

(fig.3). 

Stelling 1: Een kaart waarin ieder land ten hoogste vier buren heeft, is 
kleurbaar met vier kleuren. 

Bewijs: Begin de kaart te kleuren met vier kleuren. We kunnen slechts vast­
lopen in een situatie zoals geschetst in fig.4: hier hebben we een land E, 
omgeven door vier landen A,B,C en D, welke reeds gekleurd zijn met vier 

E 

kleuren. We mogen aannemen dat dit 

resp. a,b,c en d zijn. We voeren nu 

het begrip keten in: Als een kaart 

gedeeltelijk gekleurd is, heten twee 

landen X en Y verbonden door een 

(x,y)-keten, indien er een rij landen 
is, opeenvolgend gekleurd met x en y, z6 dat het eerste land uit de rij X 
is, het laatste Y, terwijl ieder land uit de rij grenst aan zijn opvolger 
in de rij: Beschouw nu de kaart uit fig.4. 

We onderscheiden twee gevallen: 

(i) Stel A en C zijn niet verbonden door een (a,c)-keten, 
(ij) Stel A en C zijn wel verbonden door een (a,c)-keten. 

ad (i): Beschouw alle landen welke met A verbonden zijn door een (a,c)­
keten. Volgens de veronderstelling behoort C hier niet toe. 
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We gaan nu bij deze landen de kleuren a en c verwisselen. Hierdoor krijgen 

we een eveneens gescbikte kleuring voor bet gedeelte van de kaart dat reeds 

gekleurd was, waarbij i.b.b. A met c gekleurd is. We kunnen nu E met a kleu-

ren. 

ad (ij): Bescbouw een (a,c)-keten welke A en C verbindt, tezamen met E. We 

krijgen dan een ring. Met bebulp van de stelling van Jordan vinden we dat 

de landen B en D niet verbonden kunnen zijn door een (b,d)-keten. We kunnen 

nu bet bewijs bij (i) reproduceren, waarbij we A door B, C door D, a door b, 

en c door d vervangen. I.b.b. wordt B met d gekleurd en E met b. Nu kunnen 

we bet kleuren van de kaart voortzetten. Hiermede is de stelling bewezen. 

Bovenstaand bewijs is in feite een bewijs met behulp van volledige inductie 

naar bet aantal gekleurde landen in de kaart. Het in het bewijs gebruikte 

begrip keten is ingevoerd door Kempe in het hiervoor vermelde artikel. Toch 

is dit resultaat pas te vinden in een artikel van Dirac uit 1957 [4], waarin 

een iets algemenere uitspraak bewezen wordt. Verfijning van bet bewijs en 

toevoeging van een true leidt tot een recent resultaat van Aarts en de 

Groot [1]: 

Stelling 2: Een kaart waarin ieder land ten hoogste vijf buren heeft is 

kleurbaar met vier kleuren. 

3. Reducibele kaarten 

Terwille van een eenvoudige beschrijving van de belangrijkste vondsten bij 

het vierkleurenprobleem, maken we gebruik van het begrip'reducibel: 

Men noemt een kaart K, bestaande uit n landen, reducibel, indien men een 

bewijs beeft voor de volgende bewering: als iedere kaart met minder dan n 

landen gekleurd kan warden met vier kleuren, dan kan K gekleurd warden met 

vier kleuren. 

Met behulp van dit begrip kunnen we gedeelten van een eventueel bewijs van 

devierkleurenhypotheseeenvoudig formuleren. Men heeft een bewijs m.b.v. 

volledige inductie voor de vierkleurenbypothese, als men aantoont, dat 

iedere kaart reducibel is. 
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Stelling 3: Een kaart welke een meervoudig samenhangend land bevat is redu­
cibel. (Een land heet meervoudig samenhangend als het complement uit meer­
dere samenhangende stukken bestaat.) 

Bewijs: We bewijzen deze stelling voor de kaart K welke geschetst is in fig. 
5. (Een bewijs voor het algemene geval is dan gemakkelijk te geven.) A is 
een meervoudig samenhangend land. Het complement van A bestaat uit twee 
componenten c1 en c2• Stel K heeft n landen en stel dat iedere kaart met 
minder dan n landen gekleurd kan worden. 

A 

fig.5 : K fig.5 8 

We maken twee nieuwe kaarten K1 resp. K2, zoals aangegeven in fig.Sa resp. 
b 5 : K1 ontstaat uit K door de grenzen van c2 uit te vegen, K2 ontstaat uit 

K door c1 uit te vegen. De kaarten K1 en K2 bezitten ieder minder dan n 
landen en kunnen dus volgens de bovengemaakte veronderstelling gekleurd 
worden met vier kleuren. Door een permutatie van de kleuren is te bereiken 
dat zowel in K1 als K2 het land A gekleurd is met a. Door deze kleuring 
over te brengen naar K verkrijgen we de gezochte kleuring. 

Geheel analoog bewijst men: 

Stelling 4: Een kaart waarin twee landen tezamen een meervoudig samenhangend 
deel van het vlak vormen, is reducibel. 

Een hoekpunt in de kaart is een punt dat tot drie of meer landen behoort. 
Het aantal landen waartoe een hoekpunt behoort heet de orde van dat hoek­
punt. 

Stelling 5: Een kaart waarin een hoekpunt van orde groter dan drie voorkomt, 
is reducibel. 

Bewijs: (fig.6) 
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fig.6 : K 
. a * fig.6 : K 

Zij K een kaart met n landen, welke een hoekpunt van orde 5 bevat. 

(Ook hier is het bewijs eenvoudig te generaliseren.) We mogen aannemen dat 

iedere kaart met minder dan n landen gekleurd kan worden met vier kleuren. 

Indien K een meervoudig samenhangend land bevat, of indien twee landen in 

K tezamen een meervoudig samenhangend deel van het vlak vormen, passen we 

stelling 3 resp. 4 toe, Is dit niet het geval, dan weten we dat de landen 

B en E verschillend zijn en niet aan elkaar grenzen. We maken nu een nieuwe 

kaart K* dbor ''bet hoekpunt open te breken" (zie fig. 6a). K* bevat I}-1 lan­

den en kan dus gekleurd worden. Breng de kleuren van K* over naar K. In K 

krijgen B en E dezelfde kleur. Dit kan echter geen kwaad, daar B en E in K 

niet aan elkaar grenzen. 

Uit bovenstaande blijkt dat men zich bij het zoeken naar een bewijs voor de 

vierkleurenhypothese mag beperken tot een speciale klasse van kaarten, de 

reguliere kaarten: dit zijn kaarten waarin ieder hoekpunt orde drie heeft 

en waarin geen ~~n- resp. tweering voorkomt. (Een eenring is een meervoudig 

samenhangend land, een tweering is een systeem van twee landen die samen 

een meervoudig stuk van de kaart vormen. Analoog def inieert men driering, 

enz.) 

Met weinig moeite kan men nu aantonen, dat een kaart welke een driering be­

vat reducibel is. 

Birkhoff [2] bewees dat een kaart welke een vierring bevat reducibel is. 

Verder toonde hij aan, dat een kaart welke een vijfring bevat, reducibel is, 

mits voldaan is aan de voorwaarde, dat iedere component van bet complement 

van de vijfring tenminste twee landen bevat. 

In de volgende paragraaf zullen we zien, dat, indien deze laatste voorwaar­

de gemist kon worden, het vierkleurenprobleem opgelost zou zijn. 
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Een vijfring welke wel aan deze voorwaarden voldoet, zullen we niet-trivi­

aal noemen. 

4. Resultaten 

Om enig overzicht te krijgen over de mogelijke kaarten, maken we gebruik van 

de identiteit van Euler: 

Is M een reguliere kaart zonder 1- en 2-ringen en is a 0 het aantal hoekpun­

ten van M, a 1 het aantal grenzen, en a2 het aantal landen, dan is 

-a0 + a 1 - a 2 = -2. (1) 
Stel eens dat ai het aantal landen is met i buren, dan is 

a I: iai (in ieder hoekpunt komen 3 landen samen) 
0 i;;;.3 3 

al I: iai (bij iedere grens komen 2 landen samen) 
~3 2 

a2 I: a. 
i;;;.3 1 

Gesubstitueerd in ( 1) levert dit 

1 
I: ia. I: -2 6 - a. . 

i;;;.3 1 i;;;.3 1 
(2) 

Hieruit volgt: 

3a3 + 2a4 + as 12 + I: (i-6)ai 
~6 

(3) 

Stel nu eens dat we een willekeurige kaart K hebben met n landen. We willen 

nu proberen te bewijzen dat K gekleurd kan warden met 4 kleuren. We doen 

dit met volledige inductie naar n. Een kaart bestaande uit 1, 2, 3 of 4 lan­

den kan gekleurd warden met vier kleuren. Stel dat iedere kaart met n-1 lan­

den gekleurd kan warden. In het geval K een hoekpunt van orde grater dan 

drie bevat, of een 1-, 2-, 3- of 4-ring, of een niet-triviale 5-ring, is K 

reducibel volgens §3, en kan dus, door gebruik te maken van de inductie­

veronderstelling, gekleurd warden met vier kleuren. Is dit niet het geval, 

dan is K dus regulier en bevat geen 1-, 2-, 3- of 4-ring of niet-triviale 
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S-ring. K bevat dan i.h.b. geen land met 3 of 4 buren. Uit formule (3) volgt 

dan (a3 O, a4 = 0): 

12 + L (i - 6)a1 •• 

i>6 
(4) 

Hieruit blijkt dat K ten minste twaalf landen van orde S bevat. (De orde 

van een land is het aantal buren van dat land.) Voor ieder land van orde 

7, komt er een land van orde S bij, voor ieder land van orde 8, komen er 

twee landen van orde S bij enz. enz. Een land van orde S wordt omringd door 

een vijfring. Dit wil echter nog niet zeggen dat K reducibel is! Zo'n vijf­

ring is triviaal en voldoet niet aan de voorwaarde dat iedere component van 

het complement tenminste twee landen bevat! 

Toch kunnen we enig resultaat bereiken door aan K een royale beperking op 

te leggen. Laten we eens aannemen, dat K ten hoogste veertien landen bevat, 

dus n~14. 

Dus 

of a. ~ 14 • 
l. 

Door (4) in (S) te substitueren, vinden we: 

L (i-S)a. ~ 2 • 
i~ l. 

Hieraan kan alleen voldaan zijn in de volgende gevallen (a8 
enz.): 

I a7 1 ' a6 0, dan is as 13, dus K bevat 14 landen 

II a7 o, a6 2, dan is as 12, dus K bevat 14 landen 

III a7 0, a6 1' dan is as 12, dus K bevat 13 landen 

IV a7 o, a6 o, dan is as 12, dus K bevat 12 landen. 

Door uit te tekenen vindt men dat I niet realiseerbaar is (K mag 

(S) 

o, 

geen vier-

ring of niet-triviale vijfring bevatten!) Evenzo blijkt III niet realiseer­

baar. 
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II is mogelijk in een geval: K bestaat uit een land van orde 6, omringd 

door een 6-ring met landen van orde 5, weer omringd door een zesring met 

landen van orde 5 en tenslotte afgesloten door een land van orde 6. Kleu­

ring voor K: eerste land van orde 6 met a, eerste ring met b en c, tweede 

ring met a en d, tweede land van orde 6 met b. 

IV "K is een dodokaeder". Kleuring zie figuur 7: 

fig.7 

maken van de Euler identiteit. 

Zo blijkt dat K in alle mogelijke 

gevallen kleurbaar is met vier 

kleuren. We hebben dus de volgen­

de Stelling: 

Een kaart met ten hoogste veertien 

landen is kleurbaar met vier kleu-

ren. 

Het is duidelijk, dat het aantal 

veertien verhoogd kan worden en 

door meer reducibele kaarten te 

vinden, en door beter gebruik te 

Zo verhoogde Franklin het in 1922 tot 25 [6], Reynolds in 1927 tot 27 [10], 

Franklin in 1938 tot 31 [7] en tenslotte Winn in 1940 tot 35 [12]. Reeds 

eerder had Winn [11], gebruikmakend van het werk van o.a. Errera [5], het 

volgende nog iets mooiere resultaat bereikt: 

Een reguliere kaart waarin ieder land, op ten hoogste een uitzondering na, 

orde kleiner dan of gelijk aan 6 heeft, is kleurbaar met vier kleuren. 
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DE ROOSTERPUNTEN IN HET PLATTE VLAK 

S.C. van Veen 

§0. Inleiding. 

In het volgende beknopte overzicht zullen wij ons beperken tot de 

roosterpunten in het platte vlak. Hier zullen de essentiele moeilijk­

heden reeds duidelijk naar voren komen. Uitbreiding tot meer dimensies 

voert zelden tot werkelijk nieuwe gezichtspunten. Wij leggen een 

rechthoekig coordinatenstelsel ten grondslag. 

Roosterpunten zijn punten, waarvan beide coordinaten door gehele ge­

tallen worden voorgesteld. 
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Talrijke problemen uit de getallentheorie hebben gevoerd tot de be­

paling van het aantal roosterpunten, gelegen binnen een bepaalde kronnne. 

§1. Elementaire beschouwingen. Roosterpunten binnen een cirkel (Gauss). 

Delerprobleem (Dirichlet}. 

In 1834 en 1837 heeft Gauss zich uitvoerig beziggehouden met de 

bepaling van het aantal klassen van binaire kwadratische vormen l) 

Hij werd hierbij tot het volgende probleem gevoerd: 

Gevraagd het aantal oplossingen in gehele getallen x en y van de 

ongelijkheid 

1) 
Gauss (1). 
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x2 + y2 $ n (n gegeven). 

De meetkundige interpretatie van dit probleem voert onmiddellijk tot 

de bepaling van het aantal roosterpunten binnen (en op) een cirkel 

met straal .Tu". (Zie figuur 1). 

y 

-r---..,_ 
...... 
~ ....... 

............. 

" 
a ~ 
~ ~ 

' ~ --.... 

"""" ~ ~ 

" ' 
b~ 
~ ' ~ ~ 

~ \ \ ~ 

\ \ ~ 

l 

\ ' ' ' I 
I x 

c 2 c c 

Figuur 1. 

Voegen wij aan ieder roosterpunt het eenheidsvierkant toe, waarvan 

het roosterpunt de zuid-west-hoek vormt, dan is het ogenblikkelijk 

duidelijk, dat het aantal roosterpunten op en binnen de cirkel C, 

met straal .Tu", bij eerste benadering zal worden aangegeven door 



(1.1) A(n) = irn. 

Natuurlijk zal het onregelmatige gedrag van de roosterpunten in de 

omgeving van de cirkelomtrek dit aantal kunnen modificeren. Sommige 

roosterpunten leveren vierkanten die voor het grootste gedeelte 

buiten C uitsteken. (Zie vierkant a). Andere roosterpunten leveren 

vierkanten, die maar voor een zeer klein gedeelte buiten C uit­

steken. 

Het is echter duidelijk, dat alle binnen of op C gelegen rooster-

punten bij vierkanten behoren die ingesloten worden door de concen-

trische cirkel c1 met straal rn + 12, dus 

( 1. 2) A(n) ;;; ir(/Il + 12)2 = irn + 2irl2ri" + 21T. 

Beschouwt men daarnaast de concentrische cirkel c2 met straal /i1 - 12, 
dan is het duidelijk dat de vierkanten, behorend bij de roosterpunten 

gelegen op of binnen c2 , zeker worden ingesloten door C, m.a.w. 

( 1. 3) A(n) ;;: ir(/Il - 12)2 irn - 2irl2ri" + 2ir. 

Uit (1.2) en (1.3) volgt 

( 1.4) (Gauss). 

Dit probleem staat bekend als "het cirkel-probleem". 

De afleiding van de ongelijkheid (1.4) is volkomen elementair. 

In de tussentijd had P.G. Lejeune-Dirichlet zich beziggehouden met 

een analoog probleem, n.1.: 

Gevraagd het aantal delers T(n) van alle gehele getallen ;;; n, (n > 0) 2). 

Wanneer men de "positieve" tak van de orthogonale hyperbool xy = n 

tekent (zie fignur 2), dan is het duidelijk, dat ieder roosterpunt 

gelegen op of binnen de rand van het gebied A(1,1), B(n,1), C(1,n) 

een paar gehele positieve getallen oplevert, waarvan het product ;;; n 

is. Het gevraagde aantal delers T(n) is dus gelijk aan het aantal 

2) Lejeune Dirichlet (2). 
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y 

n C 

B 

x 
n 

figuur 2. 

roosterpunten op en binnen ABC. 

Wanneer wij het grootste gehele getal ~a voorstellen door [a], dan is 

het duielijk, dat het aantal roosterpunten op en binnen ABC, gelegen 

op de ordinaat van x 1 gelijk is aan [~] • 
X1 

Dus we vinden de volgende exacte uitkomst 

n 
( 1 • 5) T {n) = I:1 [.!!.] • 

x= x 

Het vervangen van [E.] door E. geeft een eerste benadering, die weer 
x x 



wordt benaderd door 

(1.6) 

welke echter te grof is; door Dirichlet werd deze uitkomst op de vol­

gende eenvoudige wijze zeer verfijnd: 

( 1 • 7) 

P is het punt (!Il,/rl). 

ABC = ARPC + AQPB - ARPQ. 

Het aantal roosterpunten op en binnen ARPC bedraagt 

[ /rl] 
L: [.!:] • 

x=1 x 

Het is verder duidelijk, dat de congruente gebieden ARPC en AQPB 

evenveel roosterpunten bevatten. 

Het aantal roosterpunten op en binnen vierkant ARPQ is 

( 1 .8) 

Uit (1.7) en (1.8) volgt: 

[ /rl] 
(1.9) T(n) =2 x~l [*] - [!Il]2. 

Deze exacte uitdrukking wordt weer benaderd door in de eerste som 

[E.] te vervangen door E., en de laatste term door (/rl) 2 • x x 
Men overtuigt zich gemakkelijk, dat de gemaakte f out in absolute 

waarde < 21Il + 21Il + 1 is, m.a.w. 

[ /rl] 1 ! 
(1.10) T(n) 2n L: - - n + O(n ). x=1 x 

Tenslotte maken wij gebruik van het enige niet strict elementaire 

element uit onze beschouwing, nl. het bekende resultaat 

(1.11) 
N 1 1 

m~l iii= C +log N + O(N- ), 

waarin C de constante van Euler voorstelt. 

Dit geschiedt alleen om de beschouwing te bekorten. Ook op elemen­

taire manier kan een resultaat als (1.11) worden afgeleid3). 

3) Vgl. Hardy & Wright. Theory of numbers, third ed., p. 347. 
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Toepassing van (1.11) op (1.10) geeft: 

of 

( 1. 12) T(n) = n log n + (2C - 1)n + O(n!). 

Dit is de uitdrukking die door Lejeune-Dirichlet is opgesteld. 

Dit probleem staat bekend als "het delerprobleem". 

§2. Tweede periode. Verscherping der resultaten door functie­

theoretische hulpmiddelen. 

Bij de voorafgaande elementaire beschouwingen waren we ge­

noodzaakt, enigszins nonchalant om te springen met de singuliere 

randvierkantjes, wier invloed niet nauwkeurig te overzien was. Deze 

beschouwingen hebben ons gevoerd tot de resttermen, die in beide 

gevallen O(n!) bleken te zijn. Men kan de wens koesteren de rand­

beschouwingen nog meer te verfijnen, in de hoop dat daarmede de 

orde van de resttermen zal worden verlaagd. Men kan zich dus 

afvragen, of het misschien mogelijk zal zijn de exponent ! in 

O(n!) te verlagen. Bij het cirkelprobleem heeft Gauss zich, voor 

zover bekend is, nimmer met deze vraag beziggehouden. Bij het 

delerprobleem heeft Dirichlet deze kwestie wel onder ogen gezien. 

Hiervan is alleen bekend, dat Dirichlet kort voor zijn dood aan 

zijn vriend Kronecker heeft geschreven (23.7.1858): 

"Seit unserm neulichem Gesprach ••• ist es mir gelungen, die 

Funktion T(x), die ich bisher nur mit einem Fehler der Ordnung 

IX angeben konnte, bedeutend in die Enge zu treiben." 

Dirichlet geeft echter niet aan, welke middelen hem daartoe ten 

dienste stonden, en welke resultaten hij daarmede kon bereiken. 

Het is te betwijfelen, of dit wel ooit zal worden opgehelderd. 

Na de dood van Dirichlet (1859) hebben deze problemen praktisch 

gerust gedurende de rest van de 19e eeuw. Wel dient even vermeld 



te worden dat in 1886, Schuldirektor E. Pfeiffer uit Jena gemeend 

heeft het probleem verder te kunnen oplossen. Zijn publicatie was 

echter zeer onduidelijk en vol onnauwkeurigheden, waardoor de 

bewijskracht van zijn redenering verviel. Tenslotte publiceerde 
4) hij zijn onderzoek op een uiterst moeilijk toegankelijke plaats 

zodat het meer dan 25 jaar heeft geduurd, voordat zijn onderzoek 

onder ogen van een competente beoordelaar kon komen. Wij hopen 

hier later op terug te komen. 

Eerst in 1903 kon werkelijk vooruitgang worden geboekt. In dat 

jaar slaagde Voronoi erin, de restterm van het delerprobleem te 

verscherpen tot 0(n113 log n) 5). Het artikel en de behandeling 

is te lang en te gecompliceerd, om hiervan zelfs een beknopte 

schets te geven. Deze zelfde opmerking geldt voor de meeste nog 

te vermelden onderzoekingen. Terecht noemt van der Corput dit "een 

van de meest verborgen problemen uit de gehele getallenleer". 

In 1906 wist W. Sierpinski een analoog resultaat te bereiken bij 

het cirkelprobleem (restterm 0(n1/ 3)) 6). In 1912 begon de grote 

Edmund Landau zich uitvoerig in de theorie der roosterpunten te 

verdiepen. In de eerste plaats begon hij kennis te nemen van 

letterlijk alles wat er v66r die tijd op dit gebied was gepubli­

ceerd, en daarom zag hij zich genoodzaakt de bovengenoemde, reeds 

lang vergeten verhandeling van E. Pfeiffer uit 1886 uit de verge­

telheid op te graven en aan een uitvoerige kritische studie te 

onderwerpen. Daarbij bleek hem spoedig dat de heuristische methode 

van Pfeiffer onhoudbaar was. Pfeiffer was bij zijn herhaalde 

limietovergangen geregeld in conflict gekomen met het begrip 

gelijkmatige convergentie, en verwarde dit met gewone convergentie. 

Het bleek Landau echter ook, dat er in de kern van de behandeling 

Pfeiffer nog enige waardevolle nieuwe ideeen verwerkt waren, die bij 

strengere opzet wel tot succes zouden kunnen voeren. Dit bracht 

hem ertoe, het hele onderzoek van Pfeiffer nogmaals te herhalen, 

4) E. Pfeiffer (3). 
5) G. Voronoi (4). 
6) W. Sierpinski (5). 
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maar nu op volmaakt strenge wijze en met de sedertdien klassiek 

geworden Landause beknoptheid. Het resultaat werd desondanks toch 

nog een uiterst OITNangrijk, diepzinnig, magistraal artikel van 

bijna 140 pagina's (d.w.z. 7 x de lengte van het oorspronkelijke 

artikel) 7). 

De tijd ontbreekt mij om uitvoerig stil te staan bij het uiterst 

waardevolle, onNangrijke onderzoek door Landau op dit gebied ver­

richt. (Hij schreef tussen 1912 en 1926 36 belangrijke artikelen 

over deze problemen!). 

Het wordt tijd, dat wij overgaan tot het werk van onze grote pio­

nier op dit gebied, J.G. van der Corput. 

§3. Het eerste werk van Van der Corput. Dissertatie. Gevolgen. 

Op 8 juli 1919 promoveerde J.G. van der Corput bij 

Prof.dr • J.C. Kluyver. De titel van zijn proefschrift was "Over 

roosterpunten in het platte vlak". (De betekenis van de methoden 

van Voronoi en Pfeiffer). De inhoud van dit uiterst belangrijke 

proefschrift geeft nog veel meer dan zijn tamelijk bescheiden titel 

belooft. Inderdaad geeft het een vergelijkend kritisch onderzoek 

van de methoden van Voronoi en Pfeiffer, maar de auteur geeft 

daarbij een volkomen originele opbouw van deze methoden, waarbij 

hij erin slaagt om op verbluffende wijze eenheid en vereenvoudi-

ging te brengen in de vaak grote diversiteit van de methoden. Ook 

breidt hij zijn onderzoek uit op talrijke andere roosterpuntproblemen, 

waarbij uit de aard der zaak veel aandacht wordt geschonken aan 

het zo belangrijke werk van Landau. Niet zonder belang is de opmer­

king van Van der Corput bij vergelijking van de methoden van de 

verschillende auteurs. Ten aanzien van Landau merkt hij op (diss. 

p. 8): "Wanneer men zich, zoals overal in dit proefschrift geschiedt, 

tot roosterpunten in het platte vlak en tot benaderingen aan de boven­

kant bepaalt, dan staat de methode van Landau op het ogenblik ver 

achter bij de beide andere (Voronoi en Pfeiffer)". 

7) 
E. Landau (6). 



Het komt mij voor, dat Van der Corput deze bewering enige dagen later 

niet zou hebben herhaald, zoals ik in de volgende paragraaf nader 

hoop aan te tonen. 

Om alle eventuele misverstand te voorkomen, Landau heef t zijn ge­

weldige waardering voor het meesterwerk van de jonge doctor nimmer 

onder stoelen of banken gestoken, en deze waardering was wederkerig. 

Voordat ik dit korte verslag van de dissertatie van Van der Corput 

beeindig, wil ik er nadrukkelijk op wijzen, dat de verkregen eind­

resultaten hier nog niet verder gaan dan de bovengenoemde uitkomsten 

van Sierpinski en Voronoi. Op pagina 11 staat alleen in verband 

hiermede de opmerking "terwijl het van grate betekenis zou zijn als 
1 de exponent 3 verlaagd kon warden". Ook hierin zou Van der Corput 

vrij spoedig sensationele verandering brengen. 

§4. Reactie van Landau? Kort bewijs van de cirkelstelling. 

V66r de verschijning van de dissertatie van Van der Corput had 

Landau reeds 17 publicaties over de theorie der roosterpunten op 

zijn naam staan. In meerdere daarvan warden strenge methoden af ge­

leid, die op geraffineerde wijze voeren tot de resultaten van 

Voronoi en Sierpinski. Verder heeft Landau deze beschouwingen uitge­

breid tot meer dimensies. De meeste resultaten warden verkregen met 

behulp van verfijnde toepassing van de complexe functietheorie. Ook 

deze uitwerkingen waren nog tamelijk gecompliceerd en omvangrijk. 

Maar juist drie dagen v66r de promotie van Van der Corput, op 

5 juli 1919, slaagde hij erin, het bewijs van het cirkelprobleem 

te geven in twee bladzijden. In tegenstelling tot de voorafgaande 

onderzoekingen wil ik trachten de gang van de gebruikte methode 

zeer kart (maar onvolledig) te schetsen. Het resultaat wordt 

gevonden met behulp van algemene eigenschappen van de Besselfuncties, 

i.h.b. het bekende resultaat 

As B 
l+ooi s 

(4. 1) f e ds 
21Ti 4 1-ooi s 
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Het kernpunt vormt de toepassing van de theta-reeks 

+oo 
e (s) = :L 

n=-oo 
-71n2 s 

e 

waarvoor de klassieke Jacobi-transformatie geldt 

(4.2) 1 1 
e(s) = 1-e(-). 

YS S 

Als r(m) het aantal oplossingen van 

(4. 3) x2 + y2 = m 

voorstelt, dan is 
m 

(4.4) 
1 1 00 - 71-

82 (s) = :L r(m)e-71ms = - + - :L r(m)e s 
m=O s s m=1 

wegens (4 .2). 

Het aantal roosterpunten binnen en op de cirkel met straal x bedraagt 

A(x) = ~ r(m) 
m;;,x 

(x <: O). 

Het hoofdmoment van het bewijs is het volgende. Men kan gemakkelijk 

aantonen dat 
x y 

f 0 dy f 0 A(w)dw = ! :L r (m) (x-m) 2 
~x 

1 +ooi ,.1J {x-m) s 
1 00 f c 

= 21T3 i m~O r(m) s3 ds 
J-ooi 

l 1 +ooi 1JXS 

= 23"'"" f ~ e2(s)ds 
1J ]. J--ooi s 

J 1 +ooi 1JXS J 1 +ooi 00 

- f ~ ds + -- f :L r(m) 
- 2n3 i l--ooi s 21T3 1 J-ooi m=1 

1J 1 :L r(m) 3/2 J ( 2 /iiiX) 
= 6 x3 + 1f2" m=1 -m x 3 1J mx • 

m 

Differentiatie naar x geeft 

TfXS 

e 

(4 .5) fx A(w)dw = ~2 x2 + _.!_ ~ r(mm) xJ2 (271friii"). 
O 71 m=1 

m - Tf-s 

s4 ds 



V Xl/3 vi"ndt d t "t oor z = x + men zon er gro e moei e 

z 
f A(w)dw 

x 

7TX 4/3 + Q(x2/3) • 

Tenslotte volgt uit 

enerzijds 

A(x);;; TIX +O (x 1/ 3), 

anderzijds 

A(z) ~ TIX + 0 (x 113) 1/3 
7TZ + Q (z ) , 

of 

1/3 A(x) - TIX = 0 (x ) . 

In de volledige uitwerking wordt nog gebruikt gemaakt van bekende 

recursie-formules voor de Besselfuncties, benevens eenvoudige 

asymptotische schattingen van J 1(y) en J 2(y). Het bewijs is, zoals 

bij Landau te verwachten is, in alle opzichten compleet. Alle 

omkeringen van sommatie- en integratievolgorde worden volledig 

gemotiveerd. 

Gegeven het feit, dat Landau op 5 juli 1919 reeds enige weken in 

het bezit was van de dissertatie van Van der Corput, waag ik de 

veronderstelling, in dit bewijs, dat op de dag der promotie 

(8 juli 1919) bij de redactie van het "Mathematische Zeitschrift" 

binnenkwam, een reactie te mogen zien op de in paragraaf 3 vermelde 

opmerking van Van der Corput ten aanzien van de door Landau toe­

gepaste methoden 8). Landau is terecht steeds trots geweest op dit 

uiterst korte bewijs. 

8) Landau (7) 
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§5. De knuppel in het hoenderhok. Sensationele verscherping der 

resultaten. 

Van zeer verschillende zijde waren deze problemen nu met de 

machtigste middelen der complexe functietheorie aangepakt en al 

deze diverse methoden hadden uniform geleid tot dezelfde resttermen 

0(x113) bij het cirkelprobleem, en 0(x 1131og x), resp. 0(x113+E) bij 

het delerprobleem, zodat in de deskundige kringen met zekere gelaten­

heid de mening begon post te vatten, dat met deze resultaten de 

uiterste grens was bereikt. 

Er was slechts een argument gevonden, dat althans in afwijkende 
9) 10) 

richting scheen te wijzen. Reeds in 1915 hadden Hardy en Landau 

onafhankelijk van elkaar bewezen, dat de exponenten van x in beide 

resttermen zeker ~ ! moesten zijn. 

In 1923 echter deed Van der Corput de wetenschappelijke wereld op 

haar grondvesten schudden door de publicatie van een uiterst moei­

lijke verhandeling, waarin hij aantoonde dat de betrokken exponenten 

kleiner dan ± moesten zijn 11 ) Weliswaar was de aanvankelijk bereikte 

verscherping niet spectaculair, immers Van der Corput bewees, dat 
1 de exponent 3 kon worden vervangen door 

33 1 
100 < 3• 

maar deze gebeurtenis was van zo groot belang, dat Landau kon spreken 

van een chaos die Van der Corput door zijn verkleining van de 

exponent had aangericht. "Die scheinbar prastabilierte Harmonie, <lass 

alle bisherigen, den verschiedenen mathematischen Diziplinen, -

Zahlentheorie, reeller Funktionentheorie, komplexer Funktionentheorie, 

Geometrie, - angehorigen Methoden z.B. beim Kreisproblem zu 1 gefiihrt 

hatten, ist durchbrochen." 

Het artikel van Van der Corput was echter dermate gecompliceerd van 

opbouw, dat ook de belangrijkste expert met reikhalzen uitzagen naar 

9) G.H. Hardy (8). 
10) E. Landau (9). 
11) J.G. van der Corput (10). 



een meer overzicbtelijke bebandeling van deze moeilijke materie 12). 

De nieuwe metbode berustte op bet volgende beginsel. Van der Corput 

was er op uiterst geraffineerde wijze in geslaagd om de restscbat­

tingen terug te brengen tot de meer overzicbtelijke scbattingen van 

exponentiele souunen van bet type: 

(5. 1) 
n=m+N .f( ) 

S(m,N) = ~ e~i n n=m , 

waarin f(n) een gegeven reele functie voorstelt, afbankelijk van bet 

gestelde probleem. Triviaal is alleen de scbatting 

(5.2) ls<m,N) I :> N. 

Het is duidelijk dat bij een lineaire functie exacte souunatie mogelijk 

is. De exacte souunatie voor bet geval van een kwadratiscbe functie 

beboort reeds tot de grootste prestaties van Gauss (sommen van Gauss;. 

resultaat O(N!)). 

Voor meer gecompliceerde functies f(n), bleek bet uiterst moeilijk om 

tot een scberpere scbatting dan bet triviale resultaat (5.2) te ge­

raken. Dit onderzoek werd met succes ingeleid door H. Weyl (1916), 

verder met grote intensiteit voortgezet door I.M. Vinogradov, maar 

bovenal door Van der Corput. 

De beboefte aan een meer overzicbtelijke behandeling van deze schok­

kende kwestie werd ook door van der Corput zelf in sterke mate ge­

voeld. In 1928 verscheen de met ongeduld verwachte verhandeling 13). 

Hierin slaagde de auteur om op veel meer overzicbtelijke wijze de 

exponent in het delerprobleem te reduceren tot ~;. Tezelfder tijd 

heeft op instigatie van Van der Corput diens zeer gebaafde leerling 

L.W. Nieland het cirkelprobleem volgens dezelfde methode uitge-
1 27 14) werkt. De exponent van de restterm was dezelfde, n • 82 

12) Littlewood en Walfisz merken hierbij op: "Van der Corput's method 

is probably the most formidable argument in the whole of pure 

mathematics". 
13) 

14) 
J.G. van der Corput (11). 

L.W. Nieland (12). Nieland behoorde tot de in 1945 gevankelijk 

weggevoerde inwoners van Putten. Hij is helaas tijdens zijn 

gevangenschap omgekomen. 

159 



160 

Na het pionierswerk van Van der Corput en Nieland hebben talrijke 

auteurs getracht de bovengenoemde records te verbeteren. Al vertonen 

de uitvoeringen van deze berekeningen op enkele detailpunten geringe 

vereenvoudigingen, in grote trekken volgen ze dezelfde weg als die 

van hun voorgangers, al wordt deze weg steeds moeizamer naarmate 

de exponenten der resttermen kleiner worden. Periodiek wordt het 

record met een kleinigheidje verbeterd, maar bepaald nieuwe gezichts­

punten hebben zich sedertdien niet voorgedaan. Deze verbeteringen 

hebben zich voortgezet tot in de allerlaatste tijd. Een tamelijk 

volledig overzicht van deze resultaten is te vinden in bet des-
15) 

betreffende encyclopedie-artikel van L.K. Hua • De scherpste daar-

in vermelde resultaten zijn: 
13 

cirkelprobleem: L.K. Hua; 1942: 40 
delerprobleem: Tsung-Too Chih, 1950; H.E. Richert, 1953: ~~ 

Deze records zijn in de laatste jaren nog verder verbeterd 16). 

Tenslotte moet ik bier nog aan toevoegen, dat in 1932 reeds door 

Vinogradov werd beweerd dat hij een nog lagere grens had bereikt, 
17 17) . 

nl. 53 . U1t de vernietigende bespreking, door Walfisz aan dit 

artikel gewijd, (Zentralblatt ~. 1933, p. 241), kunnen wij opmaken 

dat de numerieke resultaten zonder tussenrekening warden aangegeven 

en daardoor oncontroleerbaar zijn, terwijl er in de theoretische 

opbouw zulke ontstellende blunders zijn geconstateerd, dat zowel 

methode als resultaat als waardeloos dienen te warden aangemerkt. 

Waar zal de grens liggen? Het komt ons voor dat deze grens nog lang 

niet bereikt is, al is de afstand tot de ondergrens ! inmiddels al 

sterk gereduceerd. De tijd zal bet misschien leren, maar verdere 

voortgang langs de tot nog toe bekende wegen worden steeds moei-

zamer. 

15) L.K. Hua (13). 
16) In 1963 werd nog door Jing-Zun Chen (Scientia Sinica (Peking)~. 

1963, p. 633-649) bij bet cirkelprobleem ~~ bereikt. 

17 ) I.M. Vinogradov (14). 
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