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INLEIDING 

Matrices zijn het centrale thema van deze syllabus. In de verschillende 
bijdragen wordt steeds voor een antler dee! van de wiskunde een voorbeeld van 
het gebruik van matrices gegeven. Daarbij worden de benodigde eigenschap­
pen van matrices niet a priori bekend verondersteld. 

In de eerste bijdrage zal blijken wat matrices eigenlijk zijn. Men kan zeggen 
dat matrices rechthoekige schemas zijn van objecten die men kan optellen en 
vermenigvuldigen. Die objecten kunnen dus (reele, complexe, positieve) getal­
len zijn maar ook andere "dingen". Een essentiele eigenschap van matrices is 
dat men ze kan optellen en vermenigvuldigen mits de afmetingen "passen". In 
de eerste bijdrage zal verder ook iets van het gebruik van matrices in de alge­
bra worden getoond. 

De tweede bijdrage handelt over toepassing van matrices in de meetkunde. Al 
spoedig worden daarbij de platgetreden paden van de klassieke lineaire algebra 
verlaten en belanden we in de meetkunde over eindige Jichamen. Matrices 
waarbij de elementen uit een eindig lichaam komen, spelen hier een rol. 

In de derde bijdrage staat de grafentheorie centraal. De matrices die dan 
optreden zijn bijvoorbeeld verbindingmatrices van grafen. Maar ook wordt 
hier gebruik gemaakt van zogenaamde blokmatrices. Dat laatste is niets anders 
dan een matrix waarvan de elementen op zich weer matrices zijn. Dit sluit 
goed aan bij het idee dat de eis die we aan de elementen van een matrix opleg­
gen is, dat die elementen vermenigvuldigd en opgeteld kunnen worden, wat 
met matrices, mits van geschikte afmetingen, inderdaad het geval is. 

De vierde bijdrage behandelt ondermeer een toepassing van matrices in de dif­
ferentiaalvergelijkingen en de differentievergelijkingen. Opnieuw treedt een 
ander soort matrices op. Ditmaal zijn de objecten veeltermen. Dat leidt tot 
weer andere vragen en inzichten over matrices. Maar ook hier weer zijn de 
matrices niet het doe! maar slechts het middel. 

In de vijfde bijdrage staan de Markovprocessen en in het bijzonder Mar­
kovketens centraal. De matrices die daar bij optreden hebben de bijzondere 
eigenschap dat de elementen reele getallen zijn tussen 0 en 1 en dat de som van 
de elementen uit een rij gelijk is aan 1. Die matrices hebben eigenschappen 
waaruit voor Markovketens belangrijke conclusies getrokken kunnen worden. 

In de zesde bijdrage wordt via de matrices een verband gelegd tussen de statis­
tiek enerzijds en de lineaire algebra en meetkunde anderzijds. Er worden con­
clusies getrokken over verbanden tussen stochastische grootheden op basis 
overwegingen uit de lineaire algebra, meetkunde en matrixtheorie. Opnieuw 
spelen blokmatrices een rol. 

In de laatste bijdrage wordt een toepassing van de matrixrekening in een klasse 
van lineaire programmeringsproblemen gegeven. Er wordt door middel van 



matrixalgorithmen een bewerkelijk probleem gereduceerd tot iets wat met een 
aanvaardbare inspanning kan worden opgelost. 

De zeven bijdragen betreffen ieder een ander deel van de wiskunde. Toch zal 
verschillende malen blijken dat er, misschien onverwachte, verbanden zijn. 
Helaas blijven ook belangrijke onderwerpen buiten de beschouwing. Men 
denke bijvoorbeeld aan de numerieke wiskunde en de vele matrixalgorithmen 
die daar optreden. 

F. van Schagen 
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MATRICES, WAT DOE JE ER ALZO MEE? 

§1. Rijtjes 

Volgens sonnnigen begint het allemaal met verzamelingen. 

En dan zijn genurnmerde verzamelingen net weer iets anders. We beperken ons 

nu even tot eindige verzamelingen. We defineren een rijtje als een afbeel­

ding van de verzameling van de eerste n natuurlijke getallen· {1, 2, 3, ••• , 

n} in een of andere verzameling V. A,l;s a de afbeelding is spreken we van 

het rijtje met n elementen k 7 ~; akEV, ks{1, 2, •.• , n}. 

Meestal spreken we gewoon nederlands en noemen (a1, a2 , a3 , ••• ,an) 

een rijtje met n elementen. Wat kunnen we met zo'n rijtje doen? Bijvoor­

beeld de nunnnering veranderen, het rijtje omschikken. We bestuderen dan 

permutaties. We willen echter meer met rijtjes doen. 

Laat in V een optelling gedefinieerd zijn, met de gebruikelijke reken­

re~els, een nulelement en bij ieder element een tegengestelde. 

Dan definieren we voor twee rijtjes (a 1, a2 , a3 , an) en (b 1, b2 , b3 , 

••• b) met evenveel elementen de soma+ b door 
n 

(a1, a2 , ••. , an) + (b 1, b2 , •.. , bn) (a1 + b 1, a2 + b2 , ••. , an + b~). 

Met deze definitie.gelden de gewone rekenregels,net rijtje (0, 0, 0, 

•.• , 0) is het nul element en de tegengestelde is het rijtje van alle te·· 

genges te lden. 

Het ligt voor de hand het produkt van een natuurlijk getal en een rij­

tje te definieren door 

. . . ' Aa ) . 
n 

Wanneer in V een (scalaire) vermenigvuldiging met rationale, reele of 

complexe getallen gedefinieerd is, definieren we vermenigvuldigingen van 

rijtjes met zulke getallen door bovenstaande formule. 

Wanneer in Veen vermenigvuldiging met de gewone rekenregels, een­

heidselement en inverse gedefinieerd is, is het niet algemeen mogelijk 

deze structuur naar de rijtjes over te brengen. 

De voor de hand liggende poging 

3 
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vereist dat ( 1, 1, ••• -1) het eenheidselement is. Haar dan hebben vele ele­

menten ongelijk 0, zoals bijvoorbeeld (1, O, .•• , -1) geen inverse. 

Daarom voeren we nu nog geen produkt van twee rijtjes in. 

§ 2. Matrices 

We gaan nu funkties van twee variabele bezien. De eerste variabele 

heeft als domein de deelverzameling' { 1, 2, 3, .•• m} van de natuurlijke 

getallen, de tweede variabele de deelverzameling' { 1, 2; 3, ••• , ~}. Het 

bereik is een deelverzameling van een verzameling V. Het beeld van het paar 

(i, .j) onder de afbeelding a geven we aan met a ..• 
1.J 

We schrijven alle beelden in een tabel 

a11 a12 a1n 

a21 a22 a2n 
(a ... ) 

1.J a31 a32 a3n 

Zo'n tabel noemen we een matrix A, soms geven we met mAn aan dat de 

matrix m rijen en n kolommen heeft. 

Matrices met m = 1 noemen we rijvectoren, we schrijven deze vaak als 

(u·1, u2 , ••. , un). l1atrices met n = 1 noemen we kofomvectoren), deze schrij­

ven we vaak als 

v· 
m 

De som van twee matrices mAn en ~n met gelijke aantallen rijen en ge-



lijke aantallen kolonnnen definieren we, in het geval dat in de beeldverza­

meling V een optelling gedefinieerd is door 

(a: + b) .. ; a .. + b ..• 
iJ iJ iJ 

En skalaire vermenigvuldiging wordt op voor de hand liggende manier 

gedefinieerd. 

Net als bij rijtjes ligt de vraag naar de vermenigvuldiging van twee 

matrices voor de hand. De definitie 

(a'. • b) .. 
iJ 

a ... • b .• 
iJ iJ 

heeft niet zoveel toepassingen. In § 4 zullen we een geheel andere en erg 

nuttige vermenigvuldiging voor matrices invoeren. 

§ 3.' Een voorbeeld 

We bestuderen een stelsel tramlijnen met haltes. We beginnen met vier 

haltes Hl, · H2, l!3 en H4 ·en met zes tramlijnen 11, 12, '13; 1.4, LS, 16. We 

geven een geschematiseerde plattegrond. 

We geven een schema in matrixvorm. 

11 12 13 14 15 16 

Hl 1, -1: * 
H2 i: * '~ 

'H3 '* '"J': * 
H4 * '~ '/: 

5 
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Een sterretje op de plaats (i:, j) geeft aan dat de halte Hi ligt aan de 

tramlijn Lj. Waar geen sterretje staat zetten we een punt. Het schema is 
4 6 I . , . 

een matrix T met elementen in V =· {•; *L 
Met het zelf de gemak hadden we de situatie kunnen beschrijven met een 

andere matrix. 

H1 H2 'H3 H4 ' 

L1 i< * 
L2 * -J(. 

'L3 ,~ * 
L4 'f(. ,~ 

LS 'J'(. * 
L6 'J'(. i(. 

6 4 4 6 
We noemen deze matrix S de gespiege(,de of getransponeerde van T • We 

merken op dat de getransponeerde van de getransponeerde weer de oorspronke­

lijke matrix is. Verder is de getransponeerde van mAn een matrix nBm met 

a .. b .. , (i = 1, 2, .... m), (j' = 1, 2, ... n). 
1.J Jl. 

t 
We geven de getransponeerde van een matrix C aan met C . We merken nog 

op dat de getransponeercle van een rijvector een kolomvector is en omgekeerd. 

We keren terug naar ons voorbeeld van de tramlijnen. We willen het 

stelsel nu zo uitbreiden dat iedere twee haltes door precies een tramlijn 

verbonden worden en iedere twee tramlijnen precies een halte gemeen hebben. 

Nu heeft L1 met L4 geen halte gemeen, we verlengen de lijnen en voegen 

een halte HS toe. Analoog gaan we te werk om L2 en LS een gemeenschappelij­

ke halte H6 te geven en om L3 en L6 een halte H7 te geven. Nu moet nog L7 

aangelegd worden, die HS, H6 en H7 verbindt. 

De aangevulde matrix T wordt nu: 



L1 L2 'L3 L4 LS L6 L7 

H1 '~ -;,": * 
H2 * * * 
'H3 i< "' -J:. 

R4 "' i< -;, 

H5 '~ * "' 
H6 -;,':. ,~ * 
H7 * ,~ i< 

Optellen van zulke matrices heeft natuutlijk geen zin, wat Zou . .,., + -;'( 

moeten betekenen? We kunnen natuurlijk wel de nummerking van de haltes 

en/of van de tramlijnen veranderen. Dan worden de rijen en/of kolommen on­

derling verwisseld. 

Een aardige vraag is of zo''n nummering mogelijk is dat de matrix.sym­

metrisch wordt, dat wil zeggen gelijk aan zijn getransponeerde. In het al­

gemeen heet een vierkante matrix A symmetrisch als voor alle i en j geldt 

a.. a .. 
1J J1. 

Opgave voor kennel's. Vervangen we • door 0 en * door 1 dan krij gen we 

een matrix met gehele elementen. Wanneer we vodruit grijpen naar de klas­

sieke matrix vermenigvuldiging uit de lineaire algebra (z:ie § .4) kunnen we 

het kwadraat van deze matrix berekenen. Heeft de uitkomst een betekenis 

voor ons tramne:t? ' 

§ 4 •' Matrices en vectoren 

We verzinnen een verhaaltje over een dietiste. Een maaltijd wordt sa­

mengesteld uit een voorgerecht, een hoofdgerecht en een dessert. In ieder 

komen voedingsstoffen E, K, M en V voor. Hoewel didaktisch onverantwoord, 

verzinnen we even de hoeveelheden voedingsstoffen per gram voor ieder ge­

recht. (U bent immers toch wiskundigen!) Het resultaat geven we in een ta-

bel. 

Voorgerecht Hoof dgerecht Dessert 

E ' 3 5 1 

K Lf 2 6 

M 2 1 0 

v 3 7 5 

7 
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Wanneer de maaltijd bestaat uit a gram voorgerecht, b gram hoofdge­

recht en c gram dessert, vinden we voor de totale hoeveelheid voedingsstof­

fen. 

E:' 3a' + Sb + c 

K: 4a• + 2b + 6c: 

H: 2a + b 

v:· 3a' + 7b + Sc 

We introduceren nu de matrix H 

H (3 s 1) 
4 2 6 

2 1 0 

3 7 s 

en de kolomvector m door 

4 3 . 
H door 

De hoeve,elheid voedingsstoffen is ook een kolomvector 

v= (

3a +Sb+ c ) 
4a: + 2b + 6c 

2a + b 

3a + 7b + S c 

We kunnen de berekening van v bij gegeven H en m door een zogenaamde matrix­
vermenigvuZdiging definieren 

(
: ~ 01 ~:)= ~3: :: ~: : :c) 
2 0 2a + b 

3 7 c a + 7b + Sc 



kortweg 

Het .algoritme is bekend en duidelijk. 

We geven'nu ineteen de algemene definitie van het matrix produkt van 

twee matrices mAn en pBq. We definieren dit alleen als n = p. Het produkt 

is een matrix mcq gedef inieerd door 

n 
c 3 =.E a.,,, b 0 a; y=1 '..,.y yµ 

9 

Dit produkt is niet conimutatief. Met enige moeite is wel de associativiteit 

te bewijzen, in de volgende paragraaf ontdekken we een interpretatie van 

de matrixvermenigvuldiging waardoor de associativiteit triviaal wordt. 

Het I geven we een symmetrische, vierkante matrix aan waarvoor 

i 1 en iN0. , J i3 '. .. aa '"" 0 voor Cl. r • Ue merken op dat 

Met enig rekenen is te bewijzen dat 

In ons voorbeeld is 'duidelijk dat 

t t met rijvectoren v en m . 

Als de voedingsstoffen per gewichtseenheid resp. e, k, m en v joules 

(energie) bevatten, zien we dat het voorgerecht 3e + 4k + 2m + 3v joules 

bevat, het ho0fdgerecht Se + 2k + m + 7v joules en het dessert e + 6k + Sv 

joules. We kunnen een vector 
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g (D 
dan geldt 

Het produkt 

invoeren (
3e + 4k + 2m + 

en een vector z = See· ·r 2k + m + 

+ 6k + 5v 

zt• in t v· g • t 
ID • Ht ' • g 

heeft ook een betekenis. Welke? : 

§ s.· Lineaire afbeeldingen 

7v 
3v) 

In het vervolg kiezen we voor de verzameling V een lichaam K, meestal 

dat van de reele of complexe getallen. 

Een verzameling L heet een Lineaire ruimte over K, als voor ieder twee­

tal elementen a en b uit L een som a + b en voor ieder element a £ L en 

iedere A £ 1< een element A • a £ L gedefinieerd is, waarbij de volgende re­

gels gelden. 

Laat a, b, c f. L en A.; µ £ K 

c~ + b) + c a+(~+~)· 

b + a. 

Er is een 0 £ L met 0 -~ a = a + 0 = a. 

Bij iedere a £ L is een (-:'a) met a + (-:'a) 

A . (a: -~ b) A. . a + A . b 

(X + J.l) . a A . a + µ . a 
;. • (µ • a) = ex µ) • a 

(-::a) + a 0. 

We beperken ons tot eindig dimensionale lineaire ruimten, dat wil zeg­

gen lineaire ruiinten waarvoor een eindig aantal elementen e 1, e2 , •.. ,en 

bestaan, zodat ieder element eenduidig als lineaire combinatie van deze 

elementen te schrijven is, ·dus a = x1 e 1 + x2 e2 + ••• + xn en. Zo'n stel­

sel e 1, e2 , ••. , en noemen we een basis van de lineaire ruimten, het getal 



n heet de dimensie van de ·ruimte. 

We beschouwen twee lineaire ruimten 1 en M met dimensie n en m resp. 

Een afbeelding A : 1 + M heet lineair als 

A(u+:v) A(u:)+A(v), 

A (;>;: .u) = A A (u:) • 

u, V E 1 

u E 1, A E K 

11 

Laat e 1,. e2 , ••• ,en een basis van 1 zijn en f 1, f 2 , •.. , fm een basis 

van m zijn. Stel a E L dan geldt a = x1 e 1 + x2 e2 + ••• + xn en zodat a 

eeriduidig, bij deze basiskeuze, te beschrijven is met een rijvector (x1, 

X2' • • •' Xn) • 

De beelden van de basisvectoren zijn te schrijven als lineaire combinaties 

van de basis vectoren van M. 

m 
A (e . ) I.: a • . f . U = 1 , 2 , ••• , .n) 

J i=1 l.J ]_ 

Bij vast gekozen basis van 1 en M is de lineaire afbeelding eenduidig vast­

gelegd door de matrix 

We schrijven soms, wanneer de basiskeuze vast. ligt 

ding als voor de matrix A. 

zowel voor de afbeel-

Kiezen we in 1 een andere basis g1, g2 , .•• , gn met 

n 

get j~1 ujet ej' 

dan geldt 

n 
A (ga) ·j~1 ujQ'. A (e.) 

. .J. 
n m 

j~1 u. ·.2: a .. f. J:Cl i=1 l.J ]_ m n 

i~1 (j~1 a .. u. ) f. 
m l.J_ J:O', ]_ 

i~1 b. f. i:Ct ]_ 
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Bij deze nieuwe basiskeuze in L boort bij de lineaire afbeelding A een 

nieuwe matrix 

(b:.: ) = ~n = B 
l.{:; 

We merken op dat 

trixprodukt (zoals in 

n 
b. = ·.L:1 

i:a J= 
de vorige 

a .. u. , dus de matrix Bis juist bet ma-
l.J J :a 

§ ingevoeid) van de matrices A eri U: 

We merken op dat de vierkante matrix U een bijzondere eigenscbap beeft. 
Omdat zowel (e:1 ,. e2 , ••• , en) als (g1 , g2 , ••• , gn) een basis voor L is 

bestaan er get:allen zfjf3 zodat 

Bn.dus 

n 

eS ·j~1 ZCI$ gr( 

n 

es = ·J1 
n 

e = . L: s j=1 

n 
z;-;R ·.];1. u.· e. 
if' J- . Jct J 

Cl~1 ujci za,3 ej 

(*:) 

Omdat de voorstelling van elementen met de basis eeriduidig is geldt 

n 
. L: 
a=1 

1 als j S 
uj_q, zo,S =· {O als j # (3 

Anders gezegd U • Z I 

De matrix U beeft dus een inverse. Men bewijst eenvoudig dat ook 

Z • U I 

Een vierkante matrix, die een inverse beeft noemen we regulier 
Kiezen we in I1 een andere basis b 1, b2 , ••• , bm met 

m 

fi (3~1 . wi3i bs (Let op bet verscb.il met .*) 



dan geldt 

m m 
A (e:J = -i~l aij -(3~1 -WSi hs j 

m m 
-(3~1 ( -. l: 1 i= WSi a.:.) 

1.J hs 
m 

(3~ 1 cSj hs 

Zodat nu de matrix C bij de lineaire afbeelding hoort. We merken op dat C 

het matrixprodukt van de matrices W en A is, dus 

De matrix W heeft weer een inverse, is dus oak regulier. 

13 

Combinatie van de twee basistransformaties geeft voor de matrix van de 

lineaire afbeelding van L in 11 de vorm 

D W • A • U 

Zander bewijs vermelden we de eenvoudig te bewijzen 

Stelling 

In L en 11 zijn bases te kiezen, zodat bij de lineaire afbeelding een matrix 

D = (d ... ) hoort, die de gedaante heef t 
l.J 

d .. voor i = 1 ' 2, ... ' k 
1] 

d .. 0 voor alle andere paren (i, j). 
1J 

Het getal k beet de rang van de lineaire afbeelding. Als A een matrix is, 

die hoort bij een lineaire afbeelding met rang k, zeggen we oak dat de ma­

trix A de rang k heeft. We merken op dat k gelijk is aan het maximale aan­

tal lineair onafhankelijke kolommen en evenzo aan het maximale aantal li­

neair onafhankelijke rijen van de matrix A. 

We formuleren de stelling nag iets anders. Bij een matrix A = mAn van 

rang k zijn twee reguliere matrices U = ~n en W = 11\jll te vinden zodat 
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w • 

waarin I kik en de alle elementen van de matrices N gelijk aan 0 zijn. 

Bij een lineaire afbeelding van L in M is het beeZd in M een lineaire 

deelruimte van M. De verzameling originelen van het nul element van M vormt 

een lineaire deelruimte in L, die we de kern van de afbeelding noemen. 

Als afbeelding van een n-dimensionale ruimte in een n-dimensionale ruimte 

de rang k heeft geldt de volgende stelling: 

De dimensie van de kern is n - k• 

De dimensie van het beeld is k • 

Laten L, H en N drie lineaire ruimten zijn met dimensies n, m en r 

resp. Laat A een lineaire afbeelding: L + M en B een lineaire afbeelding 

M + N zijn: 

Dan is de samenstelling B • A een lineaire afbeelding L + N. 

Laten in L, M en N bases gekozen zijn, zodat bij A en B de matrices 

mAn en rBm horen. Laat bij B • A de matrix rcn horen. Dan geldt, zoals een­

voudig is na te rekenen, rcn rBm • mAn. Bij de samengestelde afbeelding 

B • A hoort het matrixprodukt B • A. Hieruit volgt nu direct de associati­

viteit van de matrix vermenigvuldiging. 

We vermelden nog dat een lineaire afbeelding van L in M dan en slechts 

dan een bijectie io als n = m "' k. In clit geval is er een lineaire inverse 

afbeelding. Hoort bij de gegeven afbeelding bij baseskeuze de matrix, dan 

hoort bij de inverse afbeelding de matrix A-1 met A- 1 • A = A • A-1 = I. 

§ 6. Lineaire afbeeldingen van een ruimte in zichzelf 

Laat L een lineaire ruimte met dimensie n zijn. Laat A een lineaire 

afbeelding L + L zijn. Bij gegeven basis keuze in J, hoort bij A een vier­

kante matrix. 

Deze matrix heeft rang n dan en slechts dan als A een bijectie is. 

In dit geval heeft A een inverse. We noemden de matrix A dan regulier. Een 

vierkante matrix die niet regulier is heet singuZier. 

Bij een lineaire afbeelding van L in L geldt dat de som van de dimen­

sies van kern en beeld gelijk is aan n. Bij een reguliere afbeelding heeft 
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de kern dimensie 0 en het beeld dimensie n. 

In een lineaire ruimte 1 met dimensie n is aan ieder n-tal element 

een volume toe te kennen. Dit volume is een element van K, wanneer de n 

elementen lineair onafhankelijk zijn is dit volume ongelijk 0 en omgekeerd. 

Bij een lineaire afbeelding A: L ,-+ L worden alle volumina met eenzelf­

de factor uit K vermenigvuldigd. Deze factor heet de determinant van de af­

beelding. De determinant van een vierkante matrix is de determinant van de 

bijbehorende afbeelding. De determinant van een matrix is dan en slechts 

dan ongelijk 0 als de matrix regulier is. 

Er is een bekend, maar nogal gecompliceerd, algorithme om van een ge­

geven vierkante matrix de determinant uit te rekenen. 

det (: :) 

det r: : :\ 
\~ y z) 

ad - be , 

aqz - ary - bpz -:- brx + cpy - cqx 

Bij de berekening van de determinant komen alleen optellingen, aftrekkingen 

en vermenigvuldigingen voor, geen delingen. Hierdoor is de determinant ook 

te definieren als de matrix elementen uit een willekeurige commutatieve 

ring gekozen zijn. We vermelden in dit verband nog dat als A een vierkante 

matrix is met elementen uit een ring R, er een vierkante matrix A met ele­

menten uit R bestaat zodat 

A • A 

Als A =(: :) dan A 

A • A = det (A) • I • 

(d -c\ 
\-b a) 

Algemeen geldt det (A • -B) 

Verder det (I) = 1. Dus 

det (A) • <let (B) en det <Ph 

det (A) (:fot (A)] n-1 

det (A). 

Destaat er ook voor lineaire afbeeldingen van L in zichzelf een een­

voudige matrix vorm, te verkrijgen door geschikte basiskeuze. Omdat we nu 
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slechts een basis te kiezen hebben gaat het anders als in de vorige §. 

Wanneer we de procedure voor basistransformatie uit de vorige § toe­

passen op afbeeldingen L + L zien we dat in dit geval W = u- 1• Hoort bij 

een gegeven lineaire afbeelding een matrix A dan hoort er na basistransfor­

matie de matrix 

U- 1 • A • U 

-1 
bij. (Merk op dat det (U AU) det (A).) 

De normaalvorm, na geschikte basiskeuze, voor de matrix is nu gecom­

pliceerder. We noemen een vierkante matrix 'speciaal-boven-driehoekig' als 

hij de gedaante 

heeft. 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

Een nogal moeilijk te bewijzen stelling is 

Stelling: (Jordan) 

Bij een gegeven lineaire afbeelding A: L + L is steeds een basis te kiezen 

zodat de matrix van A bij deze basis keuze bestaat uit een aantal langs de 

diagonaal gelegen speciale-boven-driehoeks matrices. De diagonaal elementen 
liggen in de algebraische afsluiting van K. 

Een voorbeeld: 



a 0 0 0 0 0 0 

0 a 0 0 0 0 0 

0 0 a 0 0 0 0 0 

0 0 0 a 0 0 0 0 

0 0 --o 0 13 1 0 0 

0 0 0 0 0 13 0 0 

0 0 0 0 0 0 y 0 

0 0 0 0 0 0 0 0 

Samengevat is dus bij iedere vierkante matrix A een reguliere matrix U te 

vinden zodat u- 1 A U een combinatie van speciale bovendriehoeksmatrices 

is (normaalvorm van Jordan). 
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We kunnen bovenstaande stelling in verband brengen met de vraag of bij 

een gegeven lineaire afbeelding A: L + L er een element xsL en een ASK be­

staat met 

Ax A x , x # 0. 

Zo'n element x heet een eigenvector van A bij eigenwaarde A. Bij veel toe­

passingen van lineaire algebra blijken de eigenvectoren een belangrijke 

rol te spelen. 

We schrijven nu 

(A - AI) x 0. 

De eigenvector ligt dus in de kern van (A Al). Omdat de eigenvector onge-

lijk het nulelement moet zijn, moet dus A - Al singlier zijn, dus 

det (A - Al) = 0. Dit geeft een n-de graads vergelijking voor A. De wortels 

van deze vergelijking zijn de eigenwaarden. Bij iedere eigem1aarde A vormen 

de elementen x, waarvoor Ax = Ax een lineaire deelruimte van L, bij de A 

behorende eigen ruimte. Heeft een afbeelding precies n verschillende eigen­

waarden, dan is de eigen ruimte bij iedere eigenwaarde een dimensionaal. 

We merken op dat A en u-1 AU dezelfde eigenwaarden hebben, immers 

det (U-l AU - Al)= det (U-l (A - Al) U) = det (A - Al). 
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In de Jordan normaalvorm zijn de eigenwaarden direct af te lezen. Uit de 

algorithme voor de determinant volgt dat de eigenwaarden van een matrix 

in de Jordan normaalvorm juist de diagonaal elementen van de matrix zijn. 

Van een algemene 2 x 2 matrix zijn de eigenwaarden de wortels van een 

vierkantsvergelijking. 

det (A - I.I) 

ra-"A b \ 

~ d-A) 

A.2 - (a:+d) "A + ad - be. 

In bet algemene geval is bet produkt van de eigenwaarden gelijk aan de 

determinant en de som van de eigenwaarden gelijk aan de som van de diago­

naal elementen van de matrix. 

Dit volgt uit eigenscbappen van wortels van algebraiscbe vergelijkingen 

en bet determinant algorithme. 

De som van de eigenwaarde beet bet spoor van de matrix. 

De eigenvectoren bij een gegeven eigenwaarde kan men vinden door lineaire 

vergelijkingen op te lossen; zij vormen de kern van A - "AI. 

§ 7. Groepen 

We beschouwen vierkante matrices met de·vermenigvuldiging als composi­

tie. Wanneer we ons beperken tot matrices met determinant ongelijk O, beb­

ben deze een inverse. Alle.matrices met n rijen en kolonnnen met determinant 

ongelijk 0 vormen een groep, de algemene lineaire groep. De matrices met 

determinant 1 vormen een ondergroep, de speciale lineaire groep. De diago­

naal matrices, met determinant ongelijk 0 vormen een andere ondergroep. 

De ortbogonale matrices (met reele elementen) en de unitaire matrices 

(met complexe elementen) vormen eveneens ondergroepen. 

Met matrices zijn dus velerlei groepen te bouwen. Is iedere groep ook met 

een verzameling matrices te bescbrijven? Zogenaamde matrix representaties 

vormen een belangrijk bulpmiddel in de groepen tbeorie. 

We beginnen met een voorbeeld. We bescbouwen de groep van alle per­

mutaties van drie elementen A, B en c. Deze beeft 3! = 6 elementen. Is er 

een groep van 6 matrices die isomorf is met deze groep? · 

We proberen een meetkundige aanpak en beschouwen een gelijkzijdige 

drieboek A, B, C in bet platte vlak met A= (1, .O), B = (-'.!, !l1:3)-, 



Een permutatie van A, B en C komt neer op een lineaire transformatie in 

het vlak, die te beschrijven is met een 2 x 2 matrix. 

De petmutatie (A B :c) + (A C .B) hoort bij de spiegeling. 

De petmutatie (A BC)+ (B: CA) hoort bij een rotatie over 120°, dus bij 
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Zo vinden we een groep van zes matrices die isomorf is met de synunetrische 

groep met 6 'elementen. 

We kunnen de driehoek echter ook in JR. 3 leggen, via A (l, O, .O), 

B = (O:, 1,<0), C = (0', O, :1). 

De petmutaties kunnen dan voorgesteld worden door 3 x 3 matrices, behorende 

bij lineaire transformaties in de JR. 3 • 

Zo wordt (A B ~) + (A C ~) af gebeeld op 

en (A B :c) + (B: c A) op 

enzovoorts. 

Duidelijk is dat iedere synunetrische groep op deze manier gerepresen­

teerd kan worden door matrices in een ruimte met even veel dimensies als 

het aantal te petmuteren objecten. Kan het echter oak door een groep matri­

ces met kleinere afmeting? 

We merken op dat .als een groep G isomorf is met een groep matrices 
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. {I, A1, A2 , ••• , 1\}, de groep ook isomorf is met' {I, U-l Al U, U-l A.2 U, 

••• , U -l 1\ U} met een willekeurige inverteerbare matrix U. Gee ft di t mo­

gelijkheden om alle represterende matrices op een eenvoudige gedaante te 

brengen? Het komt natuurlijk neer op geschikt basiskeuze in de represente­

rende ruimte. 

Bij de inbedding van A B C als driehoek in de JR. 3 .is duidelijk dat 

het vlak x + y + z = 1 bij alle transformaties invariant blijft. Listig 

zal het dus zijn een coorditaal as loodrecht op dit vlak te kiezen. Nemen 

we hiervoor de eerste en kiezeh we de twee de en derde as in het vlak dan 

krijgen alle representerende matrices de vorm 

G : '.) 
En de rechter onderhoek vormt een representatie door 2 x 2 matrices. 

We kunhen ook het gev:al bestud·eren dat de matrices een groep vormen 

die slechts homomorf met G is, de afbeelding van G naar de groep matrices 

is dan geen bijectie. 

De symmetrische groep kunhen we homomorf afbeelden op de groep van twee 

1 x 1 matrices, namelijl, (1} en (-:~1)., door aan de even petmutaties 1 en 

aan de oneven petmutaties -1 toe te voegen. 

We bespreken als voorbeeld nog de symmetrische groep met 4 ! 24 de-

menten. We noemen de elementen A, B, C, D. 

Door A = ( J:, · 0, 0, :o) , B = ( Q:, 1 , 0, :o) , C = ( O:, 0, 1 , :o) , D = ( Q:, 0, 0, : 1) 

vinden we direct een representatie door :24 1natrices met 4 ·rijen en 4 kolom­

men. De ruiinte x 1 + x2 + x3 + .x4 = is invariant, enz. We kunnen ook een 

regelmatig viervlak in JR. 3 ,leggen en de transformaties die dit viervlak in 

zichzelf vervoeren. Zo krijgen we een representatie door 3 x 3 matrices. 

We kunnen het viervlak ook op een vlak V plaatsen en daarna in de 

richting van een van de ribben die niet in V ligt op V projecteren. De per­

mutaties van de hoekpunten A, B, C en D (vtaarbij D niet in V ligt) worden 

·nu afgebeeld op petmutaties vanA, B, C, die we boven al door 2 x 2 matrices 

representeerden. Maar als de projectie evenwijdig met A D is zal de permu­

tatie (A: B C .D) + (n: B C A) op de identieke matrix worden afgebeeld. We 
hebben nu dus geen isomorfe representatie meer, maar wel een homomorfe. 

Iedere groep is als een groep van matrices te representeren. 
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Laten a1 ,_ ;a2 , ••• , an de .elementen van de groep zijn. De afbeelding 

Px : ~c + x ~·is een petmutatie van de elementen van de groep. Deze permu­

taties van N elementen vormen een ondergroep van alle petmutaties van N ele­

menten. De .laatste was te representeren met N x N matrices. ·Dus is de eer­

ste ook met N x N matrices-te representeren. De opdracht is ·nu hatuurlijk 

te proberen de representatie met behulp van· inv.ariante deelruimten op te 

splitsen in representaties in ruimten met lagere dimensie. 
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M A T R I C E S EN MEETKUNDE 

Denk je aan matrices in de meetkunde, dan denk je in de 

eerste plaats aan transformaties die met matrices kunnen worden 

beschreven. Dus aan lineaire transformaties van lineaire 

ruimten, of, zoals ze ook wel worden genoemd, vectorruimten. 

Vectoren, uitgedrukt in coordinaten ten opzichte van een 

zekere basis, worden met behulp van een matrix in andere 

vectoren getransformeerd. Dus moet er allereerst een vector­

ruimte zijn. Hoe komen we daar aan in de meetkunde? 

Laten we als uitgangspunt gewoon de ruimte om ons heen 

nemen. Hoe maak je daar een vectorruimte van? We gaan bij de 

fysica te rade. Hoe komen fysici aan vectoren? Grootheden als 

krachten, snelheden, versnellingen, momenten stellen zij vaak 

voor door pijlen, waarmee ze de grootte en de richting ervan 

aangeven. Vaak hebben gelijk gerichte, even lange pijlen 

dezelfde fysische betekenis; fysici spreken dan van "vrije" 

vectoren. Een vrije vector is dus eigenlijk een equivalentie­

klasse van pijlen. 

Elke pijl ligt natuurlijk volledig vast door z'n beginpunt 

Pen z'n eindpunt Q. We nemen daarom als notatie voor zo'n pijl 

het geordende paar (P,Q). De vector (het woordje "vrij" laten 

we verder weg) die bij (P,Q) hoort, dus de equivalentieklasse 

van alle pijlen die dezelfde lengte en richting hebben als 
--+ --+ -(P,Q), noteren we als PQ. Dus (P,Q) en (R,S) ~ PQ =RS. 

We hebben nu vectoren. Maar om een echte vectorruimte te 

krijgen, moet er nog een structuur gedefinieerd worden: een 

vectoroptelling en een scalaire vermenigvuldiging. En daarvoor 

is essentieel dat de zojuist gedefinieerde vectoren een paar 

meetkundige grondeigenschappen bezitten. De eerste gaat over de 
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"pijlenvoorraad" binnen een equivalentieklasse: 

Bij elk drietal punten P, Q, R is er precies een punt S zo, - -dat (P,Q) t.n (R,S), m.a.w., zo, dat PQ = RS. 

Dit is de precieze uitdrukking van het begrip "vrije vector". 

Slordig gezegd: elke vector kun je in elk willekeurig punt op 

precies een manier laten aangrijpen. 

s 

Dan de vectoroptelling en de scalaire vermenigvuldiging. 

U weet allemaal hoe dat met pijlen gaat. Maar vectoren zijn 

eguivalentieklassen van pijlen. Je mag dus vectoroptelling 

wel met pijlen definieren, bijvoorbeeld via de kop-aan-staart­

constructie, maar dan moet je ook aantonen dat het resultaat 

niet van de representantenkeuze afhangt. En voor de scalaire 

vermenigvuldiging geldt iets dergelijks. Op welke meetkundige 

premissen is dit eigenlijk gebaseerd? Heeft U daar wel eens 

bij stilgestaan? 

We zullen die kwestie hier laten rusten. Maar we merken 

wel op dat dit voorbeeld van vrije vectoren in de fysica model 

heeft gestaan voor het abstracte begrip vectorruimte. De 

axioma's voor een vectorruimte die U in alle boeken over 

Lineaire Algebra in de eerste paragraaf aantreft, en die ook 

in de openingsvoordracht van deze cursus vermeld staan, zijn 

niets anders dan een opsomming van de basiseigenschappen van 

dit prototype van een vectorruimte. 

Affiene ruimte en vectorruimte 

Heeft U overigens gemerkt dat we nog helemaal geen oorsprong 

gekozen hebben? De ruimte is nog steeds volkomen homogeen: 

alle punten zijn volstrekt gelijkwaardig. En zo hoort het 

natuurlijk ook in de meetkunde. Waar zitten de vectoren dan? 

Ik zeg het nogmaals: vectoren zijn equivalentieklassen van 

puntenparen. De nulvector, bijvoorbeeld, is de klasse die uit 
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alle paren (P,P) van twee gelijke punten bestaat. Wat we 

eigenlijk hier beschrijven, is een zg. affiene ruimte. Dat is 

een puntverzameling met daaraan vastgekoppeld een equivalentie­

relatie op de puntenparen, en een vectorruimtestructuur op de 

daardoor vastgelegde verzameling van equivalentieklassen. Dat 

klinkt, zo geformuleerd, nogal abstract en geleerd, maar met de 

toelichting van hierboven begrijpt U misschien toch wat we 

bedoelen. De vectorruimte bevindt zich als het ware nog een 

beetje op de achtergrond. Vectoren zijn equivalentieklassen van 

geordende puntenparen. Vooral die "equivalentieklassen" maken 

de zaak weinig tastbaar. 

Maar we kunnen het best wat concreter maken. Dat doen we 

ook in de praktijk bijna altijd als we een meetkundig probleem 

onder handen hebben waaraan gerekend moet worden. Dan kiezen 

we een geschikt punt 0 als oorsprong. En daarna nemen we uit 

elke equivalentieklasse precies die pijl die in O begint. In 

iets vagere bewoordingen: we beroven de "vrije" vectoren van 

hun vrijheid doordat we ze allemaal in 0 laten aangrijpen. Dan 

ligt elke vector OP volledig vast door z'n eindpunt P, en via 
~ . . de identificatie van OP met P worden de punten in de ruimte dan 

zelf vectoren die opgeteld kunnen worden en met scalairen kun­

nen worden vermenigvuldigd. De affiene ruimte is nu echt een 

vectorruimte geworden. 

Maar opgelet, de ruimte als puntverzameling is z'n 

homogeniteit kwijtgeraakt. Er is een bijzonder punt geschapen, 

namelijk de oorsprong O. Die correspondeert met de nulvector, 

en onderscheidt zich structureel van alle andere punten. In dit 

verband moet U zich ook goed realiseren dat de vectorruimte­

structuur die er nu op de ruimte als puntverzameling is gelegd, 

afhankelijk is van de keuze van 0. Kijkt U maar: 

QI p + Q (t.o.v. O') 

Q 
(t.o.v. 0) 
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Affiene bases 

Meestal zijn we met deze verstoring van de homogeniteit nog niet 

klaar. We kiezen nog drie bijzondere punten E1 , E2 , E3 , die niet 

samen met 0 in een vlak mogen liggen. Zo ontstaat een basis van 

de vectorruimte. Elk punt P kan dan van coordinaten ten opzichte 

van die basis worden voorzien, en daarmee is onze ruimte een 

JR 3 geworden: elk punt correspondeert met een geordend rijtje 

van drie reele getallen, en de vectoroptelling en de scalaire 

vermenigvuldiging corresponderen met de coordinaatsgewijze 

optelling en scalaire vermenigvuldiging in JR 3 . Nu kan er in JR 3 

worden gerekend. De affiene ruimte is dus helemaal niet 

a priori een JR 3 - ik hoor sommigen wel eens "de ruimte"en ;,JR 311 

als synoniemen gebruiken - het wordt pas een JR 3 na de keuze 

van een zg. affiene basis, d.w.z. een viertal punten 

(0, E1 , E2 , E3 ). Die punten mogen niet in een vlak liggen, maar 

verder kunnen ze geheel vrij gekozen worden. 

Coordinatentransformaties 

De vrijheid die we hebben om O, en vervolgens E1 , E2 en E3 te 

kiezen, moeten we zorgvuldig benutten, want iedereen weet dat 

rekenen in een onhandig gekozen coordinatenstelsel de eenvou­

digste sommetjes in een hopeloze janboel van onoverzichtelijke 

rekenpartijen kan veranderen. Maar omdat die vrijheid van 

keuze van zo'n affiene basis er is, moeten we natuurlijk ook 

weten wat er gebeurt als we op een andere affiene basis 

(O', E1 1 , E2 1 , E3 1 ) overstappen. En daar komt dan voor het 

eerst een matrix om de hoek kijken. 

Als (x 1 ,x2 ,x3 ) de coordinaten zijn van een punt X met 

betrekking tot de basis (0, E1 , E2 , E3 ), en als (x 1 •,x2 •,x 3 •) 

de coordinaten zijn van datzelfde punt X ten opzichte van 

een andere affiene basis (O', E1 ', E2 1 , E3 1 ), dan is er. zoals 

U weet een betrekking van de vorm 

x1 
t = a11 x1 + a12x2 + a13x3 

x2 
I = a21x1 + a22x2 + a23x3 

x3 
I 

a31x1 + a32x2 + a33x3 



waarbij de getalle~ a .. en bk alleen van de basisovergang 
J.J 

afhangen. In matrixnotatie met vectoren:in kolomvorm: 

x' A x + b 

De matrix A is daarbij inverteerbaar, m.a.w. de determinant 

det(A) is niet nul. 

29 

Hoe vind je de matrix A en de vector b? In het algemeen 

zullen de coordinatenvectoren ~·, ~ 1 ', ~ 2 1 , ~ 3 1 van de nieuwe 

basispunten O', E 1 ', E2 1 , E3 1 ten opzichte van de oude basis 

bekend zijn. En de coordinatenvectoren van deze punten t.o.v. 
t t t de nieuwe basis zijn respectievelijk (O,O,O), (1,0,0), (0,1,0), 

t 
(O,O, 1). Bijgevolg geldt 

dus 

rn1 

!!I 

Ao' + b 

I ~] = e 1 - o' 
0 -1 -

-1 
' A l!J 

-1 
' A l~J = e ' - o'. -3 

De matrix A- 1 bevat blijkbaar als kolommen de verschilvectoren 

~i' - ~·· Een matrixinversie geeft dus de gezochte matrix A. 

De resterende onbekende, de vector ~· is dan ook onmiddellijk 

gevonden: b=-Ao'. 

Affiene afbeeldingen 

We hebben een matrix gebruikt als hulpmiddel om een coordinaten­

transformatie tot stand te brengen. YAGLOM spreekt van de 

"alias-functie" van de vergelijking !' = A ! + b : de punten X 

blijven onveranderd, maar ze krijgen een andere naam, d.w.z. 

andere coordinaten. We kunnen die vergelijking echter ook 

anders interpreteren, namelijk als een afbeelding van IR 3 op 

zichzelf, die daarmee ook een afbeelding 0(. van de affiene ruimte 

op zichzelf met zich meebrengt. Dit is de zg. "alibi-interpre­

tatie": we blijven met dezelfde affiene basis (0, E 1 , E2 , E3 ) 

werken, maar voegen aan elk punt X met coordinaten x nu een 
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punt ex. (X) = X' met coordinaten ~· = A ~ + b toe. Dit is een 

affiene afbeelding, dat wil zeggen dat de affiene structuur 

behouden blijft: equivalente puntenparen gaan over in equivalente 

puntenparen, en op de onderliggende vectorruimte van equivalen­

tieklassen werkt de afbeelding als een lineaire afbeelding. 

Gaat U maar na. 

Er zijn natuurlijk allerlei bijzondere affiene afbeeldin­

gen in de ruimte. We hebben het nog maar even gehad over lengte, 

en helemaal nog niet over hoeken. In affiene termen of in 

vectortermen moet je daarvoor nog wat extra structuur introdu­

ceren, bijvoorbeeld een inwendig product. Als je dat hebt, kun 

je ook orthonormale bases definieren, en isometrieen en 

gelijkvormigheidstransformaties onderzoeken. Dat leidt dan al 

snel tot orthogonale en symmetrische matrices, waarmee we weer 

terug zijn bij het hoofdonderwerp van deze cursus. Maar ik wil 

vandaag deze min of meer platgetreden paden vermijden, en met U 

terugkeren naar het brede terrein van de affiene meetkunde 

pur sang. Wel gaan we ons losmaken van dat ene concrete voor­

beeld van de driedimensionale "fysische" reele affiene ruimte. 

Affiene ruimten in het algemeen 

Bij vectorruimten bent U al aan een abstracte definitie gewend. 

Elke niet-lege puntverzameling V in de wiskunde waarop een 

optelling en een scalaire vermenigvuldiging gedefinieerd zijn 

die voldoen aan de axioma's, heet een vectorruimte. De scalairen 

kunnen bovendien nog genomen worden uit een willekeurig lichaam 

K. We spreken dan van een vectorruimte over K. De wiskunde zit 

barstens vol met allerlei soorten vectorruimtem. Meestal over 

lR of over C, maar tegenwoordig zijn in de Discrete Wiskunde ook 

vectorruimten over eindige lichamen belangrijk geworden, 

vooral natuurlijk de vectorruimten over het lichaamlF2 dat 

slechts uit de twee elementen 0 en 1 bestaat. 

Ook affiene ruimten over een willekeurig lichaam K kunnen 

we axiomatisch definieren. Het pad daarvoor is eigenlijk hier­

boven al geeffend. Omdat U vertrouwd bent met vectorruimten, 

is het 't gemakkelijkst om van een abstracte vectorruimte V over 

een lichaam K uit te gaan. Werkt U liever wat concreter, dan kunt 
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weer een voorbeeld in gedachten nemen. Maar nu eens een ander 

dan hierboven. BLjvoorbeeld als lichaam K het lichaam JF 3 bestaan­

de uit de drie elementen O, 1 en 2 met optelling en vermenigvul-
2 diging modulo 3. Voor de vectorruimte V zouden we dan JF 3 kunnen 

nemen, dat wil zeggen de verzameling van alle geordende paren 

(x,y) met x en y uit JF 3 . Hier is een schematisch plaatje van V: 

( 2 ' 1 ) ( 0 ' 1 ) ( 1 ' 1 ) 

( 2 , 0) ( 1 , 0 ) 

( 2, 2) ( 0, 2) ( 1 , 2 ) 

De lineaire deelruimten zijn ook aangegeven. Het zijn de 

nulvector 

t(O,O), 

l(O,O), 

t(O,O)} op zichzelf, vier eendimensionale deelruimten: 

(1,0), (2,o) 1 {(o,o),(o,1J, (o,2J 1 
(1,1), (2,2)} l(0,0),(1,2), (2,1) ~ 

en natuurlijk de gehele ruimte V. Let wel, de getekende lijnen 

zijn slechts bedoeld om aan te geven welke drietallen punten 

samen een eendimensionale deelruimte vormen. 

Van meetkundig standpunt uit bezien is dit echter nogal 

onbevredigend. De nulvector neemt als punt duidelijk een zeer 

bijzondere positie in. We zouden liever een homogene puntverzame­

ling hebben. En als "lijnen" zouden we er ook graag drietallen 

bijnemen als l(2,1), (0,1) (1,1)\ of {t1,1), (1,0), (1,2)j 

kortom, alle deelverzamelingen van de vorm 

ax + by = c l 

voor zekere a, b, c € JF 3 met a en b niet beide nul, en c ongelijk 

aan nul. Er zijn nog precies 8 van die "eendimensionale lineaire 
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varieteiten". Hierboven hebben we ze erbij getekend. Nu ziet 

het er wel homogeen uit: vier lijnen door elk punt, drie punten 

op elke lijn, en elk punt en elke lijn past precies op dezelfde 

manier in het geheel. Maar nog steeds is de vectorruimtestruc­

tuur aan een bepaald punt opgehangen. Wat is daar aan te doen? 

Opnieuw vrije vectoren 

De true is om weer met pijlen te gaan werken, dat wil 

zeggen met geordende puntenparen. Of liever gezegd, met 

equivalentieklassen van pijlen. Ziet U al pijlen die onderling 

equivalent genoemd zouden mogen worden? Wat dach~ U bijvoorbeeld 

van de pijlen ((0,1), (1,1)) en ({2,2), (0,2)), of van 

((2,0), (0,1)) en ((0,2), (1,0)) ? Het gaat gewoon om verschil­

vectoren: we definieren (P,Q) V> (R,S) als Q - P = S - R. 

Die verschilvectoren zijn inderdaad welbepaald, want V is immers 

een vectorruimte (bedenk ook dat we in dit voorbeeld modulo 3 

moeten rekenen! ). Er ontstaat zo een nette equivalentierelatie, 

en de equivalentieklassen kunnen we weer "vrije vectoren" 

noemen. Hoe tel je ze op? Natuurlijk als volgt: 

({0,1),(1,1)) + {(2,0),(0,1)) = ((0,1),{1,1)) + ({1,1),(2,2)) 

( ( 0' 1)' ( 2 '2)). 



Dit is de gewone kop-aan-staart-constructie. U verifieert 

onmiddellijk dat deze definitie onafhankelijk is van de keuze 

van de representanten. De scalaire vermenigvuldiging is ook 

simpel. Bijvoorbeeld: 
~~~~~~~~""' 

((0,2) ,(2,2)). 2 ((0,1),(1,1)) = 
De algemene definities liggen direct voor de hand. Op deze 

manier wordt de vectorruimtestructuur van V overgeplant naar 
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de verzameling van vrije vectoren. Dat wordt de "onderliggende" 

vectorruimte, een vectorruimte op de achtergrond die isomorf 

is met V. 

Laten we voordat we verder gaan met affiene bases en 

coordinaten, nog even recapituleren hoe je in het algemeen 

van een willekeurige vectorruimte V over een lichaam K een 

affiene ruimte maakt: als punten neem je gewoon de elementen 

van V,maar de vectorruimtestructuur plant je over naar de 

verzameling van vrije vectoren, dat wil zeggen de verzameling 

van alle equivalentieklassen van geordende puntenparen. De 

equivalentierelatie wordt daarbij als volgt gedefinieerd: 

(P,Q) V>(R,S) als Q - P = S - R. 

Affiene deelruimten zijn natuurlijk de deelverzamelingen die 

op zichzelf beschouwd al een affiene ruimte zijn. Het is niet 

moeilijk om na te gaan dat dit precies de "lineaire varietei­

ten" in V zijn, de al dan niet "verschoven" lineaire deelruimten. 

Een (k+1 )-tal punten (0, E 1 , ... , Ek) noemen we affien 

onafhankelijk als de equivalentieklassen van de pijlen (O,E.) 
l 

lineair onafhankelijk zijn in de onderliggende vectorruimte. 

We spreken van een affiene basis als ze een (lineair~) basis 

van die vectorruimte vormen. Onder de affiene coordinaten van 

een punt X t.o.v. 
~ 

zo'n basis verstaan we de coordinaten van de 

vector (O,X) met betrekking tot de basis .... ' 
in de onderliggende vectorruimte. Die coordinaten vormen een 

rijtje ... ' xk) met x. f!: K. Door de keuze van een 
l 

affiene basis wordt de affiene ruimte dus getransformeerd 

de vectorruimte 

in 

{ ( x 1 ' ••.. ' xk) 1 ' ••• ' k ~ 

en daarin kan gerekend worden. Dat rekenen proberen we natuurlijk 
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zo simpel mogelijk te houden door de basis handig te kiezen. 

Affiene meetkunde 

Het bovenstaande overziende concluderen we dat, los van enige 

meetkundige achtergrond, uit elke axiomatisch gedefinieerde 

abstracte vectorruimte over een willekeurig lichaam een 

affiene ruimte kan warden gemaakt. Bijvoorbeeld uit de vector-
. 2 ruimt e IF 3 , 

vectorruimte 

zoals we hebben gezien. Maar eveneens uit de 

JR 3 , die ook helemaal axiomatisch gedefinieerd 

wordt als de verzameling van geordende drietallen reele 

getallen. En reele getallen kunnen geheel los van elke 

meetkundige vooronderstelling warden geconstrueerd. De reele 

affiene driedimensionale ruimte kan dus geheel zonder meetkundige 

axioma's worden gedefinieerd. Het is logisch gezien een 

wiskundig model dat geed bruikbaar blijkt te zijn bij het 

beschrijven van de fysische ruimte om ons heen. 

Affiene meetkunde is de term die we gebruiken om de studie 

te beschrijven van de structuur van affiene ruimten in het 

algemeen. Ons woordgebruik daarbij is sterk beinvloed door dat 

ene prototype waarmee alles begonnen is, de reele "fysische" 

affiene ruimte, met daarin punten, lijnen, vlakken, veelhoeken, 

veelvlakken, etc. Bij die studie speelt het rekenen met 

coordinaten natuurlijk een belangrijke rol. En vanzelf komen 

dan ook matrices (met getallen uit het lichaam K) tevoorschijn. 

We zullen dat illustreren aan de hand van een "case study": 

een onderwerp getiteld affien regelmatige veelhoeken. 
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Affien regelmatige veelhoeken 

We keren weer even terug naar de ruimte om ons heen, en de 

bekende euclidische meetkunde er in. Als je een regelmatige 

n-hoek onderwerpt aan een scheve parallelprojectie, gaat er veel 

van de regelmaat verloren. De hoeken en de zijden zijn niet 

meer onderling gelijk. Maar er blijft ook iets behouden. 

Evenwijdige lijnenparen gaan bij zo'n projectie altijd weer in 

evenwijdige lijnenparen over. Teken je in een regelmatige 

n-hoek alle diagonalen, dan zie je nogal wat evenwijdige 

paren lijnstukken. Die moeten dus allemaal in de projectie ook 

evenwijdig blijven. Deze evenwijdigheidseigenschappen zijn 

zelfs tot op zekere hoogte karakteristiek voor parallelprojec­

ties van regelmatige n-hoeken. Denkt U zich maar eens in dat 

we van zo'n projectie van (bijvoorbeeld) een regelmatige 

tienhoek vier opvolgende hoekpunten P 1 , P2 , P3 en P4 op het 

hebben staan, en dat de rest per ongeluk is uitgeveegd. Dan 

kunnen we P5 terugvinden door een lijn te tekenen door P2 
evenwijdig aan P3P4 , en die te snijden met de lijn door P 1 
evenwijdig aan P2P4 • Het snijpunt moet dan P 5 zijn. 

--- ---­::::"- -

- __ .... p5 

- ---
En hebben we P5 , dan is op dezelfde manier uit het viertal 

bord 

P2 , P3 , P4 , P5 het zesde punt P6 te vinden, enzovoorts. Vier 

opvolgende hoekpunten en een eenvoudig constructievoorschrift 

leggen de geprojecteerde regelmatige tienhoek dus volledig vast. 

En dat geldt natuurlijk niet alleen voor tienhoeken, maar in 

het algemeen voor alle n-hoeken. 
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Vier beginpunten. Kunnen die zo maar willekeurig gekozen 

worden? Natuurlijk niet. Zeker zal ook moeten gelden dat P 1P4 
en P2 P3 evenwijdig ziJn. Dus P 1P2 P3P4 moet een trapezium zijn. 

En verder? Je kunt natuurlijk met een willekeurig trapezium 

beginnen, en kijken wat er gebeurt. Misschien kom je na een 

aantal stappen weer op het uitgangspunt terug. Maar misschien 

ook niet. Het wordt tijd om de zaak eens analytisch aan te 

pakken, anders komen we niet verder. 

Regelmatige veelhoeken in een willekeurig affien vlak 

Laat V een affien vlak zijn over een lichaam K. Een n-hoek 

is een cyclisch geordend rijtje van n punten P 1 , P2 , ... , Pn. 

We zullen steeds veronderstellen dat n minstens 3 is, en dat 

niet alle punten op een lijn liggen. Verder laten we alle 

euclidische achtergronden over regelmatige veelhoeken rusten. 

We defini!ren affien regelmatige veelhoeken op de volgende 

manier: 

DEFINITIE: de n-hoek P 1 , ... , Pn heet (affien) regelmatig als 

1) PiPi+ 1 II Pi_ 1Pi+ 2 voor alle i, en 

2) pipi+2 l1 Pi-1Pi+3 voor alle i 
(we gebruiken de cyclische notatie: Pi+n 

P = P , P 1 = P 1 , etc.) o n - n-

P. 
1 

voor alle 1. Dus 

Natuurlijk is het helemaal niet zeker dat deze definitie iets 

oplevert dat een beetje aansluit bij ons intuitieve idee van wat 

een "affien regelmatige veelhoek'' zou moeten zijn. Maar het 

b~venstaande geeft misschien wel enige hoop dat we - althans in 
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het regle affiene vlak - krijgen wat we hebben willen. 

Een paar eenvoudige gevallen 

Eerst maar eens een paar simpele consequenties van de definitie. 

Hoe zit het als bijvoorbeeld n = 3? Dan staat er voor i = 1: 

1) P 1P2 II P3P 3 en 

2) P1P311 P3P1. 

Voor i = 2 en i = 3 krijgen we iets dergelijks. Maar dat zijn 

lege eisen: er is altijd aan voldaan, als we tenminste onder 

P 3P 3 gewoon het punt P3 verstaan, en afspreken dat elk punt 

evenwijdig is met elke lijn. Inderdaad is het niet zo gek om 

elke driehoek affien regelmatig te noemen. In het regle geval 

kun je elke driehoek krijgen als projectie van een regelmatige 

driehoek. In het algemeen is elke driehoek ook een affiene 

basis van het affiene vlak. Elke driehoek is dus ook door een 

affiene transformatie in elke andere driehoek over te voeren. 

1 ) 

2) 

Wat zijn de eisen bij vierhoeken? Neem eerst maar veer i=1. 

Voor de andere drie waarden van i krijg je net zo iets. Nu is 

telkens de tweede eis leeg. En de eerste eis komt er op neer 

dat de vierhoek een parallellogram moet zijn. Parallellogrammen 

zijn blijkbaar de affien regelmatige vierhoeken. 

Voor vijfhoeken kunnen de voorwaarden vertaald worden in 

de eis dat elk van de vijf diagonalen evenwijdig moet zijn 

aan de tegenover liggende zijde. 
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Het spoor 

Nu de analytische aanpak. Laat (P 1 , ... , Pn) een affien regel­

matige n-hoek zijn. Nog steeds veronderstellen we dat n ~ 3 is, 

dat niet alle punten op een lijn liggen, en dat alle punten 

verschillend zijn. We gebruiken weer de cyclische notatie. 

Stel dat P_ 1 , P0 , P 1 niet op een lijn liggen. Kies deze 

drie punten dan als affiene basis, en neem de coordinaten zo, 

dat P_ 1 = (0,1), P0 = (0,0) en P 1 = (1,0). Dan moet P2 
ergens op de lijn x 2 = 1 liggen, dus P2 = (b+1,1) voor zeker 

getal b E K. (Waarom we b+1 schrijven en niet b, zal zodadelijk 

blijken.) 

( 0' 1 ) ( b+ 1 '1 ) 

( 0 '0) ( 1 '0) 

We zien dat de gevallen b = -1 en b = 0 corresponderen met 

n = 3 (de driehoek) en n = 4 (de regelmatige vierhoek, oftewel 

het parallellogram). Voordat we verder gaan merken we op dat 

er natuurlijk een affiene afbeelding <X is die het drietal 

(P_ 1 ,P0 ,P 1 ) overvoert in het drietal (P 0 ,P 1 ,P2 ), namelijk 

(in het gekozen coordinatenstelsel): 

I:~: I b 

Deze afbeelding C:X. is een speciale affiene afbeelding in de 

letterlijke zin van het woord: de determinant van het lineaire 

deel (gegeven door de 2x2 matrix) is gelijk aan 1. U ziet ook 

dat CX. inderdaad een lineaire afbeelding induceert op de 

vectorruimte van de verschilvectoren. 

De affiene afbeelding OC wordt slechts door een parameter 

bepaald: het getal b. Dat getal is ook het spoor van de matrix 

A die bij 0<. hoort. Het legt bovendien de plaats van P2 vast 

op de lijn door P_ 1 evenwijdig aan P0 P 1 . 
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Wat zou de afbeelding ex. trouwens doen met het punt P2 ? 

We weten dat P_ 1 overgaat in P0 , P0 in P 1 , P 1 in P2 . Het is niet 

moeilijk te bewijzen wat U natuurlijk al vermoedt: CX.(P 2 ) = P3 
en zo verder: Ol verwisselt alle hoekpunten cyclisch! Dat bete-

kent ook dat O(n alle punten weer op hun plaats brengt, en omdat 

P_ 1P0 P 1 een affiene basis is, moet dus gelden dat o<..n de 

identieke afbeelding is. De orde van 0(. in de groep van alle 

affiene transformaties is dus precies n. 

Het middelpunt van een regelmatige veelhoek 

Laten we eens kijken of l:X. invariante punten heeft. Als (x 1 ,x2 ) 

de coordinaten van zo'n punt zijn, moet dus gelden 

x 1 b x 1 - x 2 + 1 

x 2 x 1 

dus 
-1 x 1 = x 2 = ( 2 - b) • 

Natuurlijk moeten we b ~ 2 veronderstellen. Het geval b 2 

zullen we apart bekijken. 

Als b ~ 2 dan is M ((2-b)- 1 ,(2-bJ- 1 ) het enige invariante 

punt van 0(. We noemen M dan het middelpunt van de regelmatige 

veelhoek. Het ligt voor de hand om dan op nieuwe affiene 

coordinaten over te stappen door M als oorsprong te kiezen. 

Nemen we verder P 1 = (1,0) en P 2 (0,1), dan wordt ex.: 

0 

(bedenk dat de determinant en het spoor niet veranderen door 

coordinatentransformaties!). 

De gevallen K JR en K 

Stel dat we te maken hebben met een reeel of een complex affien 

vlak. Omdat oc.n id, moeten de twee (complexe) eigenwaarden 

voldoen aan A.n 1, en omdat hun product gelijk is aan de 

determinant, dus gelijk is aan 1, zijn het complex geconjugeerde 

primitieve n-de machts eenheidswortels, d.w.z., ze zijn van de 
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vorm 
+·e e - i met 0 = 2 k TI' d ( k ) 1 n en g. g. . ,n = . 

b = 
En het epoor? Dat is de som van de eigenwaarden, dus 
i0 -i A . . 

e + e = 2 cos~ . Hiermee zien we welke waarden van b 

in aanmerking komen voor regelmatige n-hoeken in het reele of 

complexe affiene vlak. En kiezen we dan wederom nieuwe coordi­

naten, nu met M = (0,0), P 1 = (1,0), P2 =(cos 0, sin0), dan 

meet C( blijkbaar van de vorm zijn: 

! :~:) = l cos e 
sine 

(weer geldt dat de determinant 1 meet zijn, en het spoor is 

b = 2 cos e ) . 
Nu herkennen we O(; : het is (t.o.v. het standaardinproduct 

in dit coordinatenstelsel) de gewone rotatie om M over een 

hoek 0 , en de affien regelmatige n-hoek is de gewone euclidi­

sche regelmatige n-hoek (eventueel een ster-n-hoek als k groter 

dan 1 is). 

Het geval b = 2 zouden we neg apart bekijken. In de 

oorspronkelijke coordinaten is ()( dan: 

X 1 I : 2 X 1 - x 2 + 1 

x2' = x1 

Hieruit volgt x 1 • - x2 • = x 1 - x2 + 1. Omdat P0 (0,0) 

betekent dit dat Pi meet liggen op de lijn x 1 - x2 = i. 

Voor varierende i staat hier een serie evenwijdige lijnen. 

Maar als dit allemaal zo is, dan kan P = P niet waar zijn, n o 
althans niet als K = IB of K =CC. 

Eindige affiene vlakken 

Het kan natuurlijk wel als Keen eindig lichaam is, en dat is 

eigenlijk veel interessanter. Want wat is er dan aan de hand? 

Stel K =IF , een lichaam met q elementen. Uit de algebra weten 
q r 

we dat q dan de macht van een priemgetal meet zijn, dus q = p 

met p een priemgetal. De gehele opzet van het bovenstaande 

blijft geldig. In het bijzonder de uitgangssituatie met de 
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coordinatenkeuze P_ 1 = (0,1), P0 = (O,O), P 1 = (1,0) en 

P2 = (b+1,1). Er zijn nu precies q mogelijke posities voor het 

punt P2 op de lijn x2 = 1, corresponderende met de q verschil­

lende waarden van het spoor b. Elke b geeft automatisch een 

zekere regelmatige n-hoek, want bij affiene vlakken over 

eindige lichamen heeft elke affiene afbeelding een eindige orde. 

We kunnen het bijvoorbeeld eens nagaan voor het geval dat 

K = JF 3 . We hebben al gezien dat b = -1 (=2) een driehoek, en 

b = 0 een vierhoek (parallellogram) geeft. Blijft over b = 1. 

Dan is P_ 1 = (0,1), P0 = (0,0), P 1 = (1,0), P2 = (2,1) en 

(steeds <X. toepassen) P3 = (2,2), P4 = (1,2) en P5 = (0,1) P_ 1 • 

Het is blijkbaar een regelmatige zeshoek. In het affiene vlak 

over JF 3 bestaan blijkbaar alleen maar reg~lmatige driehoeken, 

vierhoeken en zeshoeken. 

Op net zo'n mani~r kunnen we het geval K = JF 5 behandelen. 

Al s b = -1 ( = 4) dan is n = 3; al s b = 0 dan is n = 4 , en op 

grond van het slot van de vorige paragraaf moet b = 2 wel n = 5 

geven (want op elke lijn x 1 - x2 
n-hoek). Net als zopas geeft b = 

i ligt een hoekpunt van de 

de regelmatige zeshoek (n 6), 

en ons rest dus nog slechts het geval b = 3. De berekeningen 

kunnen dan aanzienlijk versneld worden als we over gaan op 

nieuwe coordinaten met het middelpunt als de oorsprong, en 

P 1 = (1,0), P2 = (0,1). Hierboven hebben we gezien dat ex. dan 

de volgende gedaante krijgt (b = 3): 

I :: : \ = l 0 - ~ J I :: I 
Hiermee berekenen we P3 = (4,3), P4 = (2,3), P5 = (2,1), 

P6 = (4,0), P7 = (0,4), P8 = ( 1,2), P9 = (3,2), P 10 = (3,4) en 

P 11 = (1,0) = P 1 . Dit is dus een regelmatige tienhoek. 

Voor K =JF7 vindt men op dezelfde manier dat met 

b = O, 1, ... , 6 corresponderen resp.n = 4, 6, 7, 8, 8, 14, 3. 

Iets lastiger worden de berekeningen als q een echte macht van 

een priemgetal is. Voor q = 2 3 = 8 zijn de mogelijke waarden 

voor n: 4, 3, 7 en 9, De zevenhoeken en negenhoeken komen 

dan ook nog elk in drie verschillende soorten voor. 

Al deze, min of meer experimenteel verkregen gegevens 

vragen natuurlijk om een algemeen resultaat. Hier is het: 
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STELLING (J.van de CRAATS & J.SIMONIS, 1986): In het affiene 

vlak over JF (q = pr, p priem) bestaan regelmatige n-hoeken 
q 

dan en slechts dan als n ( f 3) voldoet aan een van de volgende 

voorwaarden: 

n p, 

n = 2p' 

n is een deler van q-1 ' 

n is een deler van q+ 1. 

Bij het bewijs spelen de eigenwaarden van het lineaire deel 

van 0( (in JF of een uitbreidingslichaam van JF ) de hoofdrol. 
q q 

Gevraagd naar z'n mening over de rol van matrices in de meetkunde 

schijnt een beroemd wiskundige eens te hebben opgemerkt dat 

de wiskunde er altijd beter van wordt als je matrices zoveel 

mogelijk tracht te vermijden. Met deze enigszins provocerende 

uitspraak bedoelde hij natuurlijk dat je rekenpartijen zoveel 

mogelijk uit de weg moet gaan, en moet proberen coordinaatvrije 

formuleringen en resultaten te verkrijgen. Toch zijn matrices, 

mits met beleid gehanteerd, een fraai hulpmiddel om meetkundige 

problemen op te lossen. Ik hoop daarvan een boeiend voorbeeld 

te hebben gegeven. 
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verschijnt binnenkort 

Opgaven: 

Als toegift nog een paar oefenvraagstukken voor de geinteres­

seerde toehoorder. 

1. Bewijs dat in een affien regelmatige zeshoek de drie diagonalen 

die overstaande hoekpunten verbinden, door een punt gaan. 

2. Bewijs dat de hoekpunten van de regelmatige tienhoek in het 

vlak over JF 5 afwisselend op twee parallelle lijnen liggen. 

Probeer dit resultaat te generaliseren. 
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3. Bewijs: zijn in een vijfhoek vier diagonalen evenwijdig met vier 

zijden, dan is de vijfde diagonaal evenwijdig met de vijfde 

zij de. 

4. Gegeven Z1Jn vier lijnen L 1 , L2 , L3 , L4 die elkaar in zes 

verschillende punt en P .. = L. n L. ( i 'F j) snij den. Bewij s 
1 J 1 J 

dat de middens van de drie lijnstukken P 12 P34 , P 13P2 4 en 

p14p23 op een lijn liggen. 

5, Gegeven zijn vijf verschillende punten P 1 , P2 , P 3 , P4 , P 5 in de 

ruimte, en stel dat t een wortel is van de vergelijking 

t 2 = t + 1. Bewijs dat de vijf punten 

Qi 2+t (Pi-1 + t 1\ + Pi+1) 

de hoekpunten vormen van een vlakke affien regelmatige vijfhoek. 

(bij opgave 4) 
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MATRICES EN GRAFEN 

In dit hoofdstuk zullen we met behulp van matrices enige resultaten afleiden 

voor grafen en andere combinatorische structuren. Matrixtheorie is een zeer 

belangrijk hulpmiddel in de combinatoriek. Er zijn belangrijke resultaten 

die puur combinatorisch van aard zijn, maar die zonder gebruik van matrix­

theorie onoplosbaar lijken. In veel gevallen blijkt dan bet bewijs met behulp 

van matrices verrassend elementair te zijn. In dit hoofdstuk worden eni~e 

voorbeelden van dit verschijnsel behandeld. 

We gebruiken de volgende notatie. Een matrix waarvan elk element 1 is note­

ren we als J, eno staat voor de matrix waarvan elk element 0 is. Een vector 

waarvan elke coordinaat 1 is (een kolom van J dus) noteren we als j. 

§ 1 DE ONGELIJKHEID VAN FISHER 

Beschouw bet voorbeeld van de tramlijnen en haltes uit Hoofdstuk 1. Dit tram­

net voldoet aan de eigenschap dat elke twee haltes op precies een tramlijn 

liggen (tramreizigers hoeven dus niet over te stappen of te twijfelen over 

de te nemen lijn). Bovendien heeft elke lijn evenveel haltes en ligt elke 

halte op precies evenveel lijnen. Men kan zich afvragen onder welke voor­

waarden zo'n tramnet te realiseren is en wat voor eigenschappen er kunnen 

worden afgeleid. Een belangrijke eigenschap is de ongelijkheid van Fisher 

die zegt dat als niet alle haltes op een tramlijn liggen, er tenminste zo­

veel tramlijnen als haltes zijn. Het bewijs van deze ongelijkheid is een 

mooie illustratie van bet gebruik van matrices. We zullen in deze paragraaf 

dit bewijs dan ook geven. 

Behalve Fishers ongelijkheid zijn er nog andere voorwaarden bekend die nodig 

zijn voor bet bestaan van zo'n tramlijnen stelsel. Ook zijn er verschillende 

constructiemethoden bekend. Maar lang niet alles is hiermee gedekt. Een van 

de grote open problemen in dit vakgebied is de vraag of er zo'n tramlijnen­

net bestaat met 100 haltes en 10 haltes per lijn (bet zogeheten affiene vlak 

van de orde 10). 

Het tramnet is een speciaal geval van een blok-design. Een blok-design met 

parameters v,b,k,r en A (1.;;;;k.o;;;v-1) is een verzameling V met v elementen sa­

men met een collectie deelverzamelingen van V, blokken geheten (b is bet 
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aantal blokken), zodanig dat aan de volgemle eis.en is voldqan. 

i. Elk blok heeft k elementen, 

ii. elk element van V zit in precies r blokken, 

iii. elk paar elementen van V komt voor in precies A blokken. 

Het stelsel tramlijnen uit Hoofdstuk 1 is een voorbeeld van een blok-design 

met parameters v = b = 7, k = r = 3 en A= 1. Overigens is de bovenstaande defi­

nitie overbepaald. Met behulp van teltechnieken kan eis (ii) uit (i) en (iii) 

worden afgeleid. Blok-designs worden ondermeer gebruikt bij statistische 

proeven. De consumentenbond wil bijvoorbeeld de smaak testen van 7 merken 

cola. Daartoe krijgt een aantal proefpersonen ieder 3 merken cola om op 

smaak te vergelijken. Orn de test zo eerlijk mogelijk te houden is het van 

belang dat elk merk even vaak wordt geproefd en dat elk tweetal merken door 

evenveel proefpersonen wordt vergeleken. Het tramlijnennet uit Hoofdstuk 1 

geeft een mogelijk schema voor deze cola test. 

Bij een blok-design hoort een incidentiematrix N. De rijen van N zijn de 

elementen van V en de kolommen van N zijn de blokken. Verder is N als volgt 

gedefinieerd. 

(N) ij = { 
als element i in blok j zit, 

0 anders. 

We zullen eis (i) t/m (iii) vertalen in termen van matrix N. Eis (i) bete­

kent dat elke kolomsom van N gelijk is aan k, dus 

i'. k j. 

Evenzo is eis (ii) gelijkwaardig met 

ii'. Nj r j. 

Eis (iii) betekent dat (NNt) .. = A voor i '1 j, immers 
l] 

t 
(NN )ij is het inwen-

dig product van rij i met rij j en dus gelijk aan het aantal malen dat er 

op overeenkomstige posities een 1 staat. Hieruit volgt 

iii'. A J + (r - A) I. 
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De stelling van Fisher is een direct gevolg van (iii'). 

STELLING 1. Voor een blok-design met parameters v,b,k,r en A geldt 

b ;;i: v. 

BEWIJS. We zullen laten zien dat rang N = v. Hieruit volgt meteen de onge­

lijkheid want de rang van een matrix is niet groter dan het aantal kolommen. 

We def inieren 

N' = _1_ Nt _ __A __ J 
r-A r(r-A) • 

Het is niet moeilijk in te zien dat r-A 1' 0 als 0 < k < v, zoals vereist in de 

definitie. Gebruik makend van (ii') en (iii') vinden we 

NN' _1_ NNt _ _E.L J 
r-A r(r-A) 

_A_ J + I __ A_ J 
r-A r-A I. 

Een fundamentele eigenschap van de rang zegt dat de rang van het product van 

matrices niet groter i's dan de ranq van elke factor. Daarom geldt 

rang N ;;i: rang NN' • 

Met rang NN' = rang I = v en rang N ~ v volgt hieruit dat rang N 

mee is de ongelijkheid van Fisher bewezen. 

v. Hier-

Bovenstaande afleiding wijkt iets af van de gebruikelijke bewijsmethode. 

Meestal wordt bewezen dat NNt = AJ + (r-A) I niet singulier is, .waaruit de 

ongelijkheid volgt op dezelfde manier. Het voordeel van onze aanpak is dat 

er meteen conclusies getrokken kunnen worden voor het geval v =b. Het blok­

design wordt dan symmetrisch genoemd. Inderdaad, als v = b dan is N' de in­

verse matrix van N. Er geldt dus 

NN' N'N I. 

Met (i' ) volgt 

N'N 
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Er geldt dat k = r als b = v, want het totaal aantal enen in N is zowel gelijk 

aan bk als aan vr. Dus volgt nu 

Dit betekent dat Nt ook de incidentiematrix is van een blok-design. Anders 

gezegd, de doorsnede van elk tweetal blokken bevat precies A elementen. 

§ 2 GRAFEN EN EIGENWAARDEN 

Beschouw de volgende graaf 

0~1 
6 7 

4 . 5 

Bij deze graaf maken we de zogeheten verbindingsmatrix A als volgt 

0 2 3 4 5 6 7 
0 0 1 1 0 0 0 0 

1 0 0 0 0 0 
2 0 0 0 0 0 
3 0 1 0 0 0 0 

Al 4 0 0 0 0 0 
5 0 0 0 1 0 0 1 
6 0 0 1 0 0 0 
710 0 0 0 0 

Dus (A) ij = 1 als punt i en j verbonden zijn en (A) .. = 0 als i = j of als i en 
1.J 

j niet verbonden zijn. Als we de punten van Gl in een andere volgorde zetten 

krijgen we een andere verbindingsmatrix. Bijvoorbeeld 

0 3 5 6 7 4 2 1 
olo 0 0 0 0 
1 io 0 0 0 1 0 

2 10 0 0 0 0 

A' 3 10 0 0 0 0 
1 4 0 1 1 0 0 0 0 

5 1 0 1 1 0 0 0 0 
6 1 1 0 1 0 0 0 0 
7 1 0 0 0 0 0 

Het is duidelijk dat A1 en Al dezelfde eigenwaarden hebben, immers 

det (A1 - x I) = det (Al - x I). In het algemeen geldt dat de eigenwaarden van 

de verbindingsmatrix van een graaf niet afhangen van de volgorde van de pun-
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ten. We spreken daarom vaak kortweg over de eigenwaarden van een graaf. De 

liefhebber kan verifieren dat de eigenwaarden van G1 zijn 3,1,-1 en -3 met 

multipliciteiten 1,2,2 en 1 respectievelijk. In dit hoofdstuk beschouwen we 

alleen eindige grafen, ongericht,en zonder lussen of meervoudige verbin­

dingen. Dit houdt in dat de verbindingsmatrix symmetrisch is met 0 op de 

diagonaal en 0 of 1 elders. De eigenwaarden zijn dan reeel en we noteren ze 

als \;;;, ..• ;;;, Av; , waarin v het aantal punten van de graaf is. We zullen nu 

een aantal begrippen introduceren. 

Een graaf heet k-regulier als elk punt met precies k punten verbonden is. 

Bijvoorbeeld G1 is 3-regulier. 

Een (niet lege) qraaf heet bipartiet als de yiunten in twee deelverzamelingen 

verdeeld kunnen worden, zodanig dat er binnen de beide deelverzamelingen 

geen verbindingen bestaan. Graaf G1 bijvoorbeeld is bipartiet, hetgeen duide­

lijk wordt geillustreerd door matrix Ai . 

Een graaf beet samenhangend als vanuit elk punt naar elk ander punt een wan­

deling is via de verbindingen. Graaf G1 is bijvoorbeeld samenhangend. 

Veronderstel nu we hebben een k-reguliere graaf G met verbindingsmatrix A. 

Dan is elke rijsom (en kolomsom) van A gelijk aan k. Hieruit volgt 

A j k j. 

Dusk is een eigenwaarde van G met eigenvector j. De volgende stelling laat 

zien dat k een bijzondere eigenwaarde is. 

STELLING 2. Voor een k-reguliere graaf G geldt 

i. Al = k met eigenvector j, 

ii. als G samenhangend is dan heeft k multipliciteit 1, dus A2 < k, 

iii. -Av ,,;; k, 

iv. als G bipartiet is, dan is -Av k. 

BEWIJS. (1): Laat x = (x1 , ... ,xv)t een eigenvector zijn voor de eigenwaarde 

A. Laat x de coordinaat van x zijn die in absolute waarde het grootst is. 
p 

Vervang x door -x indien x < 0. Dan geldt het volgende 
p 
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A.xp = (A.x)P = (Ax)P = ap 1x 1 + ••• + apvxv.;;;; 

.;;;; a 1 x + ••• + a x kx 
P P pv p P 

Dus A.;;;; k voor elke eigenwaarde A. 

(ii): Stel A= k. In bovenstaande afleiding geldt dan gelijkheid, dus moet 

x. = x als a . f. 0, ofwel als i en p verbonden zijn. Evenzo moet x. = x. = x 
l. p pi J l. p 

als j en i en i en p verbonden zijn, enzovoort. Dus x. =x voor alle i als 
l. p 

G samenhangend is. Maar dan geldt x = x j • Dus is de multipliciteit van k 
p 

gelijk aan 1. 

(iii): Gebruik makend van Ja 1x 1 + ••• + a x J .;;;; a 1 J x1 J + ••• +a J x J, maar p pv v p pv v 
voor de rest analoog aan (i) vinden we 

(iv): Als G bipartiet is kunnen we A als volgt nemen 

A l · 
Uit Aj = kj volgt A12 j = kj en A21 j = kj. Hiermee vinden we 

·dus -k is eigenwaarde van A. 

Een belangrijke stellinq over matrices met niet-negatieve elementen is die 

van Perron-Frobenius. Bovenstaande stelling is een direct gevolg hiervan. Er 

volgt echter meer. Zo gelden (ii) en (iv) ook omgekeerd: Als >.. 2 < k dan is G 

samenhanqend, en als -A = k da.n is G bipartiet. 
v 

Met behulp van eigenwaarden k~nnen vaak ongelijkheden worden afgeleid met 

betrekking tot deelstrukturerr.van een graaf. Een voorbeeld van zo'n deel­

structuur is een cokliek. Een cokliek (of onafhankelijke verzameling) is een 

deelverzameling van de punten van een graaf waarbinnen geen punten verbonden 

zijn. Bijvoorbeeld de punten 0,3,S en 6 vormen een cokliek in G1• 
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STELLING 3. Bet aantal punten van een cokliek van een k-reguliere graaf met 

v punten is ten hoogste gelijk aan 

k-A 
v 

v~. 
v 

BEWIJS. Laat c het aantal punten van de cokliek zijn. We kunnen de verbin­

dingsmatrix A als volgt nemen 

waarin 0 c rijen en c kolommen heeft. We maken nu de 2 bij 2 matrix B zo 

dat bij de gemiddelde rijsom is van Aij en b 11 = O. De rijsom van A12 is k. 

Bet aantal enen in A12 is gelijk aan kc. Dus de rijsom van A21 = A12 is ge­

middeld ~~c· De gemiddelde rijsom van A21 en A22 samen is k, dus 

B [~cc k-k::c l 
Nu is er een stelling die zegt dat elke eigenwaarde µ van B voldoet aan 

De eigenwaarden µ 1 en µ 2 van B zijn 

= µ 1 + µ2 = k- kc • De ongelijkheid 
v-c 

kc 
k en - V:::C , immers Bj = kj en spoor B = 
Al~ k~ Av levert niets op, maar - kc ~ 

v-c 
~ Av leidt tot de gewenste ongelijkheid. 

We zullen bet nut van dit type ongelijkheden illustreren met een voorbeeld 

uit de coderingstheorie. 

Een ruimteschip zendt op haar reis door het zonnestelsel berichten naar de 

aarde. Elk bericht is opgebouwd uit rijtjes bits ter lengte n. Door ruis be­

staat er een kans dat een bericht fout op aarde aankomt. Daarom gebruikt men 

voor de berichten niet alle mogelijke 2n rijtjes, maar slechts een slim ge­

kozen deelverzameling hieruit. Om dit duidelijk te maken definieren we de 

afstand tussen twee rijtjes als het aantal coordinaten waarop ze verschillen. 

Men kiest nu de zinvolle rijtjes (codewoorden genoemd) zo dat de onderlinge 
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afstand tussen elk tweetal codewoorden tenminste een vast getal d is. Als 

d = 3 bijvoorbeeld betekent dit dat als er een codewoord door ruis op een 

positie is verminkt, het nog steeds duidelijk is welk codewoord het geweest 

is. Men zegt dan dat de code een fout kan verbeteren. We maken nu een graaf 

G. De punten van G zijn alle 2n rijtjes. Twee punten zijn verbonden als hun 

afstand kleiner is dan d. De codewoorden vormen dan een cokliek in G. Bij­

voorbeeld graaf G1 is zo 'n graaf voor n = 3 en d = 2. De binaire representa­

ties van de labels geven de bijbehorende rijtjes. Als codewoorden kunnen we 

dan de punten 0,3,5 en 6 nemen. We stellen ons nu de vraag hoeveel codewoor­

den er maximaal genomen kunnen worden als d = 2 voor willekeurige n. Alle 

rijtjes met een even aantal enen voldoen. Dit levert 2n-l codewoorden. We 

zullen met behulp van Stelling 3 laten zien dat het niet beter kan. Behal-

ve alle rijtjes met een even aantal enen zijn ook de rijtjes met een oneven 

aantal enen onderling niet verbonden. G is dus bipartiet. G is ook k-regulier 

(met k = n ) • Dus \ = k en A.v = -k volgens Stelling 2. Stelling 3 geeft nu dat 

het aantal codewoorden ten hoogste gelijk is aan 

k- (-k) 
v -(-k) 

n-1 
2 . 

Ook voor d > 2 zijn met eiqenwaardentechnieken op vergelijkbare manier gren­

zen af te leiden voor het maximaal aantal codewoorden. 

§ 3 MOORE GRAFEN 

Een Moore graaf is een k-reguliere graaf die voldoet aan de volgende twee 

eigenschappen. 

i. Voor elk paar verbonden punten bestaat er geen punt dat met bei-

de punten verbonden is. 

ii. Voor elk paar niet verbonden punten is er precies een punt met 

beide punten verbonden. 

Deze eigenschappen houden in dat er in maximaal twee stappen van elk punt 

naar elk ander punt gegaan kan worden, terwijl het totaal aantal verbindingen 

zo klein mogelijk is. Dergelijke grafen zijn van nut voor telecommunicatie­

netten waarbij aan de ene kant zuinig moet worden omgesprongen met transmis­

siemiddelen, terwijl aan de andere kant het aantal tussenstations klein moet 

zijn. Voorbeelden van Moore grafen zijn: 
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De tweede graaf staat bekend als de Petersen graaf. 

Het is niet moeilijk in te zien dat het aantal punten van een Moore graaf 

gelijk is aan k 2 + 1. We laten dit als oefening over aan de lezer. De stel­

ling waaraan deze paragraaf is gewijd zegt dat er maar weinig Moore grafen 

zijn. 

STELLING 4. Voor een Moore graaf geldt k = 1, 2, 3, 7 of 5 7. 

BEWIJS. Laat A de verbindingsmatrix zijn van een Moore graaf G. Dan geldt 

(1) Aj kj. 

Verder is (A2 J •. = (AAt) .. het inwendig product van rij i en rij j van A en 
1.J 1.J 

dus gelijk aan het aantal punten dat met i en j verbonden is. Hieruit volgt 

J - A- I + kl J-A+ (k-1)!. 

Dit is te herschrijven als 

(2) J , met s 112 -1 ±!I 4k-3 . 

Uit (1) en (2) volgt 

(3) (A- s 1I) (A- s 2 I) (A-kl) 0 • 

Dit betekent dat s 1 , s 2 en k de enige mogelijke eigenwaarden van A zijn. 

Inderdaad, vermenigvuldig (3) rechts met een eigenvector x behorend bij een 

eigenwaarde A, dan volgt 
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Dus \ = s 1, \ = s 2 , of \ = k. De multipliciteit van k is gelijk aan 1, zoals 
bijvoorbeeld volgt uit Stelling 2. Laat m1 en m2 de multipliciteiten zijn 
van s 1 en s 2 respectievelijk. De som der multipliciteiten is het aantal pun­

ten van G. Dus 

(4) 

De som der eigenwaarden is gelijk aan spoor A 0, dus 

(5) 0 • 

Uit (4) en (5) volgt 

Substitutie van s 1 en s 2 en vermenigvuldigen met /4k-3 leidt tot 

(6) 2m2 (4k-3) = k(14k-3(k-2) +k(4k-3)). 

Daar 2m2 (4k-3) een geheel getal is, geldtk = 2 of 4k-3 is een kwadraat. 
Noem 4k-3 = w2 , dan is k t<w2+3). Uit formule (6) volgt dan 

2 2 (w +3) (w -5+4kw) 

Dus w is een deler van 15. Daarom is w = 1, 3, 5 of 15 en dus k = 1, 3, 7, 

of 57.Samen met de eerder gevonden mogelijkheid k = 2 levert dit de bewering 
van de stelling. 

Voor k = 1, 2, 3 en 7 is bekend dat een Moore graaf bestaat. Voor k = 1, 2 
en 3 zijn dit: twee verbonden punten, de vijfhoek en de Petersen graaf, 

respectievelijk. Ook is bekend dat er voor k = 1, 2, 3 en 7 maar precies een 
Moore graaf bestaat. Het bestaan van een 57-reguliere Moore graaf echter is 
nog een onopgelost probleem. 

Tot slot merken we op dat grafen met veel structuur zoals Moore graf en erg 
belangrijk zijn voor de bestudering van eindige groepen. Stelling 4 heeft 

dan ook gevolgen in de groepentheorie. 
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Lineaire modellen 

voor dynamische verschijnselen 

1. Dynamische verschijnselen 
Een verschijnsel waarvan we de ontwikkeling in de tijd willen beschrijven heet 
wel een 'dynamisch verschijnsel'; het adjektief 'statisch' wordt dan gereserveerd 
voor zaken waarbij de tijdsparameter niet in de beschouwingen wordt betrok­
ken. De trilling van een brugdek die wordt opgewekt door een peloton mar­
cherende soldaten is een dynamisch verschijnsel; het berekenen van de ver­
vorming van hetzelfde brugdek onder het gewicht van een stilstaande 
vrachtwagen is een probleem in de statica. De invloed van de prijs van een 
vat olie op de rentestand kan in statische termen warden beschreven, als men 
het voor de analyse voldoende vindt om aan te nemen dat er een vast verband 
tussen deze twee gegevens bestaat; men kan oak ge!nteresseerd zijn in 
beschouwingen over het vliegwieleffekt dat gepaard gaat met een plotselinge 
prijsverhoging of prijsverlaging van de olie, en dan is een dynamische 
beschrijving vereist. 

In deze bijdrage zal aandacht warden besteed aan mathematische modellen 
voor dynarnische verschijnselen. We gaan er van uit dat de te beschrijven 
grootheden kunnen warden weergegeven door reele getallen. Speciale aan­
dacht gaat uit naar situaties waarbij in een probleem meerdere veranderlijken 
een rol spelen; in een macro-economische context zouden dat bijvoorbeeld 
kunnen zijn de de inflatie, de rentestand, de werkloosheid, en het bruto natio­
naal produkt. Voor de beschrijving van een trillende snaar zou men de 
verplaatsing en de snelheid van alle punten op de snaar als variabelen kunnen 
nemen, en dit zou dan leiden tot een beschrijving in termen van een oneindig 
aantal variabelen; hieronder zullen we ons echter beperken tot situaties waarbij 
het aantal veranderlijken eindig is. 

Het mathematische hulpmiddel bij uitstek om processen van veranderingen 
te beschrijven is de theorie van de differentiaalvergelijkingen. De beweging van 
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een massa die aan een veer bangt wordt bijvoorbeeld beschreven door de ver­
gelijking 

mx"(t) = -kx(t) 

waarbij m en k positieve konstanten zijn, en waarbij x (t) de verplaatsing van 
de massa uit de evenwicbtsstand op tijdstip t aangeeft. Een oplossing van deze 
vergelijking wordt gegeven door 

x(t) = sin(k /m)'h.t; 

inderdaad vertoont deze funktie bet slingerende gedrag dat van een massa aan 
een veer verwacbt kan worden. Een minder realistiscb aspekt van de oplossing 
is dat de beweging altijd onverminderd doorgaat; in werkelijkheid zal de 
amplitude afnemen, en na verloop van zekere tijd zal de massa tot stilstand 
komen. De bovenstaande differentiaalvergelijking geeft alleen een model; bet 
beste dat we hiervan kunnen bopen is dat bet de te bescbrijven verschijnselen 
weergeeft met een zekere graad van nauwkeurigheid en gedurende een 
bepaalde periode. Men kan een bogere graad van nauwkeurigheid en/ of een 
langere geldigheidsduur bereiken door bet model ingewikkelder te maken. In 
de praktijk is de keuze van een model vaak een compromis tussen enerzijds de 
gewenste nauwkeurigheid en geldigheidsduur, en anderzijds de mate van 
banteerbaarbeid. 

2. Lineaire modellen 
Een goed banteerbare en daarom veel gebruikte modelklasse is die van de 
lineaire modellen, die worden gespecificeerd door lineaire relaties op te geven 
tussen de variabelen en bun afgeleiden. Het massa-veer-model van hierboven 
is een voorbeeld van een lineair model. Een voorbeeld van een model dat niet 
lineair is wordt gegeven door de vergelijking van de matbematiscbe slinger: 

Mla"(t) = sin(a(t)) 

waarin M bet gewicbt is dat aan de slinger bangt, I de lengte van de slinger 
voorstelt, en a de uitwijkingsboek is. De niet-lineariteit wordt bier veroorzaakt 
door bet verschijnen van de sinusfunktie die werkt op de variabele a(t). Men 
kan natuurlijk opmerken dat voor kleine waarden van deze variabele de 
uitdrukking sin(a(t)) met goede benadering vervangen kan worden door a(t); 
de differentiaalvergelijking hierboven gaat dan over in 

Mla"(t) = a(t), 

betgeen in essentie betzelfde is als de eerder gegeven massa-veer-vergelijking. 
Inderdaad kan men aantonen dat de oplossingen van de gelineariseerde ver­
gelijking een benadering vormen voor de oplossingen van de oorspronkelijke 
vergelijking; de aanname van 'kleine uitwijkingen' is ecbter wel essentieel. In 
bet algemeen kan men zeggen dat lineaire modellen goed voldoen als bet gaat 
om bescbrijving van situaties in de buurt van een evenwicbtspunt; wat 'in de 
buurt van' precies betekent bangt sterk van de aard van de toepassing af. 
Niet-lineaire modellen zijn van belang voor bet bescbrijven van gedrag tussen 
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evenwichtspunten in (bijvoorbeeld bet overwippen van stand 'O' naar stand 'I' 
van een transistor die fungeert als logisch element in een schakeling op een 
chip) of van periodiek gedrag (zoals bet slaan van uw hart). Met een overmaat 
aan generalisatie zou men kunnen zeggen dat niet-lineaire modellen vooral 
populair zijn bij fysici en biologen, terwijl lineaire modellen veelvuldig in de 
handen verkeren van ingenieurs en econometristen. Aan niet-lineaire dynami­
sche systemen is in bet kader van de vakantiecursussen in eerdere jaren onder 
meer aandacht besteed door J. Grasman. 1 Hieronder zullen we proberen aan 
te tonen dat er ook (zelfs) met stelsels lineaire differentiaalvergelijkingen wis­
kundig heel wat aardigs valt te beleven. 

In bet bovenstaande hebben we bet gehad over differentiaalvergelijkingen; 
daarmee wordt verondersteld dat de waarden van de variabelen beschikbaar 
zijn op een volledig tijdsinterval. Het komt nogal eens voor dat <lit echter niet 
bet geval is, bijvoorbeeld omdat er maar eens in de zoveel tijd gegevens 
beschikbaar zijn (bv. de werkloosheid in Nederland, in maandcijfers), of omdat 
bet een verschijnsel betreft dat slechts met tussenpozen optreedt (bet aantal 
broedende vinkenparen in Nederland). We zeggen dan dater sprake is van een 
diskrete tijdsparameter (in tegenstelling tot de situatie met d66rlopende gege­
vens, die wordt gekarakteriseerd door een continue tijdsparameter). Processen 
'in diskrete tijd' worden beschreven met differentievergelijkingen. Stel dat u in 
het bezit bent van een aantal konijnen met de volgende 
voortplantingseigenschappen: de nuljarigen planten zich niet voort, de 
eenjarigen produceren per paar twee nakomelingen, de tweejarigen doen het­
zelfde, en de ouderen werpen niets. Dan kunt u het aantal nuljarigen in het 
jaar j, x 0(j), berekenen met behulp van de volgende differentievergelijking: 

xo(i) = xo(J-1) + xo(J-2). 

Zo kunt u dus de reeks van Fibonacci verkrijgen (als u er tenminste van af ziet 
om helemaal vooraan te beginnen; daar is namelijk niet aan de 
modelveronderstellingen voldaan). Zulke differentievergelijkingen kunnen voor 
een groot deel op dezelfde voet worden behandeld als 
differentiaalvergelijkingen, door de bewerking 'differentiatie' te vervangen door 
de bewerking 'verschuiving (met een tijdsstap)'. In het bijzonder gaat alles wat 
hieronder gezegd zal worden over stelsels differentiaalvergelijkingen mutatis 
mutantis ook op voor stelsels van differentievergelijkingen. 

Een laatste inleidende opmerking dient gemaakt te worden over de mogelijk­
heid van variabele parameters. Als in het hierboven genoemde slingervoorbeeld 
het gewicht aan de slinger wordt gevormd door een zak zand, en in de zak 
bevindt zich een gaatje waardoor het zand langzaam wegloopt, dan is een van 
de parameters die in de vergelijking optreedt veranderlijk in de tijd. Dit is een 
situatie die we hieronder niet zullen beschouwen: we zullen kijken naar stelsels 
van gewone lineaire differentiaalvergelijkingen met konstante coefficienten. We 

I. J. Grasman, "Matrices en de theorie van dynamische systemen", in: Hewet-plus wiskunde, CWI 
Syllabus I (Vakantiecursus 1984), pp. 63-74. 



64 

bestuderen dus verschijnselen die aan verandering onderhevig zijn, maar we 
veronderstellen dat de wetten die de veranderlijkheid beschrijven zelf niet 
veranderen. 

3. De matrix van een stelsel differentiaalvergelijkingen 
We beginnen met te kijken naar een differentiaalvergelijking in een onbekende. 
Met 'differentiaalvergelijking' bedoelen we nu - en deze vernauwing van ter­
minologie zal hieronder ook steeds worden toegepast - een homogene lineaire 
gewone differentiaalvergelijking met konstante reele coefficienten, dus iets van 
de vorm 

akx<k>(t) + ak -1 x<k - I>(t) + · · · a 1 x'(t) + aox (t) = 0 

waarbij x (t) de onbekende is, en de getallen a0, ... ,ak gegeven konstanten zijn. 
Een voorbeeld is de massa-veer-vergelijking van boven, die na een kleine her­
schrijving luidt: 

mx"(t) + kx (t) = 0. 

Vergelijkingen van dit type kunnen worden beschreven door middel van een 
bijbehorend polynoom in een (vooralsnog formele) variabele s. Het polynoom 
dat hoort bij de massa-veer-vergelijking is dan 

Pm-v(s) = ms2 + k, 

en bij de hierboven gegeven algemene vergelijking hoort het algemene poly­
noom 

De schrijfwijze 

p(s)x = 0 

vatten we dan op als verkorte notatie voor die differentiaalvergelijking. 
Het op deze manier associeren van een polynoom aan een 

differentiaalvergelijking kan men opvatten als een puur boekhoudkundige han­
deling - het op een andere manier beschrijven van hetzelfde ~, maar interes­
sant is natuurlijk met name dat als we de variabele s opvatten als een com­
plexe variabele en het geassocieerde polynoom dus zien als een 'echt' poly­
noom, de eigenschappen hiervan belangrijke informatie geven over de oplos­
singen van de differentiaalvergelijking. Zoals: als A een reele wortel is van het 
geassocieerde polynoom, dan is e"!l.1 een oplossing van de 
differentiaalvergelijking. Als A+ µi een stel complexe wortels van het polynoom 
is, dan zijn de funkties eAlsinµt en e"!l.1cosµt beide oplossingen van de 
differentiaalvergelijking. En sterker nog, alle oplossingen van de 
differentiaalvergelijking kunnen worden geschreven als konstante lineaire kom­
binaties van de oplossingen die op deze manier worden gevonden. Het aantal 
lineair onafhankelijke oplossingen is precies gelijk aan het aantal wortels van 
het polynoom, en dat getal is weer gelijk aan de graad van het polynoom, dus 
de hoogste macht vans die voorkomt (met een coefficient ongelijk 0). 
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Het polynoom van de massa-veer-vergelijking, ms 2 + k, is een tweedegraads 
polynoom met als wortels het complex toegevoegde paar +(k / m )'h. i. Par­
ticuliere oplossingen van de vergelijking zijn dus sin(k / m )'!' t en cos(k / m )'i' t, 
en de algemene oplossing van de vergelijking kan worden geschreven als 

a sin(k / m)'ht + b cos(k / m)'h.t 

waarbij a en b willekeurige reele getallen zijn. 
Het succes van deze benadering voor een vergelijking in een variabele leidt 

als vanzelf tot de gedachte dat een soortgelijke aanpak ook van nut zou moe­
ten zijn voor stelsels van vergelijkingen in meerdere variabelen. Laten we, om 
een voorbeeld te hebben, aan onze massa-met-veer een tweede massa-met-veer 
vastmaken. Orn het schrijfwerk te beperken nemen we de beide massa's en 
ook de beide veerkonstanten aan elkaar gelijk. De vergelijkingen worden dan 

mxl'(t) = -2kx1(t)+kx1(t) 

mx'{(t) = -kx1(t) + kx 1 (t). 

Omdat we nu meerdere vergelijkingen in meerdere onbekenden hebben, moe­
ten we hiermee niet een enkel polynoom associeren maar een matrix waarvan 
de elementen polynomen zijn: 

[
ms 2 + 2k -k ·] 

-k ms1 + k · 

Als we deze matrix, volgens de gewone regels, toepassen op de staande vector 
met componenten x 1 (t) en x 1(t), en we vatten s weer op als 'differentiatie', 
dan krijgen we inderdaad het bovenstaande stelsel terug. Dus: met een stelsel 
differentiaalvergelijkingen associeren we een matrix waarvan de elementen polyno­
men zijn. Een dergelijke matrix noemt men een polynoommatrix; deze ter­
rninologie heeft het voordeel dat ze voor de hand liggend is. De schrijfwijze 

P(s)x = 0 

vatten we op als verkorte notatie voor een stelsel van differentiaalvergelijkingen 
in meerdere onbekenden; hier stelt x dus een vector van tijdsfunkties voor. 

De vraag doet zich meteen voor: bestaat er weer zo'n nauw verband tussen 
het stelsel differentiaalvergelijkingen en de bijbehorende polynoommatrix? We 
zullen zien dat dat verband er inderdaad is, maar dat er rekening moet worden 
gehouden met allerlei verschijnselen. Ten eerste weten we uit de gewone 
matrixtheorie al dat werken met matrices soms lijkt op werken met getallen 
(optellen, vermenigvuldigen), maar dat er toch ook grote verschillen zijn: er 
moet op de afmetingen worden gelet, en bijvoorbeeld de kwestie van 
inverteerbaarheid is voor matrices heel wat moeilijker dan voor getallen. 
Bovendien hebben we te maken met matrices waarvan de elementen geen 
getallen zijn, maar polynomen. De wereld van de polynoommatrices kent een 
gemengde cultuur: er spelen begrippen een rol die afkomstig zijn uit de 
'gewone' matrixtheorie (rang, determinant, inverteerbaarheid), maar ook zijn 
ideeen van belang die typisch te maken hebben met polynomen (nulpunten, 
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grootste gemene delers, rationale funkties). 1 Hieronder zullen we enige voort­
brengselen van deze gemengde cultuur wat nader bekijken. 

4. Rang: (on)athankelijkheid van vergelijkingen 
De (rij)rang van een matrix over de reele getallen wordt gedefinieerd als het 
maximale aantal lineair onafhankelijke rijen. Oat wil zeggen, de rang van een 
p Xm-matrix is k als onder ieder (k + 1)-tal rijen dat uit de matrix wordt geko­
zen er minstens een is die geschreven kan warden als lineaire kombinatie van 
de andere, en als dat niet zo is wanneer er slechts k rijen mogen warden geko­
zen. Dit begrip is van belang in verband met onafhankelijkheid van vergelijkin­
gen. De drie vergelijkingen 

3x + ~ + z = 0 

2x + y + 3z = 0 

4x + 7y - z = 0 

zijn bijvoorbeeld niet onafhankelijk: de derde vergelijking kan geschreven war­
den als tweemaal de eerste minus de tweede. Daaruit volgt dat ieder drietal 
getallen x, y, z dat aan de eerste twee vergelijkingen voldoet, automatisch ook 
aan de derde voldoet. De drie vergelijkingen kunnen dus tot twee warden 
gereduceerd (maar niet tot minder dan twee). Dit komt tot uitdrukking in het 
feit dat de matrix van het stel vergelijkingen, die te voorschijn komt als we de 
vergelijkingen herschrijven in de matrixvorm 

de rang 2 heeft. 

[
3 4 1 

2 1 3 
4 7 -1 

De rijrang van een polynoommatrix definieren we in principe op dezelfde 
manier, maar we zijn iets voorzichtiger in de formulering. We zullen zeggen 
dat een stel rijen ajhankelijk is als er een lineaire kombinatie bestaat van de 
rijen, met polynomiale coefficienten (niet alle gelijk aan 0), die de nulrij 
oplevert. De rijrang van een polynoommatrix is dan het maximale aantal onaf­
hankelijke rijen in de matrix. 

Rijen in een polynoommatrix kunnen afhankelijk zijn in de juist 
gedefinieerde zin zonder dat een van de rijen geschreven kan warden als 
lineaire kombinatie (met polynomiale coefficienten) van de andere. Bekijk 
bijvoorbeeld de volgende polynoommatrix: 

[s+l 2s+2]· 
s 2s 

I. Uit deze beschrijving moet niet de konklusie worden getrokken dat het gaat om twee culturen 
die vroeger niet gemengd waren. Integendeel, al vanaf het begin van de matrixtheorie (in de eerste 
helft van de vorige eeuw) is er volop aandacht geweest voor matrices waarvan de elementen uit een 
ring komen (bv. gehele getallen zijn, of polynomen). Waarschijnlijk pas na de twcede wereldoorlog 
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De rijen van deze matrix zijn afhankelijk, immers 

s[s+l 2s+2] - (s+l)[s 2s] = [O OJ. 

Toch is het niet zo dat een van de rijen geschreven kan warden als veelvoud 
van de andere. Volgens onze definitie is de rijrang van bovenstaande matrix 
gelijk aan I. Het is niet moeilijk om na te gaan dat dit overeenstemt met het 
aantal 'onafhankelijke vergelijkingen' in het met de matrix geassocieerde stel­
sel. De vergelijkingen zijn: 

xl +x1 +2x2 +2x2 = 0 

xl + 2x2 = 0. 

Door de tweede vergelijking af te trekken van de eerste kan dit stelsel warden 
herschreven tot 

xl + 2x2 = 0. 

Maar nu is het duidelijk dat alle oplossingen die aan de eerste vergelijking vol­
doen oak aan de tweede vergelijking zullen voldoen, zodat de tweede ver­
gelijking dus overbodig is. Oak in het algemeen kan men bewijzen dat het 
aantal onafhankelijke vergelijkingen in een stelsel differentiaalvergelijkingen 
precies wordt gegeven door de rijrang van de bijbehorende matrix. En net 
zoals dat bij konstante matrices het geval is, is de rijrang van een polynoom­
matrix altijd gelijk aan de (overeenkomstig gedefinieerde) kolomrang. 

5. De determinant: bet aantal oplossingen van een vierkant stelsel 
Hierboven is gesteld dat het aantal onafhankelijke oplossingen van een 
differentiaalvergelijking in een onbekende gelijk is aan de graad van het 
bijbehorende polynoom. Hoe zit dat voor stelsels? Als voorbeeld bekijken we 
het volgende stelsel: 

xi'(t)+x 1(t)+x2(t) = 0 

XJ (t) + X2(t) = 0. 

Hoeveel oplossingen heeft dit, denkt u? Wei, we kunnen de tweede vergelijking 
een keer differentieren en hem dan van de eerste aftrekken; dit leidt tot de 
konklusie dat x 1 (t) = 0. Met dit gegeven blijkt dan uit de tweede vergelijking 
dat oak x 2(t) = 0. Met andere woorden, het stelsel heeft uitsluitend de triviale 
oplossing; het aantal onafhankelijke oplossingen is nul. 

Men kan aantonen dat het aantal onafhankelijke oplossingen van een stelsel 
van n onafhankelijke differentiaalvergelijkingen in n onbekenden wordt 
bepaald door de determinant van de bijbehorende matrix. Zoals bekend wordt 
de determinant van een matrix over de reele getallen berekend op een 
systematische, zij het gecompliceerde wijze; bij de bewerkingen hoeft evenwel 
alleen opgeteld, afgetrokken en vermenigvuldigd te warden, en niet gedeeld (zie 
ook de bijdrage van Van der Blij in deze bundel). Dezelfde bewerkingen 

werd de belangstelling voor matrices over de reele getallen zo sterk overheersend. 
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toepassen op een polynoommatrix levert daarom een polynoom als resultaat 
op. Bijvoorbeeld, de determinant van een twee-bij-twee-matrix wordt gegeven 
door 

det [; ! ] = ad - be. 

Dus de determinant van een twee-bij-twee polynoommatrix is 

[
a(s) b(s)l 

det c(s) d(s) = a(s)d(s) - b(s)c(s). 

Passen we deze regel toe op de matrix van het als voorbeeld gebruikte stelsel, 
dan kri jgen we 

[
s 2 +I sl det s 1 = s 2 + I - s 2 = I. 

We zien: het aantal onafoankelijke oplossingen is gelijk aan de graad van de 
determinant. Dit is in het algemeen waar; een bewijs zal hieronder worden 
gegeven (in §7). 

6. Inverteerbaarheid: transformaties van stelsels 
Een vierkante polynoommatrix A heet inverteerbaar als er een polynoommatrix 
B bestaat die zodanig is dat AB =BA = /, de eenheidsmatrix. Net zoals dat 
bij matrices over de reele getallen het geval is is een polynoommatrix inverteer­
baar dan en slechts dan als zijn determinant inverteerbaar is - alleen is deze 
voorwaarde voor polynomen heel wat beperkender dan voor reele getallen. Een 
getal heeft een inverse dan en slechts dan als het niet gelijk is aan O; voor een 
polynoom p (s) geldt echter dat er een polynoom q (s) bestaat zo dat 
p(s)q(s) =I dan en slechts dan als p(s) = p 0 , een konstante ongelijk nul. Een 
inverteerbare polynoommatrix wordt ook wel eens een unimodulaire matrix 
genoemd. 1 Zo'n matrix hoeft niet konstant te zijn, zoals blijkt uit het in de 
vorige paragraaf gebruikte voorbeeld. 

Als de matrix van een stelsel differentiaalvergelijkingen unimodulair is, dan 
heeft het stelsel alleen de nuloplossing. Dit is niet zo'n interessante situatie. 
Unimodulaire matrices ontlenen hun belang meer aan de volgende stelling: als 
de matrix van een stelsel dif.ferentiaalvergelijkingen van links wordt vermenig­
vuldigd met een unimodulaire matrix, dan blijft de verzameling van oplossingen 
onveranderd. Het is niet moeilijk om in te zien waarom dit zo is. Als P(s) een 
p X m-polynoommatrix is, en U (s) is een p Xp unimodulaire matrix, dan volgt 
uit P(s)x = 0 zeker dat ook U(s)P(s)x = 0. Dus iedere oplossing van het stel­
sel gegeven door P (s) is ook een oplossing van het stelsel gegeven door 

I. Dit is naar analogie met de getallen van Gauss, d. w. z. complexe getallen van de vorm a +bi 
waarbij a en b gehele getallen zijn. De inverse van een dergelijk getal is weer vari dezelfde vorm 
dan en slechts dan als zijn modulus gelijk is aan I. 
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U(s)P(s). Maar het omgekeerde is ook waar, want als we de inverse van U(s) 
aangeven met V(s), dan volgt uit U(s)P(s)x = 0 dat ook V(s)U(s)P(s)x = 0, 
dus P(s)x = 0. 

Dit betekent dat we linksvermenigvuldiging met unimodulaire matrices kun­
nen gaan toepassen als middel om stelsels differentiaalvergelijkingen te vereen­
voudigen, volgens (in principe) hetzelfde procede als in gebruik is voor stelsels 
lineaire algebra1sche vergelijkingen. Rechtsvermenigvuldiging met 
unimodulaire matrices kan ook worden gebruikt; dit korrespondeert met trans­
formaties op de variabelen. De vraag doet zich dan voor tot welke standaard­
vorm een polynoommatrix kan worden herleid door links- en rechtsvermenig­
vuldiging met unimodulaire matrices. Dit werd reeds in 1861 beantwoord 
door H.J. S. Smith, 1 die bewees dat een standaardvorm kan worden verkregen 
waarin alleen de elementen op de hoofddiagonaal ongelijk aan nul zijn, en 
waarbij bovendien elk element op de hoofddiagonaal een deler is van het 
volgende diagonaalelement. Deze zogenaamde 'Smith-vorm' is een zeer 
belangrijk theoretisch hulpmiddel in de studie van polynoommatrices. 

7. Het vegen van een polynoommatrix 
Een goede methode om een stelsel van lineaire algebrai:sche vergelijkingen op 
te lossen is gebaseerd op het 'vegen' van de bijbehorende matrix ( ook wel 
Gauss-eliminatie genoemd). Dit levert meestal veel minder werk op dan, 
bijvoorbeeld, het bepalen van een inverse met behulp van de regel van Cramer. 
Operaties die in het veegproces worden toegelaten zijn elementaire rijtrans­
formaties (d. w. z. linksvermenigvuldiging met inverteerbare matrices) en 
verwisseling van kolommen; het laatste komt eenvoudig neer op het hemum­
meren van de variabelen. Het proces verloopt ongeveer2 als volgt. Aan­
nemende dat de matrix waarmee we te maken hebben niet geheel uit nullen 
bestaat (anders wordt de zaak wel heel eenvoudig), kunnen we door verwis­
seling van rijen en kolommen een element ongelijk nul in de linkerbovenhoek 
brengen. Door dan de eerste rij telkens met een geschikte konstante te 
vermenigvuldigen en van de volgende rijen af te trekken kunnen we ervoor zor­
gen dat er in de eerste kolom onder het element linksboven alleen maar nullen 
komen te staan. De eerste rij en de eerste kolom zijn nu klaar, en we richten 
onze aandacht vervolgens op de (2,2)-positie in de matrix. Opnieuw kunnen 
we, door (zo nodig) rijen en kolommen te verwisselen, ervoor zorgen dat bier 
een element ongelijk nul komt te staan. (Als tenminste niet inmiddels alle 
elementen buiten de eerste rij nul zijn; als dat wel zo is, dan stopt het proces.) 
Daarmee kunnen we dan weer alle elementen op de derde en hogere posities in 

I. H.J.S.Smith, "On systems of linear indeterminate equations and congruences", Philos. Trans. 
Roy. Soc. London, vol.151 (1861-1862), pp.293-326 = Coll. Math. Papers, pp.367-406. Overigens 
had Smith het hierin eigenlijk over matrices met gehele getallen als elementen; deze situatie is ech­
ter volledig vergelijkbaar met die waarin polynomen als elementen optreden. Smith' belangstelling 
voor het onderwerp kwam voort uit de studie van kwadratische vormen met gehele coefficienten. 
2. Er kunnen nog variaties en verfijningen worden toegevoegd, bijvoorbeeld om het effekt van 
afrondfouten zo klein mogelijk te houden. 
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de tweede kolom nul gaan maken. Dan gaan we naar de (3,3)-positie toe, 
enzovoorts. Het eindresultaat is een matrix in 'bovendriehoeksvorm', en het 
bijbehorende stelsel kan nu gemakkelijk 'van achter naar voor' worden 
opgelost. 

Precies dezelfde methode kan worden toegepast voor stelsels 
differentiaalvergelijkingen, mits we antwoord kunnen geven op de volgende 
vraag: gegeven een kolomvector waarvan de elementen polynomen zijn (niet 
alle gelijk aan nul), hoe kunnen we een unimodulaire matrix vinden die deze 
vector omzet in een vector waarvan nog maar een element (het bovenste) 
ongelijk nul is? Omdat we de elementen 'om beurten' kunnen behandelen is 
het voldoende als we deze vraag kunnen beantwoorden voor een vector ter 
lengte 2. Dus: gegeven twee polynomen p(s) en q(s), vind een 2X2 
unimodulaire matrix z6 dat 

[a(s) b(s)l [p(s)l = [g(s)l 
c(s) d(s) q(s) 0 · 

Het wordt als opgave aan de lezer gelaten om te bewijzen dat uit 
bovenstaande relatie volgt dat g(s) een grootste gemene de/er van p(s) en q(s) 
moet zijn. Voor onze doeleinden mogen we aannemen dat p(s) en q(s) geen 
(niet-triviale) gemeenschappelijke faktoren hebben; waren die er wel, dan zou­
den we die immers kunnen uitdelen en in het rechterlid zetten. We kunnen dan 
gebruik maken van de volgende belangrijke eigenschap van polynomen: als 
p(s) en q(s) twee polynomen zonder gemeenschappelijke nulpunten zijn, dan 
bestaan er polynomen a (s) en b (s) z6 dat a (s )p (s) + b (s )q (s) = 1. Met deze 
polynomen is ons probleem meteen opgelost: neem maar a(s) en b(s) zoals 
aangegeven, en neem c(s) = -q(s) en d(s) = p(s). Dan geldt 

[:::~ ~::;] ~::;] - [~l 
en de zo gedefinieerde matrix is unimodulair want 

[
a(s) b(s)l 

det c(s) d(s) = a(s)p(s) + b(s)q(s) = 1. . 

We zullen de bovenstaande eigenschap nu bewijzen volgens de strenge eisen 
van het scheepsrecht. 

Bewijs 1. Herinnert u zich de breuksplitsing nog? Als u een rationale funktie 
opgegeven krijgt, dus een breuk waarvan de teller en noemer polynomen zijn, 
dan kunt u de breuk 'splitsen'. Dat wil zeggen: u schrijft hem als een som van 
rationale funkties waarbij de noemers van de vorm (s -"A.f of (s 2 +As+ µi 
zijn, korresponderend met de ontbinding in faktoren van de noemer van de 
gegeven funktie. Dus, bijvoorbeeld, 

I 0.5 0.5 
s 2 -1 s-1 s+l 
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We voeren nu zo'n breuksplitsing uit op de funktie 1 / p (s )q (s ). In het resul­
taat krijgen we twee groepen termen: een groep die samenhangt met faktoren 
uit de ontbinding van p(s)q(s) die afkomstig zijn van p(s), en een groep die 
op dezelfde manier afstamt van q(s). (Omdat, volgens de aanname, p(s) en 
q(s) geen gemeenschappelijke faktoren hebben, kunnen we dit onderscheid 
inderdaad zo maken.) We brengen de eerste groep onder een noemer: die noe­
mer wordt dan precies weer p (s ), en de teller noemen we b (s ). Op dezelfde 
manier schrijven we de tweede groep als a(s) / q(s). We hebben dan 

1 = .£..(U_ + ~-
p(s)q(s) p(s) q(s) 

Vermenigvuldig nu met p(s)q(s) - en daar is het gewenste resultaat. 

Bewijs 2. Herinnert u zich de polynoominterpolatie nag? Er bestaan formules 
die een polynoom opleveren dat op gegeven punten in het complexe vlak gege­
ven waarden aanneemt ( eventueel mogen op deze pun ten zelfs oak nag de 
waarden van de eerste tot en met k-de afgeleide warden voorgeschreven). We 
willen nu polynomen a(s) en b(s) zoeken die zodanig zijn dat 
a(s)p(s) + b(s)q(s) = 1, anders gezegd: we zoeken een polynoom a(s) z6 dat 
1 - a (s )p (s) een veelvoud is van q (s ). Dat wil zeggen dat 1 - a (s )p (s) 
nulpunten moet hebben overal waar q(s) ze heeft, en met tenminste dezelfde 
multipliciteit. Dus als ;\ een nulpunt is van q(s) met multipliciteit k, dan moet 
gel den 

1 - a(l\)p(l\) = 0, 

en als k ;;;;;. 2 oak 

a'(A)p (;\) + a (l\)p'(;\) = 0, 

etcetera. De aanname was dat p(s) en q(s) geen nulpunten gemeenschappelijk 
hebben, dus dat betekent in het bijzonder dat p (;\) niet nul is. Dus de eis voor 
a (s) wordt: a(;\) = 1 / p (;\), plus eisen voor de hogere afgeleiden van a (s) in ;\, 
die op soortgelijke wijze kunnen warden afgeleid. Alle nulpunten van q (s) 
langslopend komen we zo aan een serie interpolatie-eisen voor a (s ). We weten 
dat hieraan kan warden voldaan; dus daarmee is het probleem oak opgelost. 

Bewijs 3. Herinnert u zich de stelling uit de lineaire algebra nag, die zegt: de 
dimensie van het bee/d van een lineaire afbee/ding is gelijk aan de dimensie van 
de ruimte vanwaar hij vertrekt, minus de dimensie van zijn kern? Laten we zeg­
gen dat p (s) de graad n heeft, en q (s) de graad m. De verzameling van alle 
polynomen met graad ten hoogste gelijk aan k is een lineaire ruimte met 
dimensie k + 1. We kijken nu naar de verzameling van paren (a(s), b(s)) waar­
bij a (s) een polynoom is van graad ten hoogste m, en b (s) een polynoom van 
graad ten hoogste n. Die verzameling van paren is dus een lineaire ruimte van 
dimensie n +m +2. De afbeelding die aan het paar (a(s), b(s)) het polynoom 
a (s )p (s) + b (s )q (s) toevoegt is een lineaire afbeelding, die gaat van een ruimte 
van dimensie n + m + 2 naar een ruimte van dimensie n + m + 1 (de ver­
zameling van polynomen van graad ten hoogste n +m). Wat is de kern van 
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deze afbeelding, d. w. z. welke paren worden op 0 afgebeeld? Uit 
a(s)p(s) + b(s)q(s) = 0 volgt 

El:!2. = _m_ 
b(s) p(s) 

We hadden aangenomen dat p(s) en q(s) geen faktoren gemeenschappelijk 
hebben, zodat de breuk q (s) / p (s) niet vereenvoudigd kan worden; bovendien 
is de graad van a(s) niet hoger dan de graad van q(s) (nl. m). Dus uit de 
bovenstaande formule volgt dat moet gelden a (s) = - "'A.q (s) en b (s) = 'Ap (s) 
voor een zeker getal "A, oftewel (a(s), b(s)) = "'A.(-q(s),p(s)). Met andere 
woorden: de dimensie van de kern van onze afbeelding is I. De 
bovengenoemde stelling uit de lineaire algebra laat dan zien dat deze 
afbeelding surjectief is; in bet bijzonder wordt ook het polynoom I als waarde 
aangenomen. Er bestaat dus een paar (a(s), b(s)) z6 dat 
a(s)p(s) + b(s)q(s) = I, waarmee onze bewering ten derden male is bewe­
zen.1 

Het 'vegen' van een polynoommatrix leidt tot een stelsel waarvan de matrix 
in 'bovendrieboeksvorm' staat; dat wil zeggen, beneden de hoofddiagonaal 
staan alleen maar nullen. Als het aantal kolommen (n) groter is dan bet aantal 
rijen (k), dan zij_n voor de laatste n - k variabelen willekeurige funkties in te 
vullen. Verder kan dan de variabele xk(t) worden gevonden als oplossing van 
een gewone differentiaalvergelijking met gegeven rechterlid; deze oplossing zal 
in bet algemeen niet uniek zijn - er worden willekeurig te kiezen konstantes 
ge'introduceerd in een aantal dat gelijk is aan de graad van bet polynoom op 
de (k,k)-de plaats in de matrix. Vervolgens wordt de variabele xk-I (t) gevon­
den, opnieuw als oplossing van een differentiaalvergelijking met gegeven 
recbterlid, met introduktie van een aantal willekeurige konstantes dat gelijk is 
aan de graad van bet polynoom op de (k -1, k - I)-de plaats; etcetera. Uitein­
delijk zal de gebele verzameling van oplossingen geschreven kunnen worden als 
een uitdrukking waarin in bet algemeen zowel een aantal willekeurige funkties 
als een aantal willekeurige konstanten voorkomen. 

In bet bijzonder kunnen we de situatie bestuderen waarin we n onaf­
bankelijke vergelijkingen in n onbekenden bebben. Er zijn -dan geen wil­
lekeurige funkties te kiezen in de oplossing, alleen willekeurige konstanten. Als 
we de geveegde matrix aangeven met Q (s ), dan is volgens de boven gemaakte 
opmerkingen bet aantal gei"ntroduceerde konstantes (dus bet aantal onaf­
bankelijke oplossingen) gelijk aan de som van de graden van de 
diagonaalelementen van Q(s). Omdat Q(s) een bovendrieboeksmatrix is is zijn 
determinant gelijk aan bet produkt van de diagonaalelementen; dus de graad 
van det Q (s) is gelijk aan de som van de graden van de diagonaalelementen. 

1. Orn de polynomen a(s) en b(s) in deze opzet expliciet uit te rekenen, ligt het het meest voor 
hand bases te kiezen in de relevante lineaire ruimtes, en het geheel als een matrixprobleem te 
schrijven. Zo zouden we komen op het gebruik van konstante matrices om beweringen over polyno­
men te doen; maar dat is weer een ander chapiter. 
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Het aantal onatbankelijke oplossingen is derhalve gelijk aan de graad van 
<let Q (s ). Nu is de matrix Q (s) ontstaan uit de matrix van het oorspronkelijke 
stelsel, die we P(s) zullen noemen, door het toepassen van veegoperaties; dus 
er is een unimodulaire matrix U(s) z6 dat Q(s) = U(s)P(s). Daaruit volgt dat 

detQ(s) =<let U(s)·detP(s). 

We weten echter dat de determinant van een unimodulaire matrix een 
konstante ongelijk nul is; hieruit blijkt dat de graad van de determinant van 
P(s) gelijk is aan de graad van de determinant van Q(s), en dus ook gelijk is 
aan het aantal onatbankelijke oplossingen. Daarmee is de aan het eind van §5 
gedane bewering bewezen. 

8. Open systemen: stelsels met meer onbekenden dan vergelijkingen 
Een stelsel waarvan het aantal onatbankelijke vergelijkingen gelijk is aan het 
aantal onbekenden valt op te vatten als een 'gesloten' systeem. De algemene 
oplossing kan worden geschreven als een lineaire kombinatie van een eindig 
aantal funkties, en er kan een unieke oplossing worden verkregen door een 
geschikte beginvoorwaarde op te leggen. Eenmaal in gang gezet beweegt het 
systeem zich autonoom voort, zonder onderhevig te zijn aan invloeden van bui­
ten. 

Anders is het, wanneer het aantal onbekenden groter is dan het aantal onaf­
hankelijke vergelijkingen. De betekenis van een dergelijk stelsel is eigenlijk dat 
het een (dynamische) relatie legt tussen diverse grootheden. Als eenvoudig 
voorbeeld kan de wet van Newton genoemd worden: F(t) = mx"(t). Dit is een 
vergelijking in twee onbekenden; hij beschrijft de relatie tussen de kracht die 
op een deeltje werkt en de positie van het deeltje, beide als funktie van de tijd. 
Een ander voorbeeld wordt geleverd door de ARMA-modellen (in diskrete 
tijd), die in de econometrie populair zijn: 

y(t) + a1y(t - I)+ · · · +aky(t -k) = 

= b0e(t)+b 1e(t-1)+ · · · +b1e(t-I). 

Aan de variabelen e(t) wordt vaak opgelegd dat het onderling onatbankelijke 
identiek verdeelde stochastische grootheden zijn; 1 het model dient dan als 
verklaring van het gedrag van de variabele y ( t ). Een derde voorbeeld komt van 
het begrip 'n-port' uit de theorie van de elektrische netwerken. Een n-port is 
een elektrisch netwerk waarbij tussen n stellen aansluitpunten spanningen en 
stromen kunnen worden voorgeschreven of gemeten. Ook hier zijn de 
vergelijkingen kleiner in aantal dan de onbekenden; ze dienen dan ook niet om 
een of andere unieke oplossing te bepalen, maar om de relaties tussen de stro­
men en spanningen aan de 'ports' te specificeren. 

Bij het beschrijven van dynamische relaties tussen variabelen doen zich vele 
interessante diskussiepunten voor. Een daarvan betreft het begrip causaliteit. 

I. Zodat we dus eigenlijk :_(r) zouden moeten schrijven, en ooky(t). 
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Neem bijvoorbeeld de eenvoudigste situatie waarin er sprake is van een ver­
gelijking in twee onbekenden. Welke van de twee variabelen zullen we aan­
duiden als 'oorzaak', en welke als 'gevolg'? Als we in diskrete tijd werken is het 
betrekkelijk gemakkelijk om een kriterium aan te geven. In de vergelijking 
x(t + 1) = y(t) moet y als oorzaak en x als gevolg worden gezien, als we ten­
minste willen vasthouden aan de gedachte dat de oorzaak aan het gevolg 
voorafgaat. Meer in het algemeen zullen we in de vergelijking 

akx(t+k)+ak-ix(t+k-1)+ · · · +aox(t) = 

= bl)l(t+l)+b1-1Y(t+l-1)+ · · · +boy(t) 

de variabele x als oorzaak willen zien als k kleiner is dan !, terwijl y als oor­
zaak zal worden gezien als I kleiner is dan k. Is I gelijk aan k, dan lijkt er geen 
reden te zijn om de richting van de causaliteit vast te leggen. (Merk overigens 
op dat in het hierboven genoemde ARMA-model de keuze van parameters 
zodanig is, dat de positie van e als 'oorzaak' en y als 'gevolg' automatisch is 
verzekerd.) 

Voor systemen in continue tijd is misschien meer diskussie mogelijk, maar 
algemeen wordt toch de opvatting aangehangen dat de richting van causaliteit 
dient samen te vallen met die van integratie. Dus in de vergelijking x'(t) = y (t) 
vatten we x op als gevolg, en y als oorzaak, of - als we het gebruik van 
zwaarbeladen termen willen vermijden - we noemen y de ingang en x de uit­
gang. In het algemeen, als we een differentiaalvergelijking in twee onbekenden 
hebben die in polynoomnotatie kan worden geschreven als p(s)x - q(s)y = 0, 
dan noemen we x de uitgang als de graad van p(s) hoger is dan die van q(s), 
terwijl we y de uitgang noemen als het omgekeerde het geval is; zijn de twee 
graden aan elkaar gelijk, dan laten we beide mogelijkheden open. Het ligt 
voor de hand om met de vergelijking p (s )x - q (s )y = 0 de rationale funktie 
p (s) / q (s) te associeren, die de variabele y 'uitdrukt' in termen van de 
variabele x. 1 Deze funktie wordt de overdrachtsfunktie genoemd; de 
overdrachtsfunktie heet causaal als de graad van de teller ten hoogste gelijk is 
aan de graad van de noemer, dus als hij de overgang uitdrukt van de ingang 
naar de uitgang. Een rationale funktie waarvan de graad van de teller kleiner is 
dan of gelijk is aan de graad van de noemer wordt ook wel een eigenlijk 
rationale funktie genoemd. 

Dan nu het algemene geval, met meerdere vergelijkingen en meerdere 
onbekenden. Laten we kijken naar een stelsel van k onafhankelijke vergelijkin­
gen in m onbekenden, waarbij m groter is dan k: 

P(s)w = 0. 

Het volgende kan nu worden bewezen. De m onbekenden die zijn samengevat 

I. Onder zekere (beperkende) voorwaarden kan hieraan een konkrete betekenis worden gegeven 
met behulp van de Laplace-transformatie. Voor onze doeleinden is het voldoende de breuk 
p (s) / q (s) te beschouwen als een formele uitdrukking waarin dus niet bijvoorbeeld onder en bo­
ven de deelstreep faktoren tegen elkaar mogen worden weggestreept. 
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in de vector w kunnen worden verdeeld in twee groepen: een groep van k 
variabelen die we opnemen in een vector y, en een groep van m -k variabelen 
die we schrijven als een vector u. Deze indeling kan op zo'n manier gebeuren 
dat de vergelijking P (s )w = 0 kan worden berschreven tot 

Q(s)y + R(s)u = 0 

waarbij de determinant van de k Xk-matrix Q(s) niet nul is zodat deze matrix 
een rationale (niet noodzakelijk polynomiale!) inverse Q- 1 (s) beeft, met boven­
dien de eigenscbap dat de elementen van de overdrachtsmatrix Q - I (s )P (s) alle 
eigenlijk rationale funkties zijn. Met andere woorden: ook in bet geval dat de 
relaties tussen een aantal variabelen worden gespecificeerd door een stelsel 
differentiaalvergelijkingen kunnen we de variabelen onderscbeiden in twee 
groepen op zo'n manier dat de overdracbtsmatrix van de ene groep naar de 
andere een matrix is van eigenlijk rationale funkties, zodat we met recbt de ene 
groep kunnen bescbrijven als 'ingangen' en de andere als 'uitgangen'. Nog kor­
ter gezegd: in ieder lineair stelsel van differentiaalvergelijkingen valt een 
causaliteitsstruktuur aan te geven. Overigens boeft die struktuur niet uniek 
bepaald te zijn, zoals we al zagen in de situatie met een vergelijking in twee 
onbekenden. 

Een andere belangrijke bescbrijvingsvorm voor stelsels met meer variabelen 
dan vergelijkingen kan warden gegeven door 'interne variabelen' te introduce­
ren: die zijn op te vatten als nieuwe variabelen die warden gebruikt om de 
vergelijkingen op een andere manier te kunnen schrijven. In bet bijzonder kan 
warden bewezen dat er voor stelsels van de vorm Q (s )y + R (s )u = 0, waarbij 
det Q (s) ongelijk nul is en Q- 1 (s )R (s) een matrix van eigenlijk rationale funk­
ties is, er altijd een variabele x(t) kan warden ge'introduceerd op zo'n manier 
dat bet stelsel kan warden berschreven tot de vorm 

x'(t) = Ax(t) + Bu(t) 

y(t) = Cx(t) + Du(t). 

waarbij A, B, C en D konstante matrices zijn.1 Deze representatie beet de 
toestandsrepresentatie; de variabele x(t) beet de toestand van bet. systeem. De 
toestand representeert bet 'gebeugen' van bet systeem: bet gedrag van de uit­
gang vanaf een zeker tijdstip t0 wordt volledig vastgelegd door de waarde van 
de toestand op bet tijdstip t0 plus bet gedrag van de ingang vanaf t0 • 

In een stocbastiscbe context kan bet begrip 'toestand' nog op een andere 
manier warden ge'interpreteerd. We roepen nog even bet ARMA-model uit de 
econometrie in berinnering: 

y(t) + a1y(t -1) + · · · +aJc.Y(I -k) = 
1. 'Herschreven' wordt hier bedoeld in de volgende zin: voor elk paar van funkties (u(t),y(t)) dat 
voldoet aan het stelsel Q(s).y + P(s)u = 0 bestaat er een funktie x(t) zodanig dat het drietal 
(u(t), x(t),y(t)) voldoet aan het stel vergelijkingen boven, en omgekeerd, als een drietal 
(u(t), x(t),y(t)) voldoet aan deze vergelijkingen, dan voldoet het paar (u(t),y(t)) aan het stelsel 
waar we mee begonnen. 
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=boe(t)+b 1e(t-l)+ ··· +b1e(t-l), 

waarbij de variabelen e(t) voor verschillende tijdstippen identiek verdeelde en 
onafhankelijke stochasTische grootheden zijn. Het is al eerder opgemerkt dat 
in <lit model de variabele e(t) altijd als de ingang kan worden gezien, en we 
kunnen dus een toestandsrepresentatie opschrijven in de vorm 

x(t +I) = Ax(t) + Be(t) - - -
y(t) = Cx(t) + De(t). - -

Uit de eerste vergelijking valt af te leiden dat het proces x(t) een Markov­
proces1 is. Het proces y(t) dat door het ARMA-model wonft beschreven heeft 
in het algemeen niet ere Markoveigenschap. We kunnen de toestandrepresen­
tatie dus zien als het opdelven van een 'onderliggend Markovproces'. 

Over de betekenis van inteme variabelen kan men verschillend denken. Bij 
de beschrijving van een n-port komen ze op natuurlijke wijze naar voren, als 
men de vergelijkingen opstelt voor de componenten van het netwerk; er komt 
een niet onaanzienlijke inspanning aan te pas om de vergelijkingen te her­
schrijven op zo'n manier dat ze alleen nog maar in termen van de port­
variabelen zijn gesteld. Aan de andere kant: een econometrist die werkt met 
een ARMA-mod.el waarvan de parameters door schatting uit waargenomen tij­
dreeksen zijn bepaald zal een toestandsvariabele opvatten als een 
gekonstrueerd objekt dat niet in een direkte relatie tot de werkelijkheid staat. 
Deze variatie in gezichtspunten heeft ertoe geleid dat er in de literatuur 
verschillende kriteria zijn geformuleerd om te beoordelen wanneer een stelsel 
mag worden opgevat als een herschrijving van een ander stelsel.2 De wis­
kundige wrijft zich hierbij natuurlijk in de handen: aan hem (of haar) de 
schone taak om precies duidelijk te maken wat de relaties zijn tussen deze kri­
teria, en hoe, met gebruikmaking van welk stel herschrijfregels men ook ver­
kiest, een gegeven stelsel kan worden getransformeerd naar geschikte 
standaardvormen. 
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I. Zie de bijdrage van Boxma in deze bundel. Merk evenwel op, dat de toestandsruimte (de ruim­
te waarin de vector x(t) zich bevindt) hier niet eindig is. 
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Matrices en Markovprocessen 

I. INLEIDING 

Een wezenlijk kenmerk van veel verschijnselen in het dagelijks leven is 
onzekerheid. In de kansrekening zijn verscheidene modellen ontwikkeld om 
zulke, deels door het toeval bepaalde, verschijnselen te analyseren. Het model 
van A.A. Markov neemt hierbij een centrale plaats in. Waar zijn voorgangers 
onzekerheid als een rij onajhankelijke "experimenten" hadden gemodelleerd, 
introduceerde Markov een eenvoudige vorm van ajhankelijkheid: elk volgend 
experiment is (uitsluitend) afhankelijk van de uitkomst van het zojuist vol­
tooide experiment. Stochastische processen met een dergelijke 
afhankelijkheidsstructuui worden Markovprocessen genoemd. Markovproces­
sen geven enerzijds de essentie van veel verschijnselen uit het dagelijks leven 
redelijk natuurgetrouw weer, en hebben anderzijds een :w eenvoudige structuur 
dat een uitvoerige wiskundige analyse mogelijk is. 

We geven eerst een voorbeeld van een Markovproces, alvorens tot een meer 
formele behandeling over te gaan. 

VOORBEELD 1 
Stel dat voor een wiskundevak twee goede leerboeken beschikbaar zijn, A en 
B. Een bepaalde leraar kiest elk jaar een van deze twee boeken. Hij kiest boek 
A met kans 0.8 als hij vorig jaar ook al boek A had gebruikt, en hij kiest boek 
A met kans 0.3 als hij vorig jaar boek B had gebruikt. We kunnen dit procede 
als een Markovproces met twee toestanden en discrete tijdsparameter model­
leren: 
Beschouw de jaren 0,1,2,. .. als discrete tijdstippen (in jaar 0 wordt het vak voor 
het eerst gegeven), en onderscheid voor elk jaar twee toestanden A en B, cor­
responderend met gebruik van boek A respectievelijk B in dat jaar. In de 
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hierboven gebruikte terminologie is de keuze van een boek een experiment. De 
uitkomst van een experiment hangt uitsluitend af van de uitkomst van bet 
vorige experiment, dus van de keuze van bet boek in bet voorgaande jaar. 

Stel dat in jaar 0 boek A is gekozen. Dan wordt volgens bet gegeven in jaar 
1 met kans 0.8 boek A gekozen. Wat is de kans dat boek A in jaar 2 wordt 
gekozen? En in jaar 10? En in een oneindig ver in de toekomst gelegen jaar? 
Maakt bet voor deze laatste vraag verschil als in jaar 0 met boek B was begon­
nen? Als men mag veronderstellen dat veel wiskundeleraren elk jaar voor deze 
zelfde keuze staan, en bun keuze volgens hetzelfde procede bepalen, dan zijn 
bovenstaande vragen interessant voor een uitgever. 

lets formeler zijn we geinteresseerd in de volgende vragen. Stel dat in jaar 0 
met kans p 0 boek A wordt gekozen, en dat in jaar m +I met kans a respec­
tievelijk f3 boek A wordt gekozen als in jaar m boek A respectievelijk B is 
gebruikt. Voor welke waarden van de kansen p 0 , a en f3 bestaat een limiet­
kansverdeling voor de kans op keuze van boek A in jaar m, m -oo? En zo een 
limietverdeling bestaat, wat is deze limietverdeling, en hoe snel wordt hij bena­
derd? 

De theorie van de Markovprocessen leert, hoe de vragen uit voorbeeld I op 
snelle en elegante wijze kunnen worden beantwoord. Het maakt daarbij in 
principe niet uit of bet aantal toestanden 2 is, zoals in bet voorbeeld, of een 
willekeurig geheel getal k ;;;. 2. 

De theorie van de Markovprocessen maakt sterk gebruik van matrix­
rekening. De matrix van overgangskansen P = (p;1 ), met PiJ de overgangskans 
van toestand i in jaar m naar toestand j in jaar m +I, speelt een centrale rol. 
In bet voorbeeld is (identificeer toestanden A en I, en toestanden Ben 2): 

= [0.8 0.2] 
p 0.3 0.7 . 

We zullen tonen hoe, zowel in bet geval van voorbeeld I als bij ingewikkelder 
problemen, vragen over de kansverdeling na m stappen, over de limiet­
kansverdeling voor m-oo, en over de snelheid van convergentie kunnen wor­
den beantwoord door analyse van de overgangsmatrix P, en in bet bijzonder 
van de eigenwaarden en eigenvectoren van P. 

De opzet van dit verhaal is als volgt. Paragraaf 2 geeft een inleiding in de 
theorie der Markovprocessen met discrete tijdsparameter, de zg. Markov­
ketens. Paragraaf 3 is gewijd aan overgangskansen in Markovketens, terwijl 
paragraaf 4 toestandskansen (kansverdelingen waarin de begintoestand geen 
invloed heeft) beschouwt; in beide paragrafen speelt de overgangsmatrix P een 
grote rol. In paragraaf 5 worden enige aspecten van Markovprocessen 
genoemd die tot dan niet aan de orde zijn gekomen; deze paragraaf bevat ook 
verscheidene literatuurverwijzingen voor verdere studie. De behandelde theorie 
wordt toegelicht aan de hand van eenvoudige voorbeelden, waarbij het voor­
beeld van de twee wiskundeboeken als een rode draad door het verhaal loopt. 
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2. MAR.KOVKETENS 

We veronderstellen dat de lezer bekend is met het begrip stochastische 
variabele [3]. In dit verhaal zullen stochastische variabelen worden 
onderstreept. 

Zij t een parameter die waarden aanneemt in een verzameling T (bv. 
{0,1,2, ... } of [O,oo)); t zal steeds een tijdsparameter zijn. Zij x1 een stochasti­
sche variabele voor elke t ET. We verkrijgen zodoende een faillilie { x1 , t ET} 
van stochastische variabelen. Zo'n familie heet een stochastisch proces. De 
elementen van T heten tijdspunten, en T is een lineaire verzameling, aftelbaar 
of niet-aftelbaar. Als T = { t: t E [O, oo) }, dan heet het stochastische proces 
{ x1, t ET} een proces met continue tijdsparameter; als 
T- = {t: t =tn, n =O, 1,2, ... } met t0 o;;;;t 1 o;;;;t 2 .;;;;; ..• , dan is sprake van een proces 
met discrete tijdsparameter. 

Men kan een stochastisch proces beschouwen als de probabilistische tegen­
hanger van een deterministisch proces, en net als bij deterministische processen 
is men geinteresseerd in haar tijdsafhankelijke structuur en haar gedrag voor 
grote waarden van de tijdsparameter. Vanzelfsprekend zijn stochastische 
processen veel gecompliceerder dan deterministische processen, en zal men dan 
ook in het algemeen minder gedetailleerde uitspraken kunnen doen. 

Men kan een deterministisch proces ook beschouwen als een gedegenereerd 
stochastisch proces, waarin het "random" karakter geheel ontbreekt. Ander­
zijds is een stochastisch proces met een volledig "random" karakter, een proces 
{~1 , t E[O,oo)} waarbij ~11 , • • • ,~1• onafhankelijke stochastische variabelen zijn 
voor alle n en elke deelverzameling { t 1, ••• , tn} van T, nauwelijks interessant 
(tenzij Teen discrete verzameling is); zo'n proces is te onregelmatig en bevat 
geen enkel verband tussen verleden, heden en toekomst. Enig verband tussen 
deze grootheden in een stochastisch proces kan het proces veel bruikbaarder 
maken als model voor toepassingen. 

Markovketens zijn stochastische processen waarbij de toekomst, gegeven het 
heden, niet afhangt van het verleden. De Russische wiskundige A.A. Markov 
(1856-1922) voerde de naar hem genoemde Markovketens in bij zijn onderzoek 
naar de afwisseling van klinkers en medeklinkers in de Russische literatuur, 
i.h.b. in Pushkin's "Eugene Onegin" (Markov's artikel [6] is opgenomen in een 
appendix van Howard [4]). Markovketens vormen reeds geruime tijd een 
belangrijk hoofdstuk in de stochastiek, niet in het rninst doordat zeer veel 
toepassingen worden gevonden in zulke uiteenlopende gebieden als 
natuurkunde, sociologie, biologie en economie. 

We zullen nu een formele definitie van Markovketens geven. Zij in het ver­
volg T = { 0, 1, 2, ... } . Zij S de toestandsruimte van het stochastische proces 
{xn, n =O, l, ... }, dwz. de ruimte van mogelijke realisaties van de stochastische 
vanabelen Xn, n =O, l, ... ; s zij aftelbaar. s kan bijvoorbeeld de verzameling 
posi tieve geh.ele getallen zi jn, of de verzameling {A, B } van twee boeken. In 
het vervolg geeft Preen kans (Eng.: Probability) aan. 
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DEFINITIE 1 
Het stochastische proces { Xno n = 0, 1, ... } is een Markovketen als voor elk 
geheel getal n;;;;.O en elke ik ES, k =O, l, ... ,n + 1, 

Pr{~n+I =in+d~n=in,_~n-1 =in-1' ... ,~o=io} = (2.1) 

Pr{~n+I =in+d~n=in}· 

(Uiteraard moet Pr{xn=in,Xn-1 =in-1' ... , xo=io} > 0 zijn, opdat het 
linkerlid gedefinieerd 1s; en din is ook bet rechterud gedefinieerd.) 

In woorden: als in de rij {xn, n =O, 1, ... } de realisatie van Xn op tijdstip n 
bekend is, dan hangt de conditionele kans van de toekomstige realisatie van 
Xn+I slechts af van bet heden Xn, en niet van bet verleden Xn-1> ... ,x0 (ver­
Cler gaat bet geheugen van de keten niet). 

VOORBEELD 1 (VERVOLG) 

In bet wiskundeboekenvoorbeeld uit paragraaf 1 geldt: Xn is bet boek dat in 
jaar n in gebruik is; de toestandsruimte S = {A,B}, terWijl T = {O, l, ... ,n, ... }. 
Er geldt voor elk geheel getal n ;;;;.o en alle ik ES, k =O, l, ... ,n -1: 

en analoog 

Pr{~n+I =Al~n=A,~n-1 =in-1' ... ,~o=io} = 

Pr{~n+I =Al~n=A} = 0.8, 

Pr{~n+I =Al~n=B,~n-1 =in-1' ... ,~o=io} = 0.3, 

Pr{~n+I =Bl~n=A,~n-1 =in-1' ... ,~o=io} = 0.2, 

Pr{~n+I =Bl~n=B,::n-1 =in-1' ... ,~o=io} = 0.7. 

Enige eigenschappen van Markovketens (zie Cohen [2], hoofdstuk 1.2) 
Definitie 1 impliceert (gebruik elementaire eigenschappen van conditionele 
kansen): 

Pr{~n +2 =in+2• ~n +I =in +d::k =ik> k =O, I, ... ,n }Pr{::k =ik, k '=O, l, ... ,n}(~2) 

Pr{~k=ik> k=O,I, ... ,n +2} = 
Pr{::n+2=in+2l::k=ik, k=O,l, ... ,n+l}Pr{::k=ik, k=O,l, ... ,n+l} = 

Pr{~n +2 =in +2l::n +I =in+ i} Pr{~n + 1 =in+ 1 l::n =in }Pr{::k =ik> k =O, 1, ... ,n }. 

Derhalve geldt (als de betreffende conditionele kansen bestaan, wat in bet ver­
volg zal worden aangenomen): 

Pr{~n +2 =in +2• ~n +I =in +1 l~k =ik> k =O, l, ... ,n} = (2.3) 

Pr{~n+2=in+2l~n+I =in+i} Pr{~n+I =in+ll~n=in}· 
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Het rechterlid van (2.3) hangt niet af van ~k =ik> k =O, l, ... ,n -1, zodat 

Pr{~n+2=in+2• ~n+I =in+il~k=ik> k=O,l, ... ,n} = (2.4) 

Pr{~n+2=in+2• ~n+I =in+ll~n=in}· 

Formules (2.3) en (2.4) laten zich eenvoudig generaliseren tot: 

Pr{~h =ih, h =n + 1, ... ,n +ml~k =ik, k =O, l, ... ,n} = (2.5) 

Pr{~h =ih, h =n + 1, ... ,n +ml~n =in} = 
m 

II Pr{Xn+k=in+klXn+k-1 =in+k-1}, 
k=I - -

voor alle gehele getallen n;;;;:a.O, m;;;;:a. I, en voor alle ik ES, k =O, l, ... ,n +m. 
Het tweede gelijkteken impliceert (neem n =O in (2.5)): 

Pr{~h =ih, h =O, 1, ... ,m} = (2.6) 

Pr{~o =io}Pr{~h =ih, h = 1,2, ... ,ml~o =io} = 
m 

Pr{xo=io} lIPr{xk=iklxk-1 =ik-1}. 
- k=I - -

Dit leidt tot een belangrijke conclusie: 
Als in een Markovketen { Xn, n = 0, 1, ... } de beginverdeling (de kansverdeling 
van ~o) en alle e6istaps overgangskansen 

Pr{~n+I =i11+1l~n=in} 

bekend zijn, dan kan elke eindig-dimensionale gezamenlijke kansverdeling van 
de Markovketen eenduidig worden bepaald (en i.h.b. de kansverdeling van elk 
der stochastische variabelen Xno n = 1, 2, ... ). 
Met iets andere woorden: voor de beschrijving van een Markovketen is het 
voldoende de beginverdeling en alle eenstaps overgangskansen te geven. 

VRAAG 1 
Mag in (2.5) een deel van het verleden (~11 -1' ... , ~0) worden weggelaten? 

ANTWOORD: 

Ja, dit volgt onmiddellijk uit het feit dat bet tweede en derde lid van (2.5) geen 
termen Xn -1' ... , x 0 bevatten. - -

In de eerste identiteit van (2.5) mag ook een deel van de toekomst worden 
weggelaten. Er geldt in het bijzonder voor alle gehele getallen n ;;;.o, m ;;;;:a. I, 

Pr{~n+m=in+ml~k=ik> k=0,1, ... ,n} = Pr{~n+m=i11 +ml~11 =i11 }. (2.7) 

We bewijzen (2.7) voor m =2; generalisaties kunnen volledig analoog worden 
bewezen. Omdat 

LJ {x11 +1 =i} = D, 
iES -
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waarbij !2 de zekere gebeurtenis is, kunnen we schrijven: 

Pr{:::n+2=in+2l:::k=ik, k=0,1, ... ,n} = (2.8) 

Pr{xn +2 =in +2> LJ Xn +l =ilxk =ik, k =O, 1, ... ,n} 
- IES- -

~ Pr{Xn +2 =in +2, Xn +I =ilxk =ik> k =O, 1, ... ,n} 
IES - - -

De conditionele kans 

Pr{:::n +2 =in +2l:::n =in}, 

heet de tweestaps overgangskans van de Markovketen op tijdstip n; algemeen 
heet de conditionele kans 

Pr{:::n +m =in +ml:::n =in}, 

de m-staps overgangskans van de Markovketen op tijdstip n. 

We hebben in deze paragraaf het begrip Markovketen gedefinieerd, en we 
hebben getoond hoe deze definitie leidt tot algemene formules als (2.5), welke 
ons in staat stellen conditionele kansen uit te drukken in ee"nstaps overgangs­
kansen van de Markovketen. Tot besluit van deze paragraaf, en als voor­
bereiding op paragraaf 3, laten we zien hoe (h + m)-staps overgangskansen 
kunnen worden uitgedrukt in h-staps en m-staps overgangskansen (voor wil­
lekeurige gehele getallen h;;;;;. l, m :;;;;.1 ). Een elementaire eigenschap van con­
ditionele kansen impliceert dat 

Pr{:::n+h+m=in+h+m> :::n+m=in+ml:::n=in} = 
Pr{:::n +h +m =in +h +ml:::n +m =in +m• :::n =in }Pr{:::n +m =in +ml:::n =in}. 

Omdat {:::n' n =O, l, ... } een Markovketen is, mogen we schrijven (vgl. vraag 1): 

Pr{:::n +h +m =in +h +ml:::n +m =in +m> :::n =in} 

Pr{:::n +h +m =in +h +ml:::n +m =in +m }. 

Uit bovenstaande twee relaties volgt: 

Pr{:::n +h +m =in +h +m> :::n +m =in +ml:::n =in} 

Pr{:::n +h +m =in +h +m l:::n +m =in +m} Pr{:::n +m =in +m l:::n =in}. 

Sommatie van (2.9) over alle in +m ES geeft: 

Pr{:::n +h +m =in+h+ml:::n =in} = 

(2.9) 

(2.10) 
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voor alle gehele getallen n ;;;;.o, h ;;;a. I, m ;;;a. I, en alle in, in +m• in +h +m ES. For­
mule (2.10) geeft aan hoe meerstaps overgangskansen rechtstreeks kunnen wor­
den berekend uit eenstaps overgangskansen. Deze formule heet de vergelijking 
van Chapman-Kolmogorov. 

VOORBEELD 1 (VERVOLG) 

Uit (2.10) volgt: 

Pr{::2 =A l::o =A} = Pr{::2 =A I:: 1 =A }Pr{:: 1 =A l::o =A} + 
Pr{::2=Al::1 =B}Pr{::1 =Bi::o=A} = 

0.8X0.8 + 0.3X0.2 = 0.7. 

Een soortgelijke berekening, of het feit dat 

Pr{::2 =A l::o =A} + Pr{::2 =Bi::o =A} = 1, 

leert dat 

Pr{::2 =Bi::o =A} = 0.3. 

Evenzo 

Pr{::2=Ai::o=B} = 0.45, Pr{::2=Bl::o=B} = 0.55. 

In de volgende paragraaf zullen we tonen hoe de matrixrekening, uitgaande 
van (2.10), een snelle en elegante bepaling van meerstaps overgangskansen 
mogelijk maakt. 

3. MATRICES VAN OVERGANGSKANSEN IN MARKOVKETENS 

De eenstaps overgangskansen Pr { Xn +I = Jlxn = i} van een Markovketen 
{xn, n =0,1, ... } kunnen in principe afhangen van n. Een dergelijke 
"tijdsafhankelijkheid" geeft een Markovketen meestal een zo gecompliceerde 
structuur, dat een exacte mathematische analyse niet meer mogelijk is. We 
beperken ons in dit verhaal tot Markovketens waarvan de overgangskansen 
niet van de tijd afhangen. Dit zijn zowel vanuit praktisch als theoretisch oog­
punt de belangrijkste Markovketens. 

DEFINITIE 2 
De Markovketen { Xn, n = 0, 1, ... } heeft stationaire overgangskansen als voor 
alle i,JES en alle gehele getallen m;;;a.I,n;;;a.O, 

Pr{::n +m = Jl::n =i} 

niet afhangt van n. 



88 

Een nodige en voldoende voorwaarde opdat de Markovketen { Xn, n = 0, 1, ... } 
stationaire overgangskansen heeft, is dat alle eeiistaps overgangskansen 
Pr{xn +1 = flxn =i} niet afhangen van n (nodig: triviaal; voldoende: uit (2.10), 
metvolledigeinductie naar hen m, startend met h = 1, m = 1). 

Bij Markovketens met stationaire overgangskansen kunnen we de m-staps 
overgangskansen als volgt noteren: voor alle i,j ES, en alle niet-negatieve 
gehele getallen n en m, is 

hierbij is 

P(~l · = Pr{x =1·1x =i}· IJ • _n+m _n ' 

plJ> = 1 a/s i = ), 

plJ> =O a/s i=faj. 

We voeren de matrix van m-staps overgangskansen in: 

p(m) := (plj>), m=0,1, ... ; 

ten slotte noteren we 

PiJ : = pl)l, P : = pO>. 

(3.1) 

(3.2) 

(3.3) 

De kansrekening leert dat de matrices p<mJ, m = 0, 1, ... , de volgende 
eigenschappen hebben: 
(i) alle elementen zijn niet-negatief; 
(ii) de rijsommen zijn gelijk aan een. 

Een dergelijke vierkante matrix heet een stochastische matrix. De matrix van 
overgangskansen van een Markovketen is derhalve een stochastische matrix. 

We keren terug tot formule (2.10), die (h + m)-staps overgangskansen uit­
drukt in h-staps en m-staps overgangskansen. Een zeer belangrijke consta­
tering is, dat (2.10) precies de berekening van een element van een matrix bij 
vermenigvuldiging van twee matrices weergeeft; in matrixvorm zegt (2.10): 

p<h+m) = p<h) p<m>, h,m=0,1, .... (3.4) 

In bet bijzonder merken we op: 

p(2) = p(IJ p(I) = pp = p2; 

en algemener 

p(m) = pm_ (3.5) 

We hebben hiermee een fundamentele eigenschap van Markovketens met 
stationaire overgangskansen afgeleid: de matrix van m-staps overgangskansen is 
de m-de macht (t.a.v. de matrixvermenigvuldiging) van de matrix van eenstaps 
overgangskansen. 
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VOORBEELD 1 (VERVOLG) 

In het wiskundeboekenvoorbeeld is 

- [0.8 0.2] 
p - 0.3 0.7. 

Herhaalde matrixvermenigvuldiging van P met zichzelf leert: 

[
0.7 0.3 l 

p(2) = P 2 = 0.45 0.55 ' 

[
0.65 0.35 l 

p<3) = P 3 0.525 0.475 ' 

[
0.625 0.375 l 

p(4) = P 4 0.5625 0.4375 ' 

[
0.6125 0.3875 l 

p(S) = pS 0.58125 0.41875 ' 

enz. 
Merk op dat elke term (kans) in deze matrices een interpretatie heeft als som 
van kansen, gesommeerd over alle mogelijkheden die leiden tot het gewenste 
resultaat. Zo komt Pr { x 4 =A Ix 0 =A } = 0.625 tot stand door sommatie over 
de conditionele kansen op de 8 mogelijkheden AAAA, AABA, ... , BBBA voor 
:: , , ... , ::4• gegeven ::o =A. 

Limietgedrag 
In bovenstaand voorbeeld gaan de twee rijen van p<m> steeds meer op elkaar 
lijken naarmate m groter wordt. Met andere woorden, het verschil tussen 
Pr{xm=Alx0 =A} en Pr{.Xm=Alx0 =B} wordt steeds kleiner, evenals het 
verschil tussen Pr{xm =Blx-;;- =A} en Pr{xm =Blxo =B}. De interpretatie is: 
naarmate de jaren verstrijken wordt de invloed van de keuze uit jaar 0 steeds 
zwakker. Dit is in het voorbeeld niet verwonderlijk. Maar hebben alle 
Markovketens met stationaire overgangskansen deze eigenschap? De "meeste" 
wel, maar we zullen in paragraaf 4, waar we nader op dit verschijnsel ingaan, 
ook Markovketens tegenkomen waarbij de invloed van de begintoestand nooit 
verdwijnt. 

VOORBEELD 1 (VERVOLG) 

Eenvoudig kan worden bewezen, dat in ons voorbeeld het absolute verschil 
tussen termen in verschillende rijen maar in dezelfde kolom telkens halveert; er 
geldt: 

lim p(m) 
m->OO 

= .[o .. 6 0.4] 0.6 0.4 . 

Introduceer 
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p(c;ol : = lim p<m>. 
m-.oo 

De rijen van p<00> geven de kansverdeling van de boekenkeus na oneindig veel 
jaren, ongeacbt de beginkeus. 

4. MATRICES EN TOESTANDSKANSEN IN MARK.OVKETENS 

Tot dusverre bebben we slecbts gesproken over overgangskansen, dus over 
conditionele kansen. Dikwijls is men ecbter vooral geinteresseerd in de kans 
dat een Markovketen zicb in een bepaalde toestand bevindt op een tijdstip, 
zonder dat de begintoestand gegeven is. We spreken in dit geval over een 
toestandskans; de toestandskans dat de Markovketen zicb op tijdstip m in 
toestand j bevindt wordt aangegeven met 'lTj(m) en is gedefinieerd als 

'lTj(m) := Pr{~m=J}, JES, m =0,1,.... (4.1) 

Er bestaat bet volgende verband met overgangskansen: 

'lTj(m) = ~ Pr{xo=i}Pr{xm=Jlxo=i} = ~ 'TT;(O)P~jl, (4.2) 
iES - - - iES 

of in matrixnotatie, met de rijvector 'TT(m) : = ('1T1(m),'1T2(m), ... ): 

'TT(m) = 'TT(O)Pm. (4.3) 

Deze paragraaf is gewijd aan toestandskansen in Markovketens. Eerst moeten 
we enige nieuwe begrippen over toestanden introduceren. 

DEFINITIE 3 
Een Markovketen beet niet-reduceerbaar als elke toestand bereikbaar is vanuit 
elke andere toestand, dwz. als voor elk paar toestanden (i,j) er een gebeel getal 
m 0 (eventueel afhankelijk van i en j) bestaat, zodat 

p~j·> > 0. (4.4) 

Anders is sprake van een reduceerbare Markovketen. 

DEFINITIE 4 
Een deelverzameling S 1 van de toestandsruimte S van een Markovketen beet 
ges/oten als alle eenstaps overgangskansen van toestanden uit SI naar toestan­
den uit S1, bet complement van S 1 ten opzicbte van S, nul zijn. 
Als s I uit een toestand, zeg i, bestaat dan beet die toestand i absorberend. 

Uit de voorgaande definities volgt: 
(i) toestand i beet absorberend als en alleen als p;; = 1. 
(ii) Als S gesloten is en geen ecbte deelverzameling bevat die gesloten is, dan 

is de Markovketen niet-reduceerbaar. 
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We hebben gezien dat, in een Markovketen met stationaire overgangskansen, 
p}j> de kans aangeeft dat een toestand j na m stappen weer optreedt. Het is 
dikwijls ook belangrijk, de kans te bepalen dat een toestand voor het eerst weer 
optreedt na m stappen. Definieer voor j ES, m = 1,2, ... , 

fjj> := Pr{eerste terugkeer naar toestand j treedt op na m stappen}. (4.5) 

V anzelfsprekend is 
00 

/Jj : = ~ fjj> = Pr{ ooit vindt een terugkeer naar toestand j plaats }. (4.6) 
m=I 

We beperken ons in het vervolg tot niet-reduceerbare Markovketens. Het 
blijkt zinvol te zijn een klassificatie te geven van de toestanden van een (niet­
reduceerbare) Markovketen. De terugkeerkansen /Jj spelen hierbij een grote 
rol. 

DEFINITIE 5 
Toestand j van een Markovketen heet recurrent als /Jj = 1; 
toestand j van een Markovketen heet transient als /Jj < 1. 
Als het enig mogelijke aantal stappen waarna de toestand j weer kan optreden 
gelijk is aan y, 2y, 3y,... (met y> 1 en zo groot mogelijk), dan heet toestand j 
periodiek met periode y; als y = 1 dan heet toestand j aperiodiek. 

Als een toestand recurrent is, kunnen we spreken over de gemiddelde 
terugkeertijd mj van toestand j: 

00 

mj := ~ mfjj>. (4.7) 
m=I 

We kunnen nu de toestandsklassificatie nog verder doorvoeren: 

DEFINITIE 6 
Toestand j van een Markovketen heet positief-recurrent als /Jj = 1 en mj < oo; 
toestand j van een Markovketen heet nul-recurrent als /Jj = 1 en mj = oo. 

Zonder bewijs vermelden we twee centrale stellingen uit de theorie der 
Markovketens (zie [3]). Stelling 1 geeft een verband tussen de klassificaties van 
toestanden van een niet-reduceerbare Markovketen (alle toestanden van zo'n 
Markovketen blijken van hetzelfde type te zijn; dit verklaart ook het nut van 
deze klassificatie ). in stelling 2 keren we terug naar het begrip toestandskans. 

STELLING l 
De toestanden van een niet-reduceerbare Markovketen zijn of alle transient, of 
alle nul-recurrent, of alle positief-recurrent. 
Als een toestand periodiek is met periode y, dan zijn alle toestanden periodiek 
met periode y. 
Als de toestandsruimte S van de niet-reduceerbare Markovketen een eindig 
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aantal toestanden beeft, dan zijn alle toestanden van S positief-recurrent. 

DEFINITIE 7 
Een Markovketen waarvan alle toestanden positief-recurrent zijn beet een 
positief-recurrente Markovketen. 
Een Markovketen waarvan alle toestanden aperiodiek zijn beet een aperiodieke 
Markovketen. 
Analoog voor nul-recurrente, transiente en periodieke Markovketens. 

STELLING 2 
Bescbouw een niet-reduceerbare, positief-recurrente, aperiodieke Markovketen 
(met stationaire overgangskansen). Er geldt: 

lim P(m) ='IT· 1·1·Es· 
l'f }' ' ' m->OO 

(4.8) 

{ 'ITj, j ES} is een kansverdeling, die eenduidig bepaald is als de op een 
genormeerde niet-negatieve oplossing van bet stelsel vergelijkingen 

Zj = ~ Z;Pij• j ES. 
iES 

Bovendien geldt: 

'IT1· = lim 'IT1·(m), j ES, 
m->OO 

en 

(4.9) 

(4.10) 

(4.11) 

In paragraaf 3 merkten we op dat in de "meeste" Markovketens alle rijen 
van p<m> gelijk warden voor m~oo - met als interpretatie dat de invloed van 
de begintoestand in m-staps overgangskansen voor grate waarden van m 
verdwijnt. Uit (4.8) blijkt dat <lit inderdaad bet geval is in de klasse van niet­
reduceerbare, positief-recurrente, aperiodieke Markovketens; de rijen van p<00> 
blijken dan alle bovendien precies gelijk te zijn aan de rijvector, 'IT, die de 
limietverdeling van toestandskansen weergeeft: 'ITj = lim 'ITj(m). 

m-.oo 
Stelling 2 toont dat bet voor de bepaling van 'ITj niet nodig is P tot steeds 
bogere macbten te verbeffen; een veel eenvoudiger metbode is oplossing van 
bet stelsel vergelijkingen (4.9). Het feit dat 'ITj, j ES aan (4.9) voldoet kan snel 
als volgt warden ingezien. (4.3) impliceert (in vectornotatie): 

'IT(m + l) = 'IT(O)Pm + 1 = 7T(O)PmP = 'IT(m)P, m =O, 1, ... , (4.12) 

zodat als 'ITj = lim 'ITj(m) bestaat, 'ITj voldoet aan ( 4.9). 
m->oo 
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VOORBEELD 1 (VERVOLG) 

In het wiskundeboekenvoorbeeld is de Markovketen niet-reduceerbaar, terwijl 
de toestandsruimte eindig is. Stelling 1 leert nu dat de Markovketen positief­
recurrent is. Vanzelfsprekend is de Markovketen ook aperiodiek; stelling 2 is 
derhalve toepasbaar. Volgens deze stelling kan de limietverdeling van de 
toestandskansen, aan te duiden met de rijvector 7T = (7TA ,7TB), worden gevon­
den door oplossing van het stelsel vergelijkingen 

7TA = 0.87TA + 0.37TB, 

7TB = 0.27TA + 0.77TB, 

7TA + 7TB = 1. 

Merk op dat de eerste twee vergelijkingen afhankelijk zijn; optelling geeft een 
identiteit (zoals algemeen het geval is bij (4.9)). De eerste (of tweede) ver­
gelijking geeft 

0.27TA = 0.37TB, 

zodat uit de derde vergelijking volgt: 

7TA =0.6, 7TB =0.4, 

(in overeenstemming met het resultaat aan het eind van paragraaf 3). 

OPMERKING I 
Een niet-reduceerbare, positief-recurrente, aperiodieke Markovketen heet 
"ergodisch". Men drukt het verdwijnen van de invloed van de begintoestand in 
ergodische Markovketens wel uit door te zeggen: de Markovketen nadert, als 
m--HfJ, tot een toestand van statistisch evenwicht. In dit verband is het goed te 
wijzen op een fysische interpretatie van de limiettoestandskansen. Het is 
duidelijk dat in een toestand van statistisch evenwicht geldt: de kans dat het 
proces zich voor de volgende stap in toestand j bevindt is even groot als de 
kans dat het proces zich na de volgende stap in toestand j bevindt. De eerste 
kans is gelijk aan 7TJ, en de tweede kans is gelijk aan de som, over alle 
mogelijke toestanden i ES, van de kansen 7T; maal de overgangskansen PiJ van 
toestand i naar toestand j: 

7Tj = L 7T;PiJ· 
iES 

Vergelijk nu met (4.9). Dit "evenwichtsargument" is niet slechts toepasbaar op 
een bepaalde toestand, maar ook op de overgang tussen twee toestanden. In 
voorbeeld I moet er evenwicht bestaan tussen de "kansstroom" van A naar B 
en die van B naar A: 

oftewel 
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wat tezamen met de normeringsvoorwaarde 7TA +7TB = 1 leidt tot de juiste waar­
den van 7TA en 7TB· 

VOORBEELD 2 (ZIE HOWARD (4]) 
Een taxicbauffeur beeft zijn werkterrein in drie aangrenzende dorpen, die we 
voor bet gemak met 1, 2 en 3 zullen aangeven. De ervaring leert dat de 
afhankelijkheid van opeenvolgende bestemmingen door een Markovketen kan 
worden beschreven, met onderstaande matrix van overgangskansen: 

[
0.3 0.2 0.5] 

p = 0.1 0.8 0.1 . 
0.4 0.4 0.2 

Met andere woorden, als de vorige rit in dorp 1 was geeindigd, dan blijft de 
volgende rit met kans 0.3 in dorp 1 en voert met kans 0.2 resp. 0.5 naar dorp 2 
resp. dorp 3. Omdat alle overgangskansen positief zijn is de Markovketen 
niet-reduceerbaar. Volgens stelling l zijn alle toestanden positief-recurrent. 
Eenvoudig is in te zien dat alle toestanden aperiodiek zijn. Stelling 2 is nu 
toepasbaar; deze stelling leert dat de limietverdeling van de toestandskansen 
bestaat en eenduidig is vastgelegd als de oplossing van bet stelsel vergelijkin­
gen 

en 

7TJ = 0.37T1 +0.17T2 +0.47T3, 

7Tz = 0.27T1 +0.87T2 +0.47T3, 

7T3 = 0.57T1 + O. l 7T2 + 0.27T3, 

7TJ +7T2 +7T3 = 1. 

De oplossing luidt: 7T1 =0.2, 7T2 =0.6, 'IT3 =0.2. 
(Probeer zelf de evenwicbtsargumenten uit opmerking l eens op dit voorbeeld 
toe te passen.) Volgens stelling 2 duurt bet gemiddeld m 1 =1/7T1 =5 ritten, 
voor de taxi in dorp 1 terugkeert. 
We geven de matrices p<0>, pO>, p<2>, p<3>: 

p(O) = [~ ~ ~1 ' 
0 0 1 

[
0.3 0.2 0.5] 

p(I) = 0.1 0.8 0.1 ' 
0.4 0.4 0.2 

[
0.31 0.42 0.27] 

p(2) = 0.15 0.70 0.15 ' 
0.24 0.48 0.28 

[
0.243 0.506 0.251] 

p<3> = 0.175 0.650 0.175 . 
0.232 0.544 0.224 
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Merk op dat de chauffeur die in dorp I startte, na een rit met kans 0.2 in dorp 
2 zit, na 2 ritten met kans 0.42, na drie ritten met kans 0.506, en na oneindig 
veel ritten met kans 0.6. Voor dit laatste resultaat hoeven we de matrix P niet 
tot steeds hogere machten te verheffen; de voorgaande theorie leert dat p<oo> 
wordt gegeven door 

[
0.2 0.6 0.2] 

p(oo) = 0.2 0.6 0.2 . 

0.2 0.6 0.2 

Inkrimping 
Het telkens terugkerende verschijnsel van convergentie van overgangskansen en 
toestandskansen, als de tijd cq. bet aantal stappen voortschrijdt, kan op 
grafische wijze worden gerepresenteerd. Beschouw hiertoe een gelijkzijdige 
driehoek met hoogte I (zie figuur I). Een eigenschap van de gelijkzijdige drie­
hoek is, dat de som van de lengten van de loodlijnen vanuit een inwendig punt 
op de drie zijden gelijk is aan de hoogte van de driehoek (dus bier gelijk aan 
I). Derhalve kan elk inwendig punt van de driehoek een toestandsvector 
representeren (met som van de kansen gelijk aan 1) voor de Markovketen uit 
bet taxivoorbeeld. Dat voorbeeld aanhoudend nummeren we de hoekpunten 
van de driehoek l, 2 en 3. De drie hoekpunten representeren de vectoren 
(1,0,0), (0, 1,0) en (0,0, 1). Als de beginvector '1T(0)=(1,0,0), dan is de 
toestandsvector na I stap (0.3,0.2,0.5); bij (0, 1,0) hoort (0.1,0.8,0.l) en bij 
(0,0, 1) hoort (0.4,0.4,0.2). De drie corresponderende punten markeren de 
gestreepte driehoek in figuur 1. Het is snel in te zien dat elk punt binnen de 
gelijkzijdige driehoek met hoogte 1 (dus elke begintoestandsvector) na een stap 
wordt af gebeeld op een punt binnen de kleinere, gestreepte, driehoek. Deze 
driehoek wordt op haar beurt bij de tweede stap van de Markovketen (de 
tweede rit van de taxi) op een nog kleinere driehoek afgebeeld (gestippeld in 
figuur 1 ). De hoekpunten van deze derde driehoek zijn de rijvectoren van p<2>. 
De inkrimping gaat bij elke stap verder, met als convergentiepunt bet punt 
behorend bij de limiettoestandsvector (0.2,0.6,0.2)! 

Merk op dat de orientatie van de driehoeken telkens omklapt. Dit is duide­
lijk te zien als we als beginvector (0,0.5,0.5) nemen, halverwege. de hoekpunten 
2 en 3. Dit punt blijft telkens bet middelpunt van een zijde, maar verschijnt 
tevens telkens aan de andere kant van de loodlijn uit hoekpunt 2. Wat is de 
achtergrond van die orientatiewisseling? We zullen deze vraag spoedig 
beantwoorden. 

VOORBEELD 3 
Stel dat bij bet taxivoorbeeld de volgende matrix van overgangskansen 
optreedt: 

p = [~ ~ ~]· 
1 0 0 
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De corresponderende Markovketen is wederom niet-reduceerbaar en positief­
recurrent, maar elke toestand is nu periodiek met periode 3 (ga na). Het is 
duidelijk dat in dit geval de invloed van de begintoestand nooit verdwijnt; als 
de eerste rit in dorp 1 start, dan is de chauffeur 3m ritten later weer in dorp 1, 
m =1,2, .... 

VOORBEELD 4 
Stel dat bij het taxivoorbeeld de volgende matrix van overgangskansen 
optreedt: 

p = [~ 
0.3 

0 

0 l 0 . 

0.5 0.2 

De bijbehorende Markovketen is reduceerbaar. Toestanden I en 2 zijn absor­
berend (zie definitie 4), en toestand 3 is transient. Een eenvoudige berekening 
leert dat 

p(oo) [~ ~ ~] · 
0.6 0.4 0 

Als u , analoog aan figuur 1, de inkrimpende driehoeken tekent zult u merken 
dat in dit geval convergentie naar een lijn (i.p.v. naar een punt) optreedt: de 
lijn tussen de hoekpunten 1 en 2. 

De rijen van p<ool zijn niet identiek: de lirnietverdeling van de toestands­
kansen hangt af van de begintoestand. Als de taxi in dorp 1 of 2 is gestart, 
dan blijft hij daar altijd. Als de taxi in dorp 3 is gestart, dan eindigt hij in 
dorp 1 resp. 2 met kansen 0.6 resp. 0.4. 

Probeer zelf voor het wiskundeboekenvoorbeeld de convergentie grafisch 
voor te stellen. 

Eigenwaarden en eigenvectoren van de matrix van overgangskansen 
Uit (4.9) blijkt dat de lirniettoestandsvector 7T (en alle rijen van p<00>) van een 
niet-reduceerbare, positief-recurrente, aperiodieke Markovketen gelijk is aan de 
linkereigenvector van de matrix P, behorende bij de eigenwaarde 1. Merk op 
dat de bijbehorende rechtereigenvector (een veelvoud van) de eenheidsvector 
1 : = (1, ... , 1)1 is; alle rijsommen van P zijn immers gelijk aan een (opm.: de 
index t geeft de getransponeerde van een vector aan; de rechtereigenvectoren 
zijn kolomvectoren). We zullen tonen dat bij de bepaling van een expliciete 
uitdrukking voor plj> ook de andere eigenwaarden en eigenvectoren van Peen 
essentie1e rol spelen. Een interessante bonus van de bestudering van eigen­
waarden en eigenvectoren van P is een analytische verklaring van het meet­
kundige inkrimpingsverschijnsel uit figuur 1. Voor dit alles gebruiken we de 
stelling van Perron-Frobenius, de basisstelling voor niet-negatieve matrices, 
dwz. matrices met uitsluitend niet-negatieve elementen. Alvorens een vorm 
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van deze stelling te kunnen formuleren, hebben we nog etfu begrip nodig. De 
analogie tussen niet-negatieve matrices en Markovketens benadrukkend noe­
men we een vierkante, niet-negatieve matrix T = (tij) niet-reduceerbaar als 
voor elk indicespaar (i,j) er een positief geheel getal m0 (eventueel afhankelijk 
van i en J) bestaat, zodat 

i'!'•> > 0 
I) ' 

(vgl. definitie 3). 

STELLING 3 
(stelling van Perron-Frobenius; zie Seneta [7]) 
Zij T = (tij) een niet-negatieve, niet-reduceerbare k X k matrix. Dan bestaat er 
een eigenwaarde r van T zodat 
(i) r is reeel en positief; 
(ii) met r kunnen een linker- en rechtereigenvector met uitsluitend positieve 

elementen worden geassocieerd; 
(iii) r ;;;;;. I A I voor elke eigenwaarde >.; 

k k 
(iv) min ~ tij ~ r ~ max ~ tij. 

j=I j=I 

Omdat de rijsommen van een stochastische matrix gelijk zijn aan e'en, volgt uit 
Stelling 3: 

GEVOLG 1 
Als T een stochastische matrix is, dan is r = 1 een eigenwaarde; alle overige 
eigenwaarden zijn in absolute waarde hoogstens gelijk aan een. 

We beperken ons in het vervolg weer tot niet-reduceerbare Markovketens, 
met k<oo toestanden; volgens stelling I is zo'n Markovketen positief­
recurrent. De stelling van Perron-Frobenius impliceert dat, voor een niet­
reduceerbare, positief-recurrente Markovketen, alle eigenwaarden in absolute 
waarde hoogstens gelijk zijn aan een. Slechts als de keten periodiek is, zijn er 
meerdere eigenwaarden in absolute waarde gelijk aan een (bereken de eigen­
waarden bij de matrix in voorbeeld 3). Zij P de overgangskansmatrix van de 
Markovketen, en zij >.1, ••• , Ak de eigenwaarden van P; ;\1 =I ;;;i. I >-2 I;;;;;. · · · ;;;;;. 
I Ak I · Voor het gemak nemen we aan dat alle eigenwaarden multipliciteit ee"n 
hebben; de theorie behoeft enige aanpassing in het algemene geval (zie Feller 
[3]). Zij xj en yj de linker- en rechtereigenvector van P behorend bij eigen­
waarde Aj, dwz. er geldt: 

(4.13) 

Zij X de matrix metals rijen xi. ... ,xk, en zij Y de matrix metals kolommen 
Yi. . .. ·Yk· De lineaire algebra leert: als alle eigenwaarden versehillend zijn, 
vormen de linkereigenvectoren een lineair onafhankelijk stelsel zodat X niet­
singulier is en een inverse heeft; analoog voor Y. We kunnen de eigenvectoren 
zodanig kiezen dat Y=x- 1• Merk hiertoe op dat voor i-=/=j (dus A;-=/=Aj), 
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zodat 

X;Jlj = 0, i=ftj. 

De eigenvectoren van P zijn op een multiplicatieve factor na bepaald; we kun­
nen en zullen de eigenvectoren zodanig kiezen dat 

XJYJ = I, j = l, ... ,k. 

Het bovenstaande impliceert dat 

Y = x-1. (4.14) 

We introduceren nog enige matrices: de diagonaalmatrix 

A1 0 0 

0 A2 0 

A:= (4.15) 

_o 0 ;\k 

en de k matrices 

(4.16) 

Nu kan een zeer nuttige spectraalrepresentatie van de matrices p<m> worden 
gegeven: 

STELLING 4 

p(m) =pm 

BEWIJS 

k 

YAmX = ~ >-.jB1, 
j=I 

m =0,1, .... (4.17) 

De eerste gelijkheid volgt uit (3.5). De tweede gelijkheid volgt uit (4.14) en de 
identiteit 

PY= YA, 

welke op haar beurt volgt uit ( 4.13). De derde gelijkheid volgt door uit­
schrijven van Y Am X (zie (4.16)). 
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0PMERKING 2 
Stelling 4 impliceert m bet geval dat J A2 J < 1 : er bestaat een positieve 
constante C zodat 

i,j=l, ... ,k, m=l,2, ... ; (4.18) 

p<ml convergeert meetkundig naar een matrix p<ool met als rijen de 
limiettoestandsvectoren 'TT, en de convergentiesnelheid wordt bepaald door de 
een-na-grootste eigenwaarde van P. 

VOORBEELD 1 (VERVOLG) 

De eigenwaarden van de matrix 

= [0.8 0.2] 
p 0.3 0.7 ' 

zijn: A1=1 en A2 =0.5. De bijbeborende eigenvectoren, genormeerd zodat 
x1y1 =1, zijn: 
X1 = (0.6,0.4),y1 = (l,l)1,X2 = (l,-l),y2 = (0.4,-0.6r. 
B 1 is ( vanzelfsprekend, gezien de betekenis van x 1 en de vorm van y 1 ) gelijk 
aan de al aan bet eind van paragraaf 3 verkregen matrix p<00 >; B 2 wordt gege­
ven door 

[ 
0.4 -0.4] 

B 2 = -0.6 0.6 · 

Stelling 4 levert nu de volgende spectraalrepresentatie van de m-staps over­
gangsmatrix p<m> op: voor m =O, 1, ... , 

[
0.6 0.4] [ 0.4 -0.4] 

p<m> = o.6 o.4 + (o.5r -o.6 o.6 · (4.19) 

Formule ( 4.19) bevestigt precies de resultaten die we in de vorige paragrafen 
badden verkregen cq. vermoed: p<ml convergeert naar p< 00 >, een matrix met 
identieke rijen (0.6 0.4), en bet verscbil tussen de elementen van p<ml en p<00l 
wordt elke volgende stap gebalveerd. Merk op dat B 2 onmiddellijk volgt uit de 
relatie (zie (4.17) voor m =O) B 1 + B 2 =I. 

VOORBEELD 2 (VERVOLG) 

We keren terug naar bet taxivoorbeeld. De eigenwaarden van de matrix 

[
0.3 0.2 0.5] 

p = 0.1 0.8 0.1 
0.4 0.4 0.2 

zijn: A1=1, A2 =0.5 en A3 = -0.2. De bijbeborende eigenvectoren, genormeerd 
zodat x1y1=1, zijn: 

I 2 1 
X1 = (0.2,0.6,0.2),y1 = (l,1,1)1, X2 = (-Js'Js'-Js),y2 = (-13,7,-8)1, 

- ( 3 1 4) - (1 0 I 
X3 - 7'7'-7 ,y3 - ',-1). 
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Na enig rekenwerk volgt voor m =O, 1, ... : 

13 26 13 

[0.2 0.6 0.2] 
35 35 35 

p<m> = 0.2 o.6 0.2 + (0.5r 2 1 + (4.20) 

0.2 0.6 0.2 
5 5 5 

8 16 8 
35 35 35 

3 4 
7 7 7 

+ c-o.2r 0 0 0. 

3 4 
7 7 7 

Ditmaal zijn er twee "inkrimpings"bijdragen. Men kan bewijzen dat de 
oppervlakten van de driehoeken telkens inkrimpen met een factor die gelijk is 
aan I det (P) I· Volgens een stelling uit de matrixrekening is (zie ook paragraaf 
6 van de bijdrage van Van der Blij in deze bundel): 

ldet(P)I = ldet(YAY- 1)1 = ldet(A)j = IIIA;j. 
De omkering in orie'htatie van de inkrimpende driehoeken, die werd geconsta­
teerd in Figuur 1, wordt veroorzaakt door het feit dat det(P) negatief is. 

5. AANVULLINGEN EN VERWIJZINGEN 

De theorie der Markovprocessen is een zeer rijk en uitgebreid onderdeel van 
de theorie der stochastische processen. We hebben in dit verhaal slechts het 
topje van de ijsberg getoond: enkele basisbegrippen van Markovprocessen met 
discrete tijdsparameter, de zg. Markovketens, met sterke nadruk op de relatie 
met de matrixrekening. 

We hebben ons grotendeels beperkt tot aperiodieke ketens, maar dat is geen 
al te wezenlijke beperking. Het onderscheid tussen recurrente en transiehte 
Markovketens is veel essentieJ.er. Voor een bespreking van transiehte ketens 
verwijzen we naar Chung (1), een standaardwerk over Markovprocessen. 

De theorie der Markovprocessen met continue tijdsparameter vertoont een 
sterke analogie met die der Markovketens. Markovprocessen { x1, t ET} met 
continue tijdsparameter zijn stochastische processen met de eigenschap dat, 
gegeven de huidige toestand x10 , geen aanvullende informatie betreffende het 
proces voor t 0 de conditioncle kans op het optreden van een willekeurige 
toestand x in de toekomst kan beinvloeden. Zie Chung [I] of Cohen [2] voor 
een formele definitie, een inleiding in de theorie en verdere verwijzingen. [2] is 
verder hoofdzakelijk gewijd aan een belangrijk toepassingsgebied van 
Markovprocessen, de wachtrijtheorie. 

Een interessante uitbreiding van Markovprocessen wordt gevormd door de 
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Markovbeslissingsprocessen. Oat zijn Markovprocessen waarbij de overgangs­
kansen kunnen afhangen van eerder genomen beslissingen; zie Howard [5]. 
Howard's boeken hebben een zelfde moeilijkheidsgraad als dit artikel; [1-3] 
zijn geavanceerder. De behandeling van Wessels en Van Nunen [8] is elemen­
tair en bevat veel aardige voorbeelden. 

In dit verhaal hebben we enige malen gelijkenissen en verbanden aangegeven 
tussen de theorie van Markovketens en die van vierkante, niet-negatieve matri­
ces. Voor een zeer gedetailleerde bespreking van zulke matrices, en de toepas­
sing ervan op Markovketens, zij verwezen naar Seneta [7]. 
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MATRICES EN STATISTIEK 

1. Enkele punten uit de lineaire algebra 

In deze paragraaf worden enkele definities en stellingen uit de line­

aire algebra in herinnering gebracht. 

Algemeen: beschouwd worden alleen matrices met reele getallen als elementen. 

Matrices geven we aan met hoofdletters A, B, H, X e.d .. 

I is de eenheidsmatrix; 

At is de getransponeerde van A, d.w.z. (At)ij = aji" 

Vektoren worden met kleine letters aangegeven. 
t 

a is een rij-, a een kolomvektor. Vektoren onderstrepen we dus niet. 

1.1. Er geldt (AB)t = BtAt; (A-l)t 
t rang(A A) = rang A. 

-t 
A 

1.2. <A> is de kolommenruimte van A, dat is de lineaire ruimte opgespannen 

door de kolommen van A; Ax E <A>. 

1.3. His een orthogonale matrix als HtH 

1.4. Als Ax =AX met x i 0, dan heet x eigenvektor van A met eigenwaarde A. 

1.5. Zij Deen lineaire deelruimte c lRn. Het orthogonale complement van 

D is D.L := {x E lRn Ix .L D}. 

1.6. Het inwendig produkt van 2 vektoren in lRn 

Voor de lengte geldt llall 2 = ata. 

t 
is (a,b) = a b. 

De hoek tussen a,b wordt gedefinieerd via cos~ (a,b) 
llall llbll 

Symmetrische matrices: een matrix heet symmetrisch als At A. 

1.7. Is A symmetrisch, dan is er een orthogonale matrix H (bestaande uit 

orthonormale eigenvektoren) en een reele diagonaalmatrix A (bestaande 

uit de bijbehorende eigenwaarden) zodat A= HAHt. 

1.8. Een symmetrische matrix A heet positief definiet (A> 0) als voor 

x i 0 , x tAx > 0 . 

Een symmetrische matrix A heet semi positief definiet (A ~ 0) als 

xtAx ~ O. 

A> B wil zeggen A,B ~ 0 en A-B > 0. 
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1.9. Is B van volle kolomrang dan geldt: A> 0 ~ BtAB > O. 

Bewijs: xtBtABx = ytAy > 0 waarbij y = Bx i 0 als x i 0. 

1.10. Is A> 0 dan zijn alle eigenwaarden positief. 

Bewijs: A= HAHt dus met 1.9 is A> 0 d.w.z. alle A> 0. 

1.11. ook A-l > O. Is A > O, dan 
-1 

Bewijs: A 
-1 t -1 

HA H ; A> 0 dus ook A en weer met 1.9 dus ook 

A-l > 0. 

1. 12. A tA ) 0. 

Bewijs: xtAtAx (Ax) tAx = 11Axll 2 ) 0. 

1.13. Is A> 0, dan is er een B > 0 zodat A B2 . 

Bewijs: A = HAHt = HA!HtHA!Ht B2 met B = HA!Ht > 0. 

1.14. Een matrix P is een orthogonale projector als PtP = P (dus P is 

symmetrisch en idempotent) . 

1.15. Er geldt P) 0, d.w.z. P is semi positief definiet. Dit volgt direct 

uit 1.12. 

1.16. PX= X(XtX)-lXt is een orthogonale projector op <x>. 

Bewijs: PXissymmetrisch, idempotent; PxX=X en rangPX 

J_ 
1.17. I - PX is een orthogonale projector op <x> . 

2. Enkele punten uit de mathematische statistiek 

rang X. 

Bij de behandeling van de lineaire regressie-analyse zullen we enkele 

basisbegrippen uit de mathematische statistiek nodig hebben. 

2.1. Stochasten geven we weer met onderstreepte, latijnse letters. Para­

meters met griekse letters. 

We weten: het gemiddelde µ = Ex 

de covariantie cov(x,y) = E{(x-µx)(y-µ )} 
- - - - y 

de variantie van ~, var ~ = a2 = E (~ - µ)2. 

Als x en X onderling onafhankelijk zijn is cov(~,X) = 0. (Niet om-

gekeerd!) 

De correlatiecoefficient tussen x en X is p(~,X) 

Er geldt Ip I ~ 1; En Ip I = 1 als X = ax + f3. 

p is een maat voor lineaire afhankelijkheid. 

2.2. De verwachting van een stochastische matrix (of vektor) is de matrix 



2 .3. 

2.4. 

2.5. 

(vektor) van ziJn verwachtingen: Ex 
Stel x (x1 , ... ,x )t dan isµ= E: 

- -p 

var x = L2 = E (~ - µ) (~ - µ) t 

var ~l 

cov(x ,x1J 
-p -

2 
m. a. w. ( L ) . . = cov (x. , x . l . 

cov(x1,x ) 
- -p 

var x 
-p 

2 iJ -i -J 
L wordt de variantie-covariantie matrix genoemd van de vektor x. 

cov(x_,y_) E(x-µ) (y-µ )t. 
- x - y 

cov(~,Byl = E (Ax - Aµ ) (By - Bµ ) t 
- x - y t 

In het bijzonder: var Ax = A var x A 

t 
Acov(x,y)B . 

2 -t -
AL A • 

cov(~ + By,~l = cov(~,~) + B cov(y,~l. 

2 . t t 2 
L ~ 0 nl. voor a i 0 is var(a ~) = a L a~ 0. 

L2 > 0 als de x x lineair onafhankeliJ"k ZiJ·n. -1'". "'-p 
t 

De correlatiematrix van x_ = (x 1 , .•. ,x) is gedefinieerd als 
- -p 
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lvar ~i en (S) ij 0 voor i i j 

2.6. Een schatter voor een parameter 8 is een funktie van de waarnemingen. 

Een schatter t voor 6 heet zuiver als Et= 6. 

2.7. Beschouw de vektorruimte van eendimensionale stochasten (x, y e.d.). 

Onderstel alle hebben gemiddelde 0 dus µx = µy = 0 etc .. 

Dan voeren we als volgt een inprodukt in: (~ 1 yl ·= E(~yl. 
Dit geeft 11~11 2 = t~2 = var ~. 

En cos(~ 1 yl p(~ 1 yl. Dus x ~ y betekent p(~ 1 yl o. 

3. Lineaire regressie-analyse 

3.1. Enkelvoudige lineaire regressie 

In deze voordracht ligt het accent op de matrixrekening. Er zal dus 

niet te diep op de statistische aspecten worden ingegaan. 
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Stel we hebben twee variabelen, n en x, in de relatie n = 130 + S1x. De 

parameters 130 en 131 zijn echter onbekend. Uit paren metingen aan (x,n) wil­

len we 130 en 13 1 schatten. 

We nemen aan dat x, de onafhankelijke variabele, zonder fout gemeten 

kan worden. De afhankelijke variabele n kan slechts met een fout gemeten 

worden. Zo ontstaat het model: 

,YI /-
/f~=~·' y 

1. • • 

I i 
i=l, ... ,n; 0 • 

I I 
x. 

1. 

x Uit deze n paren waarnemingen willen we 130 en 

13 1 "zo goed mogelijk" schatten. Hiertoe ge-

bruiken we de methode der kleinste kwadraten. Daarbij wordt 

f(i30 ,13 1) := f (yi - 130 - i3 1xi) 2 geminimaliseerd naar 130 en 13 1• 

Differentiatie naar 130 en 13 1 geeft: 
()f 

as0 

()f 
as 1 

Hieruit kunnen we b0 ,b1 (schattingen voor 130 ,131) berekenen. 

0 . 

De regressievergelijking wordt dan: y = b0 + b 1x. Deze lijn past "het beste" 
2 bij de puntenwolk, in die zin dat elke andere rechte lijn een grotere Er. 
1. 

(restkwadratensom) geeft. Hierin is r. := y, -y, het ie-residu. 
1. 1. 1. 

Enkelvoudig betekent dat y slechts van een variabele afhangt. 

Lineair betekent, lineair in de parameters. 

Hangt y van meerdere variabelen af, dan is het veel duidelijker de regres­

sie-analyse m.b.v. matrixrekening te behandelen. 

3.2. Meervoudige lineaire regressie-analyse 

De variabele n hangt nu van meerdere variabelen x 1 , ••• ,xp af: 

Ondersteld is weer dat de xi zonder fout gemeten kunnen worden. Uit waar­

nemingen willen we de onbekende parameters Si schatten. Het model is nu 

Y . = 130 + i3 1x . 1 + ••• + 13 x . + e . , 
-i i p ip -i 

i 1, ... ,n . 
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In matrixnotatie luidt dit: 

x Xl3+ e 

waarin 

t 
x <r1' • • • •Xn> 

13 <130 , ••• ,13P )t 

1 x 11 

x 
nxp 

lx 
nl 

= '=1' • • · •=n 
)t 

de responsevektor 

de parametervektor (die geschat moet worden) 

x 
np 

de designmatrix. Ondersteld is 

rang X = p + 1. 

de storingsvektor; Ee 0 en var e = E2 • 

De regressievergelijking is nu y = Xb. Hoe bepalen web en y? 

en b t -1 t -(X X) X y, y 

We zien dat y E <x>. Bovendien is lly -yll 2 minimaal. 

Dit betekent dat y - y ~ <x> oftewel y is de lood­

rechte projectie van y op <x>. 
- t -l t Di't kunnen we ook di'-Dus y = Pxy = X(X X) x y. 

rekt afleiden: y-Xb ~ <x> d.w.z. Xt(Y - Xb) = O, 
t t 

de normaalvergelijkingen. Hieruit volgt: X y = X Xb 

Xb = X(XtX)-lXty. 

Opmerking: ~ r . = ~ (y . - y. ) = 0 daar y - y ~ <x>, dus ook ~ ( 1 , .•• , 1) • 
l. l. l. l. l. 

b beet de kleinste kwadratenschatter voor 13; deze is zuiver nl. 

E- E t -1 t t -1 t 
b (X X) x x = (X X) x Xl3 = 13. 

Een interessante vraag dringt zich op: is er een "betere" (lineaire, 

zuivere) schatter voor S? Hiertoe definieren we: b is een betere schatter 

dan b als var b ;;;,: var b. 
Besc~ouw eens "£' := (XtE-2x)-lXtE-2x. Deze is ook lineair en zuiver, nl. 

Deze blijkt beter te zijn dan ~, nl. 

varb 
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en 
varb 

var b - var b 
t -1 t 2 t -1 t -2 -1 

(X X) X L X(X X) - (X L X) = 

=· B [I -A] Bt waarin B := (XtX)-lXtL van volle rij­
rang 

en 

A • = P ;;;, 0 , en dus oak I - A ;;;, 0 • 
L-lx 

Met ( 1 . 9) volgt dus var b ;;;, var b. 

b heet de gewogen kleinste kwadratenschatter voor S. Deze blijkt de "beste 

lineaire zuivere schatter" voor S te zijn. 

Eenvoudig is na te gaan dat ook var ~ ~ var ~ • 

4. Correlaties 

In de meervoudige regressie-analyse bestudeerden we een variabele, af­

hankelijk van veel andere (verklarende) variabelen. 

Nu beschouwen we twee deelverzamelingen van variabelen: 

I de te verklaren variabelen x 1 , .•• ,x. In een vektor: x(l) 
- -pl 

t (x 1 , ••• ,x ) • 
- -pl 

II de verklarende variabelen x l' .•• ,x In een vektor: 
-pl+ -p1+P2 

(2) t 
x (x 1 , .•. ,x ) • 

-pl + -pl +p2 

(1) (2) (1) (2) 
Tevens noteren we var ~ = L 11 ; var x L22 ; cov (~ ,~ ) L 12 

Samengevat x (x(llt,!!( 2 )t)t met varx = L2 = [Lll L12] 

L21 L22 

I We zoeken in II een line-

aire combinatie die maxi-

maal gecorreleerd is met 

x. E I. 
-1. 

Deze noteren we als x .• 
-1. 
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Algemeen is x(l) = Bx( 2). We Zien dat x. -X . .l x( 2 ). Dus 
-i -1. 

( (1) B (2) (2)) cov ~ - ~ ,~ = 0 = E12 - BE 22 oftewel B 

var (x ( 1) - x (1) ) 
- -

(1) - (1) (1) - (1) varx +var~ -2cov(~ ,~) 

Er geldt dus: 

(1) 
varx 

- (1) (1) - (1) 
var ~ + var (~ - ~ ) oftewel E 11 

We definieren de volgende correlatiecoefficienten: 

p ij := p(x.,x.), de enkelvoudige corre­
-i -J 

latiecoefficient tussen x. en x .• 
-1. -J 

p (x. - x. ,x . - x.) , de partiele 
-i -1. -J -J 

correlatiecoeff icient tussen 

x. en x. E I, bij gegeven x( 2). 
-i -J 

p(x.,x.), de multiple correlatie-
-i -i (2) 

coefficient tussen x. E I en x 
-1. 

Laten we deze eens nader bekijken: 

1) Stel x. en 
-i 

zijn de .e 
1. 

(2) 
x. zijn ongecorreleerd met x , dan is p,. 2 = pi'J' nl. -J 1.J. 
en je rij van i: 12 geheel nul, dus (E 1• 2lii = (E 1•2ljj = 

= (E1•2)ij = 0. 

(2) 
2) Evident is Pi. 2 ~ pik voor ~k E ~ . 

(2) 
3) Is ~i ongecorreleerd met~ , dan is Pi. 2 = 0. 

I (2) - 2 
var(~i x ) ll~i -~ill . 2 2 

4) var x. 2 = sin cp = 1 - cos cp 
-i llxill 

I (2) 2 
oftewel var (x . x ) = ( 1 - p . 2 ) var x . ~ var x . 

-1. 1.. -1. -1. 

Algemeen geldt: i: 11 •2 ~ E11 • 

dan 
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We werken het een en ander eens uit voor Pi + P2 = 3. We noteren 

varx. = Cf,,; cov(x.,x.) 
-I. 1.1. t -1. -J 

(1) t (2) 
crij. Stel x = (~ 1 ,~2 ) en x = ~3 , dus 

~ = (~1 '~2 '~3) 

Cf 11 Cf12 : Cf 13 

[ Cf 11 Cf 12 l [Cf13] 

I 

E2 
I 

Ell 1:12 1:22 Cf33 Cf21 Cf22 : Cf23 

Cf21 Cf22 Cf23 

__________ J. ____ 

I 

Cf31 0 32 : 0 33 

[ 
2 

] en 
1 

013 cr13cr23 

Dan is E1•2 
Cf33 2 

Cf13Cf23 0 23 

[ 
2 

cr12 - cr13cr23/cr33 

] · 
crll - cr13/cr33 

1:11•2 
2 

cr21 - cr13cr2/cr33 cr22 - cr2/cr33 

Hieruit volgt: p 12 • 3 

2 2 
2 

Analoog kunnen we afleiden: P2 • 13 
p12 + P23 - 2P13P23P12 

1-p2 13 

Beide formules zijn eenvoudig meetkundig af te leiden uit Fig. 1. Probeert 

U het eens! Er geldt nl.: 

cos 0 

2 
cos <P 

COS y - COS Cl.COS f3 
en 

2 2 
cos y + cos f3 - 2 cos et cos f3 cos y 

Ii -cos2et 
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~3 

Fig. 1. Fig. 2. 

Roken en longkanker 

Stel dat uit waarnemingen is gebleken dat bet aantal sigaretten ~l dat 

men per dag rookt boog gecorreleerd is met de kans op longkanker (~2 > • Is 

bet sigaretten roken dan wel de boosdoener? M.a.w. als men minder gaat ro­

ken, neemt de kans op longkanker dan ook af of anders gezegd, is er een 

oorzakelijk verband? 

Gemeten is dat p12 boog is, dus de boek tussen ~ 1 en ~2 is vrij klein. 

Onderstel nu dat er een andere stocbast ~3 is (ons nog onbekend) die met 

~ boog gecorreleerd is. Dat betekent dat p3 • 12 groot is oftewel dat ~3 
dicbt bij bet vlak ligt opgespannen door ~l en ~2 (nl. cos~= p 3 • 12 , zie 

Fig. 2). 

Bekijken we nu eens p12 •3 (= cos 1/1). Dan kan bet zo zijn dat cos 1jJ = 0 

(of zelfs negatief) m.a.w. dat ~l en ~2 ongecorreleerd zijn na eliminatie 

van ~3 • In dat geval beeft een wijziging in de rookgewoonten (mits men ~3 
dus constant boudt) geen invloed op de kans op longkanker. 

Dit voorbeeld toont dus aan dat, wil men een causaal verband tussen 

twee stocbasten aantonen, de onbekende stocbasten, waarvan ~l en ~2 moge­

lijk afbankelijk zijn, gedurende de waarnemingen constant moeten zijn. 

Is de proefopzet dus onnauwkeurig gebeurd, dan kan men gemakkelijk tot 

foute conclusies komen. 
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LINEAIR PROGRAMMEREN, IN HET BIJZONDER TRANSPORTPROBLEMEN 

§ 1. Een transport vraagstuk 

'Een oliemaatsehappij heeft een voorraad van 200.000 barrels in Koe­
weit, 150.000 in Galveston en 100.000 in Caracas. 

Een kZant in New York heeft JOO.OOO barrels besteld. Een tweede kZant in 
Londen wil de overige 150.000 barrels afnemen.' 

Aldus begint een eindexamenopgave v.w.o.wiskunde A in 1983. 

Een transportprobleem, waarbij het er om gaat een verstandig schema op te 

stellen voor het vervoer van barrels naar klanten. 

Zo'n schema is bijvoorbeeld: 

Soo 

loo 

figuur 1 · 

Of in matrixvorm: 

Ny Lo 

Ko .Zov 110 &o 
<;a /'J---o llTD 5"o 

Cc? /rro 60 4o 

300 1;-0 

Er zijn zeer veel verschillende transportverdelingen mogelijk bij boven­

staande gegevens; zelfs als men ervan uitgaat dat de barrels per gehele 

117 
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duizendtallen worden verscheept, zijn er om en nabij 10000 toelaatbare 

schema's! 

Bij vulling van twee cellen in twee verschillende rijen van de matrix, ligt 

het schema onwrikbaar vast vanwege de knellende voorwaarde omtrent de tota­

len in rijen en kolommen. 

1rro I I . 
Die getallen, zeg x 11 en x21 , mogen niet al te groot zijn. 

Drie beperkingen die direct in het oog springen, zijn : 

Een vierde beperking, x 11 + x21 ~ 200 volgt uit het feit dat ,x31 ten hoog­

ste 100 kan zijn 

300 15"0 
---~ x,, ~ ,_ J :x..,2. 

150 
~'l 

.. ~~ ?(2.2. 

too ?C,, X:H 

f 
i,00 .{ x,, + X..z, ~ 300 

Het fei t dat er precies twee (betrekkelij1<) vrij e keuzen zijn bij het op­

stellenvan een transportschema, maakt nu dat elk schema zich kan laten ver­

tegenwoordigen door een punt in het coordinatenvlak. 

De verzameling toelaatbare schema's kan dan als volgt worden weergegeven: 



1)0 
x 11 + x:L, = 300 

100 ~ 
~x 

+ 
't-~ 

5'0 'i'"o 

x,, 
0 50 100 15"0 200 figuur 2 

Bij een andere keuze· van de twee bepalende cellen in de transportmatrix, 

kan een antler ,plaatje ontstaan. 

Voor de leraar die het werk moet corrigeren is het aardig om te weten dat 

er twaalf mogelijkheden zijn om de twee besZipsingsvariabeZen te kiezeh. 

Het aantal verschillende plaatjes valt mee; op spiegeling of rotatie na 

zijn.er drie gedaanten van het toeZaatbare gebied. 

Behalve de hiervoor getekende nog: 

X.11 

X.31 ~ .2.oo ~ 
/ 1'So / 

too 100 

.fo so 
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0 100 15"0 
X;;., 0 5'0 100 

X31 
;-o 

figuur· 3 

Merk op dat de drie gebieden dez.elfde oppervlakte bezitten; de oppervlakte 

is namelijk een maat van het aantal toelaatbare schema's. 

Het woord be.slissingsvariabele is al gevallen, maar er valt nog weinig 

te beslissen over het te kiezeh transportschema als de vervoersprijzen niet 

bekend zijn. 

Op het betreffende wiskunde A examen was nog de volgende kostenmatrix (in 

dollarcenten per barrel) gegeven: 
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NY lo 

Je JS 

10 22 

18 25' 

:Natuurlijk met de .vraag :naar dat .transportschema., · waarbij de totale kosten 

minima.al zi'jn • 

. AlS :je zo''n vraagstuk met gezond verstand wilt .aanpakken,, lijkt het voor 

de hand te liggen om zo'veel mogelijk barrels tegen een zo' laag mogelijke 

prijs te v.ervoeren. 

Dit lev.ert dan op: 

300 '300 300 1fl) 

200 !fo 1fO 

15"0 0 - - tso 0 

100 100 0 

Inderdaad blijkt dit :het goedkoopste schema te zijn, .maar zoals .later zal 

:blijke:n, is dit .een kwestie van geluk. 

Een waterdichte methode lev.ert een :plaatje van het toelaatbare gebied 

(figuurr :2). Het tot,ale kostenbedrag i,s, aangenomen dat· de vervoerskosten 

.evenredig oplopen met het aantal barrel_s, een eerste graadsfunctie van 

x 11 _en :x:21'"_Die'functie, :waarvan:het domein een vierhoek is, neemt zijn 

extreme waarden .aan in een hoeltpunt. Deze' zo'genaamde hoekpU:ntenste"/,1,:f,rig is 

meetkundig in te zien door ·.aan een :kaartje van iso-kostenlijnen te denken 

of .aan een.grafiek in de ·ruimte, boven het domein. 

Berekening van de kosten.in .elk.vande vierhoeltpunten of een schets van 

de iso-kostenlijnen, leert :dat :(50,. :t 50) het optimale 'punt i.s, inderdaad 

de representant:van·het voorbedachte schema. 

Deze' aanpak van het probleem :is niet :a.Ueenzaligmakend. Men zo'u ook 

:met .drie v.ariab.elen, ze'g xM,, ;x21_ en ,x31,,. 'kunnen werken met ,als beperkingen: 

0 •< .< 200' . 0 < .< '150" . 0 ·<· .<: 100 . . + + ..'. ·300· ' 

' = x11 · ·"' · : ,. = ,x2 f:"' , · ,. °"' ,x31' :"' . 1 e; ;'11 · .x21. · 1x31' :- ' ·• · 

Zo wordt een to.elaatbaar gebied bepa,ald in lR .dat meetkundig kan worden 



opgevat: als de doorsnede van een .blok en een vlak (figuul:C4)' 

Algebral:sch eleganter, maar meetku'ndig wat; lastiger 

figuui:l 4 · 
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Ook ·nu gaat het om het minimaliseren van eerste graadsfunctie (v'an xM .>. 1x21 

en .x11) op een vierhoekig domein en biedt de hoel<puntenstelling uitkomst. 

V~ liev~rlee zijn we in·hogere sferen terechtgekomen en.waarom dan 

niet meteen doorgestoten naar de 6e dimensie? 

Het .transportschema kent innners· ze's open ,plaatsen, en .elke schema is ·dus 
. 6 ' 

op te vatten .als een ·punt in :JR • 

De beperkende ·voorwaarden hebben, afgezien van het niet-negatief zijn van 

de variab.elen x. . (i = .1 > .2, 3; j = .1, ·2) de gedaante van een stels,el ver-. 
1.J 

ge'lijkingen: 

x11· + x;12· = 200 

x21 + x22 = :1so 
x31. + .x32, = 100 

X 11 + X2 1 + ,x31 300 

x12· + x22 + x32 150 
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en dat is meteen het voordeel van deze aanpak. 

In matrixvorm ziet het stels.el er zci uit: 

0 0 

0 0 

0 

0 

0 

0 0 

0 0 

0 

0 

0 

0 

0 '200 

0 :150 

100 

0 I 300 

150 

Gemakkelijk is na te gaan dat de oplossingsruiinte van het st.elsel.' 2-dimen­

sionaal is, een .vlak in JR. 6 . 

Een parametervoorctelling van dit vlak is: 

x11 0 0 

'S12 
200. -1 0 

x21 0 +A. 0 +µ 

'S22 150 0 -1 

,x31' 300 ·. -1 I -1 
I 

·'S32/ 
200. 1./ 1 ./ 

Dit vlak in JR. 6 moet nu wordengesneden met het eerste ':64'-'tant' van het 

6-1iimensionaal assenstels.e 1; en zo' ontstaat een veelhoek .als dorLein . 

. Elk hoekpunt van die veelhoek bevat tenminste twee nullen in zijn coordina­

tenrij tje. 

Kies twee van de zes x .. 's nul en de overige vier zijn bepaald ! Omdat noch 
l.J 

x 11 . en :x; 12 , noch ,x21 en 'S22 ,. noch"x31 , en x32, tegelijk nul 'kumu>n zijn, is 

de Eeuze· niet geheel vrij .. Er blijven .(~0 - 3 '= 12 mogelijklieden .over, die 

echter niet a,llemaal hoekptmten opleveren, vanwege het negatief zijn van 

een der niet~nullen. 

Uiteindelijk blijken er vierhoekpunten te zijn (niet zo erg verrassend), 

die .als .matrix genoteerd .er·z6 uit ziet: 

200 0 .200 0 ffo JO So tro 

H= 1 
0 150 too fiO 15'0 0 ff O 0 

100 0 0 too 0 too too 0 
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Het 6--dimension.ale plaatje in projectie: 

figuur 5 

Ook·nu .blijkt een van de hoekpunten (R4)het goedkoopste .transportschema op 

te lev.eren. 

Het .graantransportpro.bleem is aldus van diverse kanten belicht en 

leidt, meetkundig gezien, steeds tot het bepalen van de hoekpunten van een 

vlakke vierhoek (t~apezi'um). 

De examenopgave van destijds besluit met een vraag.over acht depots en zes 

afnemers, gegeven het feit dat de totale vraag precies is afgestemd op de 

totale voorraad. 

De oplossingsmethode met vergelijkingen voert dan meteen tot een deelverza­

melding van JR 48 : eeri 35-dimensionaal polytoop. Dit domein heeft weliswaar 

eindig veel hoekpunten, namelijk punten met 35 (eventueel meer) nullen in 

een coordinatenmatrix van 48, maar dat zijn er duidelijk veel te veel om 
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op te noemen. 

De .kfassieke 'simplexmethode' (zli'e bijvoorbeeld [:t:)): werkt hier met een ta­

bleau van 48' bij '13·;' en hoewel er slechts een fractie van het aantal hoek­

punten hoeft te worden aangedaan, .kan de methode met deze' aant:allen al aar­

dig tijdrovend zijn. 

Het specifieke karakter van de beperkende voorwaarden bij het .transportpro­

_bleem biedt echter de mogelijkheicl. tot een sneller .algoritme. 

Opgave 1 : · Ga na dat de oppervlal:te van- de vierhoek H1 ::i2r-:3114 
in R 6 gelijk is aan 2000C/3','. · dus 213 keer zo gro~t 
is als de oppervlakte van het domein in figuur· 2. Hoe 

rijmt dat met het idee dat de oppervlakte van het·do­

meinmaatgevend is van het aantal toelaatbare oplos­

singen? ' 

§i 2 .: Het .transportprobleem in algemene vorm 

Het in § 1 besproken examenvraagstuk is een prototype van het .trans­

portprobleem. 

Bij het .transportprobleem is er sprake van 

- een aantal bronnen, ze'g B.1 , ,B2, ••• , Bn 

- een aantal bestemmingen of doele~: n1,,P2, ••• , Dm 

- de voorroad V ... van een zeker artikel in B. 
l. l. 

- de gewenste hoeveelheid (vroag) W. van dat artikel in D. 
J J 

- de transportkosten k •• , nodig om een zekere hoeveelheid van dat artikel 
l.J 

van B. naar D. te brengen. 
l. J 

De omvang van·het .transport van B. naar D. wordt voorgesteld·door het niet-
l. J 

negatieve getal x .•• 
l.J 
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' Scbematiscb·: 

v;= Voor i = 1,· •• , n; j 

x •• ~ 0 

1,. .. , m: 

1Jj = 

-1.r = ., 

= t.}"1 

=w,.., 

l.J 
k . .' > 0 

l.J 
v. ':> 0 l. 
w.' > 0 

J 

figuur· 6 ' 

De aanname hierbij is dat de transportkosten van B. naar D. evenredig ziJn 
l. J 

met de ollI\Tang van bet transport, zodat de.totale transportprijs gelijk is 

aan .:r. k .. x .. 
I.,J l.J l.J :r 
doel van- dit alles is om de x .. zo' te kiezen dat k .. x .. minimaal 

l.J i,j l.J l.J 
Het 

is. 

Een eerste zo'rg is of voorraad en vraag precies 
:r :r stemd, met andere woorden of . V. en . W. aan elkaar 
l. l. J J 

op .elkaar zijn afge­

gelijk zijn. 

Is dat niet bet geval, dan kan met een 'kuntsgreep die afstennning v<orden 

geforceerd. 

Ter illustratie hetvoorbeeld van§ 1,·waarbij Galveston over 200. duizehd 

barrels in plaats van 150 duiZend beschikt, terwijl alle overige gegevens 

ongewijzi'gd zijn. Door aan de beide bestennningen N en L een fictieve be­

stennning toe te voegen waarnaar het totale overschot (:; 50 duiZehd barrels) 

in gedacbten, en dus· gratis, wordt vervoerd, wordt bereikt dat ~ V. ~ W .• 
l. l. J J 
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loo 

Joo 

2oo 

150 

100 

figuur 7 

Overtreft de totale vraag de to tale voorraad, dan kan een 1 tekort-bron' .als 

'dunnny' warden toegevoegd aan de verzai:neling bronnen. De kostprijs van het 

fictieve transport naar de beide bestennningen wordt uiteraard als nihil 

bescli.ouwd. 
h 2- 2-

A an name voor et vervolg: . V. = . w. 
De n.m variabelen 

en~x .. =W. 
l. l.J J 

l. l. J J 
x .. moeten voldoen aan de n + 

l.J 

2: 
m vergelijkingen J. x .. 

l.J 
v. 

l. 

De coef f icientenmatrix van dit stelsel bevat !outer enen en nullen en heeft 

de vorm 

n 

m 

m 
~ 

1 1 1 

met nul1en op de lege plekken. 

De som van de eerste n rijen de som van de laatste m rijen, dus de rang 

van de matrix is kleiner dan n + m. 



Anderzijds ontstaat na weglating van bijvoorbeeld de eerste rij een onaf­

bankelijk stebel rijvectoren. 
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ConC:lusie: de rang van de matrix is n + m -1. 
r r De voorwaarde . V. . W. garandeert dat de oplossingsruiinte .van bet stels.el 
]. ]. J J 

niet· leeg is. 

In verband met bet vervolg is bet bandig om de 'punten van de nm-dimensionale 

reele ·ruiinte waarin zicb alles afspeelt, voor te stellen door n x m-matrices. 

De'ruiinte van· die matrices wordt genoteerd als Rn,m. 

Stel 'nu X = (x:.:.) en K = (k:.:.). 
l.J l.J 

De totale kostprijs van bet transportscbema X wordt gevonden via een soort 

'inwendig.produkt' van Ken X: 

(~ • :X) r k.. :.·•) 
i,j l.J xij 

Het transportprobleem, wordt ·nu bondig geformuleerd als: 

Minimaliseer de lineaire 'funktie X ~ (~ • :X) onder de 

voorwaarden: ~ xij Vi' ~ xij Wj en xij :?; 0 

De voorwaarden met betrekking tot de sommen van rijen en kolommen van X be­

palen een lineaire varieteit L in lR n,m .· Uit wat biervoor .over de rang van 

de coefficientenmatrix van bet stelsel voorwaarden is gezegd, volgt dat de 

dimensie van L gelijk is aan d =nm - n - m + 1. 

L is voor te stellen door een parametervoorstelling: 

(S', R1,. ,R2 , ••• , F.d e: :JR n,m; R1, R2, ••. , Rd lineair onafbankelijk) 

De doorsnede T van L met' {X e: :JR n,m.lx .. <;; ·a} 'is een polytoop begrensd door 
l.J 

zijruiinten van di.mensie d-1. · Een boekpunt van bet toelaatbare gebied T 
wordt gerepresenteerd door een matrix met tenminste d nullen, of, wat op 

betzelfde neerkomt met ten boogste n + m - 1 positieve cellen. 

:*) Deze vorm kan ook inet bet 'gewone' matrix produkt worden bescbreven: 

(K: • :X) = Spoor (K:Sc) 
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Uit de onafhankelijkheid van R1,.R2, .•. ,Rd volgt dater ten hoogste een 

punt van het toelaatbare gebied is, met ·nullen in d uitgekozen cellen. 

Bekijk als voorbeeld opgave 2 examen wiskunde A 198'6, waarin sprake 

is vanvier filialen van een warerihuis die videorecorders van twee depots 

betrekken. 

De numerieke gegevens zijn: 

3o 3o Jo 3o 

12 15 1'5" g 
1'J 17 12 10 

X= 
7 7 7 7 . . . 
? 7 7 7 . . . 

.?o 

ro 

Uit n =' 2, m = 4 volgt: dimensie T = 8 ~ 2 - 4 + 1 ~ 3.' Elk hoekpunt van T 

bevat·dus· ten minste drie nullen. Een klein beetje combinatoriek leert dat 
4 . ..2 

er (2) • ( 1). = 12hoekpunten zijn. Een projectieplaatje van T: 

figuur 8 

Opgave' 2: Ga na dat verwisseling van twee (ongelijke) kolommen 

in ce matrix van een hoekpunt van figuur S lei<lt naar 

een van de drie buurpunten van dat hoel~punt. 

Opgave 3: De dimensie nm - n - n ~ 1 van het toelaatbare gebied 

T bij een transportprobleem met n bronnen en m bestem­

mingen laat zich rechtstreeks afleiden uit de graaf 

(figuur 6). Hoe? 
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§ 3. De hoekpuntenstelling 

Een belangrijk gegeven bij lineaire programmeringsproblemen in het al­

gemeen, en transportproblemen in het bijzonder, is het feit dat het toelaat­

bare gebied T eonvex is. 

C<:rt/vex 

Definitie: 

Een deeZverzameZing C van de n-dimensionale ruimte JRn 

is eonvex, aZs met elk t;weetaZ punten P1, P2 van C ook 

aZZe punten µ1 P1 + µ2 P2 met µ1 ~ 0 en µ2 ~ O en 
µ1 + µ2 = 1 tot C behoren. 

Meetkundig gezegd: met P1 en P2 behoort het lijnsegment P1P2 tot C. 

De lineaire combinatie i1 1 P1 + µ2 P2 (µ 1 ;~ 0, µ2 :;;; O, µ1 + µ2 = 1) wordt 
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een gewogen gemiddelde van P1 en P2 genoemd of een lineair aonvexe aombina­

tie (l.c.c) van P1 en P2 

{fa.Jo) {fa-1) 7> 

~ ------------- ~ 
t 
+ f1.~ 

figuur 10 

Als in P1 en P2 massa's µ1 en µ2 worden geplaatst, is µ(P 1 + µ2°P2 bet 

zwaartepunt van bet stelsel van 2 massa's. 

Analoog kan men spreken van een gewogen gemiddelde van k punten (k > .2) in 

C; als C convex is behoort dat punt ook tot C. 

Opgave 4: De 'gewichten' µ1 en µ2 in de l.c.c. µ1• P1 + 1:12• P2 
hebben een meetkundige betekenis (zie figuur lO). 

Wat is de meetkundige betekenis van de gewichten 

µ. 1 •. 1!2 , µ3 in de l.c.c. J!(P 1 +1:12·P2 +1:13·P3? 

p 
1 

figuur 11 

Opgave 5: Bewijs dat voor k :~ 3 geldt: 

Als P1, P 2 , ••• , Pk punten zijn van een convexgebied 

C, dan is elke l.c.c. van P1, P2 , .•• ,Pk een punt 

van C. 

In de voorgaande paragraaf is wat lichtzinnig over de hoekpunten van 

bet toelaatbare gebied T gesproken, maar nu is de tijd gekomen om wat 

zwaarder op de hand te zijn. 

Een kenmerk van een hoekpunt van een convex polytoop is dat bet een ex­

treem punt van dat polytoop is, dat wil zeggen dat bet niet tussen twee 
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andere·punten van het gebied ligt. Ook bij niet-polytopische convexe gebie­

den kan men van extreme punten spreken (zie figuur 12) 

figuur 12 

Een paar andere manieren om de extremiteit van een punt H in een convex 

gebied C te definieren: 

- er zijn geen punten P1, P2 in C, verschillend van H, zodat H het midden 

is van P1 P2; 

- elk lijnsegment in C dat H bevat, heeft H als randpunt; 

- C .....: fa} is convex• 

Herk op dat de definitie van extreme punten beperkt is tot convexe gebieden. 

Bij een niet-convex polytoop kan men dus wel van hoekpunt, maar niet van 

extreem punt spreken. Overigens kan een hoekpunt van zo'n polytoop wel of 

niet de extremiteits-eigenschap hebben. 

Bij het transportprobleem is het toelaatbare gebied T een convex polytoop 

in :R n,m. T is bovendien begrensd en gesloten. 

De convexiteit van T volgt uit: 

- een lineaire varieteit is convex; 
. · { n m\ · } . - het gebied X e: :R ' . x .. ~ 0 is convex; 

l.J 
- de doorsnede van twee convexe gebieden is convex. 

De begrensdheid en de geslotenheid volgt eveneens direct uit de toelaat­

baarheidsvoorwaarden. 

Let nu op de ·punten van T met tenminste d (='. nm - n - m + .1) nullen, 

'dus ten hoogste n + m - ·1 positieve coordinaten. 

Dat dit extreme punten zijn van T volgt gemald{elijk. 

Immers: als H zo'n punt is en H = ~P + !Q (met P, Qin :T), dan betekent dit 

dat P en Q elk zeker ook nullen hebben in dezelfde cellen als H, want nega­

tieve coordinaten zijn verboden in T. Al eerder is vastgesteld dat er niet 

meer dan een punt in T is met nullen op d voorgeschreven plaatsen, dus 
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p = Q = H. 

De extreme 'punten (boekpunten) van T worden in bet vervolg H1, HZ' ••• , l\ 
genoemd. 

Er geldt nu: 

T is het convexe orrihulsel van H1, H2, .•• , Hk 

datwil zeggen 

(1)·Elke 1.c.c. van H1,HZ' ••• , !\< beboort tot T 

(Z) Elk punt van T is 1.c.c. van H1, Hz, •• ., l\ 

Bewijs: 

(1) volgt onmiddellijk uit de convexiteit van T en uit opgave 5. 

(Z:) wordt aangetoond met volledige inductie naar de dimensie d van T: 

d = 1 

figuur ·13 

Een begrensde, gesloten en convexe 1-dimensionale verzameling kan niet an­

ders dan een lijnsegment zijn. 

Is X een punt van bet segment H1 Hz met afstanden ('I. en S tot H1 en Hz, dan 

geldt: 

x""-s-H +-a-H a + S 1 · a; + S · Z 

en (:Z.) is bewezen. 

Indv.ctieverondersteUing: (2;). geldt als dim T = d - 1 

Stel nu dim T = d en X in T. 

Als X H1,. dan X = t • H1 + 

Als X # H1 , dan bepalen X en 

1 n T in convex, gesloten en 

ten op de rand van T. 

0 • BZ + • • • + O • !)< 
H1 een recbte lijn 1. 

begrensd, kortom een lijnsegment met randpun-

Ret ene randpunt van 1 n T is H1, ilIIDlers H1 is een extreem punt. Het andere 

re.ndpunt Y ligt in een 2 - 1-dimensionaal randpolytoop van T en is kracb-

tens de in<luctieveronderstelling een 1.c.c. van de hoekpunten van dat rand··-



polytoop, ofwel van een deelcollectie van' {H1, H2 , ••• , !\}. 

figuu'r 14 ' 

·Dus: Y = a2. H2 + ••• + 0,k· l\ <a2 ;;; o, ... , ak ;;; O, a2 + ••• + 0,k = '.1) 

Omdat X tussen H1 en Y ligt volgt: 

X = A·H1 + µ.y (A 2 O, µ ~ 0) A+µ :1)· 

A·H1+1:1 Cl2·H2 + ••• + µ C(k•l\ 

Dat dit een l.c.c. is volgt uit: 

A 2 0; 1:1 a2 ·~· 0 , ••• , µ ak ~· 0 en 

A + µ a2 + ••• + µ o:k = A + 1:1 (ci2 + ••• cik) 

Opmerking: 
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De hier bewezen stelling is een bijz6nder geval van de stelling van Krein­

Milman, die ze0t c12.t het c.onvex omhulsel van de verzameling extreme punten 

van een compact convex gebied C samenvalt met C. 

Uir deze' stelling volgt direct de belangrijke hoekpuntenstelling voor 

transportproblemen: 

Een Uneaire funetie f van het toe laatbare gebied T 

naar JR heeft ais. bereik een gesioten en begrensd 

intervai .in JR , 

Nlinirnwn en maximum van f warden aangenomen in een 

h.,oekpunt van T. 
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Bewijs:. 

Stel m =Hin' {£(H1), ••• , f(l\)} 

M = Hax· {f(H1), ••• , f(liic)} · 

Voor elke X in T geldt: 

X = ~1H1 + • • · + ~•Hit (~:1 ;;; O, • ·' ~k ;;; O, ~1 + • • • + ~ = :1) en 

f(X'.) = ~ 1 ·£(1t1)_ + ••• + ~ •f(l\). 

Het bereik van· f is dus· de verzaineling gewogen gemiddelden 

f (lr1) .• ••• , f (1\) en dat is .precies het inteval: [m, '11] • 

van de ':1aarden 

Opgave 6 :; Het convex oniliulS.el vari 3 ·pun ten in lR 2 die niet 

collineair zijn :(4 ·punten in JR. 3 die niet copleniair 

zij:n) is een driehoek (viervlak), het inwen<lige 

meegerekend. 

Het convex anihulS,el van n + 1 ·punten in lR n, 

ze'g p·1" • ·.·, pn+1' die niet in een hypervlak 

liggen, is een gebied dat wordt begrensd door 

een simp le;rr. 

Bewijs .dat elk.punt van een simplex-gebied met 

hoekpunten P.1 •••• , Pn+ 1 

1.c.c. van P.1' ••• , Pn+l 

een uniek bepaaid.f3 

is. 



~ 4.= Hoekpunt-algoritmen 

Bij bet zoeken.naar een optimale oplossing van bet transportprobleem 

komen slecbts de boekpunten van T in aanmerking. 

135 

Er bestaan bestaan diverse snelle algoritmen om een boekpunt van T te vin­

den. Vervolgens kan met een tamelijk eenvoudige procedure worden nagegaan 

of dit boekpunt optimaal is. Als dat niet bet geval is, en de kans daarop 

is ze'er groot, kan er vanuit bet al gevonden boekpunt een nieuw· boekpunt 

worden gevonden met.lagere kosten. 

Daarvan wordt dan weer.nagegaan of bet optimaal is. Zo niet, dan weer een 

volgend boekpunt bepaald. 

Kortom een iteratief .proces, dat in een eindig aantal stappen naar bet ge­

zocbte optimale'punt .leidt. Bij dit proces wordt vaak gewerkt met een dUb­

beZ-rnatm, waarvan de cellen zijn gevuld of dienen te worden gevuld met 

de kostprijzeh k .. en de .transportboeveelbeden x ..• Aan de buitenkant wor-
iJ iJ 

den de getallen Vi en Wj vermeld 

!Alf 
---------- -

v; x,, x.,,_ x,, 
-----------

~ 
X.t, x,2. xz, __ .,. __________ 

De eerste stap van bet optimaliseringsproces is bet vinden van een eerste 

boekpunt, een startpunt. 

De eenvoudigste metbode om zo'n startpunt te vinden is de zogenaamde 

Noord-West-hoekregeJ, 
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Bekijk onderstaand transportprobleem met n 3, m = 5: 

200 

r --- --, 
'50 .20 ~o ~o S"V 

50 
lb 16 ll Jt ,, 

2Do 

Het idee van de NW-boekregel is als volgt: 

- vul de eel in de NW-boek (dus eel 1,1) met bet minimum van de getallen 

v1 en w1; in bet voorbeeld: 30; 

de overige eelinbouden in de 1e rij of 1e kolom (of eventueel beiden) lig­

gen dan vast; in bet voorbeeld moet de eerste kolom vanwege bet kolomto­

taal 30 met nullen worden gevuld; 

- er blijft nu een kleinere matrix over (in bet voorbeeld een 4 x 3-matrix) 

waarvan bet randgetal bij 1e rij of 1e kolom wordt verminderd met de 

vastgelegde transportboeveelbeid in de NW-eel; 

- op de kleinere matrix wordt betzelfde prineipe toegepast: in de NW-eel 

bet grootst mogelijk transport en de rest van rij of kolom vullen met 

nullen. 

Na een eindig aantal stappen levert dit een element van T op met tenminste 

8 nullen, kortom een boekpunt. 

0 
X Zo 

·.io _I 
% ,30 

,, 0 

7s-_lo 

Stap 1 

1e kolom gevuld 



_J 
0 () () 

Stap 2 

1e rij en 2e kolom gevuld 

Stap 3 

3e kolom gevuld 

Stap 4 

0 2e rij gevuld en de laatste 
t--"-"""7:,,,+:..Lc..;....,,.,,..+<-=..:~f'-.;....:.-1-~~ ri j 1i gt vast 

rtet gevonden hoekpunt (met een extra null) levert een kostprijs op van: 
30•16 + 20•16 + 70•13 + 19•5 + 25•23 + 50•40 = 4330 
Bij de NW-hoekmethode is onderweg niet op de prijzen gelet. 
Een meer prijsbewuste strategie is de volgende: 
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- zoek de laagste prijs in het tableau en maak de eel met de laagste prijs 
zo vol als mogelijk. 

- na completering van rij of kolom (al naar gelang welk randgetal het 
kleinst is) blijft er een deelmatrix over, waarin opnieuw de laagste prijs 
wordt gezocht, enz. 
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J.o 
JO J.o .:fO 

Stap 1 

(12 is de laagste prijs) 

Stap 2 

Stap 3 

3o ~o 

Stap 4 



Stap 5 

Inderdaad levert dit een goedkoper hoekpunt op met als totale prijs: 
50•12 + 30•14 + 20•14 + 20•13 + 5•15 + 30i23 + 45•40 = 4125 
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Deze,toch wat naieve poging om het minimum te vinden, is niet de beste 
startmethode. Hat geraffineerder is de zogenaamde approximatie-methode van 
Vogel. 

Het idee hierbij is: 

- bereken van elke rij en kolom het verschiZ van de laagste twee voorkomen­
de prijzen; 

- zoek die rij of kolom waarvan dit verschil het grootst is; vul daama ne 
eel met de laagste prij s in die rij of kolom (met andere woorden: zoek de 
rij of kolom waarin de keuze van de laagste prijs het grootste voordeel 
oplevert); 

- herhaal dit precede voor de resterende matrix met aangepaste randgetallen 
en aangepaste verschillen. 

Lo 
30 _ to -,o ,-o 

0 /lo lb IT 
_»' 0 1 Stap 1 ,,. 11 1s-1 I 

1r- 0 

2. 2. 3 2. 
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Stap 2 

Stap 3 

0 f 1 1 

Stap 4 

' r 1 

Stap 5 



De totale prijs is nu: 

50•12· + 5•14 + 20~13· + 50•15 + 25•19 + 20•19 ~ 30•23 = 3225 

Een aanzienlijke verbetering ten opzichte van de beide vorige situaties. 

Opgave 7 :· Pas de drie hoekpuntalgoritmen toe op het examen­

vraagstuk van 1936. Gana of een (of meer) van 

die methoden de minimale kostprijs oplevert. 

§ 5. Een test voor het optimale hoekpunt 

De approxmatie--methode van Vogel levert in het voorbeeld van § 4 .een 
relatief lage kostprijs op. 

De vraag is nu of die prijs het absolute minimum is. 
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In deze § wordt een zogenaamde minimum-test behandeld. Daarbij wordt uitge­
gaan van het volgende eenvoudige principe: 

Is de transportprijs alZeen afhankeZijk van de bron, 
dus onafhankelijk van de besterrrming, dan is de totale 
kostprijs constant. 

Hetzelfde is het geval als de transportprijs onafhan­
ke lijk is van de bran. 

In matrixtaal: 

Als de rijen (of de kolommen) van een kostenmatrix constant zijn, is de to­
tale kostprijs constant. 

Stel nu: 

A 

a 
n 

a 
n 

a 
n 

B 

b 
m 

b 
m 

b 
m 

beide in JR n,m 

De sommatrix N A + B, opgevat als kostenmatrix, levert dan een constante 
totale kostprijs op: 

(N•X) = (A•.X) + (B•X) T1; a 1. V. +~b. W. 
]_ J J J 
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Anders gezeg: 

bij een transportprobleem, waarbij k •. 
l.J 

a. + b. (i 
l. J 

1, .. , n; j 1 , •• , 

:m) is elk transportschema optimaal. 

De kans dat een transportprobleem een dergelijke kostenmatrix heeft, is wel­

iswaar niet bijster groot, maar toch blijkt bovengenoemde bewering van groot 

belang te zijn. 

We zullen een matrix N van het type (a:. + b.) namelijk als een soort kor-
1 J 

tingsmatrix gebruiken met betrekking tot een gegeven ~costenmatrix K. 

Uit het voorgaande volgt dat de kostenmatrices K en K - N dezelfde optimale 

punten van T opleveren, immers (K•X) en ((K - .N) •X) verschillen een constan­

te. 

In het uitgewerkte voorbeeld van § 4 werd met de Vogel-methode het hoekpunt 

H gevonden: 

0 0 'JO 0 () 

'F 0 2.0 0 f'O I 
JS J.o () Jo 

I 

o I 

bij etln kostenmatri::' 

lh lb 12, ./.2. 17 
/1 '"' 

1:5 /j /) 

IJ 'J 1.o i, 1o 

De opzet is nu om de matrix N zo te bepalen dat in de cellen van K - N nul­

len komen op die plaatsen die overeenkomen met cellen in H waar juist geen 

nul len staan: 

7 7 0 7 7 . . • . 
k-lv'= 0 'l 0 7 0 . . 

0 0 7 
• 0 2 . 

hetgeen betekent: ( (K - ll) •H) 0 



Als nu de and.ere ceUen van K - N positief of nuZ zijn geZdt voor eZke 

XsT : ((K - 11) •.X) ~ 0 en is H een hoekpunt met minimaZe kostprijs. 

De minimale kostprijs is dan: (K•.H) = (N•H) 
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Bevat K - N daarentegen negatieve cellen dan is het de moeite waard te zoe­

ken naar een hoekpunt met lagere kostprijs. 

Hoe nu N te vinden bij gegeven :H? 

In bovenstaande situatie geldt blijkbaar: 

7 7 /2. z ? . . . . 
11 7 /3 ? /'J . . 
19 I~ ? 23 2 . . 

De getallen in de cellen zijn sommen a. + b. (i = 1, 2; 3; j 
l. J 

1' 2, .. ' 5) 

De getallen ai zijn op een constante C na bepaald. 

Als a. en b. voldoen, voldoen a. - c en b. + c ook! 
l. J l. J 

Dat betekent dat een der a. (of een der b.) willekeurig kan warden gekozen, 
l. J 

waaruit de andere a. en b. dan volgen. 
l. J 

Kies bijvoorbeeld a 1 = 0. Er komt dan: 

+ 13 13 /J. If 11 

7 ? 12. 7 7 . . . /3 /3 /JL 11 11 

11 7 /J 7 15" . . -- IV=- 11 11 13 ,g /5" 

'J lj 7 .z 3 7 . . 'J IJ 18 !2.'5 .2.o 

l!Ierk op dat elke rij (kolom) van N uit elke andere rij(kolom) verkregen kan 

warden door optelling met een constante. Dat maakt dat de matrix N bepaald 

kan warden zonder gebruik te maken van de randgetallen a. en b .• 
l. J 
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/) /3 12.. r; 141 

11 14 15 1i 15" 

/j 'J ;g .2.3 ,t.o 

De 'gekorte-kostenmatrix' wordt: 

3 3 0 5" "5 

k-!V :::- 0 0 0 I 0 

0 0 2. 0 20 

Omdat K - N geen negatieve getallen bevat is H een optimaal hoekpunt; de 

minimale kostprijs is: (~·H) = (N•H) ,.,; 3225. 

Er doet zich een complicatie voor als het gevonden hoekpunt meer dan d nul­

len, dus minder dan n + m - 1 positieve cellen heeft. De matrix N is name­

lijk bepaald door precies n + m - 1 cellen, waarbij nog gegeven is dat elke 

rij en elke kolom tenminste een positief getal bevat (hetgeen uiteraard bij 

elementen van T het geval is). 

In het geval van te veel nullen in de matrix H moet onderscheid worden ge­

maakt tussen de 'extra~nullen' en de nullen die het gevolg zijn van het ge­

hanteerde systeem om tot een hoekpunt te komen. 

Dit kan het eenvoudigst worden duidelijk gemaakt aan de hand van een voor­

beeld. 

Met de ~m-hoekregel (z'i'e §: .4), werd gevonden 

Jo .Zo 0 0 0 

0 o* {o 5 0 

0 0 0 2..'S' 5"0 

Uet het ·vullen van de eel 2,1 raakten zowel de eerste rij als de tweede ko­

lom vol. Een van de twee 1·buurnullen 1 van 20 kan als extra nul worden be­

schouwd; hier is de nul in 2,2 als extra gemerkt. 

Bij het opstellen van de matrix N wordt de gemerkte ·nul als positief meege­

t.eld. 



/I:, ,, IS ;l.J 

- N:::. /i 1-4 13 IJ 
18 !K '1 :t5 

Gevolg: 

0 () .-3 I -J.1 

k-N= 0 0 0 {) -2.I 

I I ., 0 0 

Omdat H geen optimaal hoekpunt is bevat K - N negatieve cellen. 

Opgave 8: Bepaal bij elk van de hoekpunten van figuur 5 

de bijbehorende K - N en ga nadat H4 inderdaad 

het optimale hoekpunt is. 

§ 6.· Naar een optimaal hoekpunt 
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38 

3'7 
10 

Als bij een zeker hoekp\lllt van T de bijbehorende matrix K - N negatie­

ve cellen heeft, leeft de verwachting dat het transportschema dat met dat 

hoekp\lllt correspondeert, verbeterd kan worden. 

De vraag is natuur1ijk: hoe? ' 

Als voorbeeld kiezen we het hoekpunt bij het voorbeeld van § 4 ·dat is ge­

vonden via het principe: vul steeds de eel met de laagste kosten. 

Het re:sultaat was: 

0 0 So 0 0 

30 2..o 20 0 s 
0 0 0 .30 -1J' 

De bijbehorende 'gekorte-kostenmatrix' is K - N1• 
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3 3 0 ~5' 3 

0 0 0 ,}./ 0 

-20 -20 -18 0 0 

De vorm ((K - N1)•.X) bevat drie negatieve eoefficienten; 

((K - N1) •:x) = 3 x11 + 3X:1z -:· Z5x14 :~ 3x15 + Z1xz5 - zox31 - zox3z - Hlx33 

Het doel is ·nu om een nieuw hoekpunt HZ te vinden zodat ((K - N1)· Hz) nega­

tief is en dus (:[<;•Hz) < (K•ff1) • 

Dit kan worden bereikt door in een van de drie eellen van H1, die eorrespon­

deert met een negatief element van K - N1, de nul te wijzigen in een posi­

tief getal. In dit geval kiezen we daartoe eel 3,1.·Verhoging van die eel 

moet eehter worden geeompenseerd door verlaging van een positieve aeZ in de 

eerste kolom; hier dus eel Z,1. 

' 0 0 so 0 0 

-Jo 20 20 0 s-
D.,. 0 0 3o "f 5" 

De verlaging van eel' Z, 1 moet worden geeompenseerd in de tweede rij , waar­

bij eehter de eel met o·buiten sehot moeten blijven! 

De verhoging in een van de eellen van rij Z moet weer worden opgevangen 

met een verlaging in een passende kolom. 

Zo ontstaat een pad van afwisselend '+' en '-' in de matrix, dat uiteinde­

lijk na een even aantal stappen weer terugkeert bij de eel van waa'ruit is 

gestart. 

In dit geval kan worden volstaan met een 4-stappen-pad 

eel 3,'1 +eel Z, 1 +eel Z,5 +eel 3,5 ~eel 3, 1: 

0 0 !J-0 0 0 
- s+ 30 2o lo 0 
+ -

0 0 0 30 4S 



De waarde waarmee de cellen beurtelings worden verhoogd en verlaagd ligt 

vast door twee eisen: 

- er mogen geen negatieve cellen in H ontstaan; 
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- de ·nul in startcel wordt maximaal opgehoogd om de kostprijs zoveel moge-

lijk te drukken. 

'-30' '+30' 

Hier: 30 5 

f +30 1-30 
o· ' 45 

Zo wordt het nieuwe hoekpunt H2 gevonden. 

0 0 50 0 0 

0 .2.o .20 0 35 

30 0 0 .Jo 15" 

H2 stemt in 7 nullen overeen met H1 en is een buuipunt van H1 •. 

Bij H2 worden N2 en K - N2 bepaald: 

~--f.;"""""'~~---' ... 1mi ) 1-t 

/5' 
!Jll'lMrml"-~""'°il...-•~ ) + 25"' 

.2"5 3 0 .(5" 3 

.w 0 0 2.1 0 

0 -20 -18 0 0 

Er is vociruitgang geboekt. Niet zo zeer omdat er nog maar twee negatieve 

cellen zijn, maar de totale kostprijs is gedaald met 30•20 = f600,-
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Merk op: 

(K•ff1) - ((K - N1)•H2) (K•H) 
2 

- 600 

Omdat de nieuwe kostenmatrix K - N2 nog negatieve cellen heeft, wordt het 

proces herhaald. 

0 0 J 0 0 
- + 0 20 20 0 JS 

50 o+ -0 30 15 

! 
0 0 S" 0 0 

0 s .Zo D so 
3o I'S () Jo 0 

,H3 ,is, zoals in § 5 al is aangetoond, een optirnaal hoekpunt (K - N3 bevat 

geen negatieve cellen). Bij de stap H2 + H3 is de kostprijs gedaald met 

l5•20 ~ 300, zodat de minima le kostprij s 3525 ...: 300 ~ 3225 bedraagt. 

Nogrnaals het .proces, maar nu uitgaande van het minder gunstige hoekpunt: 

3o 2o 0 0 0 

0 o* 70 ,. 0 

0 0 0 2.5' J-0 

Eerder werd gevonden: 

0 0 -J I -21 

0 0 0 0 -21 

I I 3 0 0 
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Het pad van plussen en minnen (met start in eel 1,:S) bestaat uit 6 'stappen: 

- + 
30 :l.O 0 0 0 

; -0 0 70 j 0 

J.t -0 0 0 50 

De waarde waarmee de ·nul' in eel 1.,5 wordt opgehoogd is gelijk aan de klein­

ste eel die met een minteken is voorzienl 

Zodat: 

-5. +5. 

zo 0 

!+5 -5 1 
0-+5. 

!+5 · .-5 

Z5~50 

en 

'30 IS 0 0 5" 

0 5' 70 0 0 

0 0 0 .,0 "'1S' 

Merk· op dat .Hz .een ·nul' minder heeft dan H1, maar H1 kon, met een ·nul· extra 

een stootje v.elen! ~Z is met zijn acht ·nullen zeker een hoekpunt van T. 

De verwerking van dit algorithme: 

H1 + K - N 1 + Hz + K - Nz + ••• 

kari uitstekend geschieden met behulp van een microcomputer. Hieronder bet 

resultaat van de verwerking op een BBC. 
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Tf~ANSF'OFffMATF<: IX CSTAF' 
:s0 20 Ii') 0 gi 

Ii') ..Jt 70 ~ IZl 
Ii') 0 0 25 511) 

30 20 70 30 50 

l<IJSTEN: ·'J.:3f.:m 

TF<:ANSF'OF<:T1'1/:1T1'( I v 
,\ (;73T?Ar:' 

~ 15 0 L~ .2 
0 1:::· 7!2) !2) Ill ,J 

J! 0 0 ::::0 45 

30 20 70 30 50 

TF(AJ\ISF'JJfn·MATl'O: IX (;3T1::~F· 

G~ 15 !2) ll: -.~ 

~ 
L~ 1::: '70 IZl !2) ,_, 

::::0 gi 0 ·:~:0 15 

30 20 70 30 50 

l<OBTEN: 3,:; 7'.5 

TF\Af\\!'JF'OF\Ti"ll'1Tf~ I)\ ( f:'.~T r.-~1F' 
0 ..:! ~ (i) '.'5(1 
((.~ ~ 70 ('.') !2) 

:5!2) l ~~ VI :::m IZl 

30 20 70 30 50 

TF::l'1f\l\3F'ClHTMnTP I~; ( ~~:;Tt:::iP 
0 l1 ....! 0 :;&J 
0 r-· ZJZl 0 Jil ... .J 

30 1.5 0 :::;0 r;1 

30 20 70 30 50 

TF'.{~,/\.1f;:;F·DHTMATf~ J. x (~:JTPtF' 

(~ 0 !.:"i0 ii) 0 
Ill ") 20 0 ::i~'.j 

:rn ],~') (1 ~~:;(;) l~ 

30 20 70 30 50 

..,. ....... , .... ~::· . ..:•,:: . ....:: .. __ , 

t ) 

~;0 

7~:; 
··7i;.:-
/ ... .J 

~.? ) 

'.5!2) 
-~r.:..* 

''-' 
··~ i= 
,.. ,_1 

.. :. 
'.')[!) 

75 
"'"7!:'** 
! .. J 

4 ) 

!.%1 
7':'.) 
7~i 

~::i ) 

:50 
.. 7t::; 
! ,,..; 

.. 7c:· 
/ .... ! 

c:· ) 

50 
7~.5 
··1t::-,.._, 

DF'TIMALE OF'LDSSil\IG GEVONDEl\I 

f:::C)STENMI..\ TP I X 
0 0 -:::. 1 -21 
0 0 0 0 .--::~1 

l l1 12) 

l<DbT!O:NMA !'!'"(I x 
(i' 0 ..... ::::; ~::. ,.'.: !2) 

0 Ve r,1 :::: 1. &J 
<?0 -·-::::i<.1 ·····JU 0 0 

l<DBTE:f\11"!1-1iTf'( IX 
20• 0 "'; ·''·•c ill 
:?0 0 17! =~ l 0 

0 -20 -18 0 0 

f•:DSTF/\IMATH l X 
l'lJ IZl ... ::, "c 
DJ 0 0 
,71 (i.] 

I< [)[~Tl:':NMATF: IX 
.. :• f.1 :-; D 

(i) (;j (~ :~; 

0 Q'.! 2 !2) 17 

!<DSTE:l\lr--'lPiTP l x 
·:::; 0 ~5 

I;>) 0 l1 0 
l~ r~ .:: (i1 2{~ 



Opgave 9:: Wat opvalt is dat de .overgang van .H4 naar H5 
geen verbetering oplevert. 

Hoe is dat te verklaren? '. 

Samengevat·zi'et bet algoritme voor bet vinden van een optimaal· transport­

schema er z6' uit: 

I Zoek een eerste hoekpunt H1 van het toelaatbare gebied. 

(NW-hoekregel, minimumregel ,. Vogel, •• : • ) 
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II Bepaal de bijbehorende N1 en K - N1• Gana of K - N1 negatieve cel­

len bevat. Is dat niet het geval, dan is H1 een optimaal ·punt en 

(IC•H'1) = (N1 •H'1) de minima le prij s. 

III Bevat K - N1 negatieve cellen, maak dan een pad van plussen en min­

nen in de matrix van H1 en construeer daarmee een nieuw hoekpunt H?. 
'! 

IV Ga met K - ~2 na of H2 optimaal is. 

Zo niet, herhaal III met vervanging van H1 door H2 • 

Na een eindig aantal stappen wordt het gestelde doel bereikt. De existen­

tie van een gesloten pad van plussen en minnen in de matrix, waarin ·buiten 

bet startpunt geen 'ecbte' ·nullen zijn opgenomen, kan warden bewezen met 

wat grafentbeorie (Z.ie· [4]). 

Bij ontaarde gevallen, dat wil zeggen, gevallen waarbij de extreme waarden 

in meer dan een boekpunt wordt bereikt (en dan oak in randpunten die geen 

boekpunt zijn ! ) kan bet voorkomen dat K - N negatieve cell en heeft, terwij 1 

tocb bet minimum al is bereikt. 

§ 7.: Toepassingen 

a. Een produktiesahema in d.e v'liegtuigindustrie 

Het bedrijf 1.Breeder' bouwt passagiersvliegtuigen voor diverse ·1uchtvaart­

maatscbappijen, a.a. vliegtuigen van bet type Relationship (R 25). 

De laatste fase in bet produktieproces van de R 25 is de fabricage en de 

montage van straalmotoren. 

Breeder beeft contracten afgesloten, waarin zij zicb verplicbt een aantal 

vliegtuigen in de nabije toekomst af te leveren. In verband hiermee wordt 

de fabricage van staalmotoren voor de komende vier maanden riamvkeurig ge­

pland. 



152 

Orn de contractuele afspraken te kunnen nakomen moeten er in de komende maan­

den achtereenvolgens 10, 15·, 25 en 20 motoren worden afgeleverd ter montage. 

De produktiemogelijkheden ten aanzien van de motoren zijn afhankelijk van 

andere activiteiten in de fabriek, zoals onderhoud en reparatie werkzaam­

heden. De maximale mogelijke produktie voor de komende vier maanden is resp. 

25,' 35,' 30 en 10 motoren. De produktiekosten varieren per maand; in miljoe­

nen ·guldens resp. 1 , 08; 1 , 11 ; 1, 1 O·; 1 ,' 13. Vanwege de variatie in produktie­

kosten kan het de moeite lonen motoren een of meer maanden eerder te produ­

ceren dan het schema aangeeft. Het nadeel hiervan is, dat motoren die te 

vroeg worden afgelevert, moeten worden opgeslagen tegen !15000,- per maand 

(ihbegrepen het renteverlies op uitgegeven kapitaal). 

De produktiemanager wil een schema opstellen voor de komende vier maanden, 

waarbij het totaal van de produktiekosten en voorraadkosten minimaal is. 

0-plossing 

De essentiele gegevens zijn: 

Ma and Montage Max.prod. Prod.kosten Voorraadkosten 

10 25 1,08 

2 15 35 1 '11 0,015 

3 25 30 1 '10 0,015 

4' 20 10 1 '13· 0,015 

Verrassenclerwijs kan het probleem worden vertaald in een transportprobleem 

met, in eerste instantie,; 4 bronnen (=· 'produktiemaanderi') en 4 bestermnin­

gen (=' 'rrnntage maanderi') 

Procluktie Montage 

1~~~~~·8 10 

15 

~lo -4 zo 
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Omdat het totale produktiepotentieel (= 100 motoren) groter is dan het aan­

tal benodigde motoren voor de montage, wordt een vijfde dummy bestemnring D 

ingevoerd. 

Er ontstaat zo een transportprobleem met n = L1, m = 5, waarbij x .. het aan­
l.J 

tal afgeleverde straalmotoren is in maand i ter montage in maand j. 

Omdat produktie achteraf niet moeelijk is geldt: x .. = 0 als i > j (in de 
l.J 

graaf zijn de hiermee corresponderende puntenparen i, j niet verbonden). 

De kosten k .. zijn in de gevallen i ~ j direct af te leiden uit de gegevens 
l.J 

omtrent produktie en voorraadkosten. 

2 3 4 D 

1,030 1,095 1 '110 1, 125 

K= 1 '110 1, 125 1 '·140 2 

1'100 1,115 3 

1'130 4 

In verband met het te volgen oplossingsprocede moeten de lege plekken in K 

worden gevuld. 

De Se kolom (k'osten voor een fi1:tieve bestemmirig) moet uiteraard !outer uit 

nu11,en bestaan. 

Voor de driehoek onder de lijn i = j staat vast dat de corresponderende cel­

len in elk toelaatbaar schema x·nullen zullen zijn. Daarom nemen we voor 

k21 , k31 •. k32 , k 41 ,. k 42 , k43 een zeer groot willekeurig getal, genaamd !1, 

zeer veel groter dan alle andere elementen van k. Daarmee wordt een oplos'­

sing geforceerd met nullen op de plaatsen die corresponderen met de 11-cel­

len. 

Deze true wordt wel 'the big; H'-methode genoemd. 

Zo wordt de kostenmatrix: 

1,080 1,095 1 , 110 1,125 0 

K= 
11 1,.110 1, 125 1 , ·140 0 

H H 1,100 1 , 115 0 

H M H 1,130 0 

Startend met een hoekpunt met nullen op de onderdriehoek levert de micro­

computer na: 4 stappen het minimu:m 71 ,30 en een bijbehorend optimale schema 
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TRANSPORTMATRIX <STAP 1 ) ··'. F:OSTE!::!MATRIX 

10 15 0 0 0 25 .000 .12100 .1210121 .11>121121 -.010 
0 * 25 ll1 -0. 35 M .000 .00121 .011>0 -.025 
0 0 0 li'l. 2.l!l. 30 M M .011>11> .0011> .000 
0 0 0 0 10 10 M M M .015 .000 

--------------------------~-----
10 15 25 20 311> 

KOSTEN: 77.9 

TRANSF'ORTMATRIX <STAP 2 
111> 15 Ill 0 Ill 25 .lllllllll .000 .11>011> .025 .015 

0 * 25 Ill tit 35 M .11>11>0 .lllllllll .. 025 .11>11>0 
Ill Ill .J1 20 la 30 M M -.025 .11>00 .011>0 
0 Ill Ill 0 111> 111> M M M .11>15 .12100 

--------------------------------
10 15 25 20 30 

l{OSTEN: 77.65 

TRANSPORTMATRIX <STAP3 
111> 15 0 0 0 25 .000 .000 .000 .000 .12115 

0 * ~ 0 2.0. 35 M .000 .000 .000 .000 
0 0 w 2.0. 121 30 M M .011>0 .12100 . 025 
0 0 0 .J'l Ul 1121 M M M -.1211121 .11>~0 

--------------------------------
10 15 25 20 30 

~~OSTEN: 77.4 

TRANSPORTMATRIX <STAP 4 
10 15 Ill 121 0 25 .11>00 .lllllllll .0011> .lllllllll .015 

Ill * 5 Ill 30 35 M .011>0 .011>11> .lllllllll .lllllllll 

Ill Ill 211> 111> Ill 30 M M • lllllllll .lllllllll .025 
0 Ill 0 10 0 112> M M M • ~111>0 • 0111> 

--------------------------------
10 15 25 20 3121 

KOSTEN: 77.3 

OPT I MALE OPLOSSING GEVONDEN 



Vertaald in een graaf: 

Produktie Montage 

{o 

-( !t:J 

1r 

Opgave 10: Ga na dat dit transportprobleem verschillende 

optimale schema's heeft. 

b. Een toewijzingprobleem 
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Er wordt een sportvijfkamp georganiseerd, waaraan een aantal dorpen deelne­

men. Elk dorp vaardigt 5 atleten af, die elk zullen uitkomen op een van de 

onderdelen zwemmen, hardlopen, gewichtheffen, kanovaren en wielrennen. 

Een van de deelnemende dorpen heeft zich serieus op het treffen voorbereid. 

De vijf in aanmerking komende atleten hebben gedurende een trainingsperio­

de van een paar maanden regelmatig proeven van bekwaan:heid in elk van de 

onderdelen moeten afleggen. Op basis van een waarderingssysteem per sport, 

is aan elk van de deelnemers een cijfer voor ieder onderdeel toegekend. 

Het resultaat is af te lezen in een tabel: 
i:: 

al i:: (!) 

.r:: (!) g i:: p. ...... )..! 

~ 
0 ,.c:: oj 

..... {) :> )..! 

'"cl ..... 0 ..... 
(!) )..! ~ i:: (!) 

:;:: oj oj ..... 
N ,.c:: t!) ~ "' 

A 8 5 7 4 5 

B 9 7 8 3 6 

deel- c 7 3 2 1 5 

nemers D 6 9 7 7 

E 4 3 6 7 9 

F 3 Lf 7 6 3 
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De ploeg wordt zo sterk mogelijk geacht als de som van vijf waarderingscij­

fers op vijf verschillende onderdelen maximaal is. 

Het probleem wordt als volgt vertaald in een transportprobleem: numm.er de 

deelnemers en de sportonderdelen en stel: 

als deelnemer i uitkomt op onderdeel j x .. 
l.J 

x .. = 0 als deelnemer i niet op onderdeel j uitkomt 
l.J 

Elke toelaatbare matrix X = (x: ... ) is een matrix met 
l.J 

rij- en kolomtotalen 

gelijk aan 1. 

Is \J de waarderingsmatrix, dan is bet zaak om die X te vinden, waarv?n 

(W.•:X) maximaal is. Het transportalgoritme, met K = - W, levert de oplossing: 

TRANSPORTMATRIX <STAP 1 ) l<OSTENMATRIX 
* J. * fl) * 1 fl) l2l l2l -1 fl) 

1 l2J fl) l2J fl) 1 17.) -1 l2l 1 l2J 
l2l Jt fl) 1 ~ 1 -1 fl) 3 l2J -2 
fl) fl) 1 (Z) fl) 1 9 1 l2J -2 IZl 
l2J l2J fl) fl) 1 1 8 6 5 fl) IZl 

----------------------
1 1 1 1 1 

!<OSTEN: -33 

TRANSPORTMATRIX <STAP 2 ) l<OSTENMATRIX 

* 1 ..:!!:.. fl) Jt 1 l2J IZl IZl -3 l2J 
1 fl) fl) fl) fl) 1 fl) -1 fl) -1 IZl 
fl) fl) fl) .!.. .:!!:. 1 1 2 5 fl) fl) 

fl) fl) 1 ~ fl) 1 9 1 fl) -4 l2J 
fl) (Z) 0 fl) 1· 1 8 6 5 -2 IZl 

----------------------
1 1 1 1 1 

!<OSTEN: -33 

TRANSPORTMATRIX CSTAP 3 ) l<OSTENMATRIX 
.:!!:. 1 .:!!:. IZl l2J 1 (2) fl) fl) 1 4 
1 IZl IZl l2J fl) 1 17.) -·1 (2) 3 4 
fl) (2) IZ! .1 * 1 -3 --2 1. IZl IZl 
0 IZl .1. ..!. l2J 1 9 0 l2l 4 

IZJ l2l l2l l2l 1 1 4 2 1 
. .., --·..::. l2l 

----------------------
1 1 1 1 

KOSTEN: -33 



TRAl\ISPORTMf-lTFU X (!3TAP 4 f<OSTEl\IMATR IX 
f2) 1 * 0 f2) .. .:• (2) (2) 1 4 
1 ]!_ !Zl 0 f2) 1 iZJ -4 --:3 (2) 1 

* 0 0 .1.. ·II- 1 f2) .-, 1 0 (2) 
IZl IZl .L ~ IZl 1 1? l Q) f2) 4 
IZl IZl IZl IZl 1 1 7 2 1 -2 IZl ----------------------

1 

KOSTEN: ··~·33 

TRANSPORTMATRIX <STAP C' 
,,.) ) f<DSTENMATR IX 

0 ..! 1 0 0 1 3 f2) 0 1 4 
0 1 12) 0 12) 1 4 0 1 4 "' ,,.) 

1 0 12) ..:!!:.. * 1 
0 0 * 1... 0 1 

IZl ~, 

1 IZl IZl -..::. 

12 1 0 IZl 4 
0 0 0 (2) 1 1 7 2 1 -·2 IZl ----------------------

1 1 1 

KOSTEN: -37 

TRANSPOF\TMATR I X <STAP 6 f<OSTEl\IMATRIX 
0 * 1 12) IZl 1 1 IZl (2) 1 2 
fZJ 1 IZl 0 12) 1 2 IZl 1 4 3 
1 * IZl 0 * 1 12) 0 3 2 (Zl 
0 12) * 1 IZl 1 1 IZl 1 (2) (2) 2 
0 12) 0 0 1 1 7 4 3 fZJ 0 

l. 

f<OSTEN: -37 

OPTIMALE OPLOSSING GEVONDEN 

Opgave 11: Er is nu sprake van zes kandidaten voor de vijfkamp 

met van elke kandidaat een lijstje van vijf waarde­

ringscijfers. De opgave is opnieuw om een zo sterk 

mogelijke ploeg samen te stellen, waarbij dus een 

van de kandidaten moet afvallen. 

Hoe kan dit probleem als transportprobleem worden 

gemodelleer.d? 

Op gave 12: Ifoeilijker ligt het als bij vij £ deelnemers en vij f 

sportonderdelen wordt bepaald dat elke deelnemer 

op precies twee verschillende onderdelen moet uit­

komen, en dat per onderdeel twee atleten per dorp 

157 
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meedoen. 

Waarom kan deze situatie niet eenvoudig met het 

transportalgoritme worden aangepakt? 

Opmerking: 

Een methode die hier met vrucht zou kunnen worden 

toegepast is de zogenaamde 'branch-and-bound' tech­

niek, speciaal ontworpen voor zogenaamde geheel­

tallij e programeringsproblemen. (zie [ 2.]) 

c. vlate1°distributie 

De Metro Water Distribution (MWD) is een agentschap dat zorg draagt voor de 

watervoorziening van een groot district. 

Omdat het district nogal droog is moet de MWD water invoeren va:nuit een an­

tler district. De bronnen van dit geimporteerde water zijn de Colombo River, 

de Sacron River en de White River. De MWD koopt en verkoopt het water van 

deze bronnen aan gebruikers in het district met als voornaamste klanten de 

vier gemeenten Bardoo, Los ·Diablos, San Pedro en Turtletown • Het is moge­

lijk elk van de plaatsen te voorzien van water, afkomstig van elk van de 

drie rivieren, met dien verstande dat er geen faciliteiten zijn om Turtle­

town te voorzien van water uit de White River. 

De geograf ische ligging van de vier plaatsen maakt dat de transportkosten 

per plaats/rivier nogal varieren. 

Kdstrtr($ per 1000 m:S) 

Bardoo Los Diablos San Pedro Turtletovm Voorraad 

C.River 16 \ '13 22 17 so 
S.River 14 13 19 1S 60 

W.River 19 20 23 so 

Minima le 30 70 0 10 1 
behoef te in 109 m3 
Vraag so 70 30 co ~ 

In de tabel zijn ook af te lezen de watervoorraden (per rivier) en de mini­

male behoefte alsmede de vraag (per plaats). 

Zo wenst Bardoo 50•109 m3 water, terwijl die plaats zou kunnen volstaan met 

30•109 m3 om in de eerste behoefte te voorzien. San Pedro beschikt zelf 

over een waterbron (getuige de nul in de kolom van S:::') en Turtletown wil 
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zoveel water afnemen als mogelijk is (00). 

De prijs per 1000 m3 die de MWD berekent aan de vier gemeenten is voor elke 

gemeente hetzelfde. 

De directie van de }~ID heeft zich tot doel gesteld de complete beschikbare 

l:.oevE1elheid water van de drie rivieren te betrekken en die zo te verdelen 

dat de kosten van de MWD zo laag mogelijk zijn. De MWD is bovendien ver­

plicht tenminste aan de eerste behoefte van elke gemeente te voldoen. 

Opfossing: 

Dit is een transportprobleen met de drie rivieren als bronnen en de gemeen­

ten als bestemmingen. Voordat het transportalgoritme kan worden toegepast, 

moet er eerst wat geschaafd worden aan de gegevens. 

Allereerst de vraag (=· :oo) van TT. Als aan de eerste behoeften van B, LD en 

SP uordt voldaan, blijft er voor TT ten hoogste 60•109 in3 water beschikbaar. 

De vraag 00 wordt daarom vervangen door 60. 

Let nu op de totale vraag (= 21:0) en het totale aanbod (= 16.0). Omdat de 

vraag het aanbod overtreft worclt een dummy-bron (D) toegevoegd. 

Tenslotte het streepje in de gegeven tabel (geen water van WR naar TT); 

hier biedt een 'big M'. uitkomt. 

Het transportschema lijkt zo te worden: 

bO 

50 

So 
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Als op dit schema klakkeloos het transportalgoritme zou tvorden toegepast is 

er alle kans dat er een oplossing uitrolt waarbij niet aan de eerste behoef­

te van B of LD is voldaan. 

Voor SP speelt dit niet (minimale behoefte = :o). Voor TT geldt dat de vraag 

(='. 60) de duminy-voorraad (~ 50) met 10·overtreft, zodat elke toelaatbare 

oplossing gegarandeerd aan de eerste behoefte ( =· t:O) voldoet. 

LD's eerste behoefte is weliswaar gelijk aan de vraag (=' 70)., maar het zou 

·kunnen dat een oplossingschema water van de duminy-bron naar LD zou doen 

toevloeien. Dit kan worden voorkomen met een big M. 

1-ill nog B. Hier geldt dat van de vraag (=· 50) niet meer dan 20 afkomstig mag 

zijn van de ·dummy-bron. Door B te splitsen in twee bestemmingen: B min 

en B extra kan een derde big M garant staan dat B tenminste 30'• 109 in3 water 

krijgt toegewezen. 

Kor tom: 

TT 

50 

60 

.JO 

JO 2.0 60 

De microcomputer doet de rest: 
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TRAf\ISPOF<TMATR IX CSTAP 1 ) KOSTENMATF<I X 
3121 121 2121 121 121 5121 0 4 121 1 IZJ 9 

121 121 0 * 6121 60 -9 ·-5 -7 121 f2) 

121 * 5121 121 121 5121 -4 IZl 121 4 M 
121 2121 0 3121 121 5121 M IZl M 121 4 

----------------------
3121 2121 7121 3121 6121 

KOSTEN: 264121 

TRANSPORTMATRIX <STAP 2 ) KOSTENMATRIX 
30 121 20 Ill 0 50 f2l 4 12! 10 0 

* 0 121 121 60 60 12! 4 2 9 f2) 

121 * ia 0 121 50 -4 121 121 4 M 
0 ~ 121 3f.ZI .!I.. 50 M 0 M 121 -5 

----------------------
30 20 7121 3121 60 

KOSTEN: 2640 

TRANSPORTMATRIX <STAP 3 ) f<DSTENMATR I X 
1121 121 .!.fd 121 0 50 Ill 4 0 5 Ill 
2121 121 121 0 40 60 Ill 4 2 4 0 
.!! 2121 3121 121 Ill 5121 -4 121 121 -1 M 
0 0 Ill 30 20 50 M 5 M Ill Ill 

----------------------
30 2121 7fZl 3fZl 6fZl 

KOSTEN: 254121 

TRANSPORTMATRIX <STAP 4 ) f<OSTENMATRIX 
Ill Ill 5121 0 121 50 4 4 0 9 4 

2fZl Ill ..El. Ill 40 6121 0 Ill -2 4 Ill 
.!.@ 2fZl 2fZl Ill 121 5121 0 0 fZ) 3 M 

12! 0 0 30 20 50 M 1 M 0 0 
----------------------

30 20 70 30 60 

KOSTEN: 251210 

TRANSPORTMATRIX <STAP 5 ) KOSTENMATRIX 
0 0 50 121 0 50 4. 4 0 7 

,, 
..::. 

fZ) 121 2121 121 40 6121 2 2 0 4 121 
3121 2121 * 121 121 5121 0 121 0 1 M 

0 121 121 30 20 50 M 3 M 121 0 
----------------------

30 2121 70 30 60 

KOSTEN: 2460 

OPT I MALE OPLOSSING GEVONDEN 
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Het starthoekpunt is bier betrekkelijk willekeurig gekozen met nullen op 

de M-plaatsen. De Vogel approximatie zou bier meteen bet optimale punt heb­

ben opgeleverd! 
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