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De gewenste relatie kan kennelijk gerealiseerd worden als de invariant geldt 

en we de beschikking hebben over het tweede deel van de bovenstaande som. 

We breiden daarom de invariant P uit tot een invariant die we R zullen 

noemen: 

c = Cl!_ i, j: o :> i < j < k: x C i) = o J\ x (j) = 1) J\ d = Cl!_ i: o :> i < k: x C i) = o) 
J\ O:>k:>n 

Nu kan het algoritme gegeven worden. Er moet nog wel het een en ander aan­

getoond worden. De betreffende plaatsen in het algoritme worden aangegeven 

met "{noot ••• }"en er wordt aan deze bewijsverplichtingen voldaan. We zullen 

hier na het algoritme alleen de bewijsverplichtingen opsommen, de bewijzen 

zelf zullen we niet geven. 

De oplossing voor S luidt: 

i( k, d: int 

l k, c, d := o, o, 0 

{ noot 1, noot 2} 

do k n + if x(k) = 0 + d := d + 1 

D x(kJ = 1 + c := c + d 

fi {noot 3} 

od 

{noot 4} 

) I 
Bewijsverplichtingen: 

k := k + 1 

noot 1: Na de initialisatie geldt de invariant. 

noot 2: De eindigheid van de repetitie moet aangetoond worden. Hiertoe 

wordt een zogenaamde invariante functie gezocht waarvan wordt 

aangetoond dat deze een ondergrens heeft en dat deze in iedere 

slag van de repetitie kleiner wordt. (In het voorbeeld is de 

variante functie n-k met als ondergrens O.) 

noot 3: Na elk van de alternatieven geldt een uitspraak die na de op­

hoging van k met 1 de invariant garandeert. 

noot 4: De invariant R samen met k = n garandeert de gewenste eind­

conditie. 

In het vervolg komt alleen nog het semi-formele nivo aan de orde. Daarmee 

wil niet gesuggereerd zijn dat het formele nivo onbelangrijk zou zijn. Voor 
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het formele ni vo zijn hi er guarded commands gebruikt, we zouden ook Pascal 

hebben kunnen gebruiken. 

HET SEMI:FORMELE NIVO. NOG TWEE VOORBEELDJES 

Eerste voorbeeld. 

De arrays 

var f: array (0 •• p)of integer_; 

g: array (0 •• q)of inte,ger; 

(waarin pen q constanten zijn, ~O) hebben een waarde waarvoor geldt: 

- voor alle i, O~i<p, geldt f(i) <f(i+l) 

- voor alle i, O~i<q, geldt g(i) <g(i+l) 

Schrijf een algoritme dat het aantal (i, j )-paren, met 0 ~ i ~ p en 0 ~ j ~ q, 

bepaalt waarvoor geldt f (i) = g (j). 

Als je voor het vinden van een invariant een constante uit de eindconditie, 

zeg n, vervangt door een variabele, zeg m, dan drukt de invariant uit dat 

het probleem is opgelost tot (en met) m. Door m op te hogen en er voor te 

zorgen dat de invariant blijft gelden, wordt er op een gegeven moment voor 

gezorgd dat het probleem is opgelost tot (en met) n. We .kiezen nu een andere 

soort invariant, die uitdrukt dat het gewenste resultaat gelijk is aan de 

waarde van een variabele plus een waarde die nog berekend moet warden. 

Concreet, als invariant kiezen we: 

"het aantal (i,j)-paren, O~i~p en O~j~q. met f(i)=g(j)" = 

k + "het aantal (i,j)-paren, m~i~p en n~j~q. met f(i)=g(j)" 

Uit deze invariant P en m = p + 1 of n = q + 1 volgt de eindconditie. De 

invariant is gemakkelijk te realiseren voor de repetitie door aan de varia­

belen k, m en n de waarde 0 toe te kennen. We hebben dan gevonden: 

k:=O; m:=O; n:=O; 

{P} 

while (m#p+l) and (n#q+l) do {Pflm#p+lfln#q+l} 

De eindigheid van de repetitie is te garanderen door m of n met 1 op te 
hogen. Er doen zich drie gevallen voor: 

f(m) <g(n): m is op te hog en en invariant blijft gelden; 

f(m) <g(n): n is op te hog en en invariant blijft gelden; 

-f(m)=g(n): ophoging van k, m en n zorgt ervoor dat de invariant blijf t 
gelden. 
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Zo hebben we gevonden: 

{beginconditie} 

k := 0; m := 0; n:= 01 

{P} 

while (m <> p+l) and (n <> q+l) 

do {PJ\moFp+lJ\noFq+l} 

if f(m) <g(n) 

then m := m + 1 

else if f (m) > g (n) 

then n := n + 1 

else begin k : = k + l 1 m : = m + l 1 n : = n + 1 end; 

{P} 

{P J\ (m = p+l v n = q+l), dus de eindconditie} 

Tweede voorbeeld. 

De arrays 

.Yfil. f: array (1. .m)of integer; 

g: array (1. .p)of integer; 

h: array (1. .n)of integer; 

(m, p en n constanten, ~ 1) hebben waarden waarvoor geldt: 

- voor alle i, l:>i:>m, f(i)<f(i+l); 

- voor alle i, l:>i:>p, g(i)<g(i+l); 

- voor alle i, 1 :>i :iin, h(i) <h(i+l); 

- er bestaan een i, l:>i:>m, een j, l:>j:>p, en een k, l:iik:iin, waarvoor 

geldt f (i) = g (j) = h (k) • 

Schrijf een algoritme dat de plaats bepaalt van de kleinste gemeenschappelijke 

waarde van de drie arrays. 

Als we met i', j' en k' de indices aangeven van de kleinste gemeenschap­

pelijke waarde dan is de eindconditie: 

i=i' J\j=j' J\k=k' 

Als invariant proberen we P: 

1:iii:;!iIJ\1:iij:;!jiJ\1 :iii k :ii kl 

Uit deze invariant volgt de eindconditie als geldt: f (i) = g (j) J\ g (j) = h (k) 

De invariant is waar te maken door voor i, j en k de waarde 1 te nemen. 
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De eindigheid van de repetitie is te garaderen door i, j of k met 1 op te 
hogen. De ophoging van i met 1 is mogelijk als f(i) <g(j) of f(i) <h(k) 
geldt. Analoog voor j en k. We krijgen dan voor de ophogingen: 

if (f(i) <g(j)) or (f(i) <h(k)) 

then i := i + 1 

else if (g(j) <f(i)) or (g(j) <h(k)) 

then •••••• 

else •••••• 

Maar de voorwaarde f(i) <g(j) alleen is natuurlijk al voldoende om i met 1 
op te kunnen hogen. Analoog voor j en k. Zo krijgen we als algoritme: 

i :=1; j:=l; k:=l; 

{P} 

while not((f(i) = g (j)) and (g (j) = h (k))) 

do {PA (f(i) ;lg(j) vg(j) ;lh(k))} 

if f(i) < g (j) 
then i := i + 1 

else if g (j) < h (k) 

then j := j + 1 

else {f(i)~g(j)~h(k)} k:=k + 1 

{P} 

{P J\ f(i) = g(j) J\ g(j) = h(k)} 

EEN NIET ZO EENVOUDIGE OPGAVE MET EEN FRAAIE OPLOSSING (EN EEN FRAAIE 
AFLEIDING) 

De arrays 

~a, b: array (0 .• n-1) of t 

hebben een waarde; op het type t is een ordening gedefinieerd. 
Gevraagd wordt een algoritme te schrijven dat nagaat of de twee arrays, 
eventueel op een cyclische rotatie na, gelijk zijn. Anders gezegd: Zijn er 
een i en een j te vinden zodanig dat a(i) = b(j), a((i+l) mod n) = b((j+l) mod n), 
••.• , a((n+l-i)modn) =b((n+l-j)modn). 

We spreken af dat we nu verder in de afleiding de modulus weg zullen laten 
en deze pas weer in het uiteindelijke algoritme zullen toevoegen. 

We definieren voor i=0,1,2, ••• ,n-l de rij a. als a.=(a{i), a(i+l), •.• , 
l l 

a(i+n-1)). Zo ook voor het array b. We kunnen de eindconditie nu formuleren 
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als: 

eq:: (Ei,j:O:>i<n A O:>j<n: a.=b.) 
- i J 

Er is natuurlijk een heel eenvoudige oplossing. Er zijn n a-rijen en n b-rijen. 

We kunnen elke a-rij vergelijken met elke b-rij en kijken of er een keer gelijk-

heid optreedt. Maar dat geef t n 2 combinatiemogelijkheden. We will en kijken 

of het niet zuiniger kan. 

De verzameling van alle a-rijen en de verzameling van alle b-rijen zijn of 

gelijk of disjunct. We zouden dus het antwoord op de gestelde vraag kunnen 

geven door de minima van de twee verzamelingen te vergelijken. (Voor de 

rijen houden we de lexicografische volgorde aan.) 

Het probleem is symmetrisch in a en b. We zullen kijken of we in de oplossing 

de symmetrie kunnen vasthouden. Laat je de symmetrie los, dan krijg je waar-

schijnlijk een slechtere oplossing. 

Stel dat n de waarde 8 heeft en dat de waarden van a en b zijn: 

a: 1 1 8 4 1 8 4 1 

b: 1 8 4 1 1 1 8 4 

En stel dat we de rijen a 2 en b1 aan het vergelijken zijn. Dan vinden we in 

eerste instantie drie gelijke waarden. Van deze kennis zullen we proberen 

te profiteren en niet zonder meer overgaan op de vergelijking van andere 

rijen. Dit suggereert dat we als invariant zullen nemen (noem die P): 

(~k:O:>k<h: a(i+k)=b(j+k)) A O:iih:iin 

Als we in staat zijn deze uitspraak invariant te houden en tegelijk ook h 

gelijk aan n te maken, hebben we het antwoord op de gestelde vraag gevonden. 

Als a(i+h) gelijk is aan b(j+h) kan h met 1 opgehoogd worden waarbij P 

invariant blijft. 

Als de elementen a (i+h) en b (j+h) niet gelijk zijn dan weten we dat ai f. b j, 

ai+l f. bj+l' ••• , ai+h ~ bj+h" Als we nu ook nog weten dat het element 

uit a groter is dan het element uit b dan weten we dat elke genoemde a-rij 

lexicografisch groter is dan de overeenkomstige b-rij. En dus dat elke ge­

noemde a-rij groter is dan de lexicografisch kleinste b-rij (en we hebben al 

gezegd dat we de gelijkheid konden constateren door de lexicografisch klein­

ste rijen te vergelijken). We breiden daarom de invariant P uit met de stukken 

Qa en Qb: 

Qa: (!k: 0 :iik < i: ak > bb) 

Qb : (! k : 0 :ii k < j : bk > aa) 

waarin aa en bb staan voor de lexicografisch kleinste a-rij respectievelijk 



de lexicografisch kleinste b-rij en waarin het groterteken staat voor 

"lexicografisch groter". 
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Uit Qa volgt dat we het antwoord weten als i gelijk is aan n (ongelijkheid!), 

zo ook voor Qb en j = n. 

Hierboven stond dat we uit het feit dat a(i+h) lexicografisch groter is dan 

b (j+h) en de invariant P konden concluderen dat ai > bb, ai+l > bb, ••• , 

ai+h > bb. Samen met invariant Qa volgt hieruit: 

(!k: O;:;; k < i+h+l: ak > bb) 

Maar dat betekent dan weer dat i opgehoogd kan worden met h + 1 zonder dat 

invariant Qa verstoord wordt. 

Een analoog verhaal geldt voor Qb als a(i+h) lexicografisch kleiner is dan 

b(j+h). Voor de invariant P betekent het wel dat deze bij de nieuwe waarde 

van i of j alleen nog maar kan gelden voor h = 0 

We kunnen de invarianten P, Qa en Qb voor de repetitie waar maken door 

voor de variabelen h, i en j de waarde 0 te nemen. 

Zo hebben we gevonden: 

h := 0; i := O; j := O; 

{ p /\ Qa /\ Qb} 
while (h < n) and (i < n) and (j < n) 

do { P /\ Qa /\ Qb /\ h < n f\ i < n f\ j < n} 

if a (i+h) = b (j+h) 

then h := h + 1 

else if a (i+h) > b (j+h) 

then begin i :=i + h + l; 

h := 0 

end 

else begin j : = j + h + 1; 

h := 0 

end 

{ p /\ Qa /\ Qb }; 

{P/\Qa/\Qbfl(hi;;n v gn v ji;;n)} 

if h>=n then {P f\ h;;; n} b :=true 

else (Qa f\ i;;; n) v (Qb f\ j;;; n)} b :=false 

{b:: (~i,j: O:>i<n /\ O:>j<n: ai = bj)} 
.. 2 Het naievealgoritme onderzocht n combinaties van a- en b-rijen. Het boven-
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staande algoritme vergt ten hoogste 3n - 2 slagen van de in het algoritme 
voorkomende repetitie. 

Het algoritme is van Y. Shiloach. De hier gepresenteerde afleiding is geba­
seerd op een presentatie van het algoritme door mevr. drs. A.J.M. van 
Gasteren en ir. W.H.J. Feijen. 

EEN COMPUTER OP SCHOOL 

Het laatste jaar zijn op een honderdtal scholen computers geplaatst door 
het ministerie. Met zo'n computer kun je verschillende zaken doen. Aller­
eerst kun je hem gebruiken voor de schooladministratie. Ik kan me nauwe­
lijks voorstellen dat dat het belangrijkste doel was van het plaatsen van 
deze machines. De computer kan gebruikt warden om de lessen in andere vak­
ken te ondersteunen. Maar dan moet je wel beschikken over de juiste program­
ma' s. En van een aantal leraren heb ik begrepen dat die er nu juist niet 
zijn. Je kunt de leerlingen ook programmaatjes laten schrijven in BASIC om 
"de angst voor de machine weg te nemen". Hier moeten we wel mee oppassen! 
Het blijkt dat mensen die op deze manier met BASIC gespeeld hebben daar 
last van hebben als ze leren programmeren op de hier bedoelde manier. 
Bovendien wordt het spelen maar al te vaak verward met programmeren. Maar 
voor programmeeronderwijs is nauwelijks een computer nodig, alhoewel het 
verwerken op een machine van het af geleide programma wel stimulerend kan 
werken. 

EPILOOG (een citaat uit (1)) 

We are like the barber-surgeons of earlier ages, who pride themselves on 

the sharpness of their knives, and the speed with which they can dispatch 

their duties, either of shaving a beard or amputation of a limb. Imagine 

the dismay with which they greeted some ivory-towered academic who told 

them that the practice of surgery should be based on a long and detailed 

study of human anatomy, on familiarity with surgical procedures pioneered 

by great doctors of the past, and that it should be carried out only in 

a strictly controlled bug-free environment, far removed from the hair and 

dust of the normal barber's shop. Even if they accepted the validity and 

necessity for these improvements, how are they ever to achieve them? 
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Het programrneren wordt op het formele nivo behandeld. Het kan gebruikt 

worden als een inleiding voor (3). In het boek wordt ook de benodigde 

predicatenrekening behandeld. Het bevat een groot aantal opgaven. 

(7): J .J. van Amstel 

Programmeren: Het ontwerpen van algoritmen 

Academic Service 

Het programrneren wordt behandeld op het hier beschreven semi-formele 

nivo. De gebruikte programrneertaal is Pascal. De nadruk ligt op het 

ontwerpen van algoritmen niet op Pascal. Van Pascal worden die con­

structies behandeld die voldoende zijn om de gekozen aanpak van het 

programmeren te demonstreren. 
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"A well-known piece of folk-lore among programmers holds that it is impossible to 
write a program which can examine any other program and tell, in every case, if 
it will terminate or get into a closed loop when it is run. I have never actually seen 
a proof of this in print, and though Alan Turing once gave me a verbal proof (in a 
railway carriage on the way to a Conference at the National Physical Laboratory 
in 1953), I unfortunately and promptly forgot the details. This left me with an 
uneasy feeling that the proof must be long or complicated, but in fact it is so short 
and simple that it may be of interest to casual readers." Aldus Christopher Stra­
chey in een ingezonden brief in The Computer Journal van januari 1965. 

Al heeft de duidelijkheid van zijn uitleg misschien te wensen overgelaten, 
toch had Strachey in die treincoupe geen betere leermeester kunnen treffen dan 
Turing, die dit "onmogelijke programma" ruim vijftien jaar eerder zelf had 
ontdekt. Ongelukkigerwijs is het "korte en eenvoudige" bewijs dat Strachey in 
zijn brief geeft niet correct, maar het idee dat erachter zit (of dat ik erachter 
gezocht heh) is niettemin bruikbaar. 

In het vervolg gebruik ik een informele programmeertaal L, waarvan de 
betekenis grotendeels duidelijk is en die slechts op een enkel punt toelichting 
vereist. Mocht u behoefte hebben aan meer concreetheid dan kunt u alles 
omzetten naar uw favoriete programmeertaal. 

Stel dat T(p) een in L geschreven programma is, dat aan elk L-programma 
p de waarde true of false toekent al naar gelang p bij uitvoering stopt of niet. 
T werkt alleen op gesloten L-programma's p, dat wil zeggen programma's 
zonder oningevulde argumenten, vrije variabelen of invoer-statements, want 
dat zijn de enige programma's die zonder meer uitvoerbaar zijn. T kan zijn 
argument inspecteren, modificeren, geheel of gedeeltelijk interpreteren, kortom 
er alles mee doen wat in L uitdrukbaar is, mits hij uiteindelijk maar stopt en 
de juiste waarheidswaarde oplevert. 

De kracht van T is enorm. Neem bijvoorbeeld Goldbach's vermoeden, dat 
elk even getal (> 2) de som is van twee priemgetallen. "Dass ein jeder numerus 
par eine summa duorum primorum sey, hake ich fur ein ganz gewisses theorema. 
ungeachtet ich dasselbe nicht demonstriren kann" schrijft Euler in juni 1742 aan 
Goldbach. Sindsdien is het vermoeden bewezen noch weerlegd, maar, als het 
onwaar is, is het eenvoudig te weerleggen omdat in dat geval het volgende 
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programmaatje G het kleinste tegenvoorbeeld n0 oplevert: 

program G 
{ 
for n = 4,6,8, ... 
do 

if sum-of-two-primes(n) 
then continue 
else n0 : = n ; return(n 0) 

fi 
od 
} 

G gebruikt de functie sum-of-two-primes(k ), die true of false oplevert al naar 
gelang k de som is van twee priemgetallen of niet. De definitie van sum-of­
two-primes(k) is eenvoudig. Alleen de priemgetallen ..;.k 12 hoeven te worden 
geprobeerd. 

G is slechts een halve beslissingsprocedure, want als het vermoeden waar is 
komt G nooit met een resultaat maar blijft eindeloos doorrekenen. Dit onver­
mogen van G om tot een positieve beslissing te komen kan ondervangen wor­
den door niet G maar T(G) uit te voeren. T(G) stopt immers altijd! In het 
volgende tabelletje ziet u een en ander naast elkaar: 

Vermoeden van Goldbach G T ( G) 

W aar Stopt niet false 
Onwaar n0 true 

T(G) kan dus het vermoeden van Goldbach beslissen, al valt er niets te zeg­
gen over de daarvoor benodigde tijdsduur. Het enige wat zeker is, is dater een 
antwoord komt. Dat is echter nog niet alles, want andere beroemde onop­
geloste problemen zoals het probleem van Fermat en de Riemann-hypothese 
zijn, als ze onwaar zijn, op dezelfde wijze stelselmatig te weerleggen als het ver­
moeden van Goldbach, zodat ook bier toepassing van T tot een beslissing 
leidt. Zoals u ziet is T een zeer aantrekkelijk programma, maar gezien de pro­
blemen die het kan oplossen moet het wel buitengewoon ingewikkeld of zelfs 
onmogelijk zijn. 

Dat dit laatste het geval is laat zich als volgt inzien. Als T bestaat, dan is er 
een programma P waarvan T onderdeel uitmaakt en dat eerst T aanroept met 
zichzelf (dat wil zeggen zijn eigen programmatekst, inclusief de tekst van T) 
als argument. Maar als P de voorspelling van T omtrent zijn eigen afloop 
kent, als P weet of hij volgens T zal stoppen of niet, kan hij dan niet besluiten 
om juist het tegenovergestelde te doen van wat T voorspeld heeft? 

Een P die dat doet ziet er in eerste aanzet zo uit: 



program P 
{ 
« definitie van T » ; 
if T("program P { « definitie van T » ; if ... fi }") 
then loop: go to loop 
else return 

fi 
} 
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Het argument van T is de tekst van P, dat is althans de bedoeling. Layout 
doet in L niet ter zake. Teksten staan tussen dubbele aanhalingstekens en deze 
mogen ook genest binnen teksten voorkomen. Zoals u ziet werkt deze een­
voudige opzet niet, want de stippeltjes corresponderen ten gevolge van de 
optredende oneindige regressie met een oneindig lange tekst. 

In de volgende versie* wordt de oneindige regressie omzeild door twee varia­
belen head en tail in te voeren die elk een gedeelte van de (nieuwe!) tekst van 
P als waarde krijgen en die gebruikt worden in het argument van T in plaats 
van de tekst van P zelf. De +-operator concateneert twee teksten 
("con" + "catenatie" = "concatenatie") en bb en qq zijn twee tekstconstanten 
met als waarden het "dubbele aanhalingsteken openen" respectievelijk het 
"dubbele aanhalingsteken sluiten". 

program P 
{ 
« definitie van T » ; 
head : = " program P { « definitie van T » ; head : = " ; 
tail :="; ifT(head+bb+head+qq+"; tail:= "+bb+tail+qq 

+tail) then loop: go to loop else return fi } " ; 

if T(head +bb+head +qq+"; tail : = "+bb+tail +qq+tail) 
then loop: go to loop 
else return 

fi 
} 

Op de volgende pagina ziet u dezelfde programmatekst nogmaals, maar nu in 
een andere layout en met doosjes die aangeven hoe het argument van T 
evalueert naar de volledige tekst van P. 

* Deze versie van P is gemaakt door Lambert Meertens als reactie op een niet erg geslaagde po­
ging van mij om Strachey's bewijs te repareren. 
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I program P { « definitie van T » ; head : = Je111 head 

0... bb 

I program P { « definitie van T » ; head:= le111 head 

0e111 qq 

; tail:= 

0--e111-
; if T(head +bb+head +qq+"; tail 
then loop: go to loop else return fi } 

"+ bb+ tail +qq +tail) tail 

; ifT(head+bb+head+qq+"; tail:= "+bb+tail+qq+tail) tail 
then loop: go to loop else return fi } 

Resumerend: P vraagt aan T zijn eigen afloop te voorspellen, maar doet, als 
T zijn voorspelling gedaan heeft, precies bet tegenovergestelde. Daarmee is 
aangetoond dat een T die van a/le programma' s kan beslissen of ze wel of niet 
stoppen niet kan bestaan. 

Welke gevolgen heeft bet niet bestaan van T voor bet vermoeden van Gold­
bach? Geen enkel. De halve beslissingsprocedure G blijft van kracht, maar de 
beslissingsprocedure T(G) niet. T was echter zeer krachtig en kon veel meer 
bewijzen dan alleen bet vermoeden van Goldbach. Dat werd T's ondergang, 
maar misschien is voor bet bewijs van bet vermoeden van Goldbach zoveel 
kracht helemaal niet nodig. Er zijn alles bij elkaar drie mogelijkheden: 

• Het vermoeden is niet waar. In dat geval is bet te weerleggen met G. 
• Het vermoeden is waar en bewijsbaar op grond van algemeen geaccep­

teerde axioma's en bewijsregels. 
• Het vermoeden is waar, maar niet bewijsbaar op grond van algemeen 

geaccepteerde axioma's en bewijsregels. In dat geval kan bet vermoeden 
alsnog bewijsbaar blijken te zijn als nieuwe axioma's of bewijsregels 
ontdekt worden en geaccepteerd raken (maar dat gebeurt niet dagelijks). 

Welke van de drie mogelijkheden zich in feite voordoet is een open vraag. 

2. De Church-Turing these 
Turing's oorspronkelijke bewijs van de onmogelijkheid van T is te vinden in 
zijn monumentale (maar niet gemakkelijk leesbare) artikel "On computable 
numbers with an application to the Entscheidungsproblem" van 1937 [ 1 ]. 
Toen Turing dit artikel publiceerde bestonden er nog helemaal geen "echte" 
computers. Hij introduceerde ze in abstracte en geidealiseerde vorm om een 
precieze, bij de intuitie aansluitende, inhoud te kunnen geven aan bet begrip 
effectieve procedure, dat in bet kader van bet wiskundig grondslagenonderzoek 
om opheldering vroeg. 

Turing deed daarbij een verrassende ontdekking, waarmee ieder die met 
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computers werkt vertrouwd is. Sommige Turing-machines (zoals zijn 
geidealiseerde computers genoemd warden) bleken namelijk universee/ te zijn, 
in die zin dat ze zo geprogrammeerd kunnen warden dat ze het gedrag van een 
willekeurige andere Turing-machine nabootsen. Een universele Turing­
machine is niet veel anders dan een gewone computer, maar met een potentieel 
onbeperkte hoeveelheid geheugen zodat berekeningen nooit ten gevolge van 
geheugengebrek gestaakt hoeven te worden. 

In de praktijk manifesteert het universele karakter van computers zich op 
vele manieren. De primitieve Intel 8080 microprocessor is, afgezien van reken­
snelheid en geheugencapaciteit, precies even krachtig als de Cray- I "supercom­
puter". De Cray- I is immers simuleerbaar op de 8080 en omgekeerd. Anders 
gezegd: wat zich in 8080 machinetaal laat uitdrukken, laat zich ook in Cray- I 
machinetaal uitdrukken en vice versa. Hetzelfde geldt voor hogere program­
meertalen, zodat bijvoorbeeld FORTRAN niet essentieel krachtiger is dan 8080 
machinetaal. Orn die reden is het mogelijk FORTRAN naar 8080 machinetaal te 
vertalen. 

Het bestaan van universele computers is volstrekt niet vanzelfsprekend en 
nog minder vanzelfsprekend is het dat universele computers geen bijzonder 
grate instructieset hoeven te hebben. Iemand die niets van computers weet zal, 
geloof ik, geneigd zijn te denken dat er of steeds een essentiele toename in 
berekeningsmacht te verkrijgen is door nieuwe instructies aan de instructieset 
van een computer toe te voegen of dat universele berekeningsmacht pas bij 
zeer grate instructiesets kan optreden. Geen van beide is echter het geval. 

Niet lang voor het verschijnen van Turing's artikel was Church met het 
voorstel gekomen effectieve berekenbaarheid te definieren als "Herbrand-Godel 
general recursiveness" of ">.-definability", twee begrippen die ik hier verder 
onverklaard laat. Kleene had de equivalentie van deze twee, langs verschil­
lende weg tot stand gekomen, definities aangetoond, maar niettemin stuitte 
Church's voorstel op verzet van Godel en Post, die meenden dat effectieve 
berekenbaarheid niet "zo maar" gedefinieerd kon warden, maar dat een dieper­
gaande analyse op basis van de algemeen aanvaarde eigenschappen van bet 
begrip noodzakelijk was. Deze analyse werd geleverd door Turing, die boven­
dien aantoonde dat het uit zijn analyse voortvloeiende begrip van effectieve 
berekenbaarheid equivalent was met dat van Church. 

Het samenvallen van deze drie verschillende definities leidde tot de algemene 
overtuiging dat de essentie van de begrippen "effectieve berekenbaarheid" en 
"effectieve procedure" hiermee onderkend was. Godel en vooral Post bleven 
echter van mening dat er in <lit geval geen sprake kon zijn van een gewone 
definitie, maar dat het om een nieuwe natuurwet ging die voortdurend getoetst 
zou moeten warden. Orn <lit aspect te benadrukken werd en wordt de uit­
komst van deze opmerkelijke reeks analyses - waarover u meer kunt lezen in 
een interessant artikel van Davis [2] - geformuleerd als een these: 

(Church-Turing these). Elke effectieve procedure is programmeerbaar op een 
vaste willekeurig gekozen universe/e Turing-machine. 

Als het inderdaad een natuurwet is, in welke verhouding staat de Church-
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Turing these dan tot de fysische wetten zoals die op het ogenblik bekend zijn? 
Aan het slot van zijn bijdrage aan de in 1981 gehouden conferentie over "Phy­
sics of Computation" vraagt Chaitin zich af: "Is there a physical phenomenon 
that computes something noncomputable? Contrariwise, does Turing's thesis that 
anything computable can be computed by a Turing machine constrain the physical 
universe we are in?" [3]. Deze vraag voert direct naar moeilijke problemen in 
de quantummechanica en in het bijzonder naar het befaamde "hidden variable 
problem". Als er, zoals algemeen wordt aangenomen, geen hidden variables 
zijn, dan is er een fundamentele onvoorspelbaarheid in de natuur waar geen 
enkel programma tegen opgewassen is [4]. Dat zou betekenen dat het eerste 
deel van Chaitin's vraag bevestigend beantwoord moet worden. Daarbij moet 
echter direct worden aangetekend dat, · hoewel het onlangs gelukt is de onmo­
gelijkheid van lokale hidden variable theorieen aan te tonen, de onmogelijkheid 
van het bestaan van hidden variables in het algemeen nooit te bewijzen is. 

3. De busy beaver functie 
In het vervolg neem ik aan dat in L gerekend kan worden met natuurlijke 
getallen in de gewone decimale representatie en verder dat a/le berekeningen 
met natuurlijke getallen in L uitdrukbaar zijn. Dit laatste is geen bijzonder 
zware eis, want, zoals ik in de vorige paragraaf uiteengezet heb, geldt dit - als 
de Church-Turing these waar is - voor alle zichzelf respecterende program­
meertalen. 

De "busy beaver functie" laat zich eenvoudig definieren: BB kent aan elk 
natuurlijk getal l het grootste getal toe dat door een L-programma met een 
lengte van minder dan l symbolen (letters, cijfers, etc.) berekend wordt. Strikt 
genomen is BB(l) alleen gedefinieerd voor voldoend grote waarden van l, want 
in het begin kan het gebeuren dat de verzameling L-programma's met lengte 
<l leeg is of alleen programma's bevat die niet stoppen of die geen natuurlijk 
getal als resultaat opleveren. 

BB is net romin berekenbaar als T uit § 1. Met andere woorden, er is geen 
L-programma dat voor elk (voldoende groot) natuurlijk getal I de bijbehorende 
busy beaver waarde berekent. U ziet al aan de definitie dat BB een zeer snel 
stijgende functie moet zijn. Dit is een understatement, want BB stijgt 
onvoorstelbaar snel, sneller dan welke berekenbare functie ook. Neem maar 
een L-programma P dat een natuurlijk getal n als argument heeft en dat, als 
het stopt, ook weer een natuurlijk getal oplevert. Bij gegeven argumentwaarde 
n heeft P(n) een totale lengte die de som is van de lengte van het eigenlijke 
programma P + de lengte van de decimale representatie van n . Deze laatste 
groeit echter slechts logaritmisch, zodat er een (van P afhankelijke) constante 
no is met 

lengte(P(n)) = lengte(P)+ l10logn J + 1 < n voor n >n0(P). 

Op voorwaarde dat P(n) stopt voor de gegeven argumentwaarde geldt dus 

P(n).;;;; BB(n) voor n >n0(P). 
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Als nu BB in L uitdrukbaar was, dan zou ook BB' met BB'(n)=BB(n)+l in 
L uitdrukbaar zijn. Maar daaruit zou volgen 

BB(n )+I = BB'(n) :e;;; BB(n) voor n >n0(BB') 

en dit is een tegenspraak. 
Impliceert de onberekenbaarheid van BB nu ook dat individuele busy beaver 

waarden niet berekenbaar zijn? In zekere zin niet, want er is voor elke busy 
beaver waarde natuurlijk altijd een programmaatje dat die waarde als con­
stante bevat en deze eenvoudigweg afdrukt. Dat betekent echter niet dat 
iemand dat programmaatje ook werkelijk kan schrijven! Dat hangt af van de 
vraag of individuele waarden van BB op een of andere manier te bepalen zijn. 
Rado, die de busy beaver functie heeft uitgevonden, heeft het samen met Lin 
geprobeerd en is er inderdaad in geslaagd (op basis van een iets andere 
definitie van BB dan de hier gebruikte) BB (/) te bepalen voor enkele kleine 
waarden van I [5]. Voor grotere waarden van I zagen zij er geen gat meer in. 
De reden daarvan is niet moeilijk te begrijpen: 

Kies een vaste I en voer alle L-programma's met lengte <I parallel uit, elk 
programma op zijn eigen computer. (Het kan ook pseudoparallel op een com­
puter.) Als een van de programma's na enige tijd stopt kan de afgeleverde 
waarde vergeleken worden met de resultaten van al eerder gestopte 
programma's. Oat is niet het probleem. Het probleem zijn de programma's 
waarvan niet duidelijk is of ze ooit zullen stoppen of niet. Voor voldoend 
grote I is bijvoorbeeld onder de programma's met lengte </ ook G uit §1. In 
dat geval is dus voor de bepaling van BB(l) inzicht in het vermoeden van 
Goldbach nodig. Immers, als het vermoeden waar is dan heeft G geen invloed 
op BB(lengte(G)+ 1), maar als het onwaar is dan is BB(/engte(G)+ 1) ten­
minste gelijk aan het door G geleverde kleinste tegenvoorbeeld n0• 

De enige informatie die nodig is om BB(l) te kunnen bepalen is het aantal 
programma's met lengte <I dat stopt. Gewapend met deze kennis is het 
mogelijk het boven beschreven proces van parallelle uitvoering te onderbreken 
op het moment dat het totale aantal programma's dat stopt ook inderdaad ge­
stopt is. De programma's die dan nog lopen stoppen blijkbaar niet en kunnen 
verder genegeerd worden. Het probleem is dat bepaling van het aantal stop­
pende programma's met lengte <I al voor kleine waarden van I (afhankelijk 
van de keuze van L) een wiskundig inzicht vereist waarover niemand beschikt. 

4. Algorithmic randomness 
V anuit fundamenteel gezichtspunt is een rij symbolen random als er geen wet 
aan ten grondslag ligt, als er geen regelmaat of structuur in te bekennen valt. 
Een random rij heeft geen representatie of definitie die korter is dan de rij zelf, 
met andere woorden hij is niet comprimeerbaar. Er zijn geen ezelsbruggetjes 
die kunnen helpen een random rij te onthouden. 

In eerste benadering is een rij symbolen random als er geen definitie van 
bestaat die korter is dan de rij zelf. Bij nader inzien blijkt dit niet bevredi­
gend, want het begrip "definitie" geeft in zijn algemeenheid aanleiding tot 
paradoxen en behoeft nadere omschrijving. 
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Hoe die nadere omschrijving ook uitvalt, de fractie rijen die ~k symbolen 
te comprimeren zijn zal altijd tenminste exponentieel afnemen met toenemende 
k. Het is voldoende alleen rijen van O'en en l'en (bitstrings) in de beschouw­
ing te betrekken. Er zijn 21 bitstrings met lengte /, maar niet meer dan 

1+2+22 + · · · +2'-k = 2/-k+l_l 

bitstrings die als k of meer bits kortere definitie kunnen fungeren. De fractie 
bitstrings die ~k bits te comprimeren zijn is dus hoogstens 

2t-k +1_1 
----<2-k+l 

2' 
Er is altijd tenminste een bitstring met lengte I die helemaal niet te 
comprimeren is. 

Hoe moet nu het begrip "definitie" gepreciseerd worden? Kolmogorov, 
Martin-Lof en Chai tin nemen in plaats van het vage en paradoxale begrip 
"definitie" het probleemloze begrip "effectieve definitie" tot uitgangspunt voor 
hun overwegingen. Een effectieve definitie van een bitstring is een programma 
dat die string als resultaat oplevert. Het programma drukt de precieze wetma­
tigheid uit die aan de geproduceerde bitstring ten grondslag ligt en wel op zo'n 
concrete manier dat voor paradoxen niet te vrezen valt. 

In het vervolg neem ik aan dat in L gerekend kan worden met bitstrings en 
dat L-programma's zelf ook een bitstringrepresentatie hebben. De lengte van 
een L-programma zal in het vervolg steeds de lengte van de bijbehorende bit­
string zijn. De lengte van het kortste L-programma dat stopt met een bitstring 
a als resultaat heet de algoritmische informatie-inhoud of Kolmogorov­
complexiteit I van a. Verder heet een bitstring a algoritmisch random als 

I(a) > /engte(a)-K, 

waarbij K een van te voren afgesproken constante is die de grens bepaalt 
tussen wat algoritmisch random is en wat niet. Deze grens is - althans in het 
geval van eindige bitstrings - enigszins willekeurig en afhankelijk van de eigen­
schappen van L. Bitstrings die niet random zijn kunnen tenminste K bits 
gecomprimeerd worden, terwijl random bitstrings juist minder dan K bits te 
comprimeren zijn. 

I is afhankelijk van L. Bij overgang op een andere programmeertaal L' die 
eveneens universele berekeningsmacht heeft verandert I slechts in beperkte 
mate. Er is immers een simulator S voor L' in L, zodat bij elk L'-programma 
p' een L-programma S (p') bestaat dat hetzelfde doet en dat lengte 
/engte (S) + lengte (p') heeft. Omgekeerd is ook elk L-programma met behulp 
van een in L' geschreven simulator S' voor L om te zetten in een L' -
programma dat hoogstens /engte(S') langer is. Hieruit volgt voor alle a 

lh(a)-Ju(a) I ~ max(/engte(S);lengte(S')). 

Voor een gegeven bitstring a is er altijd een L-programma p dat a expliciet 
bevat. Omdat lengte (p) = /engte (a)+ C, waarbij C alleen van L afhangt, geldt 
dus voor alle a dat 
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/(a) ,.;;;; lengte(a)+C(L). 

Martin-Lof heeft aangetoond dat voldoend lange bitstrings die algoritmisch 
random zijn door alle bestaande en iiberhaupt denkbare statistische tests als 
random geclassificeeerd zullen warden. Omgekeerd is het duidelijk dat algo­
ritmisch comprimeerbare strings oak inderdaad niet random zijn in de 
intuitieve betekenis van het woord. De programma's die random getallen gen­
ereren warden dan oak meestal pseudo-random generators genoemd, omdat de 
makers wel beseffen dat er iets niet in orde is. 

Het eenvoudigste voorbeeld van een bitstring die niet algoritmisch random 
is, is een rij van I O'en. Zo'n rij is maximaal comprimeerbaar, want hij wordt 
geproduceerd door een programma ter lengte ( l 2log/ J + 1) + c en dat is voor 
voldoend grate I veel kleiner dan I - K hoe groat K ook gekozen is. 

In dit extreme geval is de regelmaat van de string in een oogopslag duidelijk, 
maar dat is een uitzondering. Als u bijvoorbeeld, zonder dat u de oorsprong 
ervan kent, de eerste millioen bits van de dyadische ontwikkeling van w voor­
geschoteld krijgt, zal het u moeite kosten in te zien dat dit een bitstring is die 
volstrekt niet algoritmisch random is! De bekende statistische tests voor ran­
domness helpen u daarbij niet want die zijn te oppervlakkig en niet in staat de 
diepliggende regelmaat die in deze string aanwezig is te ontdekken. 

Als een string a niet algoritmisch random is, dan is dat (althans in theorie) 
te bewijzen door alle programma's met lengte o;;;;,/engte(a)- K parallel uit te 
voeren (net als bij de busy beaver functie) en te wachten tot er een programma 
stopt met resultaat a. Het eerste programma dat a oplevert hoeft niet het 
kortste te zijn, maar dat doet er niet toe want het is niet nodig /(a) precies te 
kennen om te kunnen concluderen dat a niet random is. 

Bewijzen dat een string random is lukt in het algemeen niet. Dit stuit voor 
een gegeven waarde van a op dezelfde problemen als bepaling van een indivi­
duele busy beaver waarde. Alleen gaat het nu niet om de vraag wat het 
grootste getal is dat door een programma met lengte <I geproduceerd wordt, 
maar om de vraag of er een programma met lengte o;;;;/engte(a)- K is data als 
resultaat heeft. In essentie maakt dit echter geen verschil en randomness­
bewijzen vereisen al voor korte strings een bovenmenselijk mathematisch 
inzicht. Zelfs als er nieuwe axioma's en/ of bewijsregels ontdekt en geaccep­
teerd zouden warden, dan nag zou dit niet voldoende zijn om meer dan een 
eindig aantal waarden van I of BB te bepalen. Dit is een fundamentele 
onvolledigheid, waaraan, zoals zal blijken, niet te ontsnappen valt. 

T is in het vervolg een of ander formeel systeem van axioma's en bewijsre­
gels op grand waarvan (onder andere) stellingen van de vorm "/(a) > k" 
bewezen kunnen warden. Als zo'n stelling bewijsbaar is in T, dan moet hij oak 
waar zijn. Dat spreekt eigenlijk vanzelf, want anders was T onbetrouwbaar en 
onbruikbaar. Verder zijn de axioma's en bewijsregels van T niet aan enige 
beperking onderhevig. Chaitin's versie van de onvolledigheidsstelling van 
Godel zegt nu dater een (van T afhankelijke) constante K is, zodanig dat geen 
enkele uitspraak "/(a) > K" bewijsbaar is in T [3,6). Op eindig veel uitzon­
deringen na hebben alle bitstrings echter een algoritmische informatie-inhoud 
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> K! De mate van onvolledigheid van T is dus in zekere zin oneindig groot. 
Het bewijs is niet moeilijk, maar wel subtiel. Bij T is een procedure 

theoremsT te construeren die elke keer als hij geactiveerd wordt de volgende 
stelling van T produceert. Te beginnen met T's axioma's somt hij op deze 
manier de (in het algemeen oneindig vele) stellingen van T in volgorde van 
toenemende (niet afnemende) lengte van hun bewijs op. Kies nu een getal k 
en construeer op basis van theoremsT een programma Rk om een bitstring met 
informatie-inhoud >k te produceren: 

program Rk 
{ 

<~ Definitie van theoremsT » 
for all t in theoremsT 
do 

if t = "!(" + CJ + ") > k" for some CJ 

then return( CJ) 

else continue 
fi 

od 
} 

Voor een door Rk afgeleverde bitstring CJ geldt enerzijds 

f(G)>k, 

want dat is blijkbaar een stelling van T, maar anderzijds is 

!(CJ).;;;;; lengte(Rd = lengte(theoremsT)+( L2logkj +l)+c, 

want CJ wordt door Rk geproduceerd. De lengte van theoremsT wordt bepaald 
door de lengte van de axioma's en bewijsregels van T. De constante c is de 
lengte van water van Rk overblijft na aftrek van de definitie van theoremsT en 
de representatie van k. Deze laatste groeit slechts logaritmisch met k, zodat er 
een getal K afhankelijk van T is met K;;;./engte(RK). Een door RK geprodu­
ceerde CJ heeft een informatie-inhoud die zowel > K als :o;;;K is. Dat kan niet en 
RK levert dus nooit een resultaat. Zoals Chaitin zegt: " ... if one has ten 
pounds of axioms and a twenty-pound theorem, then that theorem cannot be 
derived from those axioms" [3]. 

Tenslotte dank ik Lambert Meertens en Paul Vitanyi voor hun kritische 
opmerkingen. 
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