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VOORWOORD 

Deze syllabus bevat de stof die besproken is op het colloquium "Topologische 

dynamische systemen", dat gedurende de cursus 76/77 gehouden werd op het 

Mathematisch Centrum onder leiding van de auteurs. 

De keuze van de behandelde onderwerpen hangt gedeeltelijk samen met de 

onderzoeksbelangstelling van de auteurs. 

Hoofdstuk I kan gezien worden als een eerste inleiding in de theorie van 

de topologische dynamische systemen. In de paragrafen 9 en 10 wordt de 

categorie van de topologische dynamische systemen beschreven: morfismen 

worden gedefinieerd en enkele (nieuwe) resultaten hierover worden afgeleid. 

Een nadere uitwerking hiervan vindt in hoofdstuk IV plaats. 

In hoofdstuk II wordt de theorie van de lokale secties en haar toepassingen 

op vlakke dynamische systemen behandeld. Het bewijs van het bestaan van 

uitbreidingen van secties (2.34) bevat een aantal elementen dat nieuw is in 

de context van de topologische dynamische systemen. In de paragrafen 5 en 6 

wordt de theorie van de lokale secties aangewend bij de bestudering van 

limietverzamelingen in vlakke dynamische systemen. Het op deze wijze ont­

wikkelde bewijs van de stelling van Poincare en Bendixson kan gezien worden 

als tegenhanger van het bewijs van Beck, waarbij geen gebruik van secties 

wordt gemaakt. 

In hoofdstuk III wordt in het kort ingegaan op de dynamische systemen van 

niet-autonome differentiaalvergelijkingen. Hierbij wordt de opzet van Sell 

gevolgd. Dit hoqfdstuk is grotendeels verzorgd door drs. J.C.S.P. van der 

Woude (M.C.). 
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NOTATIES EN AFSPRAKEN 

JR de verzameling (groep, lichaam, topologische ruimte) der reele ge­

tallen 

JR+ := {t 

JR := {t 

t E JR & t ~ 0} 

t E JR & t ,;; O} 

* JR de uitgebreide reele rechte, i.e. JR tesamen met twee "oneigenlijke 

punten" - 00 en + 00 (i.p.v. +oo schrijven we vaak oo). De gebruikelijke 

* ordening en optelling in JR worden als volgt tot JR voortgezet: 

voor alle x E JR is 

-00 < x < 00 

(-oo) + X (-oo) + (-oo) X + (-oo) 

(+oo) + X (+oo) + (+oo) X + (+oo) 

* Intervallen in JR worden op de gebruikelijke manier gedefinieerd. 

Zo is bijvoorbeeld voor x,y E JR * 

(x,y] := {t I t E JR* & x < t s; y}. 

Als f: x x Y + z een functie is, laat dan voor alle x E X en voor alle 

y E Y de afbeeldingen f : Y + z en fy: X + z gedefinieerd zijn door 
x 

ALLE TE BESCHOUWEN TOPOLOGISCHE RUIMTEN ZIJN HAUSDORFF (T2 ) RUIMTEN. 
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I. LOKALE DYNAMISCHE SYSTEMEN 

1. Lokale dynamische systemen 

(1.1) DEFINITIE. Een lokaal dynamisch systeem (op X) is een tripel (X,D,TI), 

waarbij 

(1.2) 

AO. (i) X een topologische ruimte is; 

(ii) D een open deelverzameling is van X x 1R van de volgende 

* vorm: er zijn functies a,w: X + 1R zo dat voor alle x 

0 E J(x) := (a(x) ,w(x)) 

(men noemt a(x) en w(x) wel de ontsnappingstijden van x), en 

D U{ {x} x J (x) I x E x}; 

(iii) TI een afbeelding is van D in x. 

Voorts is er aan het volgend viertal axioma's voldaan: 

Al. Identiteitsaxioma: voor alle x E X is TI(x,0) x. 

A2 . Groepsaxioma: voor all x E X en voor alle s, t E 1R is 

TI( (TI(x,t)) ,s) TI(x,t+s) 

mits beide leden van deze gelijkheid gedefinieerd zijn. 

A3. Continuiteitsaxioma: de afbeelding TI: D + X is continu. 

A4. Maximaliteitsaxioma: als (x,t) ED dan geldt: (TI(x,t),s) ED als 

en slechts als (x,t+s) E D. 

Men noemt X wel de fase-ruimte en TI de fase-afbeelding van het lo­

kale dynamische systeem (X,D,TI). In het geval dat D = X x 1R (oftewel 

a(x) en w(x) = +00 voor alle x E X) spreekt men van een globaal 

dynamisch systeem. 

VOORBEELDEN 

1. Translaties in 
n 

Zij 1Rn 1R . x := en a E x. Door D := x x 1R en 

TI(x,t) := x + ta voor al le x E X en t E 1R wordt een globaal dyna-

misch systeem (X,D,TI) gedefinieerd. 



2. Het triviale systeem op X. Zij X een willekeurige (Hausdorff) 

ruimte, D := X x lR, en laat 11: D-+ X gedefinieerd zijn door 

11(x,t) := x. We zullen (X,D,11) het triviale (globale) dynamische 

systeem op X noemen. 

3 

3. Laat X := lR en D := { (x,t) 

11: D -+ X gegeven zijn door 

(x,t) E lR2 & xt > -1}. Laat voorts 

lR 

11(x,t) x 
:= xt+l 

x 

Dan is (X,D,11) een lokaal dynamisch systeem: Aan AO is voldaan (bijv.: 

a(x) = - 00 voor x ~ 0 en a(x) = -1/x voor x > 0), en ook aan Al en A3 

is voldaan. We controleren A4: als (x,t) E D (dat wil zeggen, als 

xt > -1) dan geldt er 

xs 
(11(x,t) ,s) E D - xt+l > -1 - xs+ xt > -1 - (x,t+s) E D. 

Tenslotte A2: 

11 (11 (x,t) ,s) 

x 
xt+l x ---=----
-~~+1 
xt+l 

xs+xt+l 
x 11 (x, t+s). x(s+t)+l 

(1.3) De theorie van de dynamische systemen heeft zijn oorsprong in de kwa­

litatieve analyse van het gedrag van oplossingen van gewone differen­

tiaalvergelijkingen. Deze kwalitatieve theorie van gewone differen­

tiaalvergelijkingen begon bijna een eeuw geleden met het werk van 

*) 

H. POINCARE en van A. LYAPUNOV. Van speciaal belang is het werk van 

G.D. BIRKHOFF gedurende de periode 1912-1931 om het kwalitatieve ge­

drag van oplossingen van differentiaalvergelijkingen op een topolo­

gische wijze zo adekwaat mogelijk te beschrijven. Het steeds toe­

nemende gebruik van topologische en andere (bijv. functionaalanaly­

tische) methoden in de kwalitatieve theorie leidde tenslotte in de 

jaren '40 tot het abstracte begrip "globaal dynamisch systeem")* 

Uit stelling (1.13) volgt, dater een nauw verband bestaat tussen glo-
bale dynamische systemen en transformatiegroepen. Laatstgenoemde theorie, 
die teruggaat tot op S. LIE, werd pas toen in verband gebracht met het 
werk van POINCARE en BIRKHOFF. 
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en nog later tot het begrip "lokaal dynamisch systeem". Het verband 

tussen lokale dynamische systemen en differentiaalvergelijkingen komt 

het best tot uiting in stelling (1.6). 

2. Autonome differentiaalvergelijkingen 

(1.4) 

We vermelden eerst enige feiten over differentiaalvergelijkingen 

(zie bijv. [HS], chap. 8, met name ook Problem 7 op pag. 177, of 

[Ha], chap. I)., 

Zij u een open deelverzameling van m.n, en zij f: U -+ m.n • We bekij­

ken het beginwaardeprobleem 

x' f(x) en x(t0) p, 

waarin p E u. In dit verband noemt men f wel een vectorveld. 

Onder een oplossing van (1.4) verstaan we een differentieerbare func­

tie tl->- x(t) : (a,b) -+ u, waarin a < t 0 < b, x(t0) = p, en waarvan 

de afgeleide naar t in ieder punt van het interval (a,b) voldoet aan 

de relatie x' (t) f(x(t)). 

(1.5) We zeggen dat f aan de unicon-voorwaarde op u voldoet, indien er 

geldt: 

DV1. f is continu op u. 

DV2. Voor elke p E u en elke t 0 E m. geldt: als t 1-+ x 1 ( t) en t t-+ x2 ( t) 

oplossingen zijn van (1.4) dan is er een omgeving van t 0 waarop 

x1 (t) = x2 (t). 

Uit DV1 volgt: 

DV3. Voor iedere p € U en iedere t 0 € m. is er tenminste een oplos­

sing van (1.4). Deze is gedefinieerd op een open interval dat 

het gesloten interval [t0-c,t0+c] bevat; hierin is c = !r/M, 

met r de straal van een bol om p die bevat is in U en M 

het maximum van 1£1 op de gesloten bol om p met straal !r. 

Voorts volgt uit DV1 en DV2 

DV4. Continuiteit in de beginvoorwaarde. Laat tl-+ x 1 (t) een oplos­

sing zijn van (1.4) welke gedefinieerd is op het interval [a,b], 

a, b E JR. Voor iedere e > 0 is er een o > 0 zo dat voor iedere 
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q E u met lq-x1 (a) I < o er een oplossing tl-r x2 (t) van het be­

ginwaardeprobleem 

x' f(x) en x{a) q 

is die voldoet aan lx1 (t) - x2 {t) I < £ voor alle t E [a,b]. 

DVS. Voor iedere p E U en iedere t 0 E lR is er een grootste open in­

* terval (a,b) in lR dat t 0 bevat en waarop een oplossing (en 

dan ook niet meer dan een oplossing) gedefinieerd is. 

(1.6) STELLING. Zij U een open deelverzameling van lRn en laat f: U + lRn 

aan de unicon-voorwaarde voldoen. Voor iedere q E U noteren we met 

TI : J(q) + U de oplossing van bet beginwaardeprobleem 
q 

(1. 7) x' f(x) en x{O) q. 

Hierbij is J (q) =: (a (q) ,w (q)) bet grootste open interval in lR waar­

op een oplossing van (1.7) gedefinieerd is. Zij D := {(q,t) I (q,t) E 

U x lR & tEJ(q)}, en zij TI: D + U gedefinieerd door TI(q,t) :=TI (t). 
q 

Dan is (U,D,TI) een lokaal dynamiscb systeem. 

Gewoon gezegd komt de actie van TI hierop neer: TI(q,t) is het punt 

waar de oplossing, die op het tijdstip 0 in q is, zich bevindt op 

het tijdstip t. 

BEWIJS. We controleren dat aan de eisen in (1.1) voldaan is. 

AO. Zij (x,t) E D, dus t E J(x). Zonder beperking mogen we aannemen 

dat t ~ 0. Dan is [O,t] c J(x). Omdat J(x) open is, is er een n > 0 

z6 dat [-n,t+nJ c J(x). 

Met DV4, toegepast op de intervallen [-n,O] en [O,t+n], vinden we 

een o > 0 z6 dat [-n,t+n] c J(y) voor iedere y met lx-yl < o. M.a.w. 

S0 (x) x [-n,t+nJ c D. Dus Dis open. Dat D de speciale vorm heeft 

als omschreven in AO volgt direct uit de definitie van D. 

Al. Triviaal. 

A2. Laat x E U en t,s E lR zo dat t E J(x), t + s E J(x) en 

s E J(TI(x,t)). Beide leden van de te bewijzen gelijkheid zijn dan 

gedefinieerd. Definieer g: (a(x)-t,w(x)-t) + u door g(v):= Tix(t+v). 

Nu is voor alle v E (a{x)-t,w(x)-t) 
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( 1. 8) 

g' (v) 7f I (t+V) 
x 

f(7r (t+v)) 
x 

f(g(v)). 

g is blijkbaar een oplossing van x' = f(x); omdat g(O) = 7r(x,t) is 

dus g(v) = 7f7r(x,t) (v) voor v E (a(x)-t,w(x)-t) n J(7r(x,t)). 

Omdat s + t E J(x), is s E (a(x)-t,w(x)-t). Omdat ook nog 

s E J(7r(x,t)) mogen we concluderen dat 

g(s) = 7f7f(x,t) (s) 

en dus 

7f (t+s) = 7f ( t) (s) x 7f x, 
oftewel 

7r(x,t+s) = 7r(7r(x,t) ,s). 

A3. Laat (x,t) E D en £ > 0 gegeven zijn. 

In verband met de continuiteit van 7fx is er een o1 > 0 z6 dat 

J:= [t-o 1 ,t+o 1J c J(x) en l7rx(t) - 7rx(s) I <I voor alle s E J. 

Op grond van D4 is er een o2 > 0 z6 dat 17f (s)-7r (s) I < ! £ voor al-x y 
le s E Jen alley met lx-yl < o2 • Als nu o = min(o 1 ,o2J dan geldt 

voor alle (y,s) met I (x,t)-(y,s) I < o dat 

\7r(x,t)-7r(y,s) I ~ \7r(x,t)-7r(x,s) l+\7r(x,s)-7r(y,s) I < £. 

A4. We bewijzen eerst dat voor alle x E U en t E JR geldt: 

als t E J(x), dan -t E J(7r(x,t)). 

Noem y:= 7rx(t). Definieer g: (a(x)-t,w(x)-t) + U door g(v);= 7rx(t+v). 

Merk op dat g gedefinieerd is voor v = 0 en v = -t, omdat zowel t 

als 0 tot het interval (a(x),w(x)) behoren. 

Zoals in het bewijs van A2 kunnen we aantonen dat g een oplossing is 

van x' = f(x). Verder is g(O) = y. Dus valt g, voorzover gedefinieerd 

samen met 7f. Dus is -t E (a(x)-t,w(x)-t) c J(y). 
y 

Neem nu aan dat t E J(x) en noem y:= 7r(x,t). 

Orn A4 te bewijzen moeten we laten zien dat 

SE J(y) *=> t +SE J(x). 



Stel s E J(y). Definieer g door g(v) :=TI (v-t) voor v E (a(y)+t, 
y 

w(y)+t). Merk op dat g gedefinieerd is voor v = 0 (want -tEJ(y)) en 

voor v = t + s (want SEJ(y)). Nu is g een oplossing van x' = f(x) 

en g(O) = TI (-t) = x. Dus valt g, voorzover gedefinieerd samen met 
y 

TIX. In het bijzonder is dan t + s E J(x). 

Stel nut+ s E J(x). Definieer g door g(v):= Tix(t+v) voor 

7 

v E (a(x)-t,w(x)-t). Merk op dat v gedefinieerd is voor v 0 (want 

tEJ(x)) en voor v = s (want t+sEJ(x)). g is een oplossing van x' = f(x) 

en g(O) = y. We concluderen, dat s E J(y). D 

(1.9) VOORBEELDEN 

1. Zij in de notatie van 
2 

gegeven door f(x) = x + 

stelling (1.6) u = JR1 en zij f: JRl + JRl 

1. (M.a.w. we beschouwen de differentiaal-
dx x2+l). vergelijking dt = Dan is 

en 

TI ( t) 
q 

J(q) 

tan (t+arctan q) 

TI TI (- 2 - arctan q, 2 - arctan q) 

JR 

TI 

-TI 

u 

2. Het lokale dynamische systeem bij de differentiaalvergelijking 
dx 2 dt = -x in JR , is beschreven in ( 1. 2) voorbeeld 3. 
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3. Laat een "dynamisch systeem" in JR2 \ { (0, 0)} gegeven zijn 
dr middel van de volgende vergelijking in poolcoordinaten dt = 

door 

1 - r 2 

end~= 1. Op grond van stelling (1.6) is hierdoor een dynamisch dt 
systeem op JR2 \{ (0,0)} bepaald. 

3. Overgang, beweging en baan 

(1.10) DEFINITIE. Zij (X,D,wl een lokaal dynamisch systeem. Zij voor t E lR 
Xt := {x J x E X en (x,t) E D}. 

De afbeelding nt: X + X is gedfinieerd door nt(x) := n(x,t) en . t 
wordt een overgang van het systeem genoemd. Vo:•r iedere x E X is de 
afbeelding nx: J(x) + X gedefinieerd door nx(t) := n(x,t). Deze af­
beelding wordt de beweging door x genoemd. 

Verder def inieert men voor x E X 

f(x) := {n(x,t) I t E J(x) }, de baan van x; 

r+(x) := {n(x,t) 0 5 t < w(x)}, de positieve halfbaan van x; 

a(x) < t 5 O}, de negatieve halfbaan van x. 

Bij differentiaalvergelijkingen gebruikt men in plaats van de ter-
men "beweging" en "baan" meestal de termen "oplossing" en "inte­
graalkromme" . 

(1.11) P~OPOS__!!!~· Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem. 

1. Voor alle (x,t) ED is J(n(x,t)) = J(x) t. 
2. Voor alle (x,t) ED is -t E J(n(x,t}). 

3. Voor alle x E X geldt: als n(x,t1) = n(x,t2 ) met t 1 ~ t 2 , dan 
is J(x) lR. 

BEWIJS. 

1. Stel (x,t) E D. Volgens het maximaliteitsaxioma is dan 

(n(x,t) ,s) E D ~ (x,t+s) E D. 
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Dit komt op hetzelfde neer als 

s E J(n(x,t)) .,. t + s E J(x).,. s E J(x) - t. 

2. Uit (x,t) € D, a(x) < 0 en B(x) > 0 volgt met.!. dat - t E J(n(x,t)). 

3. Volgens .!. is J(n(x,ti)) J(x)-ti voor i = 1,2, en dus 

J(x)-t1 = J(x)-t2 • Als t 1 ~ t 2 kan dit alleen als J(x) =JR. D 

(1.12) GEVOLG. Een lokaal dynamisch systeem op een aftelbare ruimte X is 

globaal. 

(Dit is een understatement: uit latere resultaten zal blijken dat 

er op een aftelbare ruimte slechts een lokaal dynamisch systeem is.) 

BEWIJS. Stel J(x) ~ lR voor zekere x E X. Dan is nx een injectie 

wegens (1.11)3, en r(x) is overaftelbaar. 

Tegenspraak. D 

(1.13) STELLING. In de notaties van (1.10) geldt: 

1. x~ is een open deelverzameling van x. t 

2. n beeldt xt af op x_t en de afbeelding n : xt + x_t is topolo-

gisch met als inverse de afbeelding n-t: X_t + xt. 

3 -t[ ] d 1 . . . d fb 1 • Xt n Xt+s = n X_t n Xs en op eze verzame ing zi1n e a ee -

dingen nsont en ns+t beide gedefinieerd en aan elkaar gelijk. 

4. Als (X,D,n) een globaal dynamisch systeem is, dan is tl-+ nt een 

homomorfisme van de additieve groep lR in de groep van alle ho­

meomorfismen van X. 

BEWIJS. 

1. Volgt direct uit het feit dat D een open deelverzameling van 

X x JR. is. 

2. Als y n(x,t), dan is -t E J(y) ((1,11)2), m.a.w. (y,-t) €Den 

dus v € X 

Nu is op grand van (1.1) A2 en Al: n-tont = id en 
Xt 

nton-t idX , en de afbeeldingen nt en n-t zijn, als "restric­
-t 

ties" van de continue afbeelding n, continu. 

3. Merk eerst op dat voor x € X geldt 
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x E TI-t[X nx J ~ x Ext en TitX Ex • -t s s 

Hieruit volgt, dat de te bewijzen bewering niets anders is dan 
een herformulering van (1.1) A4 en A2. 

4. In dit geval is Xt = X voor elke t E lR. Het gestelde volgt nu 
oruniddellijk uit 2 en 3. D 

(1.14) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. Voor alle 

x,y E X geldt 

r (x) n r(y) flJ of r(x) f (y). 

Met andere woorden, de banen van het lokale dynamische systeem vor­

men een partitie van X. 

BEWIJS. Het is voldoende om aan te tonen dat door 

X ~ y ~ y E f(x) 

een equivalentie relatie op X wordt gedefinieerd: de banen zijn dan 

juist de equivalentieklassen. Welnu: 

Reflexiviteit: voor alls x Ex is x = n(x,0) E r(x). 

Symmetrie: als y E f(x) dan is X E f(y) op grand van (1.13) 2. 

Transitiviteit: als y E r(x) en z E f(y), dan is y n(x,t) en 

z = n(y,s) voor geschikte t E J(x) en s E J(y). Op grond van (1.1) 

A4 en A2 (of, zo men wil, (1.13)3) volgt hieruit dat 

z = TI(x,s+t) E r(x). D 

(1.15) PROPOSITIE. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem. Voor alle 

x E x en t 0 E J(x) geldt 

+ r (n(x,t0 J J {TI (x, t) t < t < w(x)}, 0 -

In het bijzonder geldt voor t 1 ,t2 E J(x), als t 1 ~ t 2 
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BEWIJS. De tweede bewering volgt direct uit de eerste. Van de eerste 

bewijzen we alleen de uitspraak omtrent de positieve halfbaan. Wel-
+ nu, z € r (11(x,t0)) betekent dat z = 11(11(x,t0),s) voor zekere s ~ O. 

Op grond van (1.1) A2 en A4 is dit gelijkwaardig met bet bestaan van 

een s ~ O zo dat z = 11(x,t0+s) € {11(x,u) jt0 s u < w(x)}. D 

~. Limietverzamelingen 

(l.16) DEFINITIE. Zij (X,D,11) een lokaal dynamisch systeem. Voor iedere 

x € X definieert men 

C(x) == rrxr, de afsluiting van r(x) in X, 

C+(x) 
-+--

de afsluiting r+(x) := r (x), van 
- - -c (x) := r (x), de afsluiting van r (x) 

S"l(x) := n{c+ c11 ex, t» I 0 $ t < w(x)}, 

de positieve limietverzameling van x, en 

A(x) := n{c-(11(x,t)) I a(x) < t $ O}, 

de negatieve limietverzameling van x. 

in 

in 

x, 
x, 

(1.17) STELLING. Zij (X,D,11) een lokaal dynamisch systeem. Als x en y tot 

dezelfde baan van het systeem behoren (oftewel als r(x) 

(1.14)) dan is S"l(x) S"l(y) en A(x) = A(y). 

BEWIJS. Er is een s € lR met x = 11(y,s) en y = 11(x,-s). 

We mogen aannemen dat s > 0 (of anders is -s>O) . 

rcy>, 

Volgens (1.11) is w(x) = w(y) - s. Verder is 11(x,t) 

iedere t € J(x). Dan is 

11(y,s+t) voor 

S"l(x) n{c+(11(x,t)) lo$ t < w(x)} 

n{c+(11(y,s+tl)IO $ t < w(x)} 

n{c+(11(y,r)lls $ r < w(x) + s 

Voor iedere r met 0 s r < s is 

w(y)} • 

r+(11(y,r)) ~ r+(11(y,s)) volgens (1.15), en dus 

C+(11(y,r)) ~ C+(11(y,s)). 

Dan is 

S"l(x) n{c+(11(y,r)) lo$ r < w(y)} = S"l(y). 

De gelijkheid van de negatil'!V'e limietverzamelingen wordt op analoge 

wijze bewezen. D 
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We zijn nu in staat de rol van het maximaliteitsaxioma (1.1) A4 te 

verduidelijken. 

(1.18) STELLING. Laat bet tripel (X,D,n) voldoen aan de voorwaarden AO, Al, 
A2 en A3 in (1.1). 

De volgende uitspraken (i) tot en met (iv) zijn equivalent. 

(i) (X,D,n) voldoet aan A4 en is dus een lokaal 

(ii) Voor iedere x E x geldt: 
-als a(x) > -oo, dan is c (x) niet af telbaar 

als w(x) < 00, dan is C+(x) niet aftelbaar 

(iii) Voor iedere x E X geldt: 

als a(x) > -oo, dan is C-(x) niet compact; 

als w(x) < oo, dan is C+(x) niet compact. 

(iv) Voor iedere x E X gelat: 

dynamisch 

compact; 

compact. 

systeem. 

als a(x) > -oo, dan is r-(x) gesloten doch niet compact; 

als w(x) < oo, dan is r+(x) gesloten doch niet compact. 

BEWIJS. 

(i) ~(ii): (Een topologische ruimte Y is aftelbaar compact als 

iedere aftelbare open overdekking een eindige deeloverdekking heef t 
of, gelijkwaardig hiermee, als iedere oneindige verzameling een 
verdichtingspunt heeft.) We bewijzen de uitspraak betreffende a. 
Stel er is een x E X met a(x) > en C (x) aftelbaar compact. 

Neem een rij (ti) met ti E J(x) en ti + a(x). Merk op dat 

n(x,t.) t n(x,t.) voor it j op grond van (1.11)3. Verder volgt uit l. J 
a(n(x,ti)) = a(x) - ti (1.11)1 dat a(n(x,ti)) -+ 0. Omdat C-(x) af-
telbaar compact is, heeft de verzameling {n(x,tilji = 1,2, ... } een 
verdichtingspunt y. Omdat D open is, is er een o > 0 en een om­

geving V van y z6dat V x (-o,o) c D. Nu geldt n(x,ti) E v, en dus 
a(n(x,ti)) < -o, voor oneindig veel indices i. Tegenspraak. 

(ii) ~ (iii): Triviaal. 

(iii) ~ (iv): We bewijzen de uitspraak betreffende a. Stel er is 
een x EX met a(x) > - 00 en r-(x) niet gesloten. Kies y E C-(x)\r (x). 
Omdat D open is, bestaan er een o > 0 en een omgeving V van y z6 
dat V x (-o,o) c D. Kies t 0 E (a(x), a(x) +%).Dan is 

V n (nx(a(x),t0 ) t 0. Immers, nx[t0 ,0]is compact, dus gesloten 

en y i nx~t0 ,oJ, zodat er een omgeving W van 
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y is met W n Tix[t0 ,0J = 0. Als zou gelden dat v n Tix(a(x),t0 ) = 0, 
dan zou V n W n TI (a(x),0] = 0, dat wil zeggen V n w n r-(x) = 0, 

x 
in strijd met y E C-(x). Kies nu z E v n Tix(a(x),t0 ), zeg z = 

= TI(x,t1 ) met a(x) < t 1 < t 0 • Voor alle t E (a(x),t1J is dan 
cS -2 < t - t 1 s O, en omdat TI(z,s) gedefinieerd is voor alle s E 

(-cS,o), geldt op grond van (1.1) A2: 

TI(x,t) 

Dus is 

Het rechterlid is compact, dus hieruit volgt dat C-(x) compact is, 

in strijd met (iii). Dus r-(x) is gesloten. Uit (iii) volgt, dat 

r-(x) niet compact kan zijn. 

(iv) ~ (i): a. Stel (x,t) E D en (x,t+s) E D. Noem TI(x,t) =: y. 

We moeten bewijzen dat (y,s) E D. Stel eens (y,s) ~ D. Als s > O, 

dan is 0 < w(y) s s. Voor iedere v E [O,w(y)] is t s t + v s 

t + w(y) s t+s, dust+ v E J(x). Dan is 

{TI(y,v) lo s v < w(y)} 

{TI(x,t+v) lo s v < w(y)}. 

Merk op, dat ook TI(x,t+w(y)) gedefinieerd is. Wegens de continuiteit 

van TI volgt nu uit het voorgaande, dat rr(x,t+w(y)) E ?1'(';i. Omdat 

w(y) < 00 1 is f+(y) gesloten. We concluderen dat TI(x,t+w(y)) E f+(y). 

Maar dan is r+(y) ={TI(x,t+v) !O s v s w(y)}, en deze verzameling is 

compact wegens de continuiteit van TI. Tegenspraak. 

Als s < O, dan is s s a(y) < 0. Op dezelfde wijze vinden we dan dat 

r-(y) compact is. Tegenspraak. 

b. Stel nu (x,t) E D, y := TI(x,t) en (y,s) E D. We moeten bewijzen 

dat t + s E J(x). Stel eens t + s ~ J(x) .Als s > O, dan is 

t < w(x) s t + s. Voor iedere v E [t,w(x)] is dan 0 s v-t s w(x)-t 

s s, dus v-t E J(y). Nu is 

{TI(x,v) lo s v < w(x)} 

{TI(x,vllO s v s t} u {TI(x,vllt s v < w(x)}. 
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De tweede verzameling in het rechterlid 

{n(y,v-t) I t S v < w(x)} = {1T(y,w) I 0 
tinuiteit van 1T is 1T(y,w(x)-t) € r+(x) 

r+cxi = {1T(x,vi I o s v s t} u {n(y,w> 

compact. Tegenspraak. 

is gelijk aan 

S w < w(x)-t}. Wegens de con­

r+(x), want w(x) < oo. Dus 

0 S w S w(x)-t}, en dus 

Als s < O, dan is t+s S a(x) < t. Op dezelfde wijze vinden we dan 
dat r-(x) compact is. Tegenspraak. D 

(1.19) OPMERKING. In plaats van "C+(x) is compact" zegt men ook wel "r+(x) 
is relatief compact". Uit de equivalentie van (i) en (iii) in (1.18) 
volgt dan: 

Als in een lokaal dynamisch systeem (X,D,1T) een der ontsnappings­
tijden van x eindig is, dan is een der halfbanen van x niet relatief 
compact. 

In het speciale geval dat X een open deelverzameling is van JR.n en 
(X,D,1T) het lokale dynamische systeem van een differentiaalverge­
lijking is op X zoals beschreven in (1.6) kunnen we dit ook z6 lezen: 
als a(x) eindig is, dan nadert voor t+a(x) deoplossing 1Tx(t) tot de 
rand van X in JR.n , of I 1T (t) I + 00 (analoog voor w (x) eindig). x 
In deze vorm is de uitspraak een bekende stelling uit de theorie der 
differentiaalvergelijkingen. 

We vermelden nu enkele belangrijke gevolgen van stelling (1.18). 

(1.20) STELLING. Een lokaal dynamisch systeem (X,D,1T) op een aftelbaar 
compacte ruimte X is globaal, d.w.z. D x x JR.. 

BEWIJS. Voor iedere x E X zijn C-(x) en C+(x) als gesloten deelver­
zamelingen van een aftelbaar compacte ruimte weer aftelbaar compact. 
Met (1.18) (ii) volgt nu J(x) =JR.. D 

De volgende stelling, in het bijzonder in het geval D c E, verklaart 
de benaming van axioma (1.1) A4 (maximaliteit). 

(1.21) STELLING. Laten (X,D,1T) en (X,E,a) twee lokale dynamische systemen 
zijn op dezelfde ruimte X. Als 1TjDnE = ajDnE dan is D = E. In bet 
bijzonder kan een lokaal dynamisch systeem op X niet uitgebreid wor­
den tot een globaal dynamisch systeem op X. 
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~· Laten a(resp.w) en A(resp.p) de negatieve (resp. positieve) 

ontsnappingstijden voorstellen van (X,D,n) en (X,E,cr). Aangetoond 

meet worden, dat a = A en w = p. Stel, dat voor zekere x € X geldt 

a(x) > A(x). Dan is a(x) > -=, dus de negatieve balfbaan van x en­

der de phase-afbeelding n, dat is nx(a(x),O], is niet relatief 

compact. Anderzijds volgt uit bet gegeven en de aanname, dat 

n (a(x),0] =a (a(x),0] c a [a(x),O], 
x x x 

waarin bet recbterlid welgedefineerd en compact is. 

Tegenspraak. Evenzo voert de aanname a(x) < A(x) tot een tegenspraak, 

dus a(x) = A(x). Analoog blijkt dat w(x) = p(x) voor alle x € X. D 

(1.22) STELLING. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem. Voor iedere 

x € x geldt: 

als a(x) > -=, dan is A(x) = ~; 

als w(x) < =, dan is Q(x) = ~-

BEWIJS. Stel w(x) <=en Q(x) ~~-Kies y € Q(x). Dan is y € C+(x) 

r+(x) (1.18) (iv). Dus y = n(x,t) met t < w(x). Kies s 

t < s < w(x). Nu is y € Q(x) Q(n(x,s)) c C+(n(x,s)) 

wegens (1.18) (iv) en bet feit dat w(n(x,s)) = w(x) - s < = (1.11)1. 

Dus y n(n(x,s),v) voor een v met 0 s v < w(x)-s. Dus y = n(x,s+v). 

Omdat t < s+v volgt nu met (1.11) 3 dat J(x) = lR. Tegenspraak. D 

(1.23) OPMERKING. De definitie (1.1) van lokaal dynamisch systeem stemt 

overeen met die in [HJ (en ook in [HS]). 

In [Se] is axioma A4 vervangen door: Voor iedere x € X is 6f J(x) lR 

6f er geldt: als a(x) > -=, dan is r-(x) niet relatief compact en 

als w(x) < =, dan is r+(x) niet relatief compact. Op grond van de 

equivalentie van (i) en (iii) in (1.18) is de definitie in [Se] ge­

lijkwaardig met definitie (1.1). 

In de literatuur treft men vaak de volgende definities van limiet­

verzamelingen aan: 

* n (x) := n {n(x,s) t s s < w(x)} , 
OSt<w(x) 

* A (x) := n {n(x,s) a(x) < s s t} 
a(x)<tSO 
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Uit (1.15) volgt onmiddellijk: 

In elk lokaal dynamisch systeem (X,D,TI) geldt voor alle x E X: 

* n (x) rl(x) * en A (x) A(x). 

Als het tripe! (X,D,TI) slechts aan de voorwaarden A0,A1,A2 en A3 
van (1.1) voldoet, behoeft dit niet meer te gelden. Wel geldt dan, 
dat de voorwaarden (i) tot en met (iv) van (1.18) equivalent zijn 
met de voorwaarde 

(v) Voor iedere x E X geldt 

als a(x) 

als w(x) 

* > -oo, dan is A (x) 

* < 00 dan is n (x) 

Immers, dat (i) ~ (v) volgt uit het voorgaande, tesamen met (1.22). 
Omgekeerd, als (v) geldt en voor zekere x E X met a(x) > -oo is 
C-(x) compact, dan is A*(x) een doorsnede van genest stelsel niet­
lege gesloten deelverzamelingen van de compacte verzameling C-(x). 

* Dus A (x) # 0, in strijd met (v). Dus (v) ~(iii). 

(1.24) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem op een metrische 
ruimte x. Voor alle x,y E X geldt: 

y E rl(x) als en slechts als er een rij (tn) in lR is met 

y E A(x) als en slechts als er een rij (tn) in lR is met 

Deze stelling verklaart het gebruik van de term "limietverzameling". 

BEWIJS. Stel y E rl(x). Dan is w(x) = 00 (1.22). 

van y met straal 1/n. Omdat y E C+(u(x,n)), is 

Kies y E V n r+(u(x,n)J. Er is dan een s 2 n n n 

Zij V de bol-omgeving 
n+ 

v n r (u(x,n)) # 0. 
n 

O zo dat yn = u(x,n+sn). 
Noem t := n + s . Dan is tn-+ 00 en '!T(x,t ) -+ y. n n + n 
Nu omgekeerd. Zij t E lR en zij V een willekeurige omgeving van 

y = limn-+oo TI(x,tn), waarbij tn-+ oo. 

Kies m z6 dat TI(x,t) E Vent > t. Dan is TI(TI(x,t),t -t) E Ven dus + m m m 
v n r (TI(x,t)) # 0. Bijgevolg is y E C+(TI(x,t)). Dus y E rl(x). D 



5. Evenwichten en periodieke bewegingen 

(1.25) PROPOSITIE. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem. Voor iedere 

x E X is dan 

P := {t I t E J(x) en n(x,t) x} 
x 

een gesloten ondergroep van lR • 

BEWIJS. Het is triviaal dat Px een ondergroep van lR is. Als 

17 

J(x) I' lR, dan is P = {O} op grond van (1.llll· Als J(x) = lR, dan 
x 

is P 
x 

het inverse beeld in lR van de (gesloten!) deelverzameling 

{x} van X onder de continue afbeelding n : lR + X. In alle gevallen 
x 

is P x dus gesloten in lR • D 

(1.26) OPMERKING EN DEFINITIE. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem 

en zij x EX. Als P I' {O}, dan bevat P behalve 0 nog tenminste 
x x 

een niet-negatief element. Definieer in dat geval 

p(x) := inf{t J t > 0 en t E P }. 
x 

Als p (x) = 0 ziet men gemakkelijk in dat P x dicht ligt in lR ; om­

dat Px gesloten is in lR, is in dit geval Px = lR. 

Als p(x) > 0 ziet men gemakkelijk in dat Px de volgende gedaante 

heeft: P = p{x) Zl = {p(x)k J k E Zl}. 
x 

Op grond van het bovenstaande kunnen we de punten van X als volgt 

klassificeren. Een punt x E X heet een evenwichtspunt, en de be­

weging nx heet een evenwicht, als Px lR. Een punt x heet een 

periodiek punt, en de beweging nx heet periodiek als Px I' {O}. 

In dat geval heet p(x) de periode van TIX. 

(1.27) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. Voor elk punt 

X E x geldt juist een van de volgende mogelijkheden: 

(i) p {O} en TI : J(x) + X is injectief. 
x x 

{ii) p p{x)ZZ met p(x) > o, in welk geval TI een periodieke be-
x x 

weging is, maar geen evenwicht. 

(iii) Px = lR, in welk geval p(x) = 0 en TIX een evenwicht is. 
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BEWIJS. Volgt direct uit (1.26). Wat de injectiviteit van TIX in ge-

val (i) betreft: als TI(x,t1) = TI(x,t2 ) met t 1 i t 2 , is J(x) JR. 

(1.11ll, dus t 1 - t 2 E J(x) en TI(x,t1-t2J = x, ofwel 0 i t 1 - t 2 E Px, 
in strijd met P = {O}. D x 

(1.28) PROPOSITIE. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. Dan geldt voor 
X E X: 

1. Als de beweging TIX een evenwicht of een periodieke beweging is, 

dan is J (x) = JR. . 

2. Als TEP, dan is TI (t+T) =TI (t) voor alle t E JR. x x x 
3. Als y E I'(x), dan is P = P. In bet bijzonder: als TI periodiek x y x 

is en y E r(x), dan is ook TI periodiek, en p(x) = p(y); voorts y 
is dan I'(x) =TI [O,p(x)]. x 

4. Het punt x is een evenwichtspunt als en slechts als r(x) {x}. 

BEWIJS. 

1. Volgt uit (1.11ll· 

2. Tix(t+T) = TI(TI(x,T) ,t) = TI(x,t) 

3. Volgt uit ~, en! is evident. D 

TI (t). 
x 

(1.29) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. Voor iedere 
X E X geldtl) 

1) 

1. Tix is periodiek als en slechts als I'(x) compact is. 

2. TIX is periodiek en geen evenwicht als en slechts als I'(x) homeo­

morf is met de eenheidscirkel s 1• 

BEWIJS. 

1. "Slechts als" is triviaal. Stel nu dat Y := r (x) compact is. Op 
grond van (1.18) is J(x) =JR.. Zij voor iedere n = 1,2, ... de 

verzameling F gedefinieerd door F := {TI(x,t) -n ~ t ~ n}. n n 
Voor iedere n is Fn compact en Y = U{Fnjn = 1,2, •.• }. Omdat Y 

van de tweede categorie is (Baire) zijn er een in Y open verza­

meling U en een k E JN met f2I i U c F k. 

Laat (ti) een rij in JR. met ti + 00 • Omdat Y compact is heeft de 

rij (TI(x,ti)) in Y een verdichtingspunt, zeg z. 

Een voorwaarde opdat r+ (x) homeomorf is met JR.+ is te vinden in (1.49). 
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Kies y E U en laat v 1v2 E JR zo zijn dat y = TI(x,v1) en z = 

TI(x,v2J. Nu is er, wegens de continuiteit van TI, een omgeving V 

van z in Y zo dat TI(z' ,v1 -v2) E U voor alle z' E V. Omdat 

TI(x,ti) E V voor oneindig veel waarde van i, volgt hieruit dat 

TI(x,ti +v1 -v2 l = TI(TI(x,ti) ,v1 -v2) E u voor ineindig veel 

waarden van i. Er is dus een i zo dat s := t. + v - v > k 
1. 1 2 

en TI(x,s) E u. Omdat U c Fk volgt hieruit dat TIX niet injectief 

is. Dan is TIX periodiek. 

2. "Slechts als" is triviaal: 
2Tiit 

h: exp( p(x) ) i-r TI(x,t). 

definieer nl. h: s 1 + r(x) door 

"als": Als f (x) compact is, dan is TIX periodiek. Zou nu TIX een 

evenwicht zijn, dan zou r(x) = {x}. D 

(1.30) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. Zij x E X. 

Als er een T > 0 bestaat zo dat voor iedere omgeving U van x er een 

y E U is met TI ([-T,T]) c U, dan is x een evenwichtspunt. 
y 

BEWIJS. Neem aan dat x geen evenwichtspunt is. Er is dan een s E JR 

met z := TI(x,s) f x. We mogen aannemen dat lsl <Tin verband met 

(1.28). Kies disjuncte omgevingen U en V van x respectievelijk z. 

Omdat TI continu is, is er een omgeving W van x met W x {s} c D en 

TI(Wx{s}) c V. Kies nu y E W n U met TI ([-T,T]) c W n U. Dan is ener-
y 

zijds TI(y,s) E u en anderzijds TI(y,s) E v. Tegenspraak. D 

(1.31) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem en zij x E X. 

Als er bij iedere omgeving V van x en voor iedere E > 0 een y E V 

is met periode p(y) < E, dan is x een evenwichtspunt. In het bij­

zonder is de verzameling evenwichtspunten gesloten in X. 

BEWIJS. Zij een omgeving U van x gegeven. Kies op grond van de con­

tinuiteit van TI een omgeving V van x met V c U en een E > 0 z6 dat 

TI(Vx(-E,E)) cu. Kies nu y E v met p(y) < E. Dan is f(y) = 

=TI [0,p(y)] cu. Pas nu (l.30) toe met T = 1. 
y 

Wat betreft het gesloten zijn van de verzameling F der evenwichts-

punten: als x E F, dan bevat iedere omgeving van x een punt y met 

p(yl = o. D 
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(1.32) GEVOLG. Elk dynamisch systeem op de gesloten n-cel In bevat een 

evenwichtspunt (Zo'n systeem is in verband met de compactheid van 

In automatisch globaal). 

ti 
BEWIJS. Zij (ti) een reele rij met ti + 0. Voor iedere i is TI een 
homeomorfisme van In op In. Volgens de dekpuntsstelling van Brouwer 

ti 
heeft TI een dekpunt, zeg xi: TI(xi,ti) = xi. In het bijzonder is 

dan Tixi periodiek met periode p(xi) ~ ti. Omdat In compact is, heeft 
de rij (xi) een convergente deelrij die we gemakshalve weer noteren 

met (xi). Noem x = limi-><x> xi. Dan is volgens (1.31) x een evenwichts­
punt. D 

(1.33) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. Zij x E X en 

s E lR+nJ(x). Stel x is geen evenwichtspunt. Als er bij iedere 

omgeving U van x en bij iedere E: > 0 een y E U bestaat met I s-p (y) I < 

E:, dan is TIX periodiek en er is een k E JN met s = kp(x). 

BEWIJS. Merk eerst op, dat s > 0: zou namelijk s = 0, dan volgt met 

(1.31) dat x een evenwichtspunt is. We tonen nu aan dat Tix(s) = x 

waaruit dan volgt s E Px en dus hetgeen we willen bewijzen. 

Stel dat TI(x,s) ~ x. Kies disjuncte omgevingen V en W van x respec­

tievelijk TI(x,s). Op grand van de continuiteit van TI zijn er een om­

geving U van x met U c V en een E > 0 z6 dat U x (s-E:,s+E:) c D en 

TI(Ux(s-E:,s+E:)) c W. Kies y EU met ls-p(y) I < E:, dan is enerzijds 

TI(y,p(y)) E Wen anderzijds TI(y,p(y)) =y EU. Tegenspraak. D 

(1.34) VOORBEELD. Later zullen we aantonen dat in een lokaal dynamisch 

systeem op een open verzameling in lR2 er zelfs geldt dat s = p (x) . 

Dat deze verscherping van (1.31) in het algemeen niet mogelijk is 

zullen we nu aan de hand van een voorbeeld laten zien. 

Zij lB2 de volle cirkelschijf en zij X = s 1 x JB2 de volle torus. 

We voeren de volgende parametrizering in: een punt x = (x1 ,x2 l met 

x 1 e. :::: 1 <>n x2 E JB2 geven we aan met de parameters (ljJ,r,~) z6 dat 
1 x1 (cosljJ,sinljJ) E S , Lerwijl (r,~) de poolcoordinaten zijn van 

in JB2 • x2 

Het dynamische systeem op X definieren we door TI((ljJ,r,$),t) 

= (ljJ+2Tit,r,~+Tit). 

Dan is voor x = (ljJ,0,~) de beweging TIX periodiek en p(x) = 1, ter­

wijl voor ieder punt y = (ljJ,r,~) met r ~ O geldt dat de beweging 



TI periodiek is en p(y) 2. 
y 

6. Invariante verzamelingen 
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(1.35) DEFINITIE. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamiscb systeem. Een deelver­

zameling Evan X beet invariant indien r(x) c E voor iedere x E E. 

Een deelverzameling Evan X beet positief invariant indien r+(x) c E 

voor iedere x E E. Een deelverzameling E van X beet negatief inva­

riant indien r-(x) c E voor iedere x EE. 

(1.36) VOORBEELDEN. Een deelverzameling E van X is invariant als en slechts 

als E de vereniging is van een collectie van banen van het dynamisch 

systeem. Iedere invariante deelverzameling is zowel positief inva­

riant, als negatief invariant. Voor iedere punt x E X dat geen pe­

riodiek punt is, is r+(x) een positief invariante verzameling welke 

noch negatief invariant noch invariant is. 

(1.37) PROPOSITIE. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. 

1. De doorsnede en de vereniging van een stelsel positief invarian­

te deelverzamelingen van X is weer positief invariant. 

2. Het complement X\N van een negatief invariante deelverzameling 

N van X is positief invariant. 

3. Het verschil M\N van een positief invariante verzameling M en een 

negatief invariante verzameling N is positief invariant. 

Deze uitspraken blijven geldig bij verwisseling van "positief" en 

"negatief". In het bijzonder volgt hieruit dat het verschil van in­

variante verzamelingen weer invariant is. 

BEWIJS. 

1. Volgt uit de definities. 

2. Als x E X\N en TISX E N voor s ~ 0, dan ZOU x 

Tegenspraak, dus r+(x) c X\N. 

3. Volgt uit .!_en~' daar M\N =Mn (X\N). 

De rest van de propositie is evident. D 

-s s 
TI TI X E N. 

(1.38) PROPOSITIE. Het inwendige, de afsluiting, en elke component van een 

positief (resp. negatief) invariante deelverzameling van een lokaal 

dynamisch systeem is weer positief (resp. negatief) invariant. De 

rand van een invariante verzameling is invariant. 
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BEWIJS. Zij M een positief invariante verzameling. Invariantie van 

het inwendige MO van M: voor elke t € lR + is MO n x · x t open in t' 
t 0 

dus TI (M nxt) is open in X-t' en derhalve open in x (vgl. (1.13) 

1 en 2). Omdat Tit(M0nxt) c M wegens de positieve invariantie van M, 

is Tit(M0nxt) c Mo. Hieruit volgt het gestelde. Als M negatief inva­

riant is, verloopt het bewijs analoog. 

Invariantie van de afsluiting M van M: volgt uit (1.37) en het voor-
- 0 gaande, daar M = X\(X\M) . 

Invariantie van een component C van M: zij x € C; dan is r+(x) = 

=TI [O,w(x)) het continue beeld van een interval, dus samenhangend. x 
Omdat ook C samenhangend is en x € C n r+(x), is c u r+(x) samen~ 

hangend. Maar op grond van de positieve invariantie van M is 

Cc Cu r+(x) c M. Omdat C een component van Mis volgt hieruit, 

dat c c u r+(x), ofwel r+(x) cc. 
Invariantie van de rand M\MO van M: volgt uit het voorgaande. D 

(1.39) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. Voor iedere 

x € X zijn de limietverzamelingen A(x) en n(x) gesloten, invariante 

deelverzamelingen van X. 

BEWIJS. We bewijzen alleen de uitspraak omtrent n(x). Omdat 0 een 

invariante deelverzameling van X is, mogen we aannemen dat n(x) ~ 0, 
en dus dat J(x) ~ lR+ (1.22). Dat n(x) gesloten is, is triviaal. We 

tonen aan, dat n(x) invariant is. 

Zij y € n(x), s € J(y), en beschouw een willekeurige omgeving U van 

Tisy. Uit de continuiteit van Tis volgt dat er een omgeving V van y is 

zo dat TIS(V) cu. Omdat 

y € n(x) n + {TI(x,u> I u ~ t} 
tElR 

(vgl. (1.23)) is er bij elke t € lR+ een element + Ut € lR ZO dat 
s 

TI (TI(x,ut-s)) ut ~ t en TI(x,ut-s) € V. In het bijzonder is dan 
+ dat wil zeggen, TI(x,ut) € U. Voor alle t € lR is dus 

€ u, 

Un r+(TI(x,t)) ~ 0. Aangezien dit voor elke omgeving u van Tisy geldt, 

volgt hieruit dat TisY € {TI(x,u) 

11sy E n (x). D 

u ~ t}, voor alle t ~ 0. Dus is 

2 
(1.40) VOORBEELD. Zij X = lR \{(O,O), (1,0)}. Een dynamisch systeem op X is 

gegeven door de differentiaalvergelijking in poolcoordinaten 
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(vgl. (1.9)3). Voor ieder punt x = (rcos$,rsin$) met r ~ 1 is J(x) 

(a(x),m) met a(x) 1 I l+rl . -2 log l-r • Voor een punt y = (cos$0 ,sin$0) 

met $0 ~ 0 geldt: J(y) = (-$0 ,2n-$0). 

De volgende deelverzamelingen van X zijn invariant: 

Al := {(rcos$,rsin$) 0 < r < & 0 ~ $ < 2n}; 

A2 := {(rcos$,rsin$) r > 1 & 0 ~ $ < 2n}; 

A3 := {(cos$,sin$) I 0 < $ < 2n}. 

De verzameling A3 blijkt samen te vallen met O(x) voor elk punt 

x = (rcos$,rsin$) met r ~ 1. 

Twee observaties: 

1. Als w(x) = 00 , dan beboeft voor y € O(x) nietnoodzakelijk te gel­

den dat w(y) = m. 

2. Als in de definitie van een (positief) invariante verzameling 

geeist zou worden dat w(x) = m voor ieder punt uit de verzameling 

(zoals dat bijv. gebeurt in [HS]), dan is stelling (1.39) in bo­

venstaande formuleringnietmeer algemeen geldig (al wordt bij in 

[HS] "bewezen" op pag. 198). 

(1.41) STELLING. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem, en zij Y een 

invariante deelverzameling van X. Als E := (YXR) n Den nE := nlE 

dan is (Y,E,nE) een lokaal dynamisch systeem. 

BEWIJS. We controleren dat aan de axioma's uit (1.1) is voldaan. 

AO: D is open in X x :JR, dus E is open in Y x R. De ontsnappings­

tijden van bet nieuwe systeem zijn de restricties van de ontsnap­

pingstijdens van (X,D,n) tot Y. Tenslotte beeldt nE de verzameling 

E af in Y omdat Y invariant is. 

A1,A2,A3: triviaal 

A4: volgt uit bet feit dat de ontsnappingstijden van bet nieuwe 

systeem de restricties tot Y zijn van de ontsnappingstijden van 

(X,D,n). D 

(1.42) DEFINITIE. Zij (X,D,n) een lokaal dynamiscb systeem en Y een 
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invariante deelverzameling van X. Het in (1.41) beschreven systeem 

(Y,E,TIE) noemt men wel de restrictie van (X,D,TI) tot Y. 

Later zullen we nog een ander type restrictie beschrijven, name­

lijk de restrictie van een lokaal dynamisch systeem (X,D,TI) tot een 

open deelverzameling Y van X (nietnoodzakelijk invariant). Een voor­

beeld hiervan is de constructie van het systeem beschreven in (1.40) 

vanuit het systeem, beschreven in (1.9)2. 

7. Meer over limietverzamelingen 

Men gebruikt de limietverzamelingen om een (eerste) klassificatie 

van de banen en bewegingen van een lokaal dynamisch systeem te ge­

ven. Ter inleiding merken we op, dat voor elk punt x in een lokaal 

dynamisch systeem (X,D,TI) geldt: 

+ + -c (x) = r (x) u n (x) ; c (x) f- (x) U A(x). 

(de inclusie "=>" is triviaal: "c" volgt uit het feit dat als 

y 4 r+(x) u rl(x), er een omgeving U van y is met Un Tix[s,w(x)) 0 
voor zekere s ~ O, terwijl er ook een omgeving V van y is met 

V n Tix[O,s] 01 dus V n Un f+(x) = 0, ofwel y 4 C+(x)). 

(1.43) DEFINITIE. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem en zij x E X. 

Het punt x en ook de beweging TIX worden positief wijkend genoemd 

als rl(x) 0. 
Het punt x en ook de beweging TIX worden positief asymptotisch ge­

noemd als rl(x) t 0 en r+(x) n rl(x) = 0. 
Het punt x en ook de beweging TIX worden positief Poisson-stabiel 

genoemd als r+(x) n rl(x) t 0. 

Het is duidelijk dat een punt of beweging precies een van de in de 

definitie genoemde eigenschappen heeft. Verder zijn de genoemde 

eigenschappen eerder eigenschappen van banen dan van afzonderlijke 

punten. Dit is de inhoud van de volgende propositie. 

(1.44) PROPOSITIE. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. Zij x E X 

en y E f(x). Dan geldt: 

1. x is positief wijkend als en slechts als y positief wijkend is. 



2. x is positief asymptotisch als en slechts als y positief asymp­

totisch is. 

3. x is positief Poisson-stabiel als en slechts als y positief 

Poisson-stabiel is. 

BEWIJS • 

.!._. n(x) = n(y) volgens (1.17). 

2 en 3. Omdat n(x) invariant is (1.39) geldt r+(x) n n(x) = 0 als 

en slechts als r(x) n n(x) 

volgt nu het gestelde. D 
0. Omdat ook f(x) = f(y) (1.14), 
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(1.45) AFSPRAAK. Het zal duidelijk zijn dat op dezelfde wijze als in (1.43) 

ook begrippen als negatief Poisson-stabiel enz., en Poisson-stabiel 

enz. ingevoerd kunnen worden. We zullen in het vervolg alleen defi­

nities, proposities en stellingen formuleren betreffende "positieve 

begrippen". Stilzwijgend wordt aangenomen dat ook de andere begrip­

pen daarmede behandeld zijn. 

(1.46) VOORBEELDEN. 

1. Een periodieke beweging is positief Poisson-stabiel. Immers, als 

x periodiek is, is f(x) = n(x). 
2 2. Zij (X,D,n) het lokale dynamische systeem op lR \{(O,O)}, be-

schreven in (1.9)3. Voor elk punt x = (cos$,sin$) is de beweging 

nx gegeven door nx(t) = (cos($+t), sin($+t)), dus x is periodiek, 

en n(x) = A(x) = f (x). Zo'n punt is dus positief Poisson-stabiel. 

Als x = (rcos$,rsin$) met r > 0, r # 1, dan is 

I l+rl -~ log l-r > - 00 , dus A(x) = 0. Daarentegen is 

{(cos$,sin$) I 0 ~ $ < 2n} = r((l,0)). Al deze 

positief asymptotisch en negatief wijkend. 

a (x) 

w(x) oo en n(x) 

punten zijn dus 

3. In het voorbeeld van (1.40) zijn alle punten (cos$,sin$) met 

$ # 0 zowel positief als negatief wijkend. 

(1.47) PROPOSITIE. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem en zij x EX. 

De volgende uitspraken zijn equivalent: 

(i) x is positief Poisson-stabiel. 

(ii) r(x) n n(x) # 0. 
(iii) r (x) c n (x) • 

(iv) r(x) = n(x). 

(V) X E n(x). 
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BEWIJS. (i) .. (ii): triviaal. 

(ii) .. (iii): n(x) is invariant (1.39). 

(iii) .. (iv): n(x) is gesloten (1.39), dus r(x) c n(x). Anderzijds 
is n(x) c C+(x) c f (x). 

(iv)• (v) en (v) => (i): triviaal. D 

Later zullen we aantonen dat in :m2 de periodieke bewegingen de 
enige positief Poisson-stabiele bewegingen zijn. We geven nu een 
voorbeeld van een positief Poisson-stabiele beweging die niet perio­
diek is. 

(1.48) VOORBEELD. Zij X := s1 x s1 de torus. Hierin is s1 de eenheidscir­
kel, en we zullen s 1 interpreteren als de eenheidscirkel in het 
complexe vlak: 

s1 := {e21Ti<f> I <f> E :m}. 

Def inieer een globaal dynamisch systeem op X met f ase-afbeelding 

1T door 

We zullen nu aantonen: 

Als a irrationaal is, is geen enkele beweging periodiek, en voor 
ieder punt X E X ligt de halfbaan f+(x) dicht in X. (Uit (1.24) 
volgt dan gemakkelijk dat n(x) = X, dus zeker X E n(x)). 

BEWIJS. Als voor zeker punt x de beweging periodiek zou zijn, dan 
zou voor zekere <f>, w en t gelden 

cp + t = <f> + k1 , w + at 

met k1 ,k2 E 2Z . Dit is onmogelijk als a irrationaal is. Orn aan te 
tonen, dat voor elk punt x de halfbaan r+(x) dicht ligt in X be-
schouwen we twee punten 

x ( 211i<1> 211iw) e ,e , y ( 211i~ 211inl e ,e 

in X. Zij tn := n+ (~-<f>) voor n E JN. Dan is 
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( t ) _ ( 2wi~ 2wi(~+a(~-~)+na)) w x, n - e ,e . , 

dus om aan te tonen dat de rij (w(x,tn)) bet punt y als verdicbtings­

punt beeft, is bet voldoende om aan te tonen dat de verzameling 

{na(mod 1) I n € :N} dicbt in bet interval [0,1) ligt. Het is niet 

moeilijk in te zien dat bet biertoe voldoende is om aan te tonen 

dat de verzameling 

G := {m+na I (m,n) € Z!: x Z!: } 

dicbt ligt in lR. Welnu: G is een ondergroep van de additieve groep 

lR, dus de afsluiting G van G is een gesloten ondergroep van lR. 

Dus G i.s van de gedaante aZ!: met a € lR, of G = lR. De eerste mo­

gelijkbeid is uitgesloten, want dan zou G c aZ!: , dus a € aZ!: en 

1 + a € aZ!: , in strijd met bet feit dat a irrationaal is. Dus G lR. 

(1.49) STELLING. Zij (X,D,w) een lokaal dynamisch systeem, en zij x € x. 

De volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) x is niet positief Poisson-stabiel, i.e. Q(x) n r+(x) = ~. 
(ii) ux is een topologische afbeelding van [0,w(x)) op r+(x). 

(iii) r+ (x) is homeomorf met lR + • 

BEWIJS. 

(i),. (ii): Merk eerst op, dat wx niet periodiek is (zie(l.46)1). 

Dus ux: [O,w(x)) + r+(x) is injectief. Ook is wx continu, en om 

aan te tonen dat de inverse van wx continu is, is bet voldoende om 

te laten zien dat voor elke s € [0,w(x)) de verzamelingen u [O,s] 
x 

en u [s,w(x)) gesloten zijn in r+(x). Zij dus s € [0,w(x)). 
x 

Dat u [O,s] gesloten is, is duidelijk (continu beeld van een com­
x 

pacte verzameling in een Hausdorff ruimte). Wat u [s,w(x)) = 
+ x = r (u(x,s)) betreft, als deze verzameling niet gesloten is in 

r+(x), is (r+(x)nC+(u(x,s)l)\r+(w(x,s)) ~ ~. Daar 

C+(w(x,s))\r+(u(x,s)) c Q(u(x,s)) = Q(x) (1.17), volgt bieruit dat 
+ r (x) n Q(x) ~ ~. Tegenspraak. 

(ii) .,. (iii): [O,w(x)) is bomeomorf met lR+ ! 
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(iii) ,. (ii): Zij h: r+ (x) -+ lR+ een topologische afbeelding van 

r+(x) op lR+. Op grond van (1.29) en (1.27) is 1T : [O,w(x)) -+ r+(x) 
x 

injectief. Uiteraard is 1T ook surjectief, dus ho1T is een continue 
x x 

bijectie van het interval [O,w(x)) 
+ 

op JR Dan is ho1T dus een 
+ x 

homeomorfe afbeelding van [O,w(x)) op lR , en bijgevolg is 1T een 
x 

homeomorfisme. 

(ii),. (i): Als Q(x) n f+(x) f ~ (i.e. x is positief Poisson-stabiel), 

dan is x € Q(x) en w(x) = oo ((1.47) en (1.22)). Dus x is verdich­

tingspunt in r+(x) van 1T [1,oo). Daarentegen is 0 geen verdichtings-
x 

punt in [0, 00 ) van [1, 00). Tegenspraak met (ii). D 

(1.50) OPMERKING. Voorgaande stelling houdt in, dat de karakterisering van 

halfbanen in termen van limietverzamelingen (al of niet positief 

Poisson-stabiel) tevens een topologische klassificatie impliceert 

(niet of wel homeomorf met lR + ) • 
In (1.29) zijn we al eerder een topologische karakterisering tegen-

gekomen namelijk van periodiciteit. De vraag is, of periodiciteit 

ook in termen van limietverzamelingen gekarakteriseerd kan worden. 

We hebben al opgemerkt, dat f(x) = Q(x) als x periodiek is. Het 

omgekeerde behoeft niet te gelden: beschouw de restrictie van het 

systeem uit (1.48) tot een van zijn banen (vgl. (1.42)). Als de 

beschouwde ruimte aan zekere "volledigheidseisen" voldoet, volgt 

uit de gelijkheid r(x) = Q(x) wel dat x periodiek is (zie (1.52)). 

(1.51) PRDPOSITIE. Laat (X,D,1T) een lokaal dynamisch systeem zijn, en 

x € X. De volgende beweringen zijn gelijkwaardig: 

(i) f(x) is van de eerste categorie ) 1 . 

(ii) x is niet periodiek en x is positief of negatief Poisson­

stabiel. 

BEWIJS. 

(i),. (ii): Als x periodiek is, is r(x) compact, en dus van de 

Een deelverzameling A van een topologische ruimte heet van de eerste 
categorie als A geschreven kan warden als A = U{F i I iE:N}, waarbij 
elke Fi gesloten is in A en een leeg inwendige heeft in A. Als A niet 
van de eerste categorie is, heet A van de tweede categorie. 
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tweede categorie (Baire). Als x noch positief, noch negatief Poisson-
+ - + -stabiel is, dan zijn r (x) en r (x) homeomorf met :m resp. :m , 

terwijl r+(x) geen verdichtingspunt in r-(x) kan hebben, noch r-(x) 

een verdichtingspunt in r+(x) (1.47) (ii). Hieruit volgt gemakkelijk 

dat f(x) homeomorf is met :m. Omdat :m van de tweede categorie is, 

volgt hieruit dat ook f(x) van de tweede categorie is. 

(ii),.. (i): Als x niet periodiek is, dan is de afbeelding 

nx: J(x) + r(x) injectief. 

Laten nu (an) en (bn) rijen in J(x) zijn die strikt monotoon dalen, 

resp. stijgen, met limieten a(x), resp. w(x), en zo dat a 1 < 0 < b 1 • 

Dan is r (x) = U{ n [a ,b ] I n E :N } , waarin elke verzameling 
x n n 

n [a ,b J compact is, dus gesloten in f(x). Stel dat r(x) van de 
x n n 

tweede categorie is, dan is er een n E :N zo dat n [a ,b ] een niet­
x n n 

leeg inwendige heeft in f(x), dat wil zeggen, er is een open verza-

meling v in X met~~ v n f(x) c n [a ,b ]. Kies y E v n r(x). Als 
x n n 

nu x positief Poisson-stabiel is, dan is y € n(x) (1.47) (iii), dus 

V n nx[bn+l'w(x)) ~ ~- Derhalve is 

in strijd met de injectiviteit van nx. Dus f(x) is van de eerste 

categorie. Een analoog bewijs kan gegeven worden als x negatief 

Poisson stabiel is. D 

(1.52a) STELLING. Laat (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem zijn, en neem 

) 1 

v ,t.. • • ) 1 . aan, dat X Cec,,-volledig is • Dan geldt voor ieder punt x E X: 

x is periodiek als en slechts als n(x) = r(x). 

BEWIJS. "Slechts als": zie (1.46). 

"Als": indien n(x) = f(x), dan is f(x) gesloten in X. Dus dan is 

f(x) een Baire-ruimte, dus zeker van de tweede categorie. Omdat x 

nu positief Poisson-stabiel is, volgt uit (1.51) dat x periodiek 

is. D 

Oat is: een G0-verzameling in een compacte ruimte; bijv. X lokaal 
compac~, of X een volledig metriseerbare ruimte. 
Iedere ~ech-volledige ruimte X is volledig regulier, en een Baire-ruimte: 
als voor elke n € :N een gesloten deelverzameling Fn van X gegeven is 
en FR = ~ voor alle n, dan isook (UnFn:P= 13. Van belang is, dat een ge­
sloten deelruimte van een ~ech-volledige ruimte weer Cech-volledig is, 
en dus een Baire-ruimte (en dus van de tweede categorie!) is. 
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v 
(1.52b) Als (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem is met X een Cech-volledige 

ruimte, dan zijn de periodieke punten volledig door (1.52a) gekarak-

1 . ) 1 . . d' k teriseerd in termen van limietverzame ingen. Voor niet-perio ie e 

punten x zijn er nog twee mogelijkheden: 

{a) x is niet positief Poisson-stabiel. Dan volgt uit (1.49) dat 

nx een topologische afbeelding induceert van het interval 

[0,w(x)) op r+(x). Voorts volgt uit de gelijkheden 

C+(x) = r+(x) u O(x) en r+(x) n O(x) = ~' dat 

(b) x is positief Poisson-stabiel. We tonen aan, dat er nu geldt: 

O(x) C(x)\r(x) • 

Daar O(x) = C(x) (1.47), is de inclusie ":::i" triviaal. Om "c" 

aan te tonen gaan we te werk als in het bewijs van (1.51). 

Daar is aangetoond (notatie als in dat bewijs): als x niet­

periodiek is en x is positief Poisson-stabiel, dan heeft voor 

elke n e: N de compacte verzameling n [a ,b ] in r (x) een 
x n n 

leeg inwendige. A fortiori heeft n [a ,b ] in C (x) dan een · x n n 
leeg inwendige. Omdat C(x) als gesloten deelruimte van de 

~ech-volledige ruimte een Baire-ruimte is, volgt hieruit dat 

r(x) = U n [a ,b ] in C(x) een leeg inwendige heeft. Dus 
n x n n 

C(x)\r(x) ligt dicht in C(x), ofwel C(x) c C(x)\r(x). 

8. Compacte bewegingen 

De eenvoudigste manier om te bereiken dat de limietverzamelingen 

niet leeg zijn is te eisen dat de banen in compacte verzamelingen 

liggen. 

(1.53) DEFINITIE. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch syste~m- Zij x e: X. 

De topologische karakterisering uit (1.29) is hieruit gemakkelijk af 
te leiden: Als r(x) compact is, is O(x) # ~ (doorsnede van genest 
stelsel compacte verzamelingen: vgl. ook (1.54)), en O(x) c rCx). 
Omdat O(x) invariant is, vol~t hieruit dat O(x) = r(x). In de re­
strictie van (X,D,n) tot de eech-volledige ruimte r(x) is x dus periodiek! 
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Het punt x en ook de beweging n worden positief Lagrange-stabiel 
+ x . 

genoemd indien C (x) compact is. In dit geval zegt men ook wel dat 

de beweging nx positief compact is. 

(1.54) STELLING. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem. Als x positief 

Lagrange-stabiel is, dan is O(x) een niet-lege, compacte en samen­

hangende verzameling. Voor iedere omgeving U van O(x) is er een 
+ + t 0 e lR z6 dat c (n(x,t)) c u voor alle t ~ t 0 • 

~· omdat C+(x) compact is, is w(x) = m (1.18) (iii), en dus is 

O(x) = n {C+(n(x,t)) I 0 s t}. Dan is O(x) als doorsnede van een 

genest stelsel compacte verzamelingen een niet-lege compacte verza­

meling. 

Zij U een omgeving van O(x). We mogen aannemen dat U open is. Nu is 

n {C+(n(x,t)) I Ost} n (X\U) = ~. ODldat C+(x) compact is volgt 

hieruit dat 

+ c (n(x,t0))n(X\U) + voor geschikte t 0 e lR ; 

+ + m.a.w. c (n(x,t)) cc (n(x,t0)) c u voor t ~ t 0 . 

Neem nu eens aan dat O(x) niet samenhangend is: O(x) F u G waar-

bij Fen G niet-lege, disjuncte gesloten verzamelingen zijn in O(x). 

omdat O(x) compact is, zijn F en G compact. Er zijn dan disjuncte 

open verzamelingen v en W met F c Ven G c W (X is Hausdorff!). 

Zij U = V u w. Volgens het voorgaande is er een t 0 e JR+ z6 dat 

C+(n(x,t)) c u voor t ~ t 0 • omdat r+(n(x,t)), en dus ook C+(n(x,t)), 

samenhangend is, moet voor alle t ~ t 0 hetzij C+(n(x,t)) c u, hetzij 

C+(n(x,t)) cw. Dan is dus O(x) c v of O(x) c W, dus G =~of F = ~. 
Tegenspraak. D 

(1.55) STELLING. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem, en zij x e X. 

Als O(x) ~ ~ en als O(x) compact is en indien er bij iedere omge­

ving U van O(x) en t e JR+ is z6 dat C+(n(x,t)) c U, dan is x posi­

tief Lagrange-stabiel. 

BEWIJS. We bewijzen dat C+(x) compact is. Zij {U la e A} een open 
+ a 

overdekking van C (x). omdat O(x) compact is, zijn er eindig veel 

indices ai, ••• ,an z6 dat O(x) c U {u I i = 1, ••. ,n}. De verzame­
ai 

ling U {u I i = 1, •.. ,n} is een omgeving van O(x). Er is dus een 
ai 
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t E :n/ z6 dat C+(11(x,t)) c U {u I i = 1, •.. ,n}. 
cti 

Omdat 11x[O,t] compact is, zijn er eindig veel indices ctn+1 , ••. ,ctm 

z6 dat 11 [O,t] c U {u Ii= n+l, ... ,m}. Dan is {u Ji= 1, .•. ,m} 
x Cli cti 

een eindige overdekking van 11 [0,t] u C+(11(x,t)), en dus zeker van 
x 

C+(x), en tevens deeloverdekking van {U ja EA}. D 
et 

(1.56) STELLING. Zij (X,D,11) een lokaal dynamisch systeem op een rimcom­

pacte )1 ruimte X, en zij x EX. Indien n(x) een niet-lege, compac­

te verzameling is, dan is x positief Lagrange-stabiel. 

BEWIJS. Zij U een omgeving van n(x). Omdat X rimcompact is en om­

dat n(x) compact is, is er een open omgeving V van n(x) z6 dat 

V c U en de rand V\V van V compact is. Omdat 

is er een t E JR+ z6 dat C+(11(x,t)) n (V\V) = 0. Omdat C+(11(x,t)) 

samenhangend is, en C+(11(x,t)) n V ~ 0, moet C+(11(x,t)) c V. Pas nu 

(1.55) toe. D 

(1.56a)VOORBEELD. In (1.56) kan de voorwaarde dat X rimcompact is niet ge-

mist warden. We illustreren dit aan de hand van een voorbeeld. Orn 

de notatie te vereenvoudigen beschouwen we eerst het lokale dyna­

mische systeem (JR+ ,D0 ,~), gedefinieerd door de differentiaalverge­

lijkin~ ~~ = -x3 • Dan is D0 = ({0} x JR) u {(x,t) Ix> 0 & t > 

- 1/2x }, en voor (x,t) E D0 , 

~(x,t) 
x 

Beschouw nu het als volgt gedefinieerde systeem (X,D,11): X is de 
2 deelverzameling van JR , bepaald door 

X := {O} u {x x = (x,sin .!_) met x > O} 
x 

waarin 0 = (0,0); zij voorts 

Dat wil zeggen: ieder punt heeft willekeurig kleine omgevingen met 

compacte rand, bijv. X lokaal compact. 



en 

D := ({Q_} x lR} u { C.!,t} I (x,t} .:: D0} 

1l(~,t) := { 0 als 

(cf> (x,t}, 

x=O en tElR 

. 1 ) 1 
sin cf>(x,t} a s x * 0 en 

1 
t > - 2x2 
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Het is niet moeilijk in te zien dat (X,D,11} voldoet aan de axioma's 

AO, A1, A2 en A4 van (1.1} (een en ander geldt voor cf>!} Wat A3 (con­

tinuiteit) betreft, alleen de continuiteit van 11 in een punt (Q_,t0) 

met t 0 E lR behoeft enige toelichting. Het is voldoende om te laten 

zien dat lim~ 11(.!.,tl = Q_, uniform in t voor ltl s T, voor elke 

T > O. Gebruik-hiertoe de volgende afschattingen: 

lct>Cx,t) I I x I < lxlfi 
/2tx2+1 -

voor ltl ST en lxl S lT-l, en 

I . 1 . 1 s I d~ (sin cf>(:,t})I • T sin cf>(x,t} - sin - sup 
x 

It I ST 

s sup I et> cx,t> 1. T 
It I ST 

d 3 
voor ltlST (merk op, dat dt (cf>(x,t}) = -cf>(x,t} !). 

-1 
Beschouw nu het punt£= (11 ,O}. Dan is n(E_) = {Q_}. 

Dus n(.e_) ~ 0 en n(.e_) is compact. 

Anderzijds is 

+ + c C.12.> = n C.12.> u r C.12.> {Q_} u {.!. x = 1 _-1} (x, sin -} met 0 < x s " 
x 

en deze verzameling is niet compact (het punt Q heeft zelf s geen 

compacte omgeving). 

Evenals Poisson-stabiliteit is Lagrange-stabiliteit meer een eigen­

schap van de banen van het systeem, dan van de punten. 

Dat is de inhoud van de volgende propositie. 
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(1.56b)PROPOSITIE. Zij (X,D~TI) een lokaal dynamisch systeem, en zij x EX 
en y E f(x). Dan is x positief Lagrange-stabiel als en slechts als 
y positief Lagrange stabiel is. 

BEWIJS. "Slechts als": voor zekere s E J(x) is y = w(x,s). Als 
s :2: O, dan 

is C+(y) 

. + + is C (y) c C (x) (1.15) en dus compact. Als s < 0, dan 
+ {w(y,t) I s ~ t ~ O} u C (x) en dus als vereniging van 

compacte verzamelingen weer compact. Het "als" gedeelte gaat ana­
loog met rolverwisseling van x en y. D 

9. Morfismen 

In de literatuur vindt men talloze definities van isomorfismen. 
Het zal moeilijk zijn om uit al deze definities een enkele te kie­
zen. De keuze hangt mede af van de soort problemen dat men wil be­
studeren. Morfismen zijn nauwelijks bestudeerd. Hieronder volgt een 
poging om een vrij algemene definitie van morfisme te geven en een 
stukje theorie te ontwikkelen. 

(1.57) DEFINITIE. Laat (X,D,w) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn. 
Een morf isme 

F: (X,D,TI) + (Y,E,p) 

is een paar ($,T) waarbij aan de volgende drie voorwaarden is vol­
daan: 

MO. $: X + Y is een continue afbeelding (het ruimtelijk effect 
van F). 

T: D + :rn. is een continue afbeelding (het tijdsaspect van F) • 

Ml. Voor iedere x EX is Tx: J(x) + J($(x)), gedefinieerd door 
Tx(t):= T(x,t), een strikt stijgende afbeelding met Tx(O) 0. 

M2. Voor iedere (x,t) E D geldt 

$(w(x,t)) = P($(x),T(x,t)). 

In het geval dat $ = idx spreekt men van een parametertransformatie. 
In het geval dat T(x,t) = t voor iedere (x,t) ED noemt men F een 
equitempisch morfisme, en $ een equivariante afbeelding. F heet een 
isomorfisme als F een tweezijdige inverse G: (Y,E,p)+ (X,D,w) heeft 
(zie (1.58)). 



(1.58) DEFINITIE. Laat twee morfismen van dynamische systemen 

en 

gegeven zijn. De samenstellinq Cx,pl van (~,a) en ($,T), 

is gedefinieerd door x:= $ 0 ~ en p(x,t) := T(~(x),a(x,t)) VOOr alle 

(x,t) € D1 • Notatie: Cx,pl = ($,T) 0 (~,a). 
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De samenstelling van twee morfismen is weer een morfisme. Immers, x 

en p zijn als samenstelling van continue functies weer continu. Aan 

MO is dus voldaan. Omdat px = T~(x) 0ax is ook aan Ml voldaan. We 

controleren M2: zij (x,t) € D1; dan is 

Het morfisme ($,T) is een tweezijdige inverse van (~ 1 a) indien 

($,T) o (~ 1 a) en (~,cr)o ($,T) beide gedefinieerd zijn (dus cx3 ,D3.,1T3 ) 

= cx1 ,D1 ,1T1)) en de identieke transformaties op cx1 ,D1 ,1T1), resp. 

cx2 ,D2 ,1T2 ) voorstellen. Dus: 

(met andere woorden, $en~ zijn homeomorfismen en elkaars inverse), 

en 

T (~ (x) ,a (x,t)) t; cr($(y),T(y,s)) = s 
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voor alle (x,t) E D1 , resp. (y,s) E D2 • 

(1.59) VOORBEELDEN. 

1. We beschouwen de volgende dynamische systemen in het complexe vlak: 

TI: C x JR +IC, gegeven door TI(z,t) := z +it (translaties); 
2Tiit . 

p: C x JR +IC, gegeven door p(z,t) := ze (rotaties). 

Een morfisme van het eerste systeem in het tweede systeem is (<jJ,T) 

met <P (z) := e 2 en T(z,t) := 
2TI 
t 

(We controleren M2: voor alle (z,t) E IC x JR 

eTI(z,t) = ez+it (<jJ(z),T(z,t)) = (ez, _!_)· 
2TI ' 

ez+it). z it 
e e 

is <jJ(TI(z,t)) = 

p (<jJ (z) ,T (z,t)) 

2. Zij (X,D,TI) het dynamisch systeem uit voorbeeld (1.40) en zij 

(Y,E,p) het dynamisch systeem uit voorbeeld (1.9)3. Het paar 

(<jJ,T) met <jJ(x) = x en T(x,t) = t voor alle x E X, (x,t) E Dis 

een morfisme. 

3. Zij (X,D,TI) een dynamisch systeem. Laat (X,XxJR ,p) het triviale 

dynamische systeem op X zijn (1.2)2. Het paar (<jJ,T) waarin 

<jJ := idX en T (x,t) ·= 0 voor alle (x,t) E X x JR is geen morfis­

me van (X,XxJR ,p) in (X,D,TI). Merk op dat aan MO en M2 voldaan is. 

4. Zij X := JR+ \{O}, zij D := X x JR en zij TI: D + X gegeven door 
t 

TI(x,t) := xe • Dan is (X,D,TI) en globaal dynamisch systeem. Be-

schouw voorts E := { (x,t) \ (x,t) E X x JR & t > -x}, en laat 

p: E + X gedefinieerd zijn door p(x,t) := x + t. Dan is (X,E,p) 

een lokaal dynamisch systeem. 

Definieer <jJ: X + X door <jl(x) := x en T: D + JR door T(x,t) ·= 

= x(et-1). Dan is (<jl,T) :(X,D,TI) + (X,E,p) een morfisme van dy-

namische systemen. 

Enig rekenwerk laat tevens zien, dat (<jl,T) een isomorfisme is: 

het morfisme (<jl,T'):(X,E,p) + (X,D,TI), waarin T'(x,t) := 

= log(x+t) - log x voor (x,t) E E, is tweezijdige inverse van 

(<jl 1 T) • 

(1.60) STELLING. Laat (<jl,T) :(X,D,TI) + (Y,E,p) een morfisme van dynamische 

systemen zijn, en 1.aat x E X. Dan geldt: 

1. <jl(f+(x)) c r+(<jl(x)), en <jl(f+(x)) = r+(<jl(x)) als het interval 

[0,w(x)) door T op het interval [O,w(<jl(x)) wordt afgebeeld. 
+ + x 

2. <jl(C (x)) c C (<jl(x)). 
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1· Als x een evenwichtspunt is, dan is $(x) een evenwichtspunt. 

4. Als x een periodiek punt is, dan is $(x) een periodiek punt. 

In het geval dat $(x) geen evenwichtspunt is, geldt dan 

'x(p(x)) kp($(x)) met k E :N. 

BEWIJS. 

1. Als y 11(x,s) met s ~ 0, dan is 

$(y) $(11(x,s)) p ($ (x) ,1" (x,s)) 

met <(x,s) ~ 0 (1.57) Ml. Dus $(f+(x)) c f+($(x)). Het is duide­

lijk, dat deze inclusie een gelijkheid is zodra elke t E J($(x)), 

t ~ O, te schrijven is als t = <(x,s) voor geschikte s E J(x), 

s ~ 0, dat wil zeggen, als 'xl[O,w(x)): [0,w(x)) + [O,w($(x))) 
surjectief is. 

2. $(C+(x)) = $(f+(x)) c $(f (x)) c f+($(x)) = C+($(x)). 

3. Als 11(x,t) = x voor alle t E lR, dan is $(x) = $(11(x,t)) 

4. 

p ($ (x) ,1" (x,t)) voor alle t E lR. Omdat 'x strikt stijgend en con­

tinu is, volgt hieruit dat P$(x) = lR ((1.25) en (1.26)). Dus 

$(x) is evenwichtspunt. 

Uit 11(x,p(x)) x volgt $ (x) = $(11(x,p(x)) = p ($ (x) ,<(x,p (x))). 

Dus <(x,p(x)) E p $ (X) = p ($ (x)) :?2: (1.27). Dus er is een k E 

zo dat 'x (p(x)) = kp($(x)). Als $(x) geen evenwichtspunt is, 

x het ook niet, dus p(x) > 0. Uit de strikte monotonie van 'x 

volgt dan, dat 'x(p(x)) > O, dusk ~ O, oftewel k E JN. D 

:?2:+ 

is 

Onderdeel 1 uit bovenstaande stelling geldt mutatis mutandis ook 

voor r en r. In het bijzonder is dus $(f(x)) = f($(x)) als 

'x: J(x) + J($(x)) surjectief is. Uit voorbeeld (1.59)2 blijkt dat 

de inclusie $(f(x)) c f($(x)) strikt kan zijn als 'x niet surjectief 

is. 

Het volgend tweetal lemma's is een voorbereiding op stelling (1.63). 

Lemma (1.62) geeft bovendien enige informatie over de gevallen waar­

in 'x niet surjectief is. 
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(1.61) LEMMA. Laat ($,T):(X,D,TI) + (Y,E,p) een morfisme zijn van dymamische 

systemen. Als x E X zo is dat $(x) geen evenwicht in (Y,E,p) is, dan 

geldt voor alle s en t met t, t+s E J(x) dat 

T(x,t+s) T(x,t)+T(TI(x,t),s). 

BEWIJS. Merk eerst op, dat 

$(TI(x,t+s)) $(TI(TI(x,t) ,s)). 

Het linkerlid is gelijk aan p($(x),T(x,t+s)), en het rechterlid is 

gelijk aan 

p ( $ (TI (x, t) ) , T (TI (x, t) , s) ) p (p ($ (x) ,T (x,t)) ,T (TI (x,t) ,s)) 

p($(x) ,T(x,t)+T(TI(x,t) ,s)). 

Indien $(x) niet periodiek is (i.e. p$(x) is injectief), dan volgt 

hieruit oruniddellijk de gevraagde identiteit. Indien $(x) wel pe­

riodiek is, maar geen evenwicht, dan is 

T(x,t)+T(TI(x,t),s)-T(x,t+s) E p($(x)):iZ, 

waarin p($(x)) > 0. Het linkerlid is evenwel een continue functie 

in (s,t) op de samenhangende verzameling {(s,t) I a(x) < t < w(x) & 

a(x)-t < s < w(x)-t}. Omdat het linkerlid 0 is voor s = t = 0, en 

de verzameling p($(x)):iZ discreet is, volgt hieruit dat het linker­

lid 0 is voor alle s,t onder beschouwing. D 

(1.62) LEMMA. Laat ($,T):(X,D,TI) + (Y,E,p) een morfisme zijn van lokale 

dymamische systemen. Zij x E X en zij 

t := sup{T(x,t) I 0 :;; t < w(x) }. 
x 

Als $(x) geen evenwicht is, en als tx < w($(x)), dan is n(x) ~-
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BEWIJS. Neem aan, dat $(x) geen evenwicht is, dat tx < w($(x)), en 

dat n(x) f 0 (zodat dus w(x) = 00). We tonen eerst aan dat $(n(x)) 

= {p($(x),tx)}. Neem namelijk eens aan dat $(y) f p($(x),tx) voor 

zekere y E n(x). Kies disjuncte omgevingen U en V van $(y), resp. 

p($(x),tx). Wegens de continuiteit van p is er een 8 > 0 zo dat 

p$(x) (tx-o'tx+o) c V. Omdat $ continu is, is er een omgeving w van 

y in X met $ (W) c u. Omdat y E n (x) , is er een t 1 E lR + zo dat 

TI(x,t1) E Wen T(x,t1) > tx - o. Nu is enerzijds $(TI(x,t1)) EU, en 

anderzijds $(TI(x,t1)J = p($(X),T(x,t1 )J E V, in strijd met Un V = 0. 
Hiermee is aangetoond dat $(n(x)) = {p($(x),t )}. Kiesz E n(x). x 
Voor elke t E J(z) is TI(z,t) E n(x) (1.39), en dus $(TI(z,t)) € 

E $(n(x)) {p($(x),t )}, ofwel 
x 

$ (TI(z,t)) 

p ($ (z) ,T (z,t)) 

p (p ($(x) ,t) ,T(z,t)) 

p($(x),tx+T(z,t)) • 

Als $(x) geen periodiek punt is, volgt hieruit dat tx = tx+T(z,t), 

ofwel T(z,t) = 0. Als $(x) periodiek is, maar geen evenwicht, dan 

volgt hieruit dat T(z,t) E p($(x))Zl voor alle t E J(z). Omdat 

0 E Tz(J(z)) en Tz(J(z)) samenhangend is, meet T(z,t) = 0 voor alle 

t E J(z) (vgl. het bewijs van (1.61)). Dit is in strijd met (1.57)M1. 

Dus n(xl = 0. D 

(1.62a)Uit bovenstaand lemma en stelling (1.60).!_ volgt onmiddellijk, dat 

voor elke x E X geldt: 

n(x) f 0 => T [O,w(x)) 
x 

In het bijzonder: 

[O,w($(x))) 

Voor elke positief Poisson-of Lagrange-stabiele beweging TIX is 

$(f+(x)) = f+($(x)). Immers, als TI positief Poisson-stabiel is, 
x 

is X € n(x), dus n(x) f 0, en als TIX positief Lagrange-stabiel is, 

is n(x) f 0 op grond van (1.54). 
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(1.63) STELLING. Laat ($,T) :(X,D,TI) + (Y,E,p) een morfisme zijn van dyna­
mische systemen. Dan geldt voor elk punt. x E X dat $ (Q (x) ) c fl ( $ (x) ) . 

BEWIJS. Neem aan, dat fl(x) f 0 (anders valt er niets te bewijzen), en 
zij y E fl(x). Dan is, voor alle t E JR+, y E C+(TI(x,t)) en dus, op 
grond van (1.60)2 en (1.57)M2: 

+ + $(y) EC ($(TI(x,t))) = C (p($(x),T(x,t))) 

Als $(x) een evenwichtspunt is, is C+(p($(x),T(x,t))) = {$(x)}, en 
dus $(y) E {$(x)} = fl($(x)). Als $(x) geen evenwichtspunt is, volgt 
met lemma (1.62) en de aanname dat fl(x) f 0, dat w($(x)) = 
= sup{T(x,t) J t E JR+} (omdat fl(x) f 0, is w(x) =co!), ofwel, 
T (JR+) = [O,w($(x))). x 
Uit het bovenstaande volgt dan, dat $(y) E C+(p($(x),s)) voor elke 
s E [0,w($(x))). Dus $(y) E fl($(x)) (en w($(x)) =co). D 

(1.64) STELLING. Laat ($,T):(X,D,TI) + (Y,E,p) een morfisme van dynamische 
systemen zijn, en zij x E X. Als x positief Poisson-stabiel is, dan 
is $(x) eveneens positief Poisson-stabiel. 

BEWIJS. Als x positief Poisson-stabiel is, dan is f(x) n fl(x) f 0 
(1.47) (ii). Dan geldt met (1.60) 1 en (1.63) 

0 f $(f(x) n fl(x)) c $(f(x)) n $(Q(x)) c f($(x)) n fl($(x)). 

Uit (1.47) (ii) volgt dan weer dat $(x) positief Poisson-stabiel is. D 

(1.65) STELLING. Laat ($,T):(X,D,TI) + (Y,E,p) een morfisme van dynamische 
systemen zijn, en zij x E x. Als x positief Lagrange-stabiel is, dan 
is $(x) eveneens positief Lagrange-stabiel, en $(C+(x)) = C+($(x)). 

BEWIJS. We mogen aannemen dat $(x) geen periodiek punt is. Uit de op­
merking na lemma (1.62) volgt, dat $(f+(x)) = r+($(x)). Dan is 
r+($(x)) c $(C+(x)) en de laatste verzameling is compact, dus gesloten. 
Bijgevolg is C+($(x)) c $(C+(x)). Ook is $(C+(x)) c C+($(x)) (1.60)2, 
dus $(C+(x)) = C+($(x)). Tevens volgt hieruit dat C+($(x)) compact is, 
d.w.z. $(x) is positief Lagrange-stabiel. D 

Het beeld van een invariante verzameling hoeft niet invariant te zijn. 
Dit blijkt uit (1.59)2. Het volledig origineel van een (positief) in­
variante verzameling is echter wel steeds (positief) invariant. Want 
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als ($,<):(X,D,n) + (Y,E,p) een morfisme van dynamische systemen is 
-1 

en M c Y is invariant, dan geldt voor elke x E $ (M) en elke 

t E J(x) (t~O) dat $(x) EM, dus $(n(x,t)) 

n(x,t) E $-l (M). 

p ($ (x) ,, (x,t)) E M ofwel 

(1.66) STELLING. Laat ($,<): (X,D,n) + (Y,E,p) een isomorfisme zijn van dyna­

mische systemen. Zij x E X en M c x. Dan geldt: 

1. $er (x)) = r ($ (x)) • 

2. $(f+(x)) = r+($(x)). 

3. $(fl(x)) = r2($(x)). 

4. x is evenwichtspunt als en slechts als $(x) evenwichtspunt is. 

5. x is periodiek punt als en slechts als $(x) periodiek punt is. 

Bovendien is 'x(p(x)) = p($(x)). 

6. x is positief Poisson-stabiel als en slechts als $(x) positief 

Poisson-stabiel is. 

7. x is positief Lagrange-stabiel als en slechts als $(x) positief 

Lagrange-stabiel is. 

8. M is een invariante deelverzameling van X als en slechts als 

$(M) een invariante deelverzameling van Y is. 

9. $: X + Y is topologisch. 

10. 'x' J(x) + J($(x)) is topologisch voor elke x EX. 

BEWIJS. Volgt direct uit voorgaande stellingen. 0 

10. Topologisch ruimtelijk effect· 

We beschouwen nu morfismen ($,<):(X,D,n) + (Y,E,p) waarbij $: X + Y 

topologisch is. We zullen aantonen dat zo'n morfisme een isomorfisme 

is indien de verzameling van evenwichtspunten van X nergens dicht 

ligt in X. We bekijken eerst het geval dat $ een continue bijectie is. 

(1.67) STELLING. Zij ($,<):(X,D,n) + (Y,E,p) een morfisme met de eigenschap 

dat $ bijectief is. Dan geldt voor iedere x E X: 

1. x is evenwichtspunt als en slechts als $(x) evenwichtspunt is. 

2. x is periodiek punt als en slechts als $(x) periodiek punt is. 

In dat geval is 'x(p(x)) = p($(x)). 

3. Als x geen evenwichtspunt is, dan is 'x' J(x) + J($(x)) surjec­

tief (en dus topologisch). 

4. $(f(x)) = f($(x)). 
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BEWIJS. 

1. Als $(x) evenwichtspunt is, dan volgt uit (1.60).!_ en (1.28) dat 

{$(x)} c $(f(x)) c f($(x)) = {$(x)}. Omdat $ injectief is volgt 

hieruit, dat f(x) = {x}; dus x is evenwichtspunt. Zie verder 

(1.60)3 voor de omgekeerde implicatie. 

2. Neem aan dat $(x) een periodiek punt is en geen evenwichtspunt 

(anders volgt het gestelde direct uit .!_); dus p($(x)) > 0 (1.27i. 

Zij tx := sup{T (t) I 0 s t < w(x)}. Dan is T [O,w(x)) [0,t ), x x x 
en 

{p($(x),T (t)) I 0 s t < w(x)} = {p($(x),s) loss<t}. x x 

We tonen eerst aan, dat t ~ p($(x)). Want stel dat t < p($(x)). 
+ x x 

Dan is p ($ (x) ,tx) 4: $ (f (x)): anders zou p ($ (x) ,tx) p ($ (x) ,s) 

met 0 s s < tx' ofwel tx - s € P($(x)), in strijd met de definitie 

van p($(x)) en het feit dat 0 < tx - s < p($(x)). 

Omdat $ een bijectie is, is er een unieke y € X zo dat 

$(y) p($(x),tx)' en omdat $(y) 4: $(f+(x)), is y 4: r+(x). Voor 
alle t € J(y) is dan 

$(Tr(y,t}) = p($(y),T (t}) = p($(x),T (t)+t ). 
y y x 

Uit de continuiteit en de (strikte) monotonie van T volgt, dat y 
er een t € J(y) is, t < 0, zo dat - t ·< T (t) < 0, dat wil zeggen, x y 
T (t) + t E [O,t ). Er is dan een s € [O,w(x)) zo dat T (t) + t y x x y x = T(x,s), en dus 

p($(x),T (t)+t) = p($(x),T(x,s)) = $(Tr(x,s)). y x 

Dit betekent, dat $(Tr(y,t)) = $(Tr(x,s)), ofwel ($is injectief) 

Tr(y,t) = Tr(x,s), en dus y = Tr(x,s-t) € f+(x). Tegenspraak, dus 

is inderdaad p($(x)) s tx. We zullen nu eerst aantonen dater een 
z E f(x) is zo dat p($(z)) < t 2 • Merk hiertoe eerst op, dat uit 

(1.61) volgt voor alle u,v E JR met u,u+v E J(x): 

T ( ) (v) rr x,u 

Omdat tTr(x,u) 

T (u+v) - T (u) . x x 

sup{T ( ) (v) I v ~ 0, v € J(Tr(x,u)) 
'IT x,u J(x)-u}, 
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volgt hieruit dat 

t = t - T (u). 11(x,u) x x 

Fixeer nu u E J(x), u < 0. Dan is dus voor z := 11(x,u) 

t t - T (u) > t . 
z x x x 

Anderzijds is p($(z)) p($ (11(x,u))) = p($ (x) ,T (x,u)) p($(x)). 

Omdat p($(x)) $ tx' is nu dus p($(z)) < tz. 

Er is nu een s 0 E [O,w(z)) zo dat Tz(x0 ) = p($(z)). Maar nu is 

$(11(z,s0 )) = p($(z) ,T(z,s0)) = p($(z) ,p($(z))) = $(z), waaruit 

volgt dat 11(z,s0 ) = z. Omdat p($(z)) = p($(x)) ~ 0 is en Tz in­

jectief, is s 0 ~ 0. Dus z is periodiek. Bovendien is p(z) $ s 0 , 

en dus Tz(p(z)) $ Tz(s0 ) = p($(z)). Omdat z E f(x), volgt hier­

uit dat ook x periodiek is, en dat p(x) = p(z), dus Tz(p(x)) = 
= Tz(p(z)) $ p($(z)) = p($(x)). Dit geldt voor elke z = 11(x,u) 

met u E J(x), u < 0. Omdat T continu is, volgt hieruit, dat 

Tx(p(x)) = limT ( )(p(x)) $p($(x)). 
utO 11 x,u 

Omgekeerd volgt uit (1.60)i_ dat p($(x)) $ Tx(p(x)), zodat nu 

inderdaad T (p(x)) = p($(x)). x . 
3. Neem aan dat x (en dus, op grond van.!_, ook $(x)) geen evenwichts-

punt is. Als x periodiek is, is n(x) ~ ~' en uit (1.62) volgt dan, 

dat T [0,w(x)) = [0,w($(x))). En als x niet periodiek is (en dus 
x 

$(x) evenmin, wegens ~), dan blijkt geheel analoog als onder ~. dat 
+ de aanname dat p($(x),tx) gedefinieerd is (maar niet tot $(f (x)) 

kan behoren) tot een tegenspraak voert. Dust ~ [O,w($(x))), of­
x 

welt = w($(x)), en T [O,w(x)) = [0,w($(x))). x x 
Geheel analoog toont men aan, dat in alle gevallen T (a(x),O] 

x 
(a($(x)),O]. Dus T (J(x)) = J($(x)). 

x 
4. Triviaal in verband met.!_, l en de opmerking na (1.60). D 

(1.68) VOORBEELD. Laat (x,xxm ,11) het triviale systeem zijn (1.2)2. Het paar 

($,T), waarin $ := idX en T(x,t) := arctan t voor alle (x,t) EX x lR 

is een morfisme van (X,XXlR ,TI) in (X,XXlR ,TI). Voor geen enkel x is 

Tx surjectief. De voorwaarde dat x geen evenwichtspunt is in (1.67)3 
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kan in het algemeen dus niet gemist worden. 

Niettemin is de volgende verscherping van (1.67)3 mogelijk: 

(1.69) STELLING. Laat (X,D,w) een lokaal dynamisch systeem zijn met de eigen­

schap dat de verzameling van evenwichtspunten van X nergens dicht 

ligt in X. Zij ($,T):(X,D,w) + (Y,E,p) een morfisme z6 dat $ bijec­

tief is. Dan is voor iedere x € X de afbeelding 'x: J(x) + J($(x)) 

surjectief. 

BEWIJS,; We hoeven alleen het geval te bekijken dat x evenwichtspunt 

is. Neem eens aan dat t 
x 

+ 
:= sup{T(x,t) It€ lR} < w($(x)) = 00 • 

Zij t > O en kies o z6 dat 0 < o < T (x,t). 

Er is een omgeving U van x z6 dat <(y,t) > o voor alley€ U. 

Zij n € lN z6 gekozen dat no > t • Omdat voor ieder i € {O, ••• ,n} 
x 

de afbeelding wit continu is, zijn er omgevingen Vi van x z6 dat 

Vi x {it} c Den wcv1 ,it) cu. 

Zij v := n{v. I i = O, ••• ,n}. Nu geldt voor iedere punt y € v dat 
l. 

geen evenwichtspunt is, in verband met (1.67)1 en (1.61): 

T(y,nt) T(y,t) + T(W(y,t),(n-1)t) 

T(y,t) + T(W(y,t),t) + T(W(y,2t) ,(n-2)t) 

n-1 
i~O T(W(y,it),t) >no> tx. 

Anderzijds is <(x,nt) < tx. Omdat iedere omgeving van x "bewegende 

punten" y bevat (waarvoor dus <(y,nt) > tx) volgt hieruit een tegen­

spraak met de continuiteit van Tin (x,nt). 0 

(1.70) STELLING. Laat (X,D,w) een lokaal dynamisch systeem zijn met de eigen­

schap dat de verzameling van evenwichtspunten van x nergens dicht 

ligt in x. 
Zij ($,T):(X,D,w) + (Y,E,p) een morfisme. Dan is ($,<) een isomorfis­

me als en slechts als $ een homeomorfisme is. 

BEWIJS. "Slechts als": triviaal. 
--- -1 

"Als": zij $ een homeomorfisme. 

Definieer ~: Y + X door ~ := $ en cr: E + D door cr(y,s) -1 
:= T~ (y) (s). 

Merk op dat T~(y): J(~(y)) + J(y) topologisch is (1.69), dus cr is 
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goed gedefinieerd, en a voldoet aan de eis, geformuleerd in (1.57}M1. 

Ook is door het paar ($,a} voldaan aan (1.57}M2. Immers, 

$(n(.(x},o(x,t}}} p($(.(x}},T(.(x},o(x,t}}} 

-1 
= p (x,T•(x) (T•(x) (t)) )= p (x,t} $ <• (p (x,t))). 

Dus •<p(x,t)) = n(.(x),o(x,t)). 

Ook aan (1.57)M0 is voldaan. Defineer, om dat in te zien, 

~: D + E door ~(x,t) := ($(x),T(x,t)) en 

'I': E + D door 'l'(x,t) := <•Cx),o(x,t)). 

Dan zijn ~ en 'I' elkaars inversen. De continuiteit van a en • is nu 

bewezen indien aangetoond is dat 'I' continu is. Omdat ~ de inverse 

van 'I' is, is het voldoende om aan te tonen dat ~ open is. Beschouw 

hiertoe een open basisverzameling in D: zij U open in X, en neem 

aan dat u x (a,b) c D. 

Dan is 

~ (UX (a,b)} U ~({x}x(a,b)} 
xe:U 

u 
xe:u 

{$(x) }x(T (a) ,T (b)) 
x x 

U {y}x(T.(y) (a) ,T.(y) (b)): 
ye:$(U} 

Nu zijn de afbeeldingen y 1--+ T(.(y),a) en y t-+ T(.(y},b) continu op 

Y. Omdat $(U} open is in Y volgt hieruit dat W(Ux(a,b)) open is in Y. 

Hiermee is aangetoond dat <• 1 $) een morfisme is, dat de inverse is 

van ($,T). D 

(1. 71) VOORBEELD. Zij X = m.2 met de gewone topologie, en zij Y = m.2 met 

als basis voor de topologie de verzameling van alle open schijven 

die (0,0) niet bevatten tesamen met alle verzamelingen van 
2 2 1 2 2 

de vorm { (x,y) I x + y < - of x + y > n} met n e: :N • Definieer 
n 

n: X x m. + X door n(x,t) := (r,$+rt) waarbij (r,$) de poolcoordina-

ten van x zijn. Laat ook p: Y x m. + Y gedefinieerd zijn door 

p(x,t) := (r,$+rt). Het paar ($,T) waarin $ := idx en T(x,t) := t 
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voor (x,t) E X x lR is een morfisme van (X,XXlR ,ir) + (Y,YXlR ,p), dat 

geen isomorfisme is (want~ is niet topologisch). Echter is (~ 1 T) een 

morfisme waarbij ~ wel bijectief is. 

11. Differentieerbare lokale dynamische systemen 

(1.72) In stelling (1.6) is beschreven hoe bij een open verzameling U van lRn 

en bij een functie f: U + lRn (een vectorveld op U), welke aan de 

unicon-voorwaarde voldoet, een lokaal dynamisch systeem (U,D,ir) ge­

definieerd kan worden. Kortheidshalve zullen we het zo gedefinieerde 

systeem (U,D,ir) een differentieerbaar lokaal dynamisch systeem op 

U noemen. we zeggen ook wel, dat (U,D,ir) het lokale dynamische systeem 

bij het vectorveld f is. 

We merken hierbij op, dat in de literatuur een "abstract" lokaal 

dynamisch systeem (U,D,ir) met U c lRn vaak differentieerbaar wordt 

genoemd als voor elke q E U de functie 1T : J(q) + u differentieerbaar 
q 

is in het punt 0, zeg met afgeleide F(q) E lRn, dat wil zeggen, als 

voor elke q E U 

F(q) := lim ir(q,s)-q 
s+O s 

gedefinieerd is. Gebruikmakend van bet groepsaxioma (1.1)A2 ziet men 

nu gemakkelijk in, dat voor elke q E u en t E J(q) geldt: 

F(ir (q,t)) lim ir(ir(q,t),s)-ir(q,t) 

s+O s 

u+t 

lim ir(q,u)-ir(q,t) 
u-t 

Dus 1T is oplossing van de differentiaalvergelijking x' = F(x) zo q 
dat 1T (0) = q. (N.B. Er is geen garantie a priori dat F aan de unicon q 
voorwaarde voldoet, zelfs niet als F continu is.) 

(1. 73) STELLING. Zij U een open deelverzameling van lRn en laat f: u + lRn 

aan de unicon-voorwaarde voldoen. Zij h: U + lR een continue functie 

met h(x) > 0 voor alle x E U. Dan voldoet ook de (puntsgewijs gede­

finieerde) productfunctie h.f aan de unicon-voorwaarde. 

Laat nu (U,D,ir) en (U,E,p) de lokale dynamische systemen zijn bij 

f en h.f. Dan wordt door 



(1. 74) 

T(x,t) 

t 

:= J -h_,.(-7T-:-~-s,-s...,.)..,...) 
0 

een continue functie T: D + lR gedefinieerd zo dat 

(id0 ,T): (U,D,7T) + (U,E,p) 

een isomorfie van lokale dynamische systemen is. 
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BEWIJS. In het eerste deel van het bewijs zal alleen gebruik worden 

gemaakt van de continuiteit van f, hen 1/h. Uit (1.5)DV3 volgt, dat 
er bij ieder punt q € u ten minste een oplossing 7f :(a,b) + u bestaat q 
van het beginwaardeprobleem 

x' f(x) en x(O) q. 

Definieer T : (a,b) + lR door 
q 

T (t) 
q 

t 

:= f h(7Td~s)) 
0 q 

(a<t<b). 

Dan is T een strikt stijgende continue, zelfs differentieerbare, 
q -1 

functie met T' (t) = [h(7T (t))] en T (0) = O. Zij (c,d) := T (a,b), q q q 
en laat a :(c,d) + (a,b) de inverse zijn van T. Dan is ook a con-q q q 
tinu en differentieerbaar, en 

a' (t) 
q T 1 (a (t)) 

q q 
h(7T (a (t))) 

q q 

voor alle t E (c,d). Definieer nu p : (c,d) + U door 
q 

p (t) := 7f (a (t)) 
q q q voor t E (c,d). 

Dan is pq differentieerbaar, en voor alle t E (c,d) geldt: 

p' (t) 
q 

7f 1 (a (t)) a' (t) 
q q q 

f(7T (a (t)) )h(7T (a (t))) q q q q 

f(p (t) )h(p (t)). 
q q 
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(1. 75) 

Dus p : (c,d) + U is een oplossing van het beginwaardeprobleem 
q 

x' h(x)f(x) en x(O) q. 

Merk nog op, dat cr voldoet aan cr' (t) h(p (t)) en cr (0) 0, waaruit 
q q q q 

volgt, dat 

cr (t) 
q 

t 

J h(pq(u))du 

0 

voor alle t E (c,d). 

In bovenstaande bewijsvoering is alleen gebruik gemaakt van de con­

tinuiteit van f en h. Een analoge redenering kan dus toegepast wor­

den met h.f in plaats van f en 1/h in plaats van h: iedere oplossing 

pq van (1.75), gedefinieerd op een interval (c,d) definieert een op­

lossing ~q: (a,E) + U van (1.74) door ~q(t) := pq(Tq(t)) voor 

a < t < b; hierin is (a,b) het beeld van (c,d) onder de afbeelding 

o : tf-+- Jt0 h(p (u))du, en T : (a,b)+(c,d) de inverse van a . q q q q 
In de eerste plaats volgt uit het bovenstaande, dat h.f aan de uni-

con-voorwaarde voldoet als en slechts als f eraan voldoet. Voorts, 

als f en h.f inderdaad aan de uniconvoorwaarde voldoen, laat dan 

(U,D,TI) en (U,E,p) de lokale dynamische systemen zijn bij de vector­

velden f, resp. h. f. Definieer T: D + lR en cr: E + lR door 

T (q,t) := T (t) 
q 

en cr(q,t) ·= 
als hierboven. Dan beeldt T 

q 

cr (t), waarin T en cr gedefinieerd zijn q . q q 
het definitie-interval J(q) van TI bi­

q 
jectief af op het definitie-interval van p , met cr 

q q 
als inverse, en 

T en cr zijn parametertransformaties, als tenminste T en cr continu 

zijn. Indien dit laatste aangetoond is, is onze stelling bewezen. 

Wegens de symmetrie behoeven we slechts de continuiteit van een der 

functies cr en T aan te tonen, en om typografische redenen kiezen we 

cr. De afstand van x tot y (in Uc JRn) zullen we zowel met d(x,y) als 

lx-yl noteren. We tonen aan, dat cr continu is in een punt (x,t) E E. 

Gemakshalve nernen we aan, dat t ~ 0 (het geval t ~ O gaat analoog). 

Zij E > 0. De functie h 0 px is continu op z'n definitie-interval, dus 

begrensd op een orngeving van t. Er is dus een o1 > 0 zo dat het in­

terval [-o 1 ,t+o 1J geheel tot het definitie-interval van px behoort, 

terwijl 
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e: 
< -

2 

voor "lle s € lR met I s-t I < o1 • 
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Zij nu K0 := px[-o 1 ,t+o 1J. Omdat K0 compact is en K0 c u, is er een 

n1 > o zo dat 

Ook K1 is compact, en his dus uniform continu op K1 • Bepaal n2 > 0 

zo dat voor alle p, q E K1 met d(p,q) < n2 geldt 

lh<p> - hCq> I < 2 e: 
max{1,t+o 1} 

Bepaal tenslotte o > 0 zo (zie (1.5)DV4), dat p(y,u) is gedefinieerd 
2 

en voldoet aan 

d(p (x,u) ,p (y,u)) < min{n 1 ,n2} 

voor alle y € U met d(x,y) < o2 en voor alle u E lR met -o 1 s u s 

s t+o 1 . Nu is voor alle (y,s) EE met ly-sl < o2 en lt-sl < o1 : 

lcr<x,t)-cr(y,s) I s lcr<x,t)-cr(x,s) I 

S I f h(px(u))dul 

s 

+ lcr(x,s)-cr(y,s) I 
s 

+ I f (h(p(x,u))-h(p(y,u)))dul 

0 

(1. 76) STELLING. Zij U een open deelverzameling van lR.n Ieder differentieer­

baar lokaal dynamisch systeem op U is onder een parametertransfor­

matie isomorf met een differentieerbaar globaal dynamisch systeem. 

BEWIJS. Zij (U,D,n) het lokaal dynamische systeem bij het vectorveld 

f. Zij F := lR.n \U, en definieer de rij verzamelingen 

A0 c A c .•. c A c •.• c u door A := {x E u I d(x,F) ~ 1} en A := 
1 n -n 0 n 

{x EU d(x,F) ~ 2 & lxl s n} voo:r n = 1,2, .•.• Dan is 

U{A n=0,1!2, ... } =U. Definieernug: U+lR. door n 
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(1. 77) 

g(x) 

X E U := { ! als d(x,F) ~ 1, 

d(x,F) 
d(x,F)+l als d(x,F) $ 1, X E U 

en vervolgens h: U-+ lR door h(x) := l+li7~) I voor x E U. Dan is 

g (en dus ook h) continu op u. Beschouw dan de differentiaalverge­

lijking 

x' f(x)h(x) 

We zullen aantonen dat het dynamische systeem bij (1.77) een globaal 

dynamisch systeem is. De stelling volgt dan uit (1.73). In (1.S)DV3 

wordt vermeld dat voor iedere p E U en iedere t 0 E lR de oplossing 

p van (1.77) met p (t0 ) =pin ieder geval gedefinieerd is op het 
p p r 

interval [t0-c ,t0+c] waarin c := ~2 , met r := min{1,d(p,F)} en p p p M 
M := max{ih(x)f(x) I Ix EU & d(x,p) $ !r}. we zullen nu aantonen, 

dat c ~ 1/8 voor alle p E U. Hieruit volgt dan gemakkelijk, dat p p p 
voor elke p op heel lR gedefinieerd is (een oplossing op [a,b] is 

N N "' N N na N stappen op [a- 8,b+ 9J gedefinieerd, en UN=l [a- 9,b+ BJ = lR). 

Welnu, als p E A0 dan vinden we c 
-(n+l) p 

r ~ 2 en M $ max{g(x) I d(x,p) 
d(x,F) :;; 2-n+l} :;; 2-n+l. We 

1/2. Is p E An+l\An' dan is 

:;; max{g(x) J x E U & 

D 

(1. 78) STELLING. Zij (JR ,D,11) een lokaal dynamisch systeem op lR. Dan is er 

een open interval U van lR en een differentieerbaar dynamisch systeem 

(U,E,p) op U, dat isomorf is met (lR ,D,11) onder een equitempisch iso­

morfisme. In het bijzonder is ieder lokaal dynamisch systeem op lR 

isomorf met een globaal dynamisch systeem. 

BEWIJS. Merk eerst op dat uit (1.29)2, (1.51) en (1.49) volgt dat 

voor iedere x E lR geldt r (x) = {x} (evenwichtspunt) of r (x) is een 

open interval. 

Zij F de verzameling van evenwichtspunten van (JR ,D,11).F is gesloten 

(1.31). Dan is lR\F de vereniging van paarsgewijs disjuncte banen, 

die elk een interval zijn; hiervan kunnen er hoogstens aftelbaar 

veel zijn, zeg k stuks (eventueel k=">). Zij Bk ·= JN als k = "' en 

Bk := {1,2, ... ,k} als k eindig is. Dan is dus 



( 1. 79) 

R\F U{ (a ,b ) j n E Bk}· 
n n 
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Voor elke n E Bk en y E (an,bn) valt de baan f(y) van y samen met 

(a ,b): TI beeldt het interval (a(y) ,w(y)) eontinu en 1,1-duidig 
n n y 

af op het interval (a ,b ). (Merk op, dat TI niet periodiek kan zijn 
n n y 

omdat lR geen homeomorfe beelden van de eirkel kan bevatten). Dus 

TI is strikt stijgend of strikt dalend. In het eerste geval kennen 
y 

we aan (a ,b ) het getal s := +1 toe, in het tweede geval s := -1. 
n n n n 

Anders gezegd: als 0 < t < w (y) , dan is 

sn sgn(TI(y,t)-y). 

Al naar gelang sn > 0 of sn < 0 is zeggen we dat de baan in posi­

tieve, resp. negatieve riehting wordt doorlopen. 

Definieer nu het systeem (U, E, p) en de funetie <P: lR + lR als volgt. 

We doen dit eerst op de intervallen (an,bn) afzonderlijk. 

I. Als (an,bn) begrensd is, definieer dan eerst hn: (an,bn) + lR door 

h (x) := s (b -x) (x-a ) 
n n n n 

voor an < x < bn. Merk op, dat hn aan de unieon-voorwaarde vol­

doet op (an,bn) (hn is een Lipsehitz-functie). Laat nu 

D :=((a ,b ),E ,p) het dynamisehe systeem op (a ,b) zijn bij 
n n n n n n n 

het veetorveld h op (a ,b ). Omdat (a ,b) open, begrensd en samen-
n n n n n 

hangend is, en geen evenwiehtspunten m.b.t. pn bevat (hn(x) f 0 

voor alle x E (an,bn)!), valt (an,bn) samen met de baan van elk 

van z'n punten onder de beweging pn. Voorts wordt (an,bn) onder 

de beweging pn in dezelfde orientatie doorlopen als onder de be­

weging TI (immers, hn is definiet op (an,bn)' en het teken van hn 

is gelijk aan het teken van sn). Uit (1.18) (iv) volgt nog, dat 

voor elke y E (an,bn) de bewegingen TI en p op heel lR gede-
y ny 

finieerd zijn (i.h.b. is En= (an,bn) x lR). Definieer nu 

<fin: (an,bn) + (an,bn) als volgt: fixeer een punt en E (an,bn), 

bijvoorbeeld en:= !<a +b ), en zij dan 
n n 

-1 
) . 
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>* 

Als compositie van twee continue, strikt monotone, beide stijgen­

de, of beide dalende, bijecties van (an,bn) op lR, resp. van lR 

op (an,bn)' is ~n een strikt stijgende, continue bijectie van 

(an,bn) op zichzelf. 

II. Zij (an,bn) niet begrensd. we onderscheiden nu drie gevallen: 

(i) an > -=, bn = =. 

Definieer hn: (an,=) + lR door 

hn (x) := s (x-a ). 
n n 

Merk op, dat hn aan de unicon-voorwaarde voldoet. Zij Dn 

het dynamische systeem op (an,=) bij het vectorveld hn. 

Door expliciete berekening vindt men: pn(y,t) = 

=an+ (y-an)exp(snt); in het bijzonder is Dn dus globaal. 

Mutatis mutandis geldt in dit geval hetzelfde als onder 

I. Met name, als en € (an,=) gefixeerd wordt, bijvoorbeeld 

en :=an+ 1, definieer dan ~n: (an,=)+ (an, 00 ) door (1.79). 

Dan is ~ een strikt monotone, continue injectie van (an, 00 ) 

n * 
in zichzelf.) 

(ii) an = -=, bn < =. 

Geheel analoog aan (i), met hn(x) := sn(bn-x), en met 

en € (-=,bn), bijvoorbeeld en := bn -1. 

(iii) an = -=, bn = = (nu is uiteraard n=1, (a1 ,b1) = lR, en F=!1)). 

Geheel analoog aan (i) en (ii) met hn(x) := sn voor alle 

x € lR, en met en := O. 

Definieer nu ~ : lR + lR door 

~(x) 

Kennelijk is ~ een strikt monotone afbeelding van lR op een open 

deelinterval U van JR. Hieruit volgt, dat ~ een topologische af­

beelding van lR op U is. 

In dit geval is het niet uitgesloten dat w(c ) < 00 • Als dat zo is, 
dan beeldt Pncn het interval [O,w(cnll af opneen eindig interval van 
de gedaante [c ,b'), en (a ,b) wordt door~ afgebeeld op (an,bn'). n n n n n 



Laat h: U -+ :JR gegeven zijn door 

h(x) 
:= ro als 

1 hn (x) 

x € F 

als x E (a ,b ) n u. 
n n 
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Dan voldoet h aan de unicon-voorwaarde (h voldoet lokaal aan een 

Lipschitz-voorwaarde). Laat (U,E,p) het lokale dynamische systeem 

zijn bij het vectorveld h op U. Het is duidelijk (uniciteit van op­

lossingen) dat op (an,bn) n U de beweging p samenvalt met de bewe­

ging pn. Voorts is elke x E F een evenwichtspunt voor p (want h(x) 

= 0 voor x E F), en er zijn geen andere evenwichtspunten voor p 

(want op U\F is h nergens nul). Het is nu niet moeilijk om aan te 

tonen dat ~ een equitempisch isomorfisme induceert van (:JR,D,n) op 

(U,E,p). Immers, als x E F, dan is voor alle t E :JR 

~(TI(x,t)) 

~(TI(x,t)) 

~ (x) p(~(x),t). 

~n(n(cn,tx+t)) 

-1 
pn(cn,(Ticnl Ticn(tx+t)) 

p (c ,t +t) 
n n x 

= pn(~(x),t) = p(~(x),t). 

Dus ~ is inderdaad een isomorfisme. 

De laatste bewering uit de stelling, n.l. dat ieder lokaal dynamisch 

systeem op :JR isomorf is met een globaal dynamisch systeem volgt 

direct uit (1.76), toegepast op (U,E,p). D 

(1.80) we kunnen de slotconclusie van (1.79) nog iets verscherpen: ieder 

lokaal dynamisch systeem op :JR is isomorf met een globaal, differen­

tieerbaar systeem op :JR (en niet slechts "op U", waarin U een open 
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deelinterval van lR is). Beschouw, om dit in te zien, een differen­

tieerbare, topologische afbeelding w van u op lR, met differentieer­

bare inverse, en definieer een (globaal) systeem op lR zo dat w 
een isomorfisme wordt. De details laten we aan de lezer over. 

(1.81) We merken tenslotte op, dat niet ieder lokaal dynamisch systeem op 

een open deelverzameling X van lRnisomorf is met een differentieer­

baar systeem. Voor details verwijzen we naar (4.30) tot (4.38). 



55 

II. LOKALE SECTIES EN VLAKKE DYNAMISCHE SYSTEMEN 

1. Voorbereidingen 

(2.1) NOTATIE. In deze en de volgende paragrafen zal steeds (X,D,TI) een 

lokaal dynamisch systeem zijn. Zoals steeds, is X hierin een Hausdorff 

ruimte. Nadere eisen voor X of voor het gehele systeem zullen in het 

nu volgende, indien nodig, steeds expliciet geformuleerd worden. 

We herinneren de lezer aan de volgende algemeen gebruikelijke nota­

tie-wijze: als Y en Z verzamelingen zijn, W c Y en f: W + Z een func-

tie, dan is, voor elke P c Y, f (P) := {z E Z (3pEPnW) (z=f (p))} 

f(PnW). In het bijzonder: als Ac X en I c lR, dan is TI(AxI) = 

TI((AXI)nD) = u Tit(A) = u TI (I), waarin dan Tit(A) = Tit(AnXt) tEI aEA a 
en Tia(I) = Tia(InJ(a)). In dit verband zullen we nog de volgende no-

tatie bezigen (vgl. (1.10)): voor I c lR is 

XI := n{xt I t EI}= {x Ex I c J(x)}. 

(2.2) LEMMA. Laten Y1 , Y2 en Z topologische ruimten zijn, W een open deel­

verzameling van Y1 x Y2 en f: W + Z een continue functie. 

1 • Zij A 2 een compacte deel verzameling van Y2 en y E Y 1 zo dat 

{y} x A2 c w. Dan zijn er bij elke omgeving U van f({y}xA 2) in Z 

omgevingen v1 van y in Y1 en v2 van A2 in Y2 zo dat v1 x v2 c w 
en f(V1 xv2) c u. 

2. Zij Ai een compacte deelverzameling van Yi (i=l,2) zo dat 

A1 x A2 c W. Dan zijn er bij elke omgeving U van f(A1xA2) in Z 

omgevingen Vi van Ai in Yi (i=l,2) zo dat v1 x v2 c w en 

)1 
3. Neem aan, dat Z een metrische ruimte is met metriek d. Zij A2 

een compacte deelverzameling van Y2 en zij y E yl zo dat 

{y} x A2 c W. Dan is er bij elke £ > 0 een omgeving v1 van y in 

yl zo dat v1 x A2 c W en 

d(f(y,a),f(y',a)) < £ voor alle y' E V en a E A2 • 

Dit onderdeel van het lemma kan voor willekeurige uniforme ruimten 
geformuleerd worden. 
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BEWIJS. 

1. Bij iedere a E A2 zijn er omgevingen v1a van y en v2a van a 

zo dat v1a x v2a c W en f(V1axv2a) c u. Overdek nu A2 met eindig 

vele der v2a's (en noem hun vereniging v2), en neem de doorsnede 

der corresponderende v1a•s (en noem deze doorsnede v1). 

2. Op grond van .!. zijn er bij elke b E A1 omgevingen v1b van b en 

v2b van A2 zo dat v1b x v2b c w en f(v1bxv2b> c u. Overdek A1 
met eindig veel der v1b•s en neem de doorsnede der corresponde­

rende v2b•s: dit levert v1 , resp. v2 met de gevraagde eigenschap­

pen. 

3. (Analoog aan .!._): bij elke E > 0 en a E A2 zijn er omgevingen 

v1a van yen v2a van a zo dat v1a x v2a cw en d(f(y,a),f(y',a')) 

< E/2 voor alley' E v1a en a' E v2a. Er zijn a 1 , ••• ,an E A2 zo 

dat A2 c lJ~=l v2ai.Voor y' € Vl := n~=l Vlai en a€ A2 geldt dan: 

er is een j E {1, ••• ,n} zo data E v2 , dus 
aj 

d(f(y,a) ,f(y' ,a)) ~ d(f (y,a) ,f(y,aj)) + d(f (y,aj) ,f(y' ,a)) 

<£+£= 2 2 e:. D 

(2.3) PROPOSITIE. Laat A een compacte deelverzameling van X zijn en [a,b] 

een compact interval in JR. Er geldt: 

1. Bij elke omgeving U van A in X zijn er een E > 0 en een omgeving 

V van A zo dat V x [-E,E] c Den n(vx[-E,E]) c u. 
2. De verzameling X[a,b] (zie (2.1)) is open in x. 
3. Indien X een metrische ruimte is met metriek d, en 

) 1 
dan is er bij elke E > 0 een omgeving V van x zo 

als x E x[a,bJ' 

dat v c x[a,b] en 

d(n(x,t),n(y,t)) < E voor alle y E V en t E [a,b] 

BEWIJS. 

1. Volgt uit (2.2)~ met Y1 := X, Y2 := lR, w := D, f := n, A1 :=A 

en A2 := {O}. 

Vergelijk deze uitspraak met (1.5)DV4. 
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2. Volgt op analoge wijze uit (2.2)..!_. 

3. Volgt uit (2.2)3. D 

(2.4) PROPOSITIE. Neem aan dat (X,D,n) globaal is. Dan is voor elke geslo­

ten deelverzameling F van X en elke compacte deelverzameling I van 

lR de verzameling TI(FXI) gesloten in x. 

BEWIJS. Zij x EX, x El n(FxI). Dan geldt voor alle t E -I:= 

{-t I t E I} dat TI(x,t) 4 F. Met andere woorden, TI({x}x(-I)) c 

c X\F. Uit (2.2)..!_ volgt dan, dat er een omgeving U van x is zo dat 

TI (Ux (-I)) c X\F. Dit betekent, dat TI (y, t) 4 F voor alle y E U en 

t E -I, ofwel y 4 TI(FXI) voor alley E U. D 

Bovenstaand bewijs gaat niet door voor lokale dynamische systemen; 

dat mogelijkerwijs F x I ~ D kan geen kwaad, maar er is nu geen ga­

rantie dat TI(x,t) gedefinieerd is voor x E X\TI(FXI) en t E -I. Als 

in dat geval TI(x,t) wel is gedefinieerd (dat wil zeggen, als x E x_1 l, 

dan vindt men op analoge wijze een omgeving U van x in X zo dat 

Uc X en TI(y,t) 4 F voor t E -I en y E U, oftewel U n TI(FXI) 0. -I 
Dus TI(FxI) is gesloten in x_1 , dat wil zeggen, TI(Fxr) n x_1 is ge-

sloten in x_1 . 

(2.5) LEMMA. Als [a,b] een compact interval is en Fis een gesloten deel­

verzameling van X, dan is TI(Fx[a,b]) n X[-b,-a] gesloten in X[-b,-a]" 

BEWIJS. Pas het bovenstaande toe met I := [a,b]. D 

(2. 6) VOORBEELD. Als F gesloten is in X en I c lR is compact zo dat 

F x I c D en TI(FXI) c x_1 , dan behoeft TI(Fxr) nag niet gesloten te 

zijn in x. Want neem maar 

x ·= lR2 \{ (0,0)} 

D := { (x,y,t) E lR3 I y -I O}u{ (x,0,t) E lR3 I x > 0 & t > -x}u 

3 u{ (x,0,t) E lR x < 0 & t < -x}. 

TI((x,y) ,t) := (x+t,y) voor (x,y,t) E D. 

Dan is F := {(0,y) [ 0 < y ~ 1} gesloten in X, maar 
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{ ex, yl I Ix I ,, 1 & o < y ,, 1 J [-1,1] x (0,1] 

is niet gesloten in X. 

Merk op, dat in deze situatie 

2 
X[-l,l] =JR. \[-1,1] x {O}; 

dus is 

ruimte 

n(Fx[-1,1]) c X[-l,l]' en n(Fx[-1,1]) 

x[-l,l] van x. 

is gesloten in de deel-

2. Secties 

(2.7) DEFINITIE. Een niet-lege deelverzameling Q van X heet een sectie in­

dien er een n > 0 bestaat zo dat er voor iedere x E X en iedere t 0 E JR. 

ten hoogste een element t E [t0 ,t0+nJ is ZO dat TI(x,t) E Q. In dat ge­

val noemt men Q ook wel een n-sectie. Indien Q voor iedere n > 0 een 

n-sectie is, noemt men Q een oo-sectie. Indien Q een oo-sectie is, en 

als bovendien n(QXJR) = X, dan heet Q een globale sectie. 

(2.8) VOORBEELDEN 

1. Beschouw translaties in JR.2 , evenwijdig aan de x-as: het globale 
2 2 

systeem (JR. ,JR. xJR,n) met 'JT((x,y),t) := (x+t,y). 

Voor elke n > 0 is de y-as Q := { (0 ,y) I y E JR.} een sectie. Om-
2 

dat TI (QxJH )> JR. , is Q een globale sectie. 

Evenzo is Q' := { (0,y) I JyJ $ 1} u { (1,y) I Jyl > 1} een gl0bale 

sectie. 

Merk op, dat {(1,y) I JyJ $ 1} en {(1,y) I Jyl > 1} beide oo-secties 

zijn, maar geen van beide zijn het globale secties. 

Tenslotte: behalve Q is ook Q" := {(1,y) I y E JR.} een globale 



sectie. Maar Q u Q" is een n-sectie slechts voor n < 1. Immers, 
2 

voor elke (x,y) E lR zijn er twee waarden t 1 , t 2 E lR met 

t 2 = 1 + t 1 (en dus t 2 E [t1 ,t1+n] als n > 1) zodanig dat 

11((x,y),ti) E Q u Q" voor i = 1,2,. 

2 2 t t 2. Beschouw (lR ,lR x]R ,11) met 11( (x,y) ,t) := (xe ,ye ) voor alle 
2 (x,y) E lR en t E lR. Iedere cirkel Q die het punt (0 ,0) in z 'n 
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binnengebied heeft snijdt elke baan in precies een punt en is der­

halve een oo-sectie. Een dergelijke cirkel Q die (0,0) niet in z'n 

binnengebied heeft is geen n-sectie voor welke n > 0 dan ook: voor 

elke n > 0 is er een punt (x,y) waarvan de baan "bijna raakt" aan 

Q in dien zin dat er t 1 ,t2 E lR zijn met 0 < t 2 - t 1 < n z6 dat 

11((x,y),t,) E Q voor i = 1,2. 
1 2 2 3. Beschouw (lR ,lR x]R ,11) met 11((x,y) ,t) 

halfrechte { (;\.a,;\.b) I ;\. > O} met (a,b) 

:= (xcos t, ysin t). I.edere 
2 

E lR is een n-sectie voor 

0 < n < 211, maar geen n-sectie voor n ~ 211. 

4. In het globale dynamische systeem op lR2 \{ (0,0) }, gedefinieerd 

door ((x,y),t) := (xcos !., ysin !.), waarin r = (x2+y2)!, is 
r r 

Q := (0,1] x {O} geen n-sectie voor enige n > 0. Daarentegen is, 

voor 0 <a< 1, [a,l]x{O} een n-sectie voor n < 211a. 

5. Als (X,D,11) een globale sectie heeft behoeft (X,D,11) niet noodza­

kelijkerwijs een globaal dynamisch systeem te zijn. Neem maar 

X := { (x,y) E lR2 I x > O}, D := { (x,y,t) E lR3 I x > 0 & t > - x} 

en 11((x,y),t) := (x+t,y) voor (x,y,t) ED. Dit systeem is niet 

globaal, maar Q := { (1,y) I y E lR} is een globale sectie. 

(2.9) De volgende opmerkingen mogen nog dienen ter verduidelijking van het 

begrip "sectie". Zij li'J * Q c X en n > 0. 

1. Q is een oo-sectie als en slechts als Q geen enkele periodieke baan 

snijdt, en iedere niet-periodieke baan in ten hoogste een punt. 
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~. Q is een globale sectie als en slechts als (X,D,n) geen periodieke 

punten heeft, en Q juist een punt met elke baan gemeen heeft. 

3. Als Q een n-sectie is, 0 * Q' c Q en 0 < ~· $ n, dan is Q' een n'­

sectie. 

(2.10) LEMMA. Zij 0 * Q c X en 0 < n < oo De volgende beweringen zijn equi­

valent: 

(i) Q is een n-sectie. 

(ii) Q n nt(Q) = 0 voor 0 < it! $ n. 

(iii) ns(Q) t 
0 0 :<; s :<; n 1T (Q) voor < t n. 

(iv) 1Tu(Q) n 1Tv (Q) 0 voor -In ? u < v :<; In. 

Indien Q x [-ln,lnJ c D, dan is de volgende uitspraak eveneens equi­

valent met de uitspraken (i) tot en met (iv): 

(v) De afbeelding 

h ·= nl . · QxC-ln,lnJ 
Q x C-ln,lnJ + n(Qx[-ln,lnJl 

is bijectief. 

BEWIJS. (i) =>(ii): als y = nt(x) met x,y E Q en 0 < It!:<; n, dan be­
vat het interval [O,n] ingeval t ~ O, en het interval [-n,O] ingeval 
t < O, twee waarden van s wadrvoor n(x,s) E Q, narnelijk s = 0 en 

s = t. Tegenspraak met (i). 

(ii) => (iii) => (iv): eenvoudig. 

(iv) => (i): Neem aan dat niet aan (i) is voldaan: er is dan x E X 
s t en er zijn s, t E JR met s < t $ s + n zo dat 1T x E Q en 1T x E Q. 

Zij u := l<s+t) en v := l<t-s). Dan is u = v + s en u = t - v, en 
dus 1TUX = 1Tv(1TSX) E 1TVQ en 1TUX = 1T-v,1TtX) E 1T-vQ (N.B.: u E J(x)). 

Daar -In :<; - v < v $ In, is dit in strijd m~t (iv). 

Tenslotte: als Q x [-ln,lnJ c D, dan is de hierboven gedefinieerde 

afbeelding hop heel Q x [-ln,lnJ gedefinieerd, en his een surjectie 
van deze verzarneling op n(Qx[-ln,lnJ). Het is eenvoudig in te zien, 

dat injectiviteit van h equivalent is met (iv). D 

(2.11) PROPOSITIE. Zij Q een niet-lege, gesloten deelverzameling van X, zij 

n > 0 zo dat Q x [-n,nJ c D, en laat h gedefinieerd zijn als in 

2.lO(v). De volgende beweringen zijn equivalent: 
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(i) Q is een n-sectie. 

(ii) h: Q x [-~n,inJ ~ TI(Qx[-in,!nJ) is een homeomorfisme. 

BEWIJS. (ii) • (i): Volgt direct uit (2.10). 

(i) •(ii): Als Q een n-sectie is, is h een bijectie van Q x [-in,!nJ 

op TI(Qx[-in,!nJ) (2.10) (v). Als restrictie van een continue afbeel­
ding is h continu. Orn aan te tonen dat h een homeomorfisme is, 

is het voldoende om te laten zien dat voor iedere gesloten deelver­

zameling F van Q en ieder interval [a,b] c [-in,inJ, de verzameling 

h(Fx[a,b]) = TI (Fx[a,b]) gesloten is in TI (Qx[-!n, inJ) (immers, de 

verzamelingen F x [a,b] met F c Q gesloten en [a,b] c [-in,inJ vor­

men een subbasis voor de gesloten verzamelingen van Q x [-!n,inJ, en 

omdat h injectief is, volgt dan dat h een gesloten afbeelding is; 
-1 hieruit volgt dan, dat h continu is). 

we maken gebruik van lemma (2.5). Merk eerst op, dat voor alle 

x E F c Q, t E [a,b] c [-!n,!nJ en s E [-b,-a] c [-~n,inJ geldt: 

t + s E [-n,nJ, dus (x,t+s) E Q x [-n,nJ c D. Maar dan is ook 

(TI(x,t),s) ED (maximaliteitsaxioma), dat wil zeggen: 

TI(Fx[a,b]) x [-b,-a] c D, ofwel TI(Fx[a,b]) c X[~b,-aJ" In het bijzon­
der (pas het voorgaande toe op Q en [-in,inJ is ook 

TI(Qx[-!n,!nJJ c x[-in,inJ c x[-b,-a]" Conclusie: 

TI(Fx[a,b]) c TI(Qx[-!n,!nJl c X[-b,-a]· 

Uit (2.5) volgt, dat TI(Fx[a,b]) gesloten is in X[-b,-a]' Derhalve is 

TI(Fx[a,b]) gesloten in TI(Qx[-!n,!nJ). D 

3. Secties en morfismen 

(2.12) NOTATIE. Ook in deze paragraaf zal steeds met (X,D,TI) een lokaal dy­

namisch systeem bedoeld warden. 

Als n > 0 gegeven is, zij dan r := [-!n,!nJ en r 0 := (-!n,!nl. In-n n 
dien in zekere kontekst duidelijk is wat n is (bijv. als er sprake 

0 is van een n-sectie), dan schrijven we I en I in plaats van In en 
0 

I . 
n 

Als J c JR een interval is, dan is voor a > 0 en t E JR: 

aJ := {as I s E J} en J + t ·= {s + t I s E J}. 
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Indien 0 * Q c X, en Q is een n-sectie in (X,D,n) zo dat Q x I c D, 
dan zal steeds h := njQXI : Q x I+ n(QXI). Op grond van (2.10) (v) is 
h een continue bijectie. 

(2.13) PROPOSITIE. Laat Q een n-sectie zijn in (X,D,n) zo dat Q x I c D. 
Dan wordt er door 

I 0 0 G := {((x,s),t) (x,s) € Q x I & t EI - s} 

1; ( (x,s) ,t) := (x,s+t) voor ( (x,s) ,t) E G 

een lokaal dynamisch systeem (QxI0 ,G,1;) gedefinieerd, en 
0 h' := hJQxIO' Q x I + X is een continue, equivariante injectie 

(d.w.z. h' is het ruimtelijk effect van een equitempisch morfisme 
van dynamische systemen, en h' is injectief). 

0 BEWIJS. Het is niet moeilijk om te controleren dat (QXI ,G,1;) een lo-
kaal dynamisch systeem is: het bewijs daarvan laten we aan de lezer 
over. Op grond van (2.13) hoeft nog slechts nagegaan te worden dat 
het paar (h',T), waarin T((x,t),s) := s voor ((x,t),s) EG, aan 
(1.57)M0,M1 en M2 voldoet, Welnu, MO is triviaal vervuld. Ook Ml is 
niet moeilijk te bewijzen: voor (x,s) € Q x IQ is I 0-s het definitie­
interval van de beweging l;(x,s); voor het definitie-interval J(h'(x,s)) 
van de beweging nh' (x,s) geldt (1.11).!_: 

J(h' (x,s)) J(n(x,s)) J (x) - s :::> IQ - s. 

Tenslotte M2: voor alle ((x,s),t) € G geldt 

h' (1; ( (x,s) ,t)) n (x,s+t) n(n(x,s) ,t) n(h' (x,s) ,t). D 

Indien in (2 .13) gegeven is dat Q gesloten is en Q x (2I) c D, dan is 
h' : Q x IQ+ X een topologische inbedding; di t volgt direct ui t ( 2 .11) . 
Een lokaal dynamisch systeem van het "type" (QxI 0 ,G,1;), zoals be­
schreven in (2.13) wordt wel een parallel lokaal dynamisch systeem 
genoemd (als Q x Rn-l bestaan de banen uit parallelle lijnstukken). 
Als h' een topologische inbedding is heeft ieder inwendig punt van 
h' (QXIO) c X dus een omgeving (namelijk, h' (QXIO)) waarop de beweging 
n isomorf is met de beweging in een parallel dynamisch systeem. Formeel: 
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(2.14) DEFINITIE. Een lokaal dynamische systeem (X,D,n) heet lokaal paral­

lelliseerbaar in x E X indien er Q c X en n > 0 zijn zo dat 
0 )1 . 

LPO. x0 E Q, Q is gesloten in X en Q is een n-sectie. 

LPl. Q x I c Den h: Q x I+ n(QXI) is een homeomorfisme. 
)2 

LP2. n(QXI) is een omgeving van x0 • 

In dit geval zullen we het tripel (Q,n;U) met u := n(QxI) een lokale 

representatie van (X,D,n) in x0 noemen. Het dynamische systeem heet 

parallelliseerbaar indien het een globale sectie Q heeft en 

nl : QXJR + X een homeomorfisme is (als Q een globale sectie is, QXJR 
is n I QXJR automatisch een continue bijectie van Q x lR op X; als n I QXJR 

topologisch is, is Q automatisch gesloten in X: Q = n(Qx{O}), en 

Qx{O} is gesloten in Q x lR). 

(2.15) LEMMA. Als (X,D,n) lokaalparallelliseerbaaris in x0 met lokale re­

presentatie (Q,n;U), dan is voor elke omgeving S van x0 in Q en voor 

elke £ > 0 met £ ~ n de verzameling n(SXI£) een omgeving van x0 in X. 

BEWIJS. S x I is een omgeving van (x0 ,oi in Q x I, dus n(SXI ) is een £ £ 
omgeving van x0 = n(x0 ,o) in n(QXI). Maar n(QXI) is een omgeving van 

x0 in X, dus ook n(SXI £) is een omgeving van x0 in x. D 

Indien Q een gesloten n-sectie is in (X,D,n) met x0 E Q en Q x (2I)c D 

dan is aan LPO en LPl voldaan (2.11). De volgende propositie geeft de 

mogelijkheid secties te construeren die ook aan LP2 voldoen. 

(2.16) PROPOSITIE. Laat ($,T):(X,D,n) + (Y,E,p) een equitempisch morfisme 

zijn en Q' een n-sectie in (Y,E,p). Als Q := $-l(Q') i $, dan is Q 

een n-sectie in (X,D,n). Als x0 E Q en (Y,E,p) is lokaal paral.lelli­

seerbaar in $(x0 ) met lokale representatie (Q',n;U') zo dat 

Q x (2I) c D, dan is (X,D,n) lokaal parallelliseerbaar in x0 met 

lokale representatie (Q,n;U), waarbij u = $-l(U') n x1 . 

De eis dat Q gesloten dient te zijn in X is uitsluitend met het oog op 
de toepassingen opgenomen. 

In de literatuur eist men meestal, dat n (Q x I) een gesloten omgeving 
van x0 in X moet zijn. In dat geval is Q automatisch gesloten in X. 
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BEWIJS. We tonen eerst aan, dat Q een n-sectie is in (X,D,TI). Stel 
s t dat TI {Q) n TI (Q) * 0 voor s,t E I, zeg TI(x,s) = TI(y,t} met x,y E Q. 

Dan is p($(x),s) = $(TI(x,s)) = $(TI(y,t)) = p($(y) ,t), waarin 
s t $(x),${y) E Q': dat wil zeggen p (Q') n p (Q') * 0. Dus moet s = t, 

want Q' is een n-sectie (2.10) (iv). Bijgevolg is Q een n-sectie 
(2 .10) (iv) . 

Neem nu aan, dat Q x (2I) c D. Dan is h: Q x I+ U := TI(QxI) een ho­
meomorfisme (2.11) mits Q gesloten is. Orn aan te tonen dat (X,D,TI) 
lokaal parallelliseerbaar is in x0 is het dus voldoende om te laten 
zien dat Q gesloten is in X en dat U een omgeving van x0 is. 
Welnu: als (Y,E,p) lokaal parallelliseerbaar is in $(x0 ) met lokale 
representatie (Q',n;U'), dan is Q' gesloten in Y. Omdat $: X + Y 

-1 continu is en Q := $ (Q'), is Q gesloten in X. 
Voorts: om aan te tonen dat U een omgeving is van x0 , is het voldoen-

-1 de om te laten zien dat U = $ (U') n x1 (want U' is een omgeving van 
$(x0 ), x1 is open (2.3)~, en x0 E Q c x21 c x1). Zij x E $-l(U') n x1 . 
Dan is $(x) EU' := p(Q'xr), dus er is een (uniek) element 
(y,t) E Q' x I zo dat ${x) = p(y,t). Omdat -t E I en x E XI, is 
(x,-t) E D, en 

$(TI(X 1 -t)) p ($ (x) ,-t) p(p(y,t),-t) y E Q' • 

Dan is TI(x,-t) E Q, en x E TI(Qx{t}) c TI(QxI) -1 : u, dus u :::i $ (U' ) n 

-1 Omgekeerd: Uc$ (U'), want als z EU, zeg z = TI(z 1 ,s) met z 1 E Q 
en s EI, dan is $(z) = $(TI(z 1 ,s)) p($(z 1),s) E p(Q'XI) = U'. 
Dat Uc x1 volgt uit het feit, dat Q x 2! c D zodat TI(QxI) x I c D 
(maximaliteit!). Dus inderdaad U := TI(QXI) c x1 . D 

Het is van belang om op te merken dat we in het bewijs van (2.16) de 
karakteristieke eigenschap van$, namelijk dat $(TI(x,t)) = p($(x),t), 
slechts hebben gebruikt voor die punten (x,t) E D waarvoor $ (x) E U' 
en t E I, dat wil zeggen, voor punten uit een omgeving van (x0 ,0) in 
X x lR. Orn een bruikbare generalisatie van (2.16) te verkrijgen, 

geven we eerst een "lokale versie" van de definitie van een equi­
tempisch morfisme ) 1 . 

we zouden een lokale versie van een willekeurig morfisme kunnen defi­nieren. In (2.16) is het echter essentieel dat ($,T) equitempisch is (n.l. in het bewijs dat Q een sectie is). 
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(2.17) DEFINITIE. Laten (X,D,n) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn, 

en w een open deelverzameling van X. Een functie <f>: W + Y heet lo­

kaal equivariant op W als het volgende geldt: 

(2 .18) 

LEO. <f> is continu op w. 

LEl. Er is een o > 0 zo dat w x I 0 c Den IQ c J(<f>(x)) voor alle x E w. 

LE2. Voor alle (x,t) E w x IQ met n(x,t) E W is 

<f> (rr (x,t)) p (<f> {x) , t) . 

Als <f> lokaal equivariant is op een open omgeving van x0 E X, resp. 

van een compacte verzameling S c X, dan noemen we <f> ook wel lokaal 
equivariant in x0 , resp. in s. 

Alvorens een lokale versie van (2.16) te presenteren, geven we een 

voorbeeld van een lokaal equivariante afbeelding. Orn een en ander 

in een breder verband te plaatsen geven we eerst een generalisatie 

van "restrictie van een dynamisch systeem" (zie ook (1.42)). 

(2.19) DEFINITIE_. Zij W een open deelverzameling van X (niet noodzakelijk 

invariant). Definieer DW c w x lR en rrw: DW + W door: 

DW := 

waarin voor alle x E W: 

Jw(x) := {t E J(x) 

{t E J(X) 

t ~ 0 & rr [O,t] c w} u 
x 

t $ 0 & rr [t,O] c w}. 
x 

Zij voorts rrw := rrjnw: DW + w (merk op, dat DW c Den dat rr(DW) c W}. 

(2.20) PROPOSITIE. Als W een open deelverzameling is van X, dan is, met de 

notatie van (2.19), (W,DW,TIW) een lokaal dynamisch systeem. Als 

<f>: W + X de inclusie-afbeelding is en T(x,t) := t voor (x,t) E DW, 

dan is (<j>,T): (W,DW,nW) + (X,D,rr) een morfisme van dynamische syste­

men. 

BEWIJS. we controleren de in ( 1 .1) genoemde axioma' s • 

AO: de enige niet-triviale verificatie is, dat DW een open deelver­

zameling is van W x lR. Welnu, als (x,t) E DW, zeg met t 2: 0 (voor 



66 

t $ 0 gaat het bewijs analoog), dan is n({x}x[O,t]) c W. Uit (2.2)1 

volgt, dater een omgeving U van x is en.een E: > 0 zo dat Uc W 

(W is open), U x [-E:,t+E:] c Den TI(Ux[-E:,t+E:]) cw. Hieruit volgt 

gemakkelijk, dat de omgeving u x [-E:,t+E:] van (x,t) in W x lR geheel 

bevat is in Dw. 

A1,A2,A3: triviale gevolgen van het feit dat TIW = Tiiow" 

A4: op grond van (1.18) is het voldoende om het volgende aan te tonen 

voor x E W: 

als aw(x) > -oo, dan is r;(x) gesloten en niet compact; 

als ww(x) < 00 , dan is r:(x) gesloten en niet compact. 

(Het zal duidelijk zijn wat met aw,r;, etc. bedoeld wordt: 

(aw(x),ww(x)) := JW(x), rw := TIW({x}x(aw(x),0]), etc.) Neem aan, dat 

aw(x) > - 00 voor zekere x E w. We onderscheiden twee gevallen: 

(i) a(x) = aW(x). Dan is r;(x) = f-(x); in het bijzonder is a(x) > -oo 

en r-(x) cw. Omdat r-(x) gesloten is in x is r-(x) gesloten in 

W, dus r;(x) is gesloten in W. Ook kan r;(x) niet compact zijn, 

want dan zou r-(x) compact zijn, in strijd met a(x) > - 00 • 

(ii) a(x) < aW(x). Dan is fW-(x) :=TI (a (x),0] =TI [a (x),0] n W. x w x w 
Omdat TI [a (x),0] compact, dus gesloten, is, volgt hieruit, dat 

x w 
f;(x) gesloten is in W. Indien r;(x) compact was, dan ZOU de 

dicht in TI [a (x),0] liggende verzameling TI (a (x) ,OJ compact x w x w 
zijn, en dus TI [a (x),0] =TI (a (x),0] c W. Hieruit zou volgen, x w x w 
dat aw(x) E JW(x). Tegenspraak. 

Het geval ww(x) < oo wordt op analoge wijze behandeld. (N.B.: Het is 

niet zo moeilijk om A4 rechtstreeks aan te tonen; we laten dit graag 

aan de lezer over). D 

(2.21) VOORBEELDEN. 

1. Zij (X,D,TI) het (globale) dynamische systeemvanvoorbeeld (2.8)1, 

en zij 

W := {(x,y) I 0 $ !xl $ 1 & -2lxl < y < -2lxl + 2} u 

u{(x,y) $ lxl $ 2 & 2lxl - 4 < y < 2lxl - 2} u 

u{ (x,y) 2 $ lxl < 3 & 2lxl - 4 < y < 2}. 

Dan zijn bijvoorbeeld fW((-2,1)), fW((0,1)) en fW((2,1)) onderling 
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disjunct, terwijl f((-2,1)) r((0,1)) f((2,1)) {cx,1> Ix e: lR}. 

,--- , ---
\ ' / \ \ I \ I 
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2. Het lokale dynamische systeem, beschreven in (1.40) is de restric­

tie van het systeem uit (1.9)2 tot de open deelverzameling 
2 2 lR \ ( { 0, 0} u { 1 , 0}) van lR \ { ( 0, 0) }. 

(2.22) VOORBEELD (VAN EEN LOKAAL EQUIVARIANTE AFBEELDING) 

Laten (X,D,n) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn, S een niet­

lege compacte deelverzameling van x, en W een open omgeving van S. 

Als (~,T):(W,Dw,nw) ~ (Y,E,p) een equitempisch morfisme van dynamische 

systemen is, dan is ~ lokaal equivariant in S. 

Immers, er is een open omgeving w1 van S en een Q > 0 zo dat 

w1 x IQ c Den n(w1xIQ) c W (2.3).!_. In het bijzonder is ~ dan gede­

finieerd en continu op w1 • Voorts is voor alle x e: w1 , IQ c JW(x) c 

c J(~(x)). Tenslotte is w1 x IQ c DW, dus (2.18) geldt voor alle 

(x,t) e: w1 x IQ. D 

(2.23) PROPOSITIE. Laten (X,D,n) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn, 

en laat ~ een functie zijn met waarden in Y die lokaal equivariant 

is op een open omgeving van x0 e: X. Indien X regulier is, en (Y,E,p) 

lokaal parallelliseerbaarin ~(x0 ), dan is (X,E,p) lokaal parallelli­

seerb.aar in x 0 • Bovendien is er bij iedere compacte verzameling S 

in het domein van~ met x0 e: Sc ~-l(~(x0 )) en bij iedere omgeving 

W van S een lokale representatie (Q,n;U) van (X,D,n) in x0 met 

S c Q, U een omgeving van s, en U c w. 

BEWIJS. Zij W een omgeving van S in X. 

Eriseen omgeving w1 van Sen een Q > 0 overeenkomstig definitie 

(2.17), en laat w0 een gesloten omgeving vans zijn zo dat 

w0 c W n w1 . Dan is er een c > 0 zo dat s x I 38 c D (dus zeker 
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(2.24) 

(2. 25) 

(2.26) 

(2.27) 

(2. 28) 

(2. 29) 

s x I2€ c D) en n(SXI2€) c WO. 

Als nu (Q' ,n' ;U") een lokale representatie is van (Y,E,p) in <j>(x0l, 

zij dan n := min{o,E,n'}. Omdat O < n ~ n', volgt uit (2.9)~ en (2.15) 

direct, dat 

(Q',n;U') is een lokale representatie van (Y,E,p) in <j>(x0 ) 

(hierin is uiteraard U' := p(Q'XI )). 
n 

Omdat n ~ o en w0 c w1 is het ook duidelijk dat 

w0 x I c D, I c J(<j>(x)) en (2.18) geldt voor alle 
n n 

(x,t) E w0 x In met n(x,t) E w0 , 

en omdat n ~ € is tenslotte 

Uit (2.26) en (2.2)3_ volgt, dat er een gesloten omgeving v 1 van S 

is zo dat v 1 x I 3n c D en n(v1xI2n) c w0 ; merk nog op, dat hierin 

w0 c XIn (2.25). Omdat .p continu is op w0 is er een gesloten omgeving 

v2 vans zo dat v2 c w0 en <j>(V2 ) c u•. Zij nu v := v 1 n v2 . 

Dan is V een gesloten omgeving van S, en 

v x I3n c D en n(VXI2n' c w c x . 
0 I , 

n 

v c w c x 
0 In 

en <P (VJ c U'. 

-1 
Zij nu Q := .p (Q') n n(VxI ). we zullen nu eerst aantonen, dat Q,n 

n 
en U := n(QxI ) aan LPO, LPl en LP2 uit (2.14) voldoen. n 
LPO: Het is duidelijk, dat x0 E Q. Dat Q een n-sectie is kan analoog 

aan (2.16) (eerste gedeelte) bewezen worden (gebruik daarbij (2.25) 

en het feit dat Q c n(Vxin) c w0 en n(Qxin) c n(vx:fn) c w0 (2.27)). 

Dat Q gesloten is in X kan men als volgt inzien: .p (Q') n w0 is ge­

sloten in w0 (<j> is continu op w0 en Q' is gesloten in Y), en w0 is 

gesloten in X, dus .p-1 (Q') n w0 is gesloten in X. 

Anderzijds volgt uit (2.27), dat 
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Uit (2.5) volgt nu, dat rr(VxI ) n X 
n In 

gesloten is in X . Maar dan 
In 

impliceert (2.29), dat rr(VXIn) gesloten is in w0 , dus in X. Conclusie: 

Q = (~-l(Q') n w0 ) n rr(VXIn) is gesloten in X. 

LPl: Omdat Q c rr(VXI ), volgt uit de eerste inclusie in (2.27) dat 
~- n 
Q x I 2 c rr(VxI) x I 2 c D (maximaliteitsaxioma!). Uit (2.11) volgt n n n 
dan de gewenste eigenschap. 

LP2: Geheel overeenkomstig de in (2.16) gebruikte methode kan aange­

toond worden dat V c u := rr(QXI) (gebruik (2.28) en (2.25), en merk 
n 

op, dat rr(VXIn) c w0 ). Dus U is een omgeving van x0 • 

Hiermee is aangetoond, dat (X,D,rr) lokaal parallelliseerbaar is in x0 
met lokale representatie (Q,n;U). Bovendien volgt nog uit het voor-

-1 -1 gaande, dat s c Q (wants c ~ (~(x0 )) c ~ (Q') en s c v c rr(vxin}), 

en dat U een omgeving van S is (want S c V c U, en V is een omgeving 

van S). Tenslotte volgt uit (2.27) en de definitie van Q dat 
u c rr(rr(VxI )xI ) c w0 cw. O 

n n 

(2.30) we zullen nu omgekeerd laten zien dat bij iedere lokale representa­

tie van (X,D,rr) in een punt x0 waar het systeem lokaal parallelliseer­

baar is, een lokaal equivariante functie op een omgeving van x0 ge­

definieerd kan worden. Voor het systeem (Y,E,p) nemen we het volgende: 

Y := lR , E ·= lR x lR , en p: JR x lR -+ lR gedefinieerd door 

p(x,t) := x + t 

voor (x,t) E lR x lR (translatie op lR). In dit (globale) systeem is 

{O} een globale sectie. Het is niet moeilijk in te zien, dat 

( lR , lR XlR , p) lokaal parallelliseerbaar is in het punt 0 E lR met, voor 

elke E > 0, lokale representatie ({0},E;I ) . 
E 

(2.31) PROPOSITIE. Als (X,D,rr) lokaalparallelliseerbaar is in x0 met lokale 

representatie (Q,n;U), dan is er een omgeving W van x0 en een con­

tinue functie ~: W -+ lR die lokaal equivariant is op w0 (met betrek­
-1 king tot de translatiebeweging p op lR), en zo dat Q = ~ (0) n W. 

BEWIJ~i Definieer p: Q x In -+ lR door p(x,t) 

Ook h : U = rr(QXIn) -+ Q x In is continu, dus ~ 

t. Dan is p continu. 
-1 : = poh U -+ lR is 

continu. Merk op, dat voor iedere y E U, ~(y) het unieke element in 
I is waarvoor geldt 
n 
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(2. 32) TI(y,-cj>(y)) € Q 

(inuners, y = TI(x ,t) voor een uniek element (x ,t ) E Q x In; dan y y y y 
is t = cj>(y) 

y 
en TI(y,-cj>(y)) = x E Q). 

y 
Zij nu w := 7r(QXI1 ). 

2n 
Dan is W c u, dus q, is gedefinieerd en continu op w. Voorts is W een 

omgeving van XO (2.15). 

Omdat Q x I c D ( (2.14)LP1), is W x I~n c D, en voor alle 
n 

(x,t) € w x I 1 is TI (x, t) € u en -cl> (x) - t € I . dus uit (2 .32) en 
2n n' 

TI(TI(x,t) ,-cj>(x)-t) TI(x,-cj>(x)) E Q 

volgt, dat cj>(TI(x,t)) = cj>(x) + t = p(cj>(x) ,t). 

Dus q, voldoet aan de voorwaarden van (2.17), dat wil zeggen, cl> is 
0 lokaal equivariant op W . 

Tenslotte: het is een triviaal gevolg van (2.32) dat voor y E W 

geldt: y E Q als en slechts als cj>(y) = 0. 0 

4. Voortzetting van lokale morfismen en lokale parallelliseerbaarheid van 

dynamische systemen 

(2.33) 

In deze paragraaf is (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem, waarin X 

een volledig reguliere Hausdorff ruimte (Tychonoff ruimte) is. 

Voor Tychonoff ruimten geldt de volgende voortzettingsstelling (een 

variant, of zo men wil: gevolg van, de stelling van Tietze voor nor­

male ruimten). 

LEMMA. Zij 0 * F c u c x, waarin F compact en U open is. Zij voorts 

f: F -+ I een continue functie. Dan is er een continue functie n 
f: x -+ I zo dat f IF= f 

n 
en f(x) = 0 voor x € X\U. 

BEWIJS. Omdat X volledig regulier is, kan X als dichte deelruimte in 

een compacte Hausdorffruimte Z warden ingebed (bijv. in zijn Stone­

Cech compactificatie BX =: Z). Dan is F gesloten in z (want F is 

compact). Voorts is er een open V c Z zo dat u = V n x. Dan zijn F en 

Z\V disjuncte, gesloten deelverzamelingen van de normale (want com­

pacte) ruimte Z. 

De functie f': Fu (X\V)-+ I gedefinieerd door f'(z) 
n f(z) als 
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z E F en f' (z) = 0 als z E X\V is continu. Er bestaat nu een 

continue functie g: Z-+ I zo dat gl n FU(X\V) 
f = glx alle gewenste eigenschappen. 0 

f' . Dan heeft 

We hebben in de vorige paragraaf gezien hoe de samenhang is tussen 

lokale parall~lliseerbaarheid en lokale rnorfisrnen. Orn lokale paral­

lelliseerbaarheid van (X,D,n) in x0 aan te tonen is het voldoende 

(2.23) (en nodig (2.31)) orn een lokaal equivariante functie te ver­

krijgen op een orngeving van x0 met waarden in lR (waarbij men op lR 

de translatie-beweging p heeft, gedefinieerd in (2.30)). Aangeteond 

zal nu worden dat in ieder punt van een cornpacte lokale sectie (in 

het bijzonder: in ieder niet-evenwichtspunt) het systeern lokaal paral­

lelliseerbaar is: een cornpacte sectie S kan vergroot worden tot een 

n-sectie Q voor zekere n zo dat n(QxI ) een orngeving van S is. Op 
n 

grond van het voorgaande ligt het voor de hand deze uitbreiding van 

van S tot Q te verkrijgen door voortzetting van zekere "rnorfisrne­

achtige" afbeeldingen. Het bewijs van de volgende stelling is een 

lokale variant op het "Tietze-Gleason lemma" uit de theorie der corn­

pacte transforrnatiegroepen. In deze stelling rnoet lR warden beschouwd 

als de fase-ruirnte van het globale dynarnische systeern (lR ,lR x]R ,p), 

gedefinieerd in (2.30). 

(2.34) STELLING. La at s een compacte n0 -sectie zijn in (X,D,n). Dan is er 

)1 

een omgeving w0 van S en een continue functie </J: w0 -+ lR z6, dat 

<P lokaal equivariant is op WO, en s c cp-1 ({O}). 

BEWIJS )1 We verdelen het bewijs in een aantal onderdelen, (n.l. 

I, II, III en IV), waarbij I en II de "technische" voorbereidingen 

voor III en IV zijn. 

I. Op grand van (2.3).!_ is er een n > 0 en een orngeving U' van S z6 

dat U' x I4n c D. Zander beperking der algerneenheid rnogen we aannernen 

dat n s; I 2n0 , zodat S dus een 2n-sectie is. 

Zij nu U een open orngeving van S in X zo dat U c U' en 

Bewerkt naar K.H. HOFMANN & P.S. MOSTERT: Elements of compact semi­

groups, App. II, 1.7. 
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(2.35) 

(2. 36) 

(2. 37) 

(Zo'n U bestaat: TI induceert een homeomorfisme van S x I 2n op TI(SxI2n); 

dit volgt uit (2.11) omdat S x I 4n c D, maar in dit speciale geval 

volgt het ook uit (2.10) (v): een continue bijectie van de compacte 

verzameling S x I 2n op de Hausdorffruimte TI(SxI 2n) is topologisch. 

Omdat S x I~ een omgeving van S x {O} in S x I 2n is, is TI(SxI~) dus 

een omgeving van Sin TI(SxI 2n). Er is derhalve een open omgeving V 

vans in X zo dat v c u• en TI(SxI ) n v c TI(Sxino). Omdat x regulier 
2n 

is en S compact, is er een open omgeving U van S met S c Uc Uc V.) 

Omdat TI bijectief is op S x I 2n, volgt uit (2.35) dat 

Het betreft hier twee disjuncte compacte deelverzamelingen van X. 

Deze hebben onderling disjuncte omgevingen, en hierop (2.2)~ toe­

passend vinden we een omgeving W van S in X zo dat W c U en 

Nogmaals (2.2)~ toepassend vinden we een omgeving Y van S en een 

£ > 0 zo dat £ ~ n en 

TI (YXI ) c W. 
£ 

(Merk op, dat uit (2.37) volgt, dat Y 

II. Definieer voor x E u )1 

Ax:= {tEI2n I TI(x,t) E u}. 

TI (Yx{O}) c W.) 

(Waarom deze verzamelingen van belang zijn, zal in III blijken.) 

)1 
Voor alle x E U en t E I 2n is TI(x,t) gedefinieerd, omdat u x I 2n c D. 
(immers, Uc U'). 



(2.38) 

(2.39) 

(2.40) 

Dan geldt voor alle x € W 

A 
x 

c IQ 
n 
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Immers, als t € Ax' 

w(x,t) € w(WxI 2 ) n 
o n 

dan is t € I 2n en ~(x,t) € u. Omdat x € W, is 
0 u, en uit (2.36) volgt dan, dat t ~ I 2 \I , of­

n n 
wel t € I • Dus (2.38) geldt 

n 
voor x € W. 

Vervolgens tonen we aan, dat voor alle y € Y en s € IE geldt: 

Aw(y,s) A - s. 
y 

)1 
Als t € Aw(y,s)' dan is t € I 2n en w(y,s+t) = w(w(y,s),t) € U 

op grand van de definitie van A ( ) . Wegens (2.37) is w(y,s) € W, 
0 w y,s 0 

dus t € I (2.38). Bijgevolg is s + t € I + I c I 2n, en dus is 
n E n 

s + t € A , ofwel t € A - s. 

Omgekeerd~ als t E Ay -ys, dan is t € I~ + IE c I 2n' en voorts is 

s + t EA, dus w(w(y,s),t) = w(y,s+t) EU. Hieruit volgt dat 
y 

t € A ( ) . Hiermee is (2.39) bewezen. w y,s 
III. Volgens (2.33) is er een continue functie f: X + [0,1] zo dat 

f(S) = {1} en f(X\U) { 0}. Definieer nu een functie a: U + lR door: 

n 

a(x) := J f(w(x,t))dt J f(w(x,t))dt. 

-n I2n 
Merk op, dat a: u + lR continu is: voor elke x E U en o > 0 is er 

een omgeving N van x zo dat lf(w(x,t))-f(w(x',t)) I < !o/n voor alle 

t € [-n,nJ en x' € N (pas (2.2ll toe op f 0 w). Dus !a(x)-a(x'll < o 
voor x' E N. 

Vervolgens is voor x E S de (continue en niet-negatieve) functie 

t + f(w(x,t)) strikt positief voor t = 0: f(w(x,0)) = f(x) = 1. Der­

halve is a(x) > 0 voor x € S. Omdat s compact is, is er een c > 0 

zo dat a(x) ~ c voor alle x E S. Omdat a continu is op U, is er een 

open omgeving w0 van S zo dat w0 c Y en 

a(x) > k voor alle x E w0 . 

Tenslotte nog een laatste eigenschap van a: U + lR. 

Omdat f(z) = 0 voor z ~ U, is voor alle x E U 

)1 
Merk op, dat wegens (2.37) w(y,s) E W c u en t E I 2n, dus (w(y,s) ,t) E D. 
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(2 .41) 

(2 .42) 

a(x) I f(71(x,t) )dt. 

A x 
In het bijzonder geldt voor y E w0 c Yens E IE, wegens (2.39): 

a('JT(y,s)) I f(7T(y,s+t))dt I f(71(y,u))du a(y). 

A -s A 
y y 

IV. Omdat 71 een homeomorfisme van S x I2n op 7!(SxI2n) induceert, 

wordt er door 

ili('IT(x,t)) := t 

een continue functie iii: 'IT(SxI2n) -+ lR gedefinieerd. Laat iii': X-+ lR 

een continue voortzetting van iii tot heel X zijn (2.33). Merk nog op, 

dat ili'(x) = 0 voor alle x ES. 

Def inieer nu een functie ~ met domein in X en waarden in lR door 

n 

~(x) ·- 1 I f('IT(x,t)) (iii' ('IT(x,t))-t)dt .- a(x) 

-n 
voor x E X met a(x) * 0. 

Omdat a(x) > 0 voor x E w0 , is ~(x) goed gedefinieerd voor alle 

x € w0 . 

Omdat de integrand in (2.42) continu in (x,t) is op w0 x I 2n' volgt 

uit (2.2)_l gemakkelijk, dat de integraal in (2.42) continu is in 

x op w0 . Ook a is continu op w0 , en dus is ~ continu op w0 . ·Dus ~ 

voldoet aan (2.17) LEO. 

Vervolgens: w0 x IE c Y x IE c Den IE c J(~(x)) 

x E w0 . Dus ook aan LE1 uit (2.17) is voldaan. 

lR voor alle 

We tonen nu aan, dat aan LE2 voldaan is. Zij x E w0 , en s E IE, en 

neem aan, dat 'IT(x,t) E w0 • Omdat f(z) = 0 voor z E X\U volgt uit 

(2.39) en (2.41): 

~('IT(X,s)) 
a('IT(x,s)) I f('IT(x,s+t)) (iii' ('IT(x,s+t) )-t)dt 

A'IT(X,s) 

I f('IT(x,u)) (t[J'('IT(x,u))-u+s)du a(x) 
A 

x 

~ (x) s I +--a(x) 

~(x) + s. 

A 
x 

f('IT(x,u) )du 
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Hiermee is aangetoond, dat $ lokaal equivariant is op w0 . 

Tenslotte: voor x ES en t E r 2n is ~'(n(x,t)) = ~(n(x,t)) t, dus 

$(x) 
a(x) 

f f(n(x,t)) (~· (n(x,t) )-t)dt 

I 
n -1 

Bijgevolg is inderdaad s c $ {O}. D 

0. 

(2.43) STELLING. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem, waarin X een 

volledig reguliere ruimte is .. Laat voorts S een compacte sectie in 

X zijn. 

Dan is (X,D,n) lokaal parallelliseerbaar in ieder punt x 0 van S, en 

bij iedere omgeving W van S is er een lokale representatie (Q,n;U) 

van (X,D,n) in x 0 met S c Q, u een omgeving van S, en U c W. Boven­

dien geldt nog: 

1. als X lokaal compact is mag aangenomen warden dat Q compact is; 

2. als X lokaal samenhangend is en S samenhangend, mag aangenomen 

warden dat Q samenhangend is. 

BEWIJS. Volgens (2.34) bestaat er een lR-waardige, lokaal equivariante 

functie $ op een omgeving w0 van S met $(S) = {O}. Hierin is {O} een 

(globale) sectie in het dynamische systeem (lR ,JRxlR ,p) van (2.30), 

en (lR ,lR x]R ,p) is lokaal parallelliseerbaar in 0. Uit (2.23) volgt 

nu de lokale parallelliseerbaarheid van (X,D,n) in x 0 E S en, voor 

iedere omgeving W van S, het bestaan van een lokale representatie 

(Q,n;U) in x 0 met S c Q, U een omgeving van s, en U c W. 

Indien X lokaal compact is, bevat elke omgeving W van S een compacte 

omgeving w1 van S (overdek S met eindig veel open verzamelingen waar­

van de afsluitingen compact zijn en bevat in W) . Past men het voorgaande 

toe met w1 in plaats van W, dan krijgt men Q c w1 . Daar Q gesloten is, 

volgt hieruit dat Q compact is. 

Indien X lokaal samenhangend is en S samenhangend, laat dan, bij ge­

geven omgeving W van S, (Q,n;U) een lokale representatie in x 0 E S 

zijn met S c Q, U een omgeving S, en U c W. Er zijn nu eindig veel 

samenhangende, open omgevingen van punten van S, zeg v1 , ... ,Vk met 

V. c U. Dan is 
l 

k 
s c u V, v 

i=1 l 

een open omgeving van S, en V c U. Omdat S n V. * 0 voor elke 
l 
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k 
i = 1, •.. ,k, en V =Su Ui=l Vi waarin Sen elke Vi samenhangend is, 

is V samenhangend. Laat nu p: Q x In + Q de kanonieke projectie zijn. 

Omdat p een continue en o:ren afbeelding ts, en h: Q x I + U een 
n 

homeomorfisme, is ph-1 (V) een open, samenhangende deelverzameling 
-1 -1 -1 van Q. Merk op, dat S = ph (S) c ph (V}, dus ph (V} is een open, 

samenhangende omgeving van Sin Q. Zij Q1 := ph-l(V). Omdat Q ge­

sloten is, is Q1 c Q. Voorts is Q1 , als afsluiting van een samen­

hangende verzameling, zelf weer samenhangend. 

Vervolgens beeldt h: Q x In + U de omgeving Q1 x In van S x {O} ho­

meomorf af op een omgeving (in U) van S; dus u 1 := n(Q1xrn) is een 

omgeving van Sin X (vgl. het bewijs van (2.15)). Dus (Q1 ,n;u1J is 

een lokale representatie in x 0 met de gewenste eigenschappen. D 

(2.44) GEVOLG. Zij (X,D,n} een lokaal dynamisch systeem waarin X een vol­

ledig reguliere ruimte is, en zij x 0 E X. De volgende voorwaarden 

zijn equivalent: 

(i} x0 is geen evenwichtspunt. 

(ii} (X,D,n) is lokaal parallelliseerbaar in x 0 . 

Indien deze voorwaarden vervuld zijn, dan is er bij iedere omgeving 

W van x 0 een lokale representatie (Q,n;U} van (X,D,n} in x 0 zo dat 

u c w. 

BEWIJS. (i} ~(ii}: Pas (2.43) toe, en merk op dat als x 0 geen even­

wichtspunt is, er een n > 0 is zo dat {x0 } een n-sectie is (vgl. 

(1.26), (1.27) en (2.10) (ii); als x 0 niet periodiek is, is {x0 } een 

oo-sectie; als x 0 periodiek is is {x0 } een n-sectie voor 0 < n < p(x}). 

(ii}~ (i): als x 0 E Q voor zekere n-sectie Q kan x0 geen evenwichts­

punt zijn op grand van (2.10) (ii} en (1.26). 0 

(2 .45} Indien X een open deelverzameling van Rn is, en x 0 E X is geen even­

wichtspunt van het lokale dynamische systeem (X,D,n) , dan heeft x 0 
op grond van (2.44) en (2.13) een omgeving W die homeomorf is met 

een ruimte van de gedaante Q x 1°, en wel zo, dat de doorsnijdingen 
n 

met W van banen in X corresponderen met de lijnstukken {q} x 1° in 

Q x 1°. Omdat 1° homeomorf is met R en Q met een deelverzamel~ng 
1h 1 hn. · h · · · van R , vo gt ieruit: x 0 eeft een omgeving W die homeomorf is met 

een deelverzameling van Rn+l ;o, dat de doorsnijdingen met W van 

banen in X corresponderen met de elementen van een stelsel evenwij-
d . h . n+l ige rec ten in R . Indien het lokale dynamische systeem 
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gedefinieerd wordt door een vectorveld op X kan men voor Q een {n-1)­

dimensionaal hypervlak nemen, en dan is W dus homeomorf met een vol­

le cilinder in lRn {vgl. [HS], Chap. 11, §2). In deze vorm is boven­

staande uitspraak het eerst bewezen door H. Whitney in 1933. 

In 1939 bewees M. Bebutov de in {2.44) geformuleerde stelling voor 

het geval (X,D,11) een globaal dynamisch systeem is, en X een sepa­

rabele metrische ruimte. Merk op, dat nu Q homeomorf is met een 

deelverzameling van de separabele Hilbertruimte l 2 , zodat nu 
0 ~ . 

Q x In = Q x lR homeomorf is met de vereniging van een stelsel even-

wijdige rechten in l 2 Ell lR • Aangezien l 2 Ell lR ;;; l 2 onder een lineair 

isomorfisme {waarbij dus rechte lijnen overgaan in rechte lijnen) 

krijgen we tenslotte: het punt x0 E X heeft een omgeving W die homeo­

morf is met een deelverzameling van l 2 , gevormd door onderling even­

wijdige lijnen die corresponderen met de doorsnijdingen van banen in 

X met W {vgl. ook [NS], Chap. V, Theorem 2.16). Voor willekeurige 

lokale dynamische systemen op volledig reguliere ruimten is {2.44) 

voor het eerst bewezen door O. Hajek in 1965. Zie [H], Chap. VI, §2. 

Het door ons gegeven bewijs is een bewerking van een bewijs voor de 

existentie van lokale secties voor lokale acties van Liegroepen op 

volledig reguliere ruimten zonder lokale isotropie {zie [MZ], p.219, 

waar wel de stelling wordt geformuleerd, maar niet bewezen). 

In (2.43) gaat het om het uitbreiden van secties (in een "richting" 

die "dwars" op die der banen van het dynamische systeem staat) , het­

geen plaats vindt ten koste van het parameterinterval I in lR dat 
n 

bij de sectie hoort. Het volgende resultaat is min of meer "duaal": 

een groot parameterinterval {"uitbreiding" van een lokale represen­

tatie "in de richting van" een baan) wordt verkregen ten koste van 

de grootte van de sectie. 

{2.46) PROPOSITIE. Neem aan dat X een volledig reguliere ruimte is, en dat 

{X,D,11) lokaal parallelliseerbaarisin x EX met lokale representatie 

{Q,n;U). Zij T > 0 zo gekozen, dat [-T,T] c J{x) en, als x periodiek 

is, T < p(x). Dan heeft (X,D,11) een lokale representatie {Q1 '.T;U1) 

in x, waarin Q1 c Q. 

BEWIJS. Als T ::; n valt er niets te bewijzen; neem dus aan, dat T > n. 

Merk op, 0 dat K := 11x(I2T\In) een compacte deelverzameling is van x, 
en dat x ~ K (als X E K, dan is x = 11(x,t) met 0 < It! ::; T, in strijd 



78 

met de keus van T). Dus er is een continue functie f: X + [0,1] zo 

dat f(x) = 0 en f(K) = {1}. Uit (2.3)_l, toegepast op de continue 

functie forr: D + [0,1], volgt nu dater een gesloten omgeving V van 

x is zo dat 

v c {y E x i jf(y) I < 1/3}; 

V x I 2T c D; 

Zij Q1 := Q n V. Dan is Q1 gesloten in X (want Ven Q zijn gesloten), 

en x E Q1 . We tonen nu aan, dat Q1 een T-sectie is. Neem hiertoe aan, 
t s s-t dat rr y = rr z voor s,t E IT en y,z E Q1 • Dan is y = rr z met 

s - t E I 2T, terwijl y,z E V. Dus is 

if(~s-tx) i if( s-t) f( s-t) i if( ) I 1 1 1 .. s rr x - rr z + y < 3 + 3 < • 

0 Hieruit volgt, dat rr(x,s-t) f K, dus s-t f I 2T\In. Aangezien s-t E I 2T 

( . ) . d t E Io = ( l I ) want s,t E IT is aarom s- - 2 n,2n . 
n s-t 

Anderzijds volgt uit de aanname, dat rr Q n Q * 0, zodat op grond 

van (2.10) (ii) geldt: js-tj f (O,n]. Er blijft als enige mogelijkheid 

s = t. Dus Q1 is inderdaad een T-sectie. 

Omdat Q1 x I 2T c D (want Q1 c V en V x I 2T c D) is de afbeelqing 

(y,t) >+ rr(y,t): Q1 x IT+ rr(Q1xIT) =: u1 topologisch. Merk tenslotte 

op, dat Q1 een omgeving van x in Q is. Uit (2.15) volgt dan, dat 

rr(Q1xin) een omgeving is van x in x. Omdat u1 = rr(Q1xIT) ~ rr(Q1xin), 

is u1 ook een omgeving van x in X. Conclusie: (Q1 ,T;U1) is een lokale 

representatie van (X,D,rr) in het punt x. 0 

(2.47) OPMERKING. Als, in de situatie van (2.46), Q een compacte sectie is, 

dan is uiteraard ook Q1 compact (Q1 c Q en Q1 gesloten). 

) 1 

Als X lokaal samenhangend is, mag aangenomen worden dat Q1 samen­

hangend is. Immers, )l als (Q1 ,T;U1) een lokale representatie in x is, 

Vgl. ook het tweede deel van het bewijs van (2.43). Het verschil met 
(2.43) is dat we er nu niet voor behoeven te zorgen dat de "nieuwe" 
sectie de oude omvat. 
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laat dan W een open, samenhangende omgeving van x zijn met W c u1• 

Laat p: Q1 x IT+ Q1 de kanonieke projectie zijn en Q2 := ph l(W). 

Dan is Q2 een gesloten omgeving van x in Q1 en Q2 is samenhanged. Nu 

is Q2 een T-sectie (want Q2 c Q1), Q2 is gesloten, u2 := n(Q2xIT) is 

een omgeving van x in X (2.15), en (x,t) r+ n(x,t): Q2 x IT+ u2 is 

topologisch (want het is de restrictie en corestrictie van de topo­

logische afbeelding h: Q1 x IT+ u1J. 

5. Secties in vlakke dynamische systemen; transversalen 

(2.48) In deze paragraaf is (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem, waarin 

X een open deelverzameling van 1R2 is. Zij voorts x0 E X en neem aan, 

dat x0 geen evenwichtspunt is. Op grond van (2.44) is (X,D,n) lokaal 

parallelliseerbaar in x0 . We zullen aantonen, dat er een lokale re­

presentatie (Q,n;U) van (X,D,n) is waarin Q dan wel geen lijnstuk is 

(een stuk van een hypervlak in 1R2 , vgl. de uitspraak in (2.45) over 

differentieerbare systemen) , maar toch wel een homeomorf beeld van 

een compact interval. 

(2.49) DEFINITIE. Onder een boog in een topologische ruimte Y verstaan we 

een topologische inbedding p: [0,1] + Y. Vaak is het niet nodig een 

scherp onderscheid te maken tussen de afbeelding p en de verzameling 

p([0,1]). We schrijven daarom vaak ah of aXB in plaats van p([0,1]), 

waarin dan a:= p(O), b := p(l) en x := p(t) met 0 < t < 1. We noemen 

p dan wel een parametrisering van ab. Merk op, dat, dan t >-+ p(1-t) 

een parametrisering van :6a is. 

Een Peano continuum is een compacte, samenhangende, lokaal samenhan­

gende metrische ruimte. 

(2.50) VOORBEELD. Voor elke n EN is [0,1]n een Peano continuum (triviaal). 

In het bijzonder is iedere gesloten rechthoek en iedere gesloten cir­

kelschij f in 1R2 een Peano continuum. Het bekende feit, dat een ge­

sloten rechthoek in JR2 het continue beeld is van het eenheidsinter­

val [0,1] is een speciaal geval van de volgende karakterisering van 

Peano continua (deze karakterisering verklaart ook de term "Peano 

continuum"): 

(2.51) STELLING. (HAHN-MAZURKIEWICZ) Een topologische Hausdorff ruimte Y 

is een Peano continuum als en slechts als Y het continue beeld is 
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van het interval [0,1]. 

BEWIJS. Zie [HY], Theorem 3.30. D 

(2.52) GEVOLG. Het continue beeld van een Peano continuum is weer een Peano 

continuum. D 

(2.53) STELLING. Een Peano continuum Y is boogsamenhangend en lokaal boog­

samenhangend )l: iedere samenhangende open deelverzameling van Y is 

boogsamenhangend. 

BEWIJS. Zie [HY], Theorem 3.16. 0 

(2.54) LEMMA. Zij Y een topologische ruimte en laten za en ZB twee bogen in 

Y zijn. Dan geldt er: 

) 1 

1. Als Za: n ZB' = {z}, dan is Za u ZB een boog iizb. 
2. Er doen zich de volgende mogelijkheden voor: 

(i) za c zo of Zb c za; 
(ii) er bestaat een boog ~l in Za u ZO; 
(iii) er bestaan bogen yz, ya1 en YB1 in Za u ZB'die twee aan twee 

slechts het punt y gemeenschappelijk hebben. 

BEWIJS. Laten p: [0,1] + za c Y en q: [0,1] + ZB c Y homeomorfismen 

zijn (parametriseringen van de gegeven bogen). 

1. Definieer r: [0,1] + Y door 

{ p(1-2ol voor 0 s s s 

r (s) := 

q(2s-1) voor s s s 1. 

Dan is r continu en 1,1-duidig, dus een topologische inbedding, 

en r is de gevraagde boog. 

2. Neem aan dat Za ~ zo en ZB ~ za. We mogen aannemen dat b ~ Za 
(vervang zo nodig b door een punt b' E ZB met b' ~ za). Dan is 
-1 ~ 

p (za n Zb) een compacte deelverzameling van [0,1) waarvan het 

complement een niet-lege, open deelverzameling van [0,1) is. 

Een ruimte Y heet lokaal boogsamenhangend als voor iedere y E Y en 
iedere omgeving U van y er een open omgeving V van y is zo dat V c U 
en V boogsamenhangend (i.e. Va,b E V, 3 ab c V). 



Dit complement is een vereniging van (boogstens aftelbaar veel) 

open intervallen in (0,1) (merk op, dat 0 E p-1 (za n Zi3)). Kies 

bieruit een interval (t1,t2), kies voorts sl € (t1,t2) en zij 

a 1 := p(s,). Dan is 

b' 

z a 

-1 - -1 ~ t 1 E p (za n zb) en Ct1 ,s1J n p (za n Zb) = ~, dus de boog 

p([t1 ,s1JJ beeft met de boog Zb slecbts bet punt p(t1J gemeen. 

Er zijn nu de volgende twee mogelijkbeden: Indien t 1 O, dan 

bebben dus de bogen zal (:= p([t1,s1])) en Zb slecbts bet punt z 

81 

1 ~ ~ ,.....---,.... gemeen, dus op grond van_ is za1 u zb een boog a 1zo (geval (ii)). 

Indien t 1 > 0, zij dan y := p(t1J. Merk op, dat y ~ z en dat 

y ~ b (illllllers, b t za). De deelbogen zy en Yb van Zb bebben onder­

ling en met ya1 := p([t1,s1JJslecbts bet punt y gemeen (geval 

Ciiill. D 

(2.55) OPMERKING. Het volgende ~s van toepassing op de situatie van (2.54)}_ 

(iii): 

Neem aan dat drie bogen ya, (i = 1,2,3) twee aan twee slecbts het 
1 

punt y gemeen bebben. Dan is ya1 u ya2 u :Ya3 geen boog, want uit 

(2.54).!_ volgt direct dat uit deze verzameling de punten a 1 ,a2 en a3 
weggelaten kunnen worden zonder dat de boogsamenbangendheid verloren 

gaat. Uit [0,1] (en daarom: uit iedere boog) kunnen ecbter ten boog­

ste twee punten weggelaten worden zonder dat de boogsamenbangendbeid 

verloren gaat. Indien W een willekeurige gesloten omgeving van y in 

Y is, dan zijn er punten a1~ € ya, zo dat ya~ c W n ya .. Dus 
1 1 1 

W n Cya1 u :Ya2 u ya3) bevat de verzameling ~ u ~ u Y81; de laatst-

genoemde verzameling is geen boog, dus ook eerstgenoemde kan geen 

boog zijn (een gesloten, samenbangende deelverzameling van een boog 

is een boog!). Merk op, dat W n (ya1 U -ya2 u ya3) wel de bogen ~, 

~en~ bevat. 
1 3 2 3 
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(2.56) LEMMA. Zij W een omgeving van x0 in X. Er is een lokale representa­

tie (Q,n;U) van (X,D,n) in x 0 , waarin Q compact, boogsamenhangend en 

lokaal boogsamenhangend is, en U cw. 

) 1 
BEWIJS. Volgens (2.44) is er een lokale representatie (Q1 ,n;u1J van 

(X,D,n) in x<2 met u1 c W. Omdat u1 een omgeving is van x0 in X en X 

open is in lR , is er een omgeving V van x 0 in :JR2 zo dat V c u1 , en 

v een Peano continuum (2.50). Omdat h 1 := TIIQiXIn' Q1 x In+ u1 een 

homeomorfisme is en de kanonieke projectie p: Q1 x In + Q1 continu, 
-1 

is Q := ph1 (V) een Peano continuum (2.52). Dus Q is compact, boog-

samenhangend en lokaal boogsamenhangend (2.53). 

We tonen nu aan dat Q en n aan (2.14) LPO, LP1 en LP2 voldoen. In de 

eerste plaats is x0 E Q c Q1 , dus Q is een n-sectie (2.9)~_. Omdat Q 

compact is, is Q gesloten in X. Vervolgens: Q x I c Q1 x I c D, en 
n n 

h := nl : Q x I + U := n(QXI ) is de restrictie en corestrictie QXIn n n 
van h 1 : Q1 x In+ u1 • Omdat h 1 een homeomorfisme is, is ook h een 

homeomorfisme. Tenslotte: Q is een omgeving van x 0 in Q1 (want p is 

een open afbeelding, h 1 een homeomorfisme, en V bevat een open omge­

ving van x0 in X), dus U := n(QXIn) is een omgeving van x0 in X 

(2.15J. D 

(2.57) LEMMA. Zij Q een n-sectie in (X,D,n) zo dat Q x I c D, en neem aan n 
dat Q compact, boogsamenhangend en lokaal boogsamenhangend is. Dan 

geldt voor ieder punt y E Q: 

1. als er een boog van de gedaante ayb in Q is dan is er een omgeving 

V van y in X zo dat V n Q = ayb; 

vgl. het bewijs van het tweede deel van (2.45). 
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2. als er geen boog van de gedaante aYB in Q is, is Q zelf een boog, 

en wel van de gedaante Q = YB met b E Q. 

In alle gevallen is er dus een omgeving V van y in X zo dat V n Q 

een boog is. 

BEWIJS. 

1. In dit geval is er een topologische inbedding $: [0,1] + Q zo dat 

$([0,1]) ab en y € $((0,1)). Definieer een continue afbeelding 

f: [0,1] x I + X c "JR.2 door 
n 

f(s,t) := 11($(s) ,t). 

Clmdat $ injectief is, evenals 11IQxin' is f injectief. Daar 

[0,1] x I compact is, volgt hieruit dat f een topologische in-
n 2 

bedding induceert van [ 0, 1] x I in "JR. • Volgens de stelling van 
n 

Brouwer over 

is het beeld 

de invariantie 
0 van (0,1) x I 
n 

van het domein (zie [D], pp. 358,359) 

ender f een open verzameling in "JR.2 

merk op, dat deze verzameling het punt y bevat, en bevat is in X. 

Dus v := f([O,l]xI ) is een omgeving van y in x. Uit de injecti­
n 

viteit van f en het feit dat $([0,1]) c Q volgt nog, dat 

v n Q = $([0,1]) = ah'. 
2. In dit geval volgt uit (2.54) en (2.55), in verband met wat in 

bewezen is, dat voor ieder tweetal bogen Ya en Yb in Q geldt: 

Ya c Yb of Yb c Ya· 
Clmdat Q boogsamenhangend is, is Q U{ya J a E Q}. Indien er een 

punt b E Q is zo dat er voor alle a E Q\{b} geldt dat b ~ ya, dan 

is ya c Yb voor alle a E Q, en Q = 0). Voor de gevraagde omgeving 

V van y kunnen we dan heel X nemen. 

Neem nu aan, dat er geen punt b E Q is met bovengenoemde 

eigenschap. Voor elke b E Q is er dan een c E Q zo dat b € ye\{c}, 

ofwel Q = U{ye\{c} J c € Q}. Het is nu voldoende om aan te tonen 

dat yc\{c} open is in Q voor elke c € Q: omdat Q compact is en de 

bogen ye totaal geordend zijn volgens inclusie is er dan een c0 E Q 

zo dat Q = yc0 \{c0} ~ [0,1). Tegenspraak (want Q is compact, en 

[0,1) niet!). 

We tonen als volgt aan, dat ye\{c} open is in Q voor elke c E Q. 

Zij z E yc\{c}, en zij W een boogsamenhangende omgeving van z in 

Q zo dat W n ye c ye\{c} (zo'n W is er omdat Q lokaal boogsamen-
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hangend is, en yc\{c} open is in ye). 

y 

I 
I 
\ 

' 
, 

, 
/' 

....... __ _ 

Indien W * ye, dan is er een d E W zo dat d i yc'. Omdat W boog­

samenhangend is, is er een boog Zd c w. Kies z 1 E yz n Zd zo dat 

z1 correspondeert met de kleinste parameterwaarde van een punt uit 
~ ..--.,,_ ~ .~ ,------,. {} de compacte deelverzameling yi n zd van yz. Dan is yz 1 n z 1d = z 1 • 

Daar c ~ W, is c ~ ~ := yz-1 u ~ (zie (2.54).!.._), dus ye*~· 
Anderzijds is ~ * ye, want d ~ Y?. Dit is in strijd met de 

reeds eerder aangetoonde totale ordening naar inclusie van de bo­

gen ya in Q(aEQ). Dus is W c ye-, en hieruit volgt dat z inwendig 

punt van yc\{c} is (met betrekking tot Q). Bijgevolg is yc\{c} 

open in Q. 0 

(2.58) STELLING. Zij (X,D,rr) een lokaal dynamisch systeem, waarin X een 
2 open deel verzameling van :m is. en zi-; xA E X, x 0 geen evenwichts-

punt. Dan is (X,D,rr) lokaal parallelliseerbaarin x0 , en bij iedere 

omgeving W van x0 is er een lokale representatie (Q,n;U) van (X,D,rr) 

in x0 waarin U c W, en waarin Q een boog is. 

BEWIJS. Uit (2.56) volgt dat er een lokale representatie (Q,n;U) van 

(X,D,rr) in x0 is waarin U c W, en Q compact, boogsamenhangend en 

lokaal boogsamenhangend is. Uit (2.57) volgt nu, dat als Q geen boog 

is, er een omgeving V van x0 in X is zo dat Q1 := V n Q een boog is. 

Aangezien Q1 een omgeving is van x0 in Q, volgt met behulp van (2.15) 

gemakkelijk, dat (Q1 ,n;u1), waarin uiteraard u 1 := rr(Q1xrn), een lo­

kale representatie is van (X,D,rr) in x0 . Hierin is u1 c W, en Q1 is 

een boog. 0 

(2.59) GEVOLG. Als x E X geen evenwichtspunt is en T > O is zo gekozen dat 

[-T,T] c J(x) en, als x periodiek is, T < p(x), dan heeft (X,D,rr) 

een lokale representatie (Q1 ,T;U1) in x, waarin Q1 een boog is. 

BEWIJS. Gebruik (2.58), (2.46) en (2.47), en merk op, dat een geslo­

ten, samenhangende deelverzameling van een boog weer een boog is. D 
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(2.60) OPMERKING. In feite kan met behulp van het voorgaande aangetoond 

worden dat iedere compacte, samenhangende sectie S in X een boog is, 

of homeomorf met een cirkel. Orn dat in te zien moet lemma (2.56) als 

volgt aangepast worden: als S een compacte, samenhangende n-sectie in 

(X,D,n) is en W een omgeving van S, dan is er een lokale representa­

tie (Q,n;U) van (X,D,n) waarin Q compact, boogsamenhangend en lokaal 

boogsamenhangend is, S c Q,U een omgeving van S, en U c W. 

(Het bewijs van deze uitspraak is geheel analoog aan dat van (2.56), 

met een beroep op (2.43) i.p.v. op (2.44). Merk op, dat bij iedere 

omgeving u 1 van Ser een gesloten omgeving V van Sis zo dat V c u 1 , 

en Veen Peano continuum; vgl. (2.50) en het bewijs van~ in (2.43)). 

Uit (2.57) volgt nu, dat ieder punt van Q een omgeving heeft waarvan 

de doorsnede met Q een boog is. Hieruit kan gemakkelijk afgeleid 

worden dat Q een eindige vereniging van bogen is die zo gerangschikt 

kunnen worden (evt. cyclisch) dat van twee opeenvolgende exemplaren 

het eindpunt van de eerste samenvalt met het beginpunt van de tweede, 

terwijl geen twee van deze bogen elkaar nog op andere wijze kunnen 

snijden. Dus Q is zelf een boog, of homeomorf met een cirkel, en de 

samenhangende, compacte deelverzameling S van Q is dan ook een boog 

of evt. homeomorf met een cirkel. 

Een boog (of een homeomorf beeld van een cirkel) in X die (dat) tevens 

sectie is wordt wel een transversaal genoemd. Transversalen spelen een 

belangrijke rol in de kwalitatieve theorie der differentiaalvergelij­

kingen, welke rol ze, op grond van het voorafgaande, ook in de theorie 

der vlakke dynamische systemen kunnen spelen. In het nu volgende 

zullen we hiervan een paar aspecten belichten. 

(2.61) Indien (Q,n;U) een lokale representatie is van (X,D,n) in een punt 

x E X, zo dat Q een boog is, zeg met parametervoorstelling ~ (dat 

wil zeggen, ~: [0,1] + X is een topologische inbedding, en ~[0,1] Q), 

dan wordt er door 

f: (i;,t) I-+ TI(~(i;) ,t) [0,1] x I 
n 

een topologische inbedding van [ 0, 1] x I in JR2 gedefinieerd met 
n 

beeld U (vgl. ook het bewijs van (2.57)_!_). Uit de stelling van 

Brouwer over de invariantie van het domein volgt dan dat f de inwen­

dige punten van [0,1] x I afbeeldt op inwendige punten van U, en 
n 
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randpunten van [0,1] x I op randpunten van U (inwendige en rand van 
n 2 

[0,1] x In en U als deelverzameling van lR , maar omdat U c X, X open 

. 2 d 1 2 . h lfd in lR en U compact, us ges oten in lR , komt dit voor U op etze e 

neer als inwendige en rand in X). In het bijzonder is x een inwendig 
-1 1 punt van U, dus het punt (W (x),0) = f- (x) is een inwendig punt van 

[0,1] x I. Met andere woorden, x E W((0,1)), en zonder beperking n 
der algemeenheid mogen we aannemen dat x = w<!l. 

Als (I;, t) E [ 0, 1] x I en u E lR is zo dat u + t E I , dan is 
n n 

(W(I;) ,t+u) E D, 7f(tji(I;) ,t+u) · E U, en 

f(E;;,t+u) 7r(W(l;J ,t+ul 7f(7f(W(i;J ,tl ,ul 7f(f(l;,tl ,u). 

Indien we nu U identificeren met [0,1] x I via het homeomorfisme f, 
n 

dan "is" dus U een rechthoek in lR2 , de rand van U (in X) "is" juist 

de rand van deze rechthoek, Q "is" het lijnstuk [0,1] x {O}, en de 

doorsneden van banen in X met u zijn leeg, of het "zijn" lijnstuk­

ken {I;} x I met 0 s I; s 1. Voor ieder punt x E Q heeft de tweede n 
coordinaat in [0,1] x I van het punt 7f (x,u) hetzelfde teken als 

n 
u: 7r(x,u) ligt "boven" [0,1] x {O} als u > 0 en "beneden" [0,1] x {O} 

als u < 0. 
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Volgens de stelling van Schoenflies)l bestaat er een homeomorfisme 

F: JR2 + JR2 zo dat de restrictie van F tot de rand van U samenvalt 

met de restrictie van f tot de rand van U. Het binnengebied (buiten­

gebied) van de rand van U wordt door F op het binnengebied (buiten-
2 2 

gebied) van [0,1] x In afgebeeld. Als nu F': JR + JR wordt gede-

finieerd door 

.·-- (F(p) als p ~ U 
F' (p) 

f(p) als p E U 

dan is F' een homeomorfisme van JR2 op JR2 , en F' Ju = f. Uit de stel­

ling van Brouwer over de invariantie van het domein volgt, dat F'(X) 

open in JR2 is. Het is duidelijk dat op F' (X) nu een lokaal dynamisch 

systeem gedefinieerd kan worden zo dat F' een equitempisch isomorfisme 

van X op dit nieuwe systeem induceert. Alle eigenschappen van (X,D,rr) 

die invariant zijn ender equitempische isomorfismen heeft dit nieuwe 

systeem ook, en omgekeerd. Voor de bestudering van deze eigenschap­

pen kunnen we dus evengoed het nieuwe systeem bekijken als (X,D,rr) 

zelf. Het nieuwe systeem heeft echter de eigenschap dat de omgeving 

U van x correspondeert met de rechthoek [O,l] x I , waarover allerlei 
n 

uitspraken die intuitief duidelijk zijn, ook gemakkelijk bewezen kun-

nen worden. 

Conclusie: Als (X,D,rr) een lokaal dynamisch systeem is, waarin X een 

open deel verzameling van JR2 is, en x E X is geen evenwichtspunt, dan 

mogen we aannemen dat x de coordinaten (~,O) heeft, en dat 

U := [0,1] x I voor zekere n > 0 een omgeving van x in X is. Voor 
n 

elk punt y := (~,s) EU is I - s c J(y), en voor t EI - sis dan 
n n 

rr ((~,s) ,t) ( ~, s+t) . 

Deze aanname mag echter uitsluitend gemaakt worden als het gaat om de 

bestudering van eigenschappen van (X,D,rr) die invariant zijn onder 

equitempische isomorfismen (zie bijv. (1.66); we maken de lezer er 

Een stelling die de meeste wiskundigen zonder '.12eer geloven, evenals de 
stelling van Jordan over gesloten krommen in lR . De stelling spreekt 
uit, dat ieder homeomorfisme van sl in JR2 voortgezet kan worden tot 
een homeomorfisme van JR2 op JR2 . 
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op attent dat in de literatuur ook begrippen voorkomen in de defini­

tie waarvan meer dan alleen de topologische structuur van x gebruikt 
wordt. Een voorbeeld hiervan is het begrip Lyapunov-stabiel. Als 

(X,D,rr) een lokaal dynamisch systeem is waarin X een metrische ruimte 
is, dan heet een punt x EX Lyapunov-stabiel als {rrt J t E J(x)} 

equicontinu is in het punt x)l met betrekking tot de gegeven metriek 

op x. 

In het vervolg zullen we bovenvermelde aanname, waar mogelijk, steeds 

maken voorzover het nuttig is ter vermijding van gecompliceerd for­

malisme. Bij beweringen omtrent de beweging op U = [0,1] x I zullen 
n 

we dan vaak een beroep doen op het meetkundig inzicht van de lezer. 

Orn een voorbeeld te noemen: 

(2.62) (Notatie als in de Conclusie van (2.61); zie ook de figuur op pag.85.) 

Zij yi E u, zeg yi = rr(x.,t.) met x. E Q := [0,1] x {O} en t. EI 
i i +i i n 

) 1 

(i = 1,2), en neem aan, dat y 1 Er (y2). Dan zijn er de volgende, 

elkaar uitsluitende mogelijkheden: 

(ii) zij y 1 = rr(y2 ,t) met t > O; dan bevat rr({y2 } x [0,t]) een boog 

ah waarin a een punt van de "bovenrand" van U is, b een punt van 
~ 0 de "benedenrand" van U, en ab n U = 0. 

Immers, als geval (i) zich niet voordoet dan is er een s' > 0 zo dat 
rr(y2 ,s') E Q; omdat dergelijke waarden van s' onderlinge afstand 

~ n hebben (Q is een n-sectie!) is er een kleinste s > 0 met 

rr(y2 ,s) E Q. Neem dan voor a het punt op de bovenrand van U dat cor­

respondeert met y 2 (dus a= rr(x2 ,~n)) en voor b het punt op de be­

nedenrand van U dat correspondeert met rr(y2 ,s). Merk op, dat b het 

punt is waar r+(y2) "voor het eerst" weer U binnenkomt na U in het 
punt a verlaten te hebben. 

Gewoonlijk eist men ook nog dat J(x) 
band niet van belang. 

lR, maar dat is in dit ver-
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6. Limietverzamelingen in vlakke dynamische systemen 

Bij de afleiding van de resultaten in deze paragraaf voor vlakke dy­

namische systemen zal wezenlijk gebruik gemaakt worden van de schei­

dingsstelling van JORDAN voor het platte vlak (dat we voortdurend 

met JR2 zullen identificeren)l). In verband hiermee zullen we eerst 

deze stelling, tesamen met enige andere eigenschappen van gesloten 

Jordankrommen, formuleren. 

(2.63) DEFINITIE. Een gesloten Jordankromme in een topologische ruimte Y is 

een topologische inbedding p: s 1 + Y van de eenheidscirkel in Y. Even­

min als bij bogen zullen we hier een scherp onderscheid maken tussen 

de afbeelding pen de verzameling p(S1). We zullen daarom vaak spreken 

van een gesloten Jordankromme K in Y (waarmee we dan een homeomorf 
1 

beeld van S in Y bedoelen). 

(2.64) VOORBEELD. Indien axB en aYJJ twee bogen in Y zijn zo dat aXB n aYlJ = 

= {a,b}, dan is hun vereniging aXB u aYJ3 een gesloten Jordankromme. 

(Immers, als p: [0;1] +Yen q: [0;1] + Y parametriseringen van de 

gegeven bogen zijn dan is p(t) * q(s) voor s, t E (0;1), p{O) = q(O) 

en p(l) = q(l). Dus door 

{ p(t/•l voor 0 ~ t ~ 11 

r(eit) := 

q (2-t/11) voor 11 ~ t ~ 211 

wordt een continue bijectie, en dus een homeomorfisme r van s1 op 

de vereniging der beide bogen gedefinieerd) . 

(2.65) STELLING. (JORDAN). Als Keen gesloten Jordankromme in lR2 is dan is 

lR2 \K = U u V waarin U en V twee niet-lege, samenhangende, open en 

1) 

2 
onderling disjuncte deelverzamelingen van lR zijn. Voorts is 

u n v K of, equivalent hiermee, U\U = V\V = K (en dus U = u u K, 

V VU K). 

Orn onderscheid tussen coordinaatgrepen en open intervallen te kunnen 
maken, zullen we in het vervolg een open interval {~la<~<b} aanduiden 
met (a;b). Gesloten en half open intervallen zullen we, analoog hiermee, 
aangeven met [a;b], [a;b) en (a;b]. 
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BEWIJS. Zie [D], p.358. D 

(2.66) OPMERKINGEN EN DEFINITIES. De verzamelingen U en V in (2.65) zijn 

de componenten van m2 \K. Uit de stelling van SCHOENFLIES (zie de 

voetnoot op pag. 86) volgt, dat er een homeomorfisme f: m2 ->- m2 is 
1 ) 1 2 1 met f(S ) = K. Door f worden de componenten van fil \S afgebeeld 

op de componenten U en V van m2 \K. Omdat precies een van de compo­

nenten van m2 \s1 een compacte afsluiting heeft, geldt hetzelfde voor 

precies een van de componenten van m2 \K; deze component (de begrens-
2 . 

de component van fil \K) zullen we het binnengebied van K noemen. 

Notatie: in.6(K) of in.6K. 

De andere component van m2 \K zullen we het buitengebied van K noemen. 

Notatie: olltJ.i(K) of olltJ.iK. 

Merk op, dat olltJ.i(K) gekarakteriseerd wordt door de eigenschap dat 

olltJ.i(K) in geen enkele compacte deelverzameling van m2 bevat is 
2 (dus olltJ.i (K) is de onbegrensde component van fil \K) . 

(2.67) EIGENSCHAPPEN VAN GESLOTEN JORDANKROMMEN. Laat Keen gesloten Jordan­

) 1 

kromme in m2 zijn. 
2 

1. Als S c fil samenhangend is en S n K 

S c OlltJ.i (K) • 

0, dan is s c in.6(K) of 

2. De verzamelingen in.6(K), olltJ.i(K) en bun afsluitingen zijn boog­

samenhangend. Voor ieder punt x E olltJ.i(K), resp. x E in.6(K), en 

ieder punt y E K bestaat er zelfs een boog xy in m 2 zo dat 

xy\{x} c olltJ.i(K), resp. xy\{x} c in.6(K). 

3. Als oak K' een gesloten Jordankromme is, en K' c in.6(K), dan is 

K c olltJ.i (K') ; oak is dan in.6 (K') c in.6 (K) en olltJ.i (K') ::i olltJ.i (K) • 

4. Zij F een gesloten deelverzameling van m2 , als F c olltJ.i (K), dan 

is er een gesloten Jordankromme K1 met F c olltJ.i(K1 l en 

Kc in.6(K1). Evenzo, als F c in.6(K), dan is er een gesloten 

Jordankromme K2 met F c in~(K2 ) en K2 c in~(K). 

BEWIJS. 

1. Triviaal. 

2. Op grond van de stelling van SCHOENFLIES mogen we aannemen dat 

K = s 1 , in welk geval de bewering triviaal is. 

In feite is (2.65) een direct gevolg van de stelling van SCHOENFLIES. 



3. Als K' c in.6(K), dan is Kn K' = 0. Omdat K samenhangend is, 

volgt uit .!._, dat Kc ~(K') of Kc out6(K'). Kies x EK en 
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y E out6(K) n out6(K') (deze doorsnede is niet leeg omdat het 

complementen van compacte verzamelingen betreft) • Wegens ~ is er 

een boog xy in JR2 zo dat xy\{x} c aut.6 (K). Indien K c in.6 (K'), 

dan zou x E in.6(K'), dus xy n K' * 0. Dit is in tegenspraak met 

K' c in.6(K) en xy\{x} c out6(K); dus is Kc out6(K'). 

Neem nu aan, dat ~(K') r in.6(K), dat wil zeggen in.6(K') n 

out6(K) * 0. Omdat in.6(K') open is, volgt hieruit, dat 

in.6(K') n out6(K) * 0. 
Anderzijds is in.6(K') n ~(K) * 0 (immers, kies x EK' c in.6(K) 

en zij Veen omgeving van x met V c in.6(K); dan is V n in.6(K') * 0, 
dus in.6(K) n in.6(K') * 0). Omdat in.6(K') samenhangend is, volgt 

hieruit, dat in.6(K') n K = 0, in strijd met Kc out6(K'). 

i_. Op grond van de stelling van SCHOENFLIES mogen we aannemen dat 

K = s1 , in welk geval de bewering triviaal is. D 

(2.68) NOTATIE. In deze paragraaf is (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem, 

waarin X een open deelverzameling van lR2 is. Als x0 E X geen even­

wichtspunt is - we zullen x0 dan ook wel een bewegend punt noemen -

dan is (X,D,n) lokaal parallelliseerbaar in x0 en bij iedere omgeving 

van x0 is er een lokale representatie van (X,D,n) in x0 van de ge­

daante, beschreven in (2.61). Ter vereenvoudiging van de notatie zul­

len we aannemen dat x0 niet de co6rdinaten (!,Ol heeft, maar (0,0), 

dat Q = [-1;1] x {O} en dat Q een 2n-sectie is. Dus we hebben de 

lokale representatie (Q,2n;U) in x0 = (O,O), en U = [-1;1] x [-n;n]. 

Voor x = (s,t) E u en s E [-n-t;n-tJ is dan s E J(x), en n(x,t) = 

(2 .69) 

= (s,t+sl. 

LEMMA. Zij XO E X een bewegend punt, en laat (Q,2n;U) een lokale 

representatie zijn van (X,D,n) in x0 zoals beschreven in (2.68). 

voorts x E x. In elk van de volgende gevallen 

(a) x0 E Q(x) of x0 E A(x); 

(b) x0 is periodiek en x behoort tot een voldoend kleine omgeving 

van x 0 ; 
) 1 

geldt : 

) 1 
Zie ook de figuren in (2.70) op pag. 92. 

Zij 
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Er zijn punten xi := TI(x,ti) E Q n f(x) (i=l,2) zo, dat 

1. Voor i = 1,2 is xi = (t;i,O) met -1 < t;i < 1; voorts is t 2 > t 1 +2n 

en TI(x,t) i u voor t 1 + n < t < t 2 - n. 

2. De vereniging van het baansegment Tix[t1;t2 J van f(x) en he~r­

bindingssegment L0 van de punten x 1 en x 2 is een gesloten Joraan­

kromme K0 die geheel bevat is in X. 

Als x0 E Q(x) (resp. x0 E A(x)) geldt bovendien dat er bij elke 

s E :JR waarden t 1 ,t2 E :JR zijn met de in 1 en 2 beschreven eigen­

schappen, en waarvoor t 1 > s (resp. t 2 < s). 

BEWIJS. Als x0 E Q(x) of x0 E A(x), dan is TI(x,t) E u0 voor wille­

keurig grate waarden van ltl. Hieruit volgt gemakkelijk dat 

TI(x,t) E (-1;1) x {O} c Q voor oneindig veel waarden van t, welke 

waarden een onderling verschil hebben van minstens 2n (Q is immers 

een 2n-sectie). Laten t 1 en t 2 twee opeenvolgende waarden zijn van t 

met TI (x, t. ) E ( -1 ; 1) x { O} ( i = 1 , 2) • 
1. 

Ga in geval (b) als volgt te werk: merk eerst op, dat p(x0 ) > 2n 

(immers, x0 E Q en TI(x0 ,p(x0 )) E Q, en Q is een 2n-sectie). Er is 

een omgeving V van x0 zo dat voor alle x E V geldt: TI(x,kp(x0 )) E u0 

voor k = 1,2. Bij elke x E V zijn er dan waarden s 1 en s 2 met 

TI(x,sk) E (-1;1) x {O} zo dat Jsk-kp(x0 ) J < n voor k = 1,2. Merk op, 

dat Js 1-s2 J <: l2p(x0)-p(x0 ) I - is2-2p(x0 ) I - is1-p(x0 J I > O, dus 

s 1 * s 2 ; met andere woorden, TI(x,t) E Q voor minstens twee verschil­

lende waarden van t. Laten t 1 en t 2 weer twee opeenvolgende waarden 

zijn van t met 71'\x,ti) E (-1;1) x {O} (i = 1,2). 

Het is duidelijk, dat in beide gevallen .!_ geldt (vgl. oak het betoog 

in (2.62)). Wat 3_ betreft, er zijn twee mogelijkheden: als 

xi := TI(x,ti) voor i = 1,2, dan is x 1 = x2 , of x 1 * x2 . 

Als x 1 = x2 is LO= {x1}een ontaard segment, en K0 = Tix[t1;t2 J = 

= f(x 1 l is homeomorf met een cirkel, dus een gesloten Jordankromme 

(vgl. (1.29)). Als x1 * x2 , dan is, omdat L0 c Q en TI(x,t) ~ Q voor 

t 1 < t < t 2 , L0 n Tix[t1;t2 J = {x1,x2}. Op grand van (2.64) is het nu 

voldoende am te laten zien dat Tix[t1;t2 J een boog is. Hiertoe is het 

voldoende am te bewijzen dat TIX injectief is op [t1;t2 J. Welnu, neem 

aan dat TI(x,s) = TI(x,s') met t 1 $ s < s' $ t 2 . Dan is s > t 1 + n en 
2 s' < t 2 - n, en dus Tix[s;s'] c :JR \U. Maar dan is x periodiek en 

f(xi)= f(x) Tix[s;s'] c :JR2 \U. Dit is in strijd met de keus van 

xi E f(x) n U (i = 1,2). Hieruit volgt het gestelde. D 
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(2.70) Laten x0 en (Q,2n;U) zijn als in (2.69) en laat x € X een punt zijn 

waarvoor (om welke redenen dan ook) de conclusies 1 en 2 van (2.69) 
- )1-

gelden. Neem bovendien aan, dat xl # x2, dus sl # S2· Zonder be-

perking der algemeenheid mogen we aannemen, dat s 1 < s 2 . Dus 

-1 < s 1 < s 2 < 1. 

Dan is n(x2 ,nl ~ L0 en ook n(x2 ,nl ~ nx[t1;t2 J, dus n(x2 ,nl ~ K0 . 

Daarom is (x2 ,nl E ou.t6(K0) of n(x2 ,nl E in6CK0 J. 

n(x1 ,-n) 

In het nu volgende zullen we aannemen, dat n(x2 ,nl € in6(K0). Ana­

loge resultaten kunnen verkregen worden als n(x2 ,nl € ou.t6(K0), door 

consequent in6(K0 ) en ou.t6(K0) te verwisselen (we maken nergens ge­

bruik van de begrensdheid van in6(K0 JJ. 

{2.71) LEMMA. Met de notatie en de aannamen uit (2.70) gelden de volgende 

) 1 

uitspraken: 

1. r(xl n L0 = {x1 ,x2} en r (x) n K0 = n)t1;t2 J. 
2. Voor z € Lo\{xl} en t € J(z), t > 0, is TI(z,t) € in.6 (KO); 

voor z € Lo\{x2} en t € J(z) I t < 0, is n(z,t) € ou.t6 (K0 l ; 

voor z € Lo\{x2} en t € J(z) I t < 0, is TI(z,t) € ou.t6 (K0J ; 

bovendien is X n in-6 (KO) positief invariant, en X n ou.t6 (K0J is 

negatief invariant. 

3. Als z E x n outs(K0 l en r(zl n in6(K0 l * 0, dan is r(zl n L0 * 0, 

Het is duidelijk, dat xl * x2 als gegeven is dat het punt x niet perio­
diek is. We zullen omgekeerd in (2.71) laten zien dat uit de aanname 
x 1 * x2 volgt dat x niet periodiek is. 
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(2.72) 

en wel is of z E f(x) en f(z) n LO= {x1 ,x2 }, of z i f(x) en 

f(z) n L0 {z'} met z' t x 1 , z' t x 2• In beide gevallen is 

r(zl n L0 c r+(z). 

Definieer vervolgens T := U{f(z) I z E L0 }. Dan geldt: 

4. T is een open, invariante deelverzameling van X (dus ook open in 

JR2) en x E T. 

5. Geen enkel punt van T is periodiek ; in het bijzonder is x niet 

periodiek. 

6. Voor alle z E X is A(z) u O(z) disjunct met T, in het bijzonder 

is x i A(z) u O(z); voorts geldt voor alle z ET, dat A(z) couU(K0 ) 

en O(z) c .ilt6 (K0). 

BEWIJS. (Zie ook de rechter figuur in (2.70).) Alle punten die met 

TI(x2 ,nl verbonden kunnen worden door middel van een boog die K0 niet 

snijdt behoren tot .ilt6(K0). Hieruit volgt, dat 

geheel bevat is in .iYL6(K0 ). Zij nu 

Omdat x 1 een randpunt van old6(K0J is, is u n oub.,(K0 ) t 0. Uit het 

bovenstaande volgt dan, dat u2 n OuU(K0 ) t 0. Aangezien alle punten 

van u2 onderling verbonden kunnen worden door een boog die KO niet 

snijdt, volgt hieruit dat u2 c OuU(K0 ). In het bijzonder is dus 

TI(z,t) E outJ.. CK0 J voor z E LO, z t x 2 en -n :> t < 0. 

We tonen nu eerst aan, dat 
+ 

f (TI(x2 ,n)} c ,[/t6 (KO). Neem aan dat dat 

niet zo is: dan is er een kleinste niet-negatieve t' met 

TI(x2 ,n+t') E K0 ; omdat TI(x2 ,n) i K0 , is t' > 0. Merk op, dat 

Tix2[n;n+t') c .ilt6(K0 1. Indien TI(x2 ,n+t') E L0\{x2}, dan volgt met 

behulp van (2.72) gemakkelijk, dat TI [n;n+t'] n OuU(K) t 0, in 
x 2 O 

strijd met het voorgaande. Dus TI(x2 ,n+t') E Tix(t1 ;t2 J, zeg 

TI (t") 
x 
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volgt hieruit dat x2 periodiek is, en 

Hieruit volgt, dat x 1 ~ f(x2 ): tegenspraak, dus inderdaad is 

r+(n{x2 ,nll c in6(K0 ). Omdat nx2 (0;n] c u1 c in.6(K0 ) volgt hieruit, 

dat n(x2 ,t) E in6(K0 ) voor alle t E J(x2 l met t > 0. Op geheel ana­

loge wijze toont men aan, uitgaande van n(x1 ,-nl E oCLt6(K0 ) (vgl. 

(2.72)) dat n(x1 ,t) € oCLt6(K0 )- voor alle t € J(x1l met t < 0. Met 

andere woorden, 

voor t < t 1 , t € J(x); 

n(x,t) € 

voor t > t 2 , t E J(x). 

Hiervan is_!_ een direct gevolg. 

Beschouw nu een punt z € L0 \{x1 ,x2}. Dan is n(z,n) € u1 c in6(K0). 
+ A- • + r,( Als f (n(z,n)) ~ ~n6(K0 ), dan is f (n(z,n)) n KO* p. Op grond van 

_!_is z ~ f(x), ofwel f(z) n f(x) = 0. Derhalve is 
+ r (n(z,n)l n K0 c L0 \{x 1 ,x2 }. Indien s' de kleinste niet-negatieve 

waarde is waarvoor n(z,n+s') E L0 , dan moet nz[n;n+s') c in6(K0 ). 

Anderzijds volgt met behulp van (2.72) en het feit dat s' > 0, dat 

nz[n;n+s') n oCLt6(K0 ) * 0. Tegenspraak, dus r+(n(z,nll c in6(K0 ). 

Hieruit volgt, dat 

voor alle t € J(z) I t > 0. 

Op geheel analoge wijze blijkt voor z E L0 \{x1 ,x2 } dat 

n(z,t) E oCLt6(K0 ) voor alle t E J(z), t < 0. 

Water voor z = x1 of z = x2 geldt staat vermeld in (2.73). Hiermee 

is het eerste gedeelte van ~ aangetoond. 

Beschouw nu z E in6(K0 ). Als f+(z) <j: in6(K0 ), 
+ 

+ dan is r (z) n KO * 0. 
Als f (z) n TIX[t1;t2 J * 0, dan is f(z) = r(x), en op grond van het 

+ + + . voorgaande is dan Z E f (x2), en dus f (z) c f (x2 ) c ~n6(K0 ), in 
+ . strijd met de aanname. Dus moet r (z) n L0 \{x1 ,x2 } * 0, dat wil 

zeggen, er is een t > 0 zo dat z' := n(z,t) E L0 \{x1 ,x2}. Maar dan 
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(2.74) 

(2.75) 

(2.76) 

ZOU z = n(z',-t) E OLUA(Ko). Dus inderdaad r+(z) c il'L6(Ko). Uit (1.37) 

en (1.38) volgt dan, dat x n OLUA(K0J = (X\il'L6(K0 ))0 negatief invari­

ant is. Hiermee is ~ geheel bewezen, en ook l_ volgt hieruit zonder 

veel moeite. 

Als voorbereiding op 5 en 6 tonen we alvast het volgende aan: voor 

elke z E L0 geldt: 

z is geen periodiek punt; 

en A(z) n L0 

Hoewel (2.74) een direct gevolg is van (2.75) (immers als z perio­

diek is, is z E r(z) n L0 = n(z) n L0), kan (2.74) gemakkelijk recht­

streeks bewezen worden: als z E L0 \{x1}, dan is volgens ~ 

nt(z) E ~(K0 ) voor alle t E J(z), t > O; dus nt(z) * z voor t > 0, 

ofwel z is niet periodiek; dat x 1 niet periodiek is, volgt uit het 

feit dat x2 het niet is, want x2 E f(x 1l. Wat (2.75) betreft: stel 

er is z' E n(z) n L0 . We mogen aannemen, dat z' * x2 (als x2 E n(z) 

dan is ook x1 E n(z) wegens de invariantie van n(z); zie (1.39)). 

Wegens de invariantie van n(z) is dan ook TI-n(z') E n(z). Omdat 
-n TI (z') E OLUA(K0), en otUA(K0 ) open is, moet derhalve 

n(z,t) E OlUA(K0 ) voor willekeurig grote waarden van t. Anderzijds 

volgt uit ~' dat n(z,t) E il'L6(K0 ) voor alle voldoend grote waarden 

van t (n.l. t > t 2 - t 1 als z = x1 , en t > 0 als z * x 1). Tegenspraak, 

dus Q(z) n L0 0. Evenzo: A(z) n L0 = 0. 
Beschouw nu de verzameling 

T := U{r(z) I z E L0}. 

De enige niet-triviale bewering in i_ is, dat T open is. Het bewijs 

hiervan is als volgt: 

Kies eerst een open cirkelschijf W om x2 die geheel bevat is in U 

(hiervoor is het essentieel dat ~2 < 1), en zo, dat x 1 ~ w. Er is 

een open omgeving W' van x 1 zo dat 

voor z E W'. 

We mogen aannemen dat W' een open cirkelschijf om x 1 is die x2 niet 



97 

bevat en die bevat is in u. Zij nu z E W', zeg z (~ 1 u). In het ge-

/ 

I 
r 
\ 

\ 
' z --- .... 

/ 

-u 
val dat ~ ~ ~ 1 is n (z) E L0 , en dus r(z) n L0 * 0. In het geval 

dat ~ < ~l is z E u2 c ou-t6(K0). Als n(z,t2-t1) E .bt.6CK0), dan is 

n(z,t) E KO voor zekere t E (O;t2-t1J, en als n(z,t2-t1J E ou-t6(K0), 

dan volgt uit (2.76) direct dat n(z,t) E L0 voor zekere t met 

lt-(t2-t1J Is n. In alle gevallen is dus r(z) n L0 * 0 voor z E W', 

ofwel w• c T. Analoog: er is een open cirkelschijf W" om x2 zo dat 

W" c T. Het is evident, dat V' := [~ 1 ;~2 J x [-n;n] geheel bevat is 

in T. Dus V := V' u W' u W" is een omgeving van L0 die bevat is in 

T. Omdat T invariant is, volgt hieruit dat 

T c T, 

t 0 t 0 0 
dat wil zeggen: T = UtEJR n (V ) = UtEJR n (V nXt). Omdat V n Xt 

open is in X en nt een homeomorfisme is van Xt op X-t' is de ver-
t to 

zameling n (V nXt) open in X-t' dus open in X (zie (1.13)). Dus T is, 

als vereniging van open verzamelingen, weer open. Hiermee is i_be­

wezen. 

Wat ~betreft, dit volgt onmiddellijk uit de invariantie van Ten 

(2. 74) (vgl. ook (1.28).~_). 

Tenslotte 6: stel voor zekere z E X is Q(z) n T * 0. Omdat T open 

is, volgt hieruit dat f(z) n T * 0, en omdat T invariant is, is z E T. 

Maar Q(z) Q(usz) voor alle s E J(z) (1.17), dus we mogen aannemen 

dat z E L0 • Anderzijds volgt uit de aanname dat Q(z) n T * 0 en het 
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feit dat Q(z) invariant is (1.39), dat Q(z) n L0 * 0. Dit is in 

strijd met (2.75). Dus Q(z) n T = 0 en, geheel analoog, A(z) n T = 0. 
Uit 3_ volgt tenslotte, dat voor elke z E L0 geldt dat 11(z,t) E-i.n6(K0 l 

voor alle voldoend grote t, zodat Q(z) c -i.no(K0 ) = -i.no(K0 l u K0 (dit 

is ook correct als Q(z) = 0!). Omdat uit Q(z) n K0 * 0 zou volgen 

dat Q(z) n L0 * 0 (invariantie van Q(z)!), is Q(z) c -i.no(K0 J. Uit 

(1.17) volgt dan, dat Q(z) c -i.no(K0 ) voor alle z ET. Analoog: 

A(z) c o£Lt6(K0 ) voor alle z ET. D 

(2.77) PROPOSITIE. Laat x EX en neem aan, dat x E Q(z) u A(z) voor zekere 

Z E X. Dan geldt voor Q(x) juist een der volgende uitspraken: 

(i) Q(x) 

(ii) Q(x) * 0 en Q(x) bevat uitsluitend evenwichtspunten; 

(iii) x is een bewegend periodiek punt, dus f(x) = Q(x) = A(x). 

Evenzo geldt voor A(x) juist een der volgende uitspraken: 

(i) I A(x) 

(ii)' A(x) * 0 en A(x) bevat uitsluitend evenwichtspunten; 

(iii)' x is een bewegend periodiek punt, dus f(x) = Q(x) = A(x). 

BEWIJS. We tonen slechts de beweringen omtrent Q(x) aan (voor A(x) 

gaat het analoog). Neem aan, dat (i) en (ii) niet gelden. Er is dan 

een bewegend punt x 0 E Q(x). Dan voldoen x en x 0 aan de voorwaarde 

(a) uit (2.69). Als ook aan (iii) niet is voldaan, dan geldt, met 

de notatie van (2.69), dat x 1 * x 2 . Op x zijn dus de conclusies van 

(2.71) van toepassing: in het bijzonder volgt uit (2.71).§_, dat 

x ~ Q(z) u A(z), in strijd met de aanname. D 

(2.78) Als x E Q(z) u A(z) voor zeker punt z, en x is niet periodiek, dan 

hangt de situatie wat Q(x) betreft (geval (i) of geval (ii)) niet af 

van de situatie voor A(x) (geval (i)' of geval (ii)'): alle vier 

mogelijke combinaties kunnen voorkomen. Hiertoe is het voldoende, 

een dynamisch systeem (X,D,11) te construeren met x E Q(z) waarvoor 

(ii) en (ii)' gelden met A(x) n Q(x) = 0. De restrictie van (X,D,11) 

tot X\A(x) is een systeem dat aan (ii) en (i)' voldoet. De restrictie 

van (X,D,11) tot X\Q(x) voldoet aan (i) en (ii)', en de restrictie 

van (X,D,11) tot X\(A(x) U Q(x)) voldoet aan (i) en (i) '. (Bovenge-

noemde restricties zijn goed gedefinieerd, en weer systemen op open 

deelverzamelingen van :JR2 ; zie (1.39), (1.37) en (1.41) .) 
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Voorbeeld: beschouw de differentiaalvergelijking (in poolcoordinaten) 

in JR2 \{ (0,0)} 

dr 
dt 

dcj> = 
dt 

2 
(1-r )f(r,cj>), 

f (r,cj>), 

waarin f: JR2 \{ (0,0)} -+ lR+ een continue functie is met geisoleerde 

nulpunten xi, alle gelegen op aP cirkel $ 1 = {(r,cj>) J r = 1}. Het 

faseportret ( = f iguur met daarin getekend de banen) van het hier­

door gedefinieerde lokale dynamische systeem is als volgt (vgl. ook 

( 1 . 9) 3 en ( 1 . 7 3) ) : 

Elk nulpunt x. van f is evenwichtspunt van het systeem, 
l 1 

{x.} = Q(x) = A(x') voor punten x en x' van$ , die op hun beurt 
l 

behoren tot Q(z) met z = (r,cj>), r * 1. 

N.B. Het voorbeeld in (1.9)3 levert een situatie op waarin ieder 

punt x van $ 1 tot Q(z) behoort (z E JR2 \{ (0,0) }) en periodiek is. 

(2.79) Zij x EX een bewegend periodiek punt, i.e. f(x) is een gesloten 

Jordankromme (zie (1.29)). Dan heet f(x) een limietcykel als er een 

z EX is, z ~ f(x), zo dat Q(z) = f(x). (In dit geval is z ~ Q(z), 

dus z is niet periodiek.) 'Een equivalente formulering is: als z E X 

niet periodiek is, dan is Q(z) een limietcykel als en slechts als 

Q(z) de baan van een bewegend periodiek punt x E Q(z) is. 

In dat geval is f(z) n Q(z) = 0 (anders was f(z) = f(x), in strijd 

met het feit dat z niet periodiek is), dus f(z) ligt geheel aan een 
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kant van n(z): f(z) c in6n(z) of f(z) c ou;Un(z). Merk ook nog op, 

dat z positief Lagrange-stabiel is (1.56), zodat iedere omgeving 

van n(z) de verzameling ~z[t; 00 ) bevat voor voldoend grote t ((1.54); 

merk nog op, dat w(z) = oo omdat n(z) * 0). Daarom zegt men wel, dat 

r(z) naar n(z) spiraalt (in [B] wordt de term "spiralen" iets alge­

mener gebruikt: f(z) "spiraalt" zodra n(z) een bewegend punt bevat, 

en z niet periodiek is). 

Geheel analoog kan gedefinieerd worden wat het betekent dat A(z) een 

limietcykel is, in welk geval men zegt, dat f(z) naar A(z) spiraalt. 

N.B. Het kan voorkomen dat A(z) = f(x) = n(z') voor niet-periodieke 

punten z, z' € X en een bewegend periodiek punt x € X. Dan is f(x) 

dus "negatieve" limietcykel voor z en "positieve" limietcykel voor 

z'. 

Voorbeeld: het systeem van (1.9)3, zo gewijzigd dat buiten de een­

heidscirkel de banen "naar buiten toe" spiralen, i.e. het systeem, 

gedefinieerd door de differentiaalvergelijkingen 

en d(j> = 
dt 1. 

(2.80) PROPOSITIE. Als in een vlak dynamisch systeem n(x) een bewegend punt 

bevat, dan is n(x) n A(x) 0. 

BEWIJS. Zij x 0 € n(x) een bewegend punt. Dan mogen (2.69) en (2.71) 

toegepast worden (merk op, dat x 1 f x 2 omdat x niet periodiek is). 

Er is dus een gesloten Jordankromme KO zo dat n(x) c ~n6(K0 ) en 

A(x) c ou;U(K0 ) (of juist andersom). In elk geval is dan 

n(x) n A(x) = 0. D 

(2.81) In het algemeen behoeft voor een niet-periodiek punt z in een vlak 

dynamisch systeem A(z) n n(z) niet leeg te zijn: neem het voorbeeld 

van (2.78) waarin f precies een nulpunt x 1 heeft, en neem voor z 

een punt van de eenheidscirkel, z * x 1 . Dan is A(z) = n(z) = {x1}. 

In een niet-vlak dynamisch systeem behoeft (2.80) niet te gelden: 
1 1 

beschouw de torus S x S , opgevat als topologische quotientruimte 
2 

van lR onder de equivalentierelatie ~, gedefinieerd door 



Door de differentiaalvergelijkingen 

dt 

wordt op JR2 een lokaal dynamisch systeem gedefinieerd waarin de 

strook {(s1.s2) I 0 ~ sl ~ 1} invariant is. De restrictie van het 

systeem tot deze strook is een globaal dynamisch systeem, waarvan 

de bewegingen gegeven worden door 

als 0 < sl < 

0 of sl 

Merk op, dat n((~,0),t) E [xn;xn+l] voor n ~ t ~ n + 1, waarbij 
n n -1 

x : = e (1 +e ) voor n E 7Z • n 

1. 
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Het dynamische systeem op bovengenoemde strook induceert (door reduc-

tie modulo 1 in de s2-co6rdinaat) een dynamisch systeem op de torus, 

waarbij het punt x := (O,O) periodiek is, en f(z) = ~(z) = A(z) voor 

z := CLO). 

(2.82) PROPOSITIE. Als (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem is met x een open 
2 

deelverzameling van JR , en x E X is Poisson-stabiel, dan is x perio-

diek. 

BEWIJS. Als x Poisson-stabiel is, dan is x E ~(x). Uit (2.77) volgt 

dan dat x een evenwichtspunt is of een bewegend periodiek punt. D 

(2.83) Uit (2.82) en (1.49) volgt dat voor elke x EX geldt dat de baan f(x) 
. 1 1 een punt is, of homeomorf met $ , of homeomorf met JR . 



102 

Merk nog op, dat (2.82) niet behoeft te gelden voor niet-vlakke dy­

namische systemen: zie (1.48), 

(2.84) STELLING (POINCARE-BENDIXSON). Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch 
. . . 2 .. systeem, waarin X een open deelverzameling is van lR • Z.lJ x E X 

en neem aan, dat x positief Lagrange-stabiel is. Dan geldt juist 

een van de volgende uitspraken: 

(i) x is een bewegend periodiek punt. 

(ii) er is een bewegend periodiek punt x0 zo dat f(x) * n(x) 

dat wil zeggen, n(x) is een limietcykel. 

(iii) n(x) bevat minstens een evenwichtspunt. 

In geval (iii) zijn alle periodieke punten van n(x) evenwichtspunten, 

alsmede alle punten van A(y) u n(y) voor y E n(x). 

BEWIJS. Uit (1.28)l, (1.46).!_ en (1.52a) volgt, dat de gevallen {i), 

(ii) en (iii) elkaar twee aan twee uitsluiten. Het is dus voldoende 

om aan te tonen dat (ii) of (iii) geldt als (i) niet geldt. Neem dus 

aan, dat x geen periodiek punt is. 

Uit (1.39) en (1.54) volgt, dat n(x) compact, samenhangend en in­

variant is, en dat n(x) * 0. Zij x0 E n(x). Dan is f(x0 ) c n(x), dus 

x0 is positief Lagrange-stabiel, en 0 * n(x0 ) c f(x0 ) c n(x). Uit 

(2.77) volgt nu, dat x0 een bewegend periodiek punt is, of dat ncx0 ), 

en dus ook n(x), een evenwichtspunt bevat. Het bewijs is dus vol­

tooid als we aantonen dat voor elk bewegend periodiek punt x0 E n(x) 

geldt dat f(x0 ) = n(x). (In dat geval kan Q(x) geen evenwichtspunten 

bevatten; dus als n(x) wel evenwichtspunten bevat - geval (iii) - dan 

kan Q(x) geen bewegende periodieke punten bevatten, d.w.z. elk perio­

diek punt van n(x) is dan evenwichtspunt. Uit (2.77) volgt dan boven­

dien dat voor elk punt y E n (x) geldt: of y is periodiek, dus een even­

wichtspunt, en {y} = A(y) = n(y) bevat slechts een evenwichtspunt, 

of y is niet periodiek, in welk geval n(y) u A(y) ook slechts even­

wichtspunten bevat; A(y) = 0 of n(y) = 0 kan niet!). 

Laat dus x0 E n(x) een bewegend periodiek punt zijn, en neem aan, dat 

f (x0 ) * n (x). Zij z E n (x) \f (x,). Nu is f (x0 ) een gesloten Jordan­

kromme, en we mogen aannemen, dat z E ou-t6rcx0 ) (als z E iYL6f(x0 J 

gaat het bewijs analoog). Volgens (2.67li is er een gesloten Jordan-
2 kromme K1 zo dat rcx0 J c iYL6(K1 l en ou-t6r(x0 ) n [(lR \X)UA(x) u{z}]c 

c ou-t6(K1) (merk op, dat A(x) n Q(x) = 0 wegens (2.80), zodat zeker 

ook A(x) n f(x0 ) = 0). In het bijzonder is dus 
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Beschouw nu een lokale representatie (Q,2n;U) van (X,D,TI) in het 

punt x0 overeenkomstig (2.68), waarbij Uc il'l.6(K1) (il'l.6(K1) is een 

omgeving van x0 !). Uit (2.3) en het feit dat de afstand van de (com­

pacte) verzameling f(x0 ) tot het (gesloten) complement van il'l.6(K1) 

positief is volgt, dat er een omgeving V van x0 is waarvoor geldt 

TI(y,t) E il'l.6(K1) voor y E v en 0 s t s p(x0 ) + n; 

VOO.,... v E V. 

Omdat x0 £ Q(x) kunnen punten x 1 ,x2 £ f(x) gevonden worden overeen­

komstig (2.69), waarbij x 1 £ V. Omdat x niet periodiek is, is x 1 * x2 , 

dus de conclusies van (2.71) gelden in deze situatie (evt. met ver­

wisseling van il'l.6(K0 ) en otlt6(K0 )). 

Merk nu op, dat uit (2.87) volgt dat TI(x 1,t•) E Q voor zekere t' met 

lt'-p(x0 ) I s n. Omdat p(x0 ) > 2n (want x0 E Q en Q is 2n-sectie) is 

t' > 0, en dus O < t' s p(x0 ) + n. Uit (2.69) volgt, dat t 2 de klein­

ste waarde is met t 2 > t 1 en TI(x1 ,t2-t1) E Q. Dus is 

0 s t 2 - t 1 s t' s p(x0 ) + n, en uit (2.86) volgt dan, dat 

Tix[t1;t2 J = Tix1[o,t2-t1J c il'l.6(K1). Aangezien ook LO c u c il'l.6(K1), 

volgt hieruit dat K0 c il'l.6(K1). Maar dan impliceert (2.67)~, dat 
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(2. 88) 

(2.89) 

(2. 90) 

Omdat z E Q(x), n(x) samenhangend is, en Q(x) n K0 

volgt hieruit dat) 1 

0 (2. 71) §, 

Anderzijds is ou.t6r(x0 ) een omgeving van z, en omdat z E n(x) volgt 

hieruit dat f(x) n Ou.t6f(x0 ) * 0. Daar f (x) n f(x0 ) 0 (x is niet 

periodiek en x0 is het wel), volgt hieruit dat r(x) c ou.t6rcx0). 

In het bijzonder is dus K0 n ou.t6r(x0 J * 0. Omdat x0 periodiek is, 

is K0 n f(x0 ) = 0 (2.71)~, dus 

Uit (2.88) volgt nu, dat in.6(K0 ) n f(x0 ) = 0, en uit (2.89) volgt 

(omdat K0 de rand van in.6(K0 ) is, en ou.t6r(x0 J een omgeving van K0 
is) dat in.6(K0 ) n ou.t6rcx0 ) * 0. Omdat in.6(K0 ) samenhangend is, 

volgt hieruit, dat iM (K0 ) c ou.t6r (x0). 

Ook was KO c in.6(K1), dus ((2.67)~)in.6(K0 ) c in.6(K1), en samen met 

(2.85) impliceert dit, dat 

in.6(Ko) c X\A(x). 

Dus in.6CK0 ) = in.6(K0) u K0 is in ieder geval een compacte deelver­

zameling van X. Omdat Q(x) c ou.t6(K0 ) volgt uit (het analogon van) 

(2.71lI dat in.6(K0 ) negatief invariant is, weshalve x negatief 

Lagrange-stabiel is. Dus A(x) * 0 en ((2. 71).§_), A(x) c in.6 (K0). Dit 

is in strijd met (2.90). D 

7. Toepassingen van de stelling van POINCARE en BENDIXSON 

(2.91) De stelling van POINCARE-BENDIXSON kan worden gebruikt om het be-

) 1 

staan van periodieke oplossingen van differentiaalvergelijkingen in 

lR2 aan te tonen. De procedure laat zich als volgt omschrijven. Er 

wordt een ringvormig gebied F geconstrueerd, begrensd door twee 

De figuur op pag. 102 is op dit punt dus misleidend: we ziJn hier dan 
ook bezig aan te tonen dat in.6(K0) c in.6(K1) n ou.t6r(Xo), hetgeen 
tot een tegenspraak zal leiden. 
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gesloten Jordankrommen K1 en K2 met K1 .c ~Y!.6(K2 ), zodanig dat F 

positief invariant is. Elke beweging van een punt x uit F is dan 

positief Lagrange-stabiel, en G(x) c F. Als dan ook nog bekend is, 

dat F geen evenwichtspunten bevat, dan volgt uit (2.84) dat F min­

stens een periodieke beweging bevat. 

We passen dit nu toe in de volgende situatie. Beschouw het lokale 

dynamische systeem (lR2 ,D,n), gedefinieerd door de volgende differen-
2 

tiaalvergelijkingen in lR : 

~ 3 dt = y - µ(x -x); ~~~ 
dt -

(vergelijking van VAN DER POL). Het is duidelijk, dat het punt (0,0) 

het enige evenwichtspunt van het systeem is. We zullen nu een ring­

vormig gebied F aangeven zoals hierboven bedoeld is, waarbij 

(0,0) i F; we zullen dit doen voor het geval µ = 1. 

om de kromme K2 te vinden kunrien we als volgt te werk gaan (we laten 

alle berekeningen aan de 

lezer over). In alle pun­

ten van de rechte met als 

vergelijking y = x + A is 

het inwendige product van 

de richtingsvector van het 

snelheidsveld ter plaatse 

met de normaalvector (1,-1) 

der rechte negatief als 

A < -2, en positief als 

A > 2. Gelijksoortige be­

schouwingen bij alle segmen­

t-a,O) 

ten waaruit de in nevenstaan- (-a,-a-1) 

(a,a+l) 

(a,0) 

de figuur geschetste gesloten 

Jordankromme K2 bestaat leert, 

dat in alle punten van K2 de veldvector (y-x3+x,-x) naar binnen ge­

richt is (in de zes hoekpunten is dit gemakkelijk na te gaan; in 

de overige punten is het inwendige product met de naar buiten ge­

richte normaalvector negatief). Elke baan die K2 snijdt wordt in de 

buurt van het snijpunt voor toenemende t dus doorlopen van out:6(K2) 
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) 1 

naar in.6(K2). Hieruit volgt, dat in.6(K2) positief invariant is.ll 

Ieder punt van in.6(K2) is dus positief Lagrange-stabiel, en omdat 

in het voorgaande a willekeurig groot genomen mag worden (mits a> 2), 

volgt hieruit dat ieder punt van lR2 positief Lagrange stabiel is. 

Orn de gesloten Jordankromme K1 te vinden beschouwen we de functie 
2 2 2 

H: (x,y) >+ ! (x +y ) : lR + lR. Omdat 

d I [ 3H dx 3H ~ 1 dt H('JT((x,y),t)) = ox dt +a dtj 
t=O · y t=O 

2 
x 

4 
x ;:: 0 

t voor -1 < x < 1, zal de afstand van het punt 'IT (x,y) tot (0 1 0) toe-

nemen met toenemende t, zolang het punt althans in de strook 

{(x,y) I -1 < x < l} blijft. Voor K1 kan dus een cirkel met straal 

r om (O,O) genomen worden, met 0 < r < 1: in.6(K1) is dan negatief 

invariant, dus (zie (1.37)) OtiLs(Kl) is positief invariant. 

Vgl. ook het bewijs van (2.94). 
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Omdat (0,0) het enige evenwichtspunt van bet systeem is, heeft het 

systeem een limietcykel. Men kan aantonen dat het systeem ook 

niet meer dan een limietcykel heeft (zie bijv. [HS], Ch.10,§3). 

In het nu volgende is weer (X,D,n) een vlak lokaal dynamisch systeem, 
2 X een open deelverzameling van lR • Laat voorts x e: X een bewegend 

periodiek punt zijn. Dan is r(x) een gesloten Jordankromme. Neem aan, 

dat .ln.6r(x) c x. Dan zijn .ln.6r(x) en in6r(x) = .ln.6r(x) u r(x) in­

variante verzamelingen, en de r~strictie van (X,D,n) tot ~r(x) 

is dan een globaal dynamisch systeem ((1.41) en (1.20)). Men kan 

aantonen, dat ~r(x) homeomorf is met de gesloten 2-cel [0;1]2 ; 

uit (1.32) (en dus: uit de dekpuntsstelling van BROUWER; zie bet 

bewijs van (1.32)) volgt dan, dat ~Yl.6r(x) een evenwichtspunt be-

vat; omdat x geen evenwichtspunt is, ligt dit evenwichtspunt zelfs 

in .ln.6r(x). We zullen nu ditzelfde resultaat afleiden uit (2.84). 

(2.93) PROPOSITIE. Laat x e: X een bewegend periodiek punt zijn zo dat 

.ln.6r(x) c X. Dan bevat .ln.6r(x) een evenwichtspunt. 

BEWIJS. Omdat .ln.6r(x) u r(x) een compacte, invariante verzameling 

is (zie voorgaande opmerking) is elk punt y e: in6r(x) u r(x) posi­

tief en negatief Lagrange-stabiel. Wegens (1.54) is dan A(y) * ~. 
n(y) * ~. en op grond van (2.84) kunnen zich de volgende gevallen 

voordoen: 

(i) y is een bewegend periodiek punt; 

(ii) n(y) en A(y) zijn limietcykels; 

(iii) n(y) of A(y) bevat een evenwichtspunt. 

Neem nu aan dat .ln.6r(x) geen evenwichtspunt bevat. Dan kan geval 

(iii) zich niet voordoen. 

Laat C de verzameling van alle banen van periodieke bewegingen in 

.ln.6r(x) u r(x) zijn; de elementen van C zijn dus onderling dis­

juncte gesloten Jordankrommen. Definieer een partiele ordening in 

C door 

K' ~ K - K' c in.6 (K) U K 

(gebruik (2.67)~ om de transitiviteit van~ aan te tonen). Dan is 

CC,~) inductief, .dat wil zeggen, iedere keten in C heeft een boven­

grens. Immers, als C0 een keten (= totaal geordende deelverzameling 
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van C) is, kies dan voor elke K E C0 een punt xK E K, en laat x0 
een verdichtingspunt van {xK J K E C0 } zijn. Dan is 

x0 E in.6f(xK) u r(xK) voor alle KE c0 , dus r(x0 ) c in.6r(xK) u r(xK). 

Voorts gelden (i) en (ii) met x0 in plaats van y. In geval (i) is 

rcx0 ) E C, en r(x0 ) ~ K voor alle KE C0 , en in geval (ii) zijn 

A(x0 ) en n(x0 ) elementen van C, beide ~ K voor alle KE C0 . Dus C0 
heeft inderdaad een bovengrens in (C,~). 

Uit het lemma van ZORN volgt nu, dat C een maximaal element heeft, 

zeg f(z) voor zeker periodiek punt z. Kies y E in.6f(z) (volgens de 

aanname is z een bewegend punt!). Wegens de maximaliteit van f(z) 

kan (i) voor y niet gelden, dus n(y) en A(y) zijn beide element van 

c en beide bevat in ilUr(z) u r(z), dat wil zeggen, beide ~ r(z). 

Uit de maximaliteit van f(z) volgt dus, dat n(y) = r(z), en evenzo 

A(y) = r(z). Dus A(y) n n(y) * 0, in strijd met (2.80). D 

(2.94) GEVOLG. Laat Keen gesloten Jordankromme in X zijn zo dat in.6(K) c X, 

en neem aan dat Keen sectie is. Dan bevat in.6(K) een evenwichts-

punt. 

BEWIJS. Zij K een 2n-sectie. Voor elke x E K is dan TI (O;n] n K 0, x 
zodat dus Tix(O;n] 

Laat K1 := {x E K 

c in.6(K) of TI (O;n] c ou.t6(K). 
x 

Tix(O;n] c in.6(K)}en K2 := {x EK I Tix(O;nJ c 

ou.t6(K)}. Dan is K = K1 u K2 en K1 n K2 = 0. Uit de continuiteit 

van TI volgt, dat K1 en K2 open deelverzamelingen van K zijn. Omdat 

K samenhangend is, volgt hieruit dat een der verzamelingen K1 of K2 
leeg is; zeg K2 = 0, dat wil zeggen: Tix(O;n] c in.6(K) voor alle 

x EK. Hieruit volgt, dat in.6(K) positief invariant is. Immers, als 

TI(z,t) E ou.t6(K) voor zekere z E in.6(K) en t > O, dan is er een 

grootste waarde s E [O;t) zo dat TI(z,s) E K. Maar dan is 

Tiz(s;s+nJ c in.6(K), waaruit volgt dat t > s + n en dat Tiz(s+n;t] n 

K * 0, in strijd met de keus vans. Dus in.6(K) is inderdaad posi­

tief invariant. Elk punt y E ilU(K) is dus positief Lagrange-sta­

biel, en uit (2.84) volgt dan dat -Ut6(K) evenwichtspunten bevat, 

of periodieke bewegingen. In het tweede geval is r(x) c in.6(K) voor 

elke periodieke punt x E in.6(K), en dus in.6f(x) c in.6(K). Met be­

hulp van (2.93) volgt dan, dat ook in dit geval in.6(K) een even­

wichtspunt bevat. Omdat K geen evenwichtspunten bevat, zullen in 

alle gevallen deze evenwichtspunten in in.6(K) liggen. D 
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We zullen nu een paar opmerkingen maken over het gedrag van een vlak 

dynamisch systeem in de buurt van een periodieke beweging. Nog steeds 

is (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem waarin X een open deelver­

zameling is van JR2 • 

(2.95) LEMMA. Zij x 0 E X een bewegend periodiek punt. Dan is er bij elke 

E > 0 en elke open omgeving VO van r(x0) in X een omgeving V van 
2 

r (x0 ) in lR , begrensd door gesloten Jordankrommen Ki en Ku zo dat 

(dus V = irr.!i(K) n out6(K.)) met de volgende eigenschappen: 
u l. 

1. V c v0 c X en V bevat geen evenwichtspunten. 

2. Voor ieder periodiek punt x E Vis lp(x)-p(x0 l i < E en 

r(x) c b1.6 (K ) 
u 

(en dus r(x) c V), en als x E v n out6rcx0) is zelfs 

r cx0> c -l.rui r Cxl. 

3. De verzameling vu := v n out6rcx0) = irr.!i(Ku) n out6rcx0) is po­

sitief invariant of negatief invariant. Als Vu geen periodieke 

punten bevat dan is n(x) = r(x0) voor alle X E Vu' of A(x) = r(x0) 

voor alle x E V • 
u 

4. De verzameling Vi = V n ~n6r(x0 > = ~n6r(x0 l n out6(K.) is posi-
1. 

tief- of negatief invariant. Als Vi geen periodieke punten bevat, 

dan is n(x) = r(x0 ) voor alle X E Vu' Of A(x) = r(x0) voor alle 

X E V • 
u 

BEWIJS. I. Zij F de verzameling evenwichtspunten in X. Dan is F een 

gesloten deelverzameling van X (1.31). Omdat F n rcx0) = ~ mogen 

we van het begin af aan aannemen dat V:P c X\F. Merk op, dat v0 open 

is in X, dus open is in lR2 , zo dat lR \v0 gesloten is in lR2 • Voorts 

is (lR2 \VO) n r(x0) = ~- Uit (2.67)! volgt nu dat er gesloten 

Jordankrommen K' en K' in JR2 zijn zo dat 
i u 

K' c ~n6r cx0) 
i 
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(2.96) 

(:?.. 97) 

(2. 98) 

en 

Zij v• := -in.6(K') n o!Lt6(K~). Dan is V' een open omgeving van rcx0 ) 
u l. 

(wegens (2.67)3 is f(x0 ) c O!Lt6(K'.) !), en 
- l. 

V' c V c X\F. 
0 

Laat nu (Q,2n;U) een lokale representatie zijn van (X,D,n) in het 

punt x0 als beschreven in (2.68), waarbij Uc V' en n <E. Omdat 

f(x0 ) een positieve afstand heeft tot het complement van V' is er 

volgens (2.3ll een open omgeving W van x0 zo dat W c U en 

n(x,t) E V' voor x E w en -n $ t $ p(x0 l + 2n. 

Ook mogen we aannemen dat 

voor x E W 

(continuiteit van nx in het punt x0 , gecombineerd met het feit dat 

n(x0 ,p(x0 ll x0 EU). Uit (1.33) volgt dat w ook nog zo gekozen 

kan worden, dat 

p(x) > p(x0 ) -E 

voor alle periodieke punten x E W. Tenslotte volgt uit (2.69) (x0 
voldoet aan conditie (b)) dat we mogen aannemen dat voor elk punt 

x E W de conclusies .!_en~ van (2.69) gelden: als x E W, dan zijn 

er t 1,t2 E J(x) zo dat t 1 en t 2 opeenvolgende waarden)l van t uit 

J(x) zijn met n(x,t) E Q, en nx[t1;t2 J verenigd met het verbindings-

) 1 
Uit het bewijs van (2.69) volgt, dat we elk stel opeenvolgende waar­
den mogen nemen. 
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x x 
segment L0 van x1 en x2 is een gesloten Jordankromme K0 (let op de 

x 
notatie). Merk op, dat LO c Q c u c V'; voorts, dat voor elke x E W 

de bijbehorende waarde van t 1 zo gekozen kan worden dat I t 11 < n. 

Uit (2.97) volgt dan gemakkelijk, dat 

Met andere woorden, 

Uit (2.96) volgt dan, dat ~x[t1 ;t2 J c V'. 
x x 

Conclusie: KO= LOU ~x[t1 ;t2 J c V'. In het bijzonder is dus 

voor alle x E w. Ook is K~ c ou.t6(Ki>· Indien voor zekere x E W 
. x x 

niet zou gelden dat Ki c ..ut.6(K0), dan zou Kin ..ln6CK0) = ~. Dit 

zou impliceren dat ..ln6(K~) c ou.t6(Kil, en dus 

V' c X\F. 

Indien x periodiek is, zou (2.93) impliceren dat F n ..ln6(K~) * ~, 
in strijd met het bovenstaande. En als x niet periodiek is, dan is 

(2.71) van toepassing (want x 1 * x2) en~ ..ln6(K~) hetzij posi­

tief, hetzij negatief invariant; omdat ..ln6(K~) c X is dan Q(x) * ~' 

resp. A(x) * ~ (1.54). Omdat volgens (2.71).§_ nu Q(x) c ~n6(K~), 
. x 

resp. A(x) c ..ut.6(K0), volgt uit (2.84) en (2.93) dat ook nu 
. x 

F n ..ut.6(K0) * ~- Uit deze tegenspraak volgt, dat voor alle x E w 
geldt 

x Merk ook nog op, dat voor x E w n ou.t6rcx0J geldt: K0 n rcx0J = ~ 

(als x periodiek is, is dit evident; als x niet periodiek is, volgt 

dat uit (2.71)~); dus K~ c ou.t6r(x0). Omdat wegens (2.100) 
. . x . x 

..ut.6r(x0) n ..ut.6CK0) ~ Ki *~.is in dit geval ..ln6rcx0) c ..ut.6(K0), 



112 

(2.102) 

(2.103) 

en hieruit volgt dan, dat 

(voor x E w n o~rcx0 JJ. 

Beschouw tenslotte nog een periodiek punt x E W. Dan is x1 = x2 
(anders zou uit (2.71)2_ volgen dat x niet periodiek was), dus 
p(x) ~ t2 - t 1 . Uit (2.99) volgt dan, dat p(x) ~ p(x0 J + n < 

< p(x0J + E. In combinatie (2.98) volgt hieruit, dat 

lp(x)-p(x0J I < E 

voor elk periodiek punt x E W. 

II. Kies nu z E Q n w n o~r(x0 ) zo dat het verbindingssegment van 
z en x0 bevat is in w. Zij nu Ku := K~. Dan is f(x0 J c il'L6(Ku) 
(2.102), en voor 

geldt op grond van (2.100) dat 

V c ~l'L6(K') n O~(K~) = V' c V c X\F. u u . 1 0 

Zij nu x E V een periodiek punt. Dan is r(x) n K = 0 (als z perio-u u 
diek is, is dit evident, want dan is Ku f(z); en als z niet perio-

z . diek is, volgt dit uit (2.71)2_, toegepast op K0). Dus r(x) c ~l'L6(Ku). 

We beweren, dat f(x0 ) c il'L6f (x). Indien dit niet zo zou zijn, dan 
ZOU (omdat f(x0 ) n f(X) = 0) gelden: f(x0 ) C O~f(x). Omdat 
x E o~rcx0 J, is ook r(x) c o~r(x0 J, en hieruit zou dan volgen 
dat ~r(x) c o~r(x0J, en dus 

Uit (2.93) zou evenwel volgen dat ~n.6f (x) n F * 0. Uit deze tegen­
spraak volgt, dat r(x0 ) c ~n.6r(x). In het bijzonder volgt nu hieruit, 
dat x0 E ~l'L6f(x). Voorts volgt uit het feit dat r(x) c ~n.6(Ku) dat 
z E O~ f(x). Het verbindingssegment van de punten x en z snijdt 
dus f(x). Omdat dit verbindingssegment bevat is in W, is derhalve 
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f(x) n W * ~; dus we mogen, wat betreft de waarde van p(x), aan­

nemen, dat x E W. Dus is jp(x)-p(x0 J I < E (2.103). Merk op, dat we 

intussen ook aangetoond hebben dat 

Het is duidelijk dat Vu als doorsnede van de invariante verzameling 

ou.t6r(x0J en de positief of negatief invariante verzameling ino(Ku) 

zelf positief of negatief invariant is (als z niet periodiek is 

volgt de positieve of negatieve invariantie van in.6(K) uit (2.71)~; 
u 

als z periodiek is, is in.o(K) zelfs invariant en ook V is dan in-u u 
variant). Neem nu aan, dat Vu geen periodieke punten bevat. Het is 

duidelijk dat in dit geval het verbindingssegment van x en x0 uit­

sluitend niet-periodieke punten bevat, en zonder beperking der alge­

meenheid mogen we daarom aannemen dat z niet-periodiek is. Neem 

voorts aan, dat Vu negatief invariant is. Beschouw nu x E Vu. Omdat 

ieder punt uit Vu negatief Lagrange-stabiel is (immers, Vu c X) 

en Vu n F ~, volgt uit (2.84) dat A(x) een limietcykel is. Dus 

A(x) n V 
u 

Omdat A(x) 

~. Anderzijds is A(x) c Vu, en dus is A(x) c Ku U f(x0J. 

samenhangend is, moet daarom A(x) c Ku of A(x) c f(x0). 

Als A(x) c Ku, dan zou blijkbaar z een periodiek punt zijn, in strijd 

met de aanname. Dus is A(x) c f(x0), en omdat A(x) invariant is, 

volgt hieruit dat A(x) f(x0 J. Als Vu positief invariant is en geen 

periodieke punten bevat, toont men op analoge wijze aan, dat 

n(x) = f (x0 ) VOOr elke X E VU. Hiermee is i._ geheel bewezen. 

Op geheel analoge wijze kan men een gesloten Jordankromme Ki vinden 

zo, dat 

K' c in,o (K.) 
i l. 

en zo dat voor Vi := inor(x0 ) n ou.t6(Ki) het in i gestelde geldt, 

terwijl lp(x)-p(x0J I < E en 

K. c inor(x), 
l. 

voor elk periodiek punt x E Vi. Merk nog op, dat Vic V' c v0 c X\F. 

Het is tenslotte niet moeilijk in te zien dat voor 
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v := ~n.6(K) n ou.t.6(K.l geldt: v = v u v. u rcx0 ). Dus v c v0 c X\F: u i u i 

dus V voldoet aan .!.· Uit (2.104), (2.105) en (2.106) tenslotte volgt, 

dat ook aan 2 voldaan is. D 

(2.104) GEVOLG. Als (xn) een rij periodieke punten is in een vlak lokaal 

dynamisch systeem en de rij (xn) convergeert naar een bewegend 

punt x, dan is x periodiek, p(x) =limn p(xn), en bij ieder twee­

tal gesloten Jordankrommen K1 en K2 met K1 c ~r (x) en r (x) c ~n.6 CK.) 
is er een k E :N zo dat 

voor alle n ~ k. 

BEWIJS. Combineer (1.33) en (2.95). D 

(2.105) OPMERKING. Het intuitieve idee dat in de situatie van (2.104) voor 

voldoend grote n de banen rcxn) en r(x) niet alleen "dicht bij el­

kaar" liggen, maar ook nog in dezelfde richting doorlopen worden, 

is correct. Orn het te bewijzen moet uiteraard eerst het begrip 

"omloop-richting" gedefinieerd worden. Dit kan gebeuren met behulp 

van het zgn. windingsgetal (index) van een punt x ten opzichte van 

een periodiek beweging nz: 

= 2!i I ~= 1 r dt y(x) 
1,;-x 2ni J n(z,t)-x , 

r(z) [O;p(z)] 

dat gedefinieerd is voor elke punt 
2 lR2 X E lR \r (z) (vat op als het 

complexe vlak C) Men kan aantonen, dat xr-+ y(x) constant is op 
2 de componenten van lR \r (z) , dat y (x) = 0 voor alle x E ou.t.6r (z) , 

en dat y(x) = +1, of y(x) = -1, voor alle x E ~r(z). Noem de 

omlooprichting van f(z) positief als y(x) = +1 voor alle 

x E ~n.6f(zJ, en negatief, als y(x) = -1 voor alle x E ~n.6f(z). 

Voor verdere details, zie [B], Chap. II, met name Theorem 2.16. 

(2.106) STELLING. Laat Keen (positieve) limietcykel zijn in een vlak dy­

namisch systeem (X,D,n). Dan is de verzameling 

A(K) := {x E X\K I r!(x) K} 



open in X. 

BEWIJS. Zij x0 EK. Dan is dus K = rcx0 J. Beschouw nu een punt 

x E A(K): dus x E X\f(x0J en n(x) = rcx0J. Neem aan, dat 

x E ou..t6rcx0J (als x E il'L6f(x0J gaat het bewijs analoog). Zij 

v0 = X\{x}, en zij E = 1, en zij Veen omgeving van Kmet de in 

(2.95) beschreven eigenschappen. Merk op, dat x ~ V , dus 
u 
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x E ou..t6(K ). We tonen aan, dat V geen periodieke punten bevat. 
u u 

Stel, dat integendeel, y E Vu periodiek is. Dan is f(x0J c il'L6f(y) 

(zie (2.95)~), dus il'l.6r(y) is een omgeving van rcxo) = n(x). 

Dientengevolge is r+(x) n il'L6f(y) * 0. Omdat x E ou..t6(K) c ou..t6r(y), 
+ u 

is f (X) n f(y) * 0; dit ZOU impliceren dat X periodiek was zodat 

x E r (x) n(x) rcx0), in strijd met de keus van x. Dus vu bevat 

geen periodieke punten. 

Merk nu op, dat r+(x) n v * 0: r+(x) n V * 0 omdat Veen omgeving 
+ u + 

van n(x) is, en r (x) c ou..t6r(x0 J omdat anders r (x) n r(x0 J * 0. 

Voor x' E f+(x) n VU geldt: Q(x') = f(x0). Uit (2.95Jl volgt dan, 

dat Q(y) = f(x0 ) voor alley E Vu' dus Vu c A(K). Tenslotte is het 

duidelijk (continuiteit van TI) dat er een omgeving W van x is en 

een t E lR zo dat Tit(W) c V. Maar dan is W c A(K) (1.17). Hieruit 
u 

volgt, dat A(K) open is. D 

(2.107) In feite hebben we iets meer aangetoond in het bewijs van (2.106) 

dan wat geformuleerd staat in de stelling, namelijk: 

Als K een (positieve) limietcykel is van een punt x dan heeft K 

"aan de kant van x" willekeurig kleine positief invariante omge­

vingen (namelijk van de gedaante Vu als beschreven in (2.95)). 

Bovendien heeft K aan de kant van x een omgeving W zo dat Q(y) = K 

voor alle y E W (namelijk de in het bewijs van (2.106) aangegeven 

Vu). Eerstgenoemde eigenschap drukt men wel uit door te zeggen dat 

K positief baanstabiel is aan die kant (binnen of buitenkant) waar 

x ligt. De tweede eigenschap drukt men wel uit door te zeggen dat 

K een positieve attractor is voor bovengenoemde omgeving W. Beide 

eigenschappen tesamen formuleert men ook wel door te zeggen dat 

K asymptotisch (positief) baanstabiel is met betrekking tot die 

kant waar x ligt. Voor preciese definities verwijzen we naar [HJ, 

p.113. Voor stabiliteitseigenschappen van algemene positieve li­

mietverzamelingen verwijzen we naar [HJ, Chap.VIII. 
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III. DIFFERENTIAALVERGELIJXINGEN 

1. Het systeem van Bebutov 

(3.1) NOTATIE. Als X een topologische ruimte is dan zullen we de verzameling 

van alle continue functies van X naar lRn (nE:N) aanduiden met en (X). 

Voor f,g E Cn(X) en Kc X, K * ~, zij 

II f-gll := sup J f (x) -g (x) J., 
K 

XEK 

waarin I ... I de euclidische norm op lRn aanduidt. Voor 

f E Cn(X) ,~*Kc X en£> 0 definieren we 

U(f;K,£) := {g I g E c (X) & llg-fll < £}, 
n K 

In Cn(X) zullen we de topologie beschouwen, voortgebracht door de col­

lectie van alle verzamelingen van de gedaante U(f;K,£) met f E Cn(X), 

K een niet-lege compacte deelverzameling van X, en £ > 0. In feite is 

deze collectie verzamelingen zelfs een basis voor de erdoor voortge­

brachte topologie: op grond van [D], Chap.III, Theorem 3.2 volgt dit 

onmiddellijk uit het feit dat voor g E U(f1;K1 ,£ 1) n U(f2 ;K2 ,£2 l 
geldt: 

met geschikt gekozen o > 0 (namelijk, o < min{£ 1-o 1 ,£2-o 2 }, met 

o . : = II g-f ,II voor i = 1 , 2) • 
i i Ki 

Hieruit volgt, dat een omgevingsbasis van f E Cn(X) in Cn(X) gevormd 

wordt door de familie van alle verzamelingen U(f;K,£) met K een niet­

lege, compacte deelverzameling van X, en £ > 0. 

N.B. Omdat een rij (f.) in c (X) convergeert naar f E C (X) als en 
J n n 

slechts als limj.._ f. (x) f(x), uniform in x op elke compacte deel-
J 

verzameling van X, wordt de hierboven beschreven topologie ook wel de 

topologie van de uniforme convergentie op compacta genoemd. 

{3.2) Als X een cr-compacte lokaal compacte ruimte is, dan is Cn(X) metriseer­

baar. 

(De ruimte X heet a-compact als X vereniging is van aftelbaar veel 
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compacte verzamelingen.) Immers, in dat geval is X u:=l Xi waarin 

. elke X1. open is met X. compact, zodat er voor elke compacte Kc X een 
- J 

j E 1il is met K c Xj. Het is duidelijk, dat dan voor elke f E en (X) 

een omgevingsbasis in f gevormd wordt door de collectie 

{U(f;X. ,1/il iE1iJ}. 
l 

Hiervan gebruik makend is het een eenvoudige zaak om te laten zien dat 

door 

d(f ,g) :=sup [min{llf-gll- )-}] 
iE1iJ Xi J. 

een metriek d op en(X) wordt gedefinieerd die juist de topologie van 

en(X) genereert. 

N.B. In het bijzonder is de ruimte e (X) dus metriseerbaar als X een 
k n 

open deelverzameling is van lR (k~l). Met name is dat het geval als 
k-1 

X = W x lR met W een open deelverzemling van lR , een · situatie die 

we verderop zullen ontmoeten. 

(3.3) STELLING (ARZELA-ASeOLI). Zij Ac en(X), en beschouw de volgende uit­

spraken: 

(i) Voor alle x E X geldt: {f(x) 

is equicontinu in het punt x; 

f E A} is begrensd in lR.n , en A 

(ii) A is relatief compact in en(X) (i.e. de afsluiting van A in 

en(X) is compact). 

Altijd geldt (i) ~(ii), en als X lokaal compact is, ook (ii)~ (i). 

BEWIJS. Zie bijv. [D], p.267 en p.276. 0 

(3. 4) LEMMA. De afbeelding T: en (lR) x lR -+ en (lR), gedefinieerd door 

T (f,t) (s) := f(s+t), 

is continu. 

f E e (lR.) 
n 

tElR,SElR., 

BEWIJS. Zij (f,t) E en(lR) x lR, en zij U(T(f,t);K,E:) een willekeurige 

basisomgeving van T(f,t) (dus E: > 0 en Kc lR compact). Zij B het ge­

sloten (en dus compacte) interval [t-1,t+l], en merk op, dat K + B 



118 

(3.5) 

een compacte deel verzameling van lR is. Voor s E K, t' E B en 

f' E C ( lR) is nu 
n 

lf(s+t)-f' (s+t') Is; lf(s+t)-f(s+t') I+ jf(s+t')-f' (s+t') I 

waarin s + t' E K + B. Hierin is K + B compact, dus U(f;K+B,E/3) is 

een omgeving van fin Cn(lR); voor alle elementen f' hiervan is de 

tweede term in het rechterlid van (3.5) kleiner dan E/3, voor alle 

s E K en t' E B. Op de compacte verzameling K + B is de continue func­

tie f evenwel uniform continu. Dus er is een o > 0 zo dat 

jf(z)-f(z') I < E/3 voor z,z' EK+ Ben lz-z'I < o. Zonder beperking 
der algemeenheid is o > 1, zodat de eerste term uit het rechterlid van 

(3. 5) kleiner is dan E/3 voor alle s E K en alle t' E lR met I t-t' I < o. 

Dus 

ih(f,t)-T(f',t 1 )ll = suplf(s+t)-f'(s+t'll ::;;~< E, 
K SEK 3 

ofwel T(f' ,t') E U(T(f,t) ;K,E) voor f' E U(f;K+B,E/3) en t' E lR met 

lt-t'l<o. D 

(3.6) DEFINITIE. Onder het (globale) dynamische systeem van BEBUTOV verstaan 
we het tripel 

B := (C(lR) ,C(lR) x lR ,T) 

waarin C(lR) := c1 (lR) en T gedefinieerd is als in (3.4) met n = 1. 

(3.7) OPMERKING. Uit (3.4) volgt, dat Tin (3.6) continu is, terwijl een­

voudige berekeningen direct laten zien, dat T(f,O) = f en dat 

T(T(f,s) ,t) = T(f,s+t) voor alle f E C(lR) en s,t E lR. Dus het in 

(3.6) gedefinieerde systeem B is inderdaad een globaal dynamisch systeem. 

Zoals gebruikelijk is, zullen we baan, baan afsluiting, etc. van een 
punt f E C(lR) aanduiden met f(f),C(f), etc. Enige opmerkingen over 

dit systeem: 

Zij f E C(lR) • Dan geldt: 

1. f is een periodiek punt in B als en slechts als f een periodieke 

functie is, en Pf = {t E lR I f(x+t) = f(x) voor alle x E lR} 

(Pf gedefinieerd als in (1.25) met f in plaats van x). 

Immers, als t E lR , dan is T ( f, t) = f als en slechts als f (x+t) f (x) 
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voor alle x E lR • 

2. f is evenwichtspunt in B als en slech~s als f een constante func­

tie is. 

Illllllers, als T(f,t} = f voor alle t E lR, dan is f(t} = f(O+t} = 

T(f,t} (0) = f(O} voor alle t E lR, dus f is constant. Het omgekeer­

de is evident. 

3. f is positief (resp. negatief} Lagrange-stabiel als en slechts als 

f begrensd en uniform continu is op lR+ (resp. lR-) (dat wil zeggen: 

Ve > 0,3o > 0 zo dat lf(u}-f(U:'} I < E voor alle u,u' E lR+ (resp. 

lR-} met lu-u'I < o). Illllllers, op grond van (3.3} is f positief 

Lagrange-stabiel als en slechts als aan de volgende twee voorwaar­

den is voldaan voor elke s E lR : 

(a} {T(f,t} (s) I t ~ O} is begrensd, dat wil zeggen, er is een con­

stante cs > 0 zo dat lfCs+t) I ~ cs voor alle t ~ 0, dat wil 

zeggen: lf(u) I ~ c voor alle u ~ s. 
s 

(b) {T(f,t) I t ~ O} is equicontinu in het punt s, dat wil zeggen: 

bij elke E > 0 is er een o > 0 zo dat 

ifCs'+t)-f(s+t) I < E 

voor alle s' E lR met Is '-s I < o en alle t ~ 0. Equivalent 

hiermee is: lf(u}-f(v} I < E voor alle u E lR en v E [s,=) met 

lu-vl < o. 
Omdat f op ieder eindig interval in lR begrensd en uniform continu 

is, is het duidelijk dat (a) en (b) voor elke s E lR gelden als en 

slechts als f begrensd en uniform continu is op lR+ 

4. f is positief en negatief Lagrange-stabiel (d.w.z. r(f) is relatief 

compact in C(R)) als en slechts als f begrensd en uniform continu 

is. 

(3.8) VOORBEELD. We geven een voorbeeld van een begrensde, niet-periodieke 

continue functie f die positief en negatief Poisson-stabiel is. Deze 

functie f wordt verkregen als een polygoontrek, en' zal de volgende 

eigenschappen hebben: 

Er is een rij compacte, 
= 

SYlllllletrische intervallen r 0 c Il c .... zo dat 

lR uj=l Ij, en voor elke j is er een rij (tji) ~= zo dat f ( s±t .. ) 
Jl. 

f(s) voor al le i en alle s E I.• 
J 

Met andere woorden, voor elke E > 0 

en elke i E N is dan 
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(3. 9) II T ( f I ±t .. ) -fll 
Jl. Ij 

0 < £. 

Bij iedere basisomgeving U(f;K,£) van f in C(X) (Kc JR compact en 

£ > 0) is er een j met K c I · voor alle i E :N is dan op grond van j I 

(3. 9) 

T(f,±t .. ) E U(f;I.,£) c U(f;K,£). 
Jl. J 

Omdat t .. + +oo voor i + oo, volgt hieruit dat f E n(f) n A(f); uit J l. 
(1.47) volgt dan, dat f positief en negatief Poisson-stabiel is. Als 

we er dan ook nog voor gezorgd hebben dat f niet begrensd is, of niet 

uniform continu, dan is f niet Lagrange-stabiel. 

Een functie f met deze eigenschappen kan als volgt worden geconstrueerd. 

We vormen eerst een tweezijdig oneindige rij (an)nEZZ: van gehele ge­

tallen, als volgt: 

Als n even is, is an := 0. 

Als n oneven is, heeft n een unieke representatie van de gedaante 

n = 3k(6m±l) met m, k E zz; (N.B. 3 is geen deler van 6m±l). Schrijf 

in dat geval an := k + 1. 

Definieer nu een continue functie g door g(n) := an voor alle n E zz;, 

en definieer g op de intervallen [n;n+l] door lineaire interpolatie. 

Merk op, dat g noch begrensd, noch uniform continu is. Immers, 
k k k g(3 ) = k + 1, en op [3 -1;3 ] heeft g een helling k + 1. Definieer 

nu f door 

f(s) min{g(s),1}. 

Dan is f begrensd, en continu, maar niet uniform continu. We tonen nu 

aan, dat f positief en negatief Poisson-stabiel is door te laten zien 

dat f aan (3.9) voldoet. Het is duidelijk, dat het voldoende is, om te 

laten zien dat g aan (3.9) voldoet (met g i.p.v. f). Voor de interval­

len I. nemen we de intervallen [-3j;3j] (j = 1,2, ... ). We zullen nu 
J ·+1 

laten zien, dat voor elke j geldt: f(s+i.2.3J ) = f(s) voor alle 

s E I. en i E zz;, en het is voldoende om dit te laten zien voor gehele 
J ·+1 

s E Ij. Welnu: als s E Ij even is, is ook s+i.2.3J even, dus 

·+1 f(s+i.2.3J ) 0 = f (s). 



(3.11) 

k 
En als s E I. oneven is, zeg s = 3 (6l±1) met k S j, dan is 

J 

s + i.2.3j+l 

waarin 3 geen deler is van 6l' + 1. Dus nu is 

·+1 
f(s+i.2.3J ) k + 1 f(s). 

Hiermee is het gestelde aangetoond. 
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Laat w een topologische ruimte zijn. Dan is iedere compacte deelver­

zameling K van W x lR bevat in een compacte deelverzameling van W x lR 

van de gedaante K1 x K2 met K1 c W en K2 c lR , K1 en K2 beide compact. 

Dus een omgevingsbasis van f E en (WxlR) in en (WxlR) wordt gevormd door 

alle verzamelingen van de gedaante U(f;K1xK2 ,e) met K1 c W, K2 c lR, 

K1 en K2 compact, en e > o. 
Definieer nu een afbeelding i:: en (WxlR) x lR +en (WxlR) door 

i:(f,t) (x,s) f(x,s+t) 

voor f E en (WxJR) , t E lR en (x, s) E w x lR • Met behulp van boven­

staande opmerking omtrent de gedaante der basisomgevingen van elemen-

ten van e (WxlR) 
n 

is het een eenvoudige zaak om het bewijs van (3.4) 

om te vormen tot een bewijs van de volgende uitspraak: i: is een con-

tinue afbeelding van en (WxlR) x lR naar en (WxlR) • Omdat bovendien nog 

geldt dat i:(f,0) fen i:(i:(f,s),t) = i:(f,s+t) voor alle f E en(WxlR) 

en s,t E lR, is de volgende definitie zinvol: 

(3.12) DEFINITIE. Als W een topologische ruimte is, dan wordt het globale 

dynamische systeem 

Bn (W) := (en (WXlR) I en (WxlR) x lR ,i:) I 

waarin i: gedefinieerd is door (3.11), een gegeneraliseerd systeem van 

BEBUTOV genoemd. 

N.B. Als W = {O}, dan is W x lR ~ lR, en we hebben dan het systeem uit 

(3.6) terug! 
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(3.13) OPMERKING. Zij W een topologische ruimte en f € Cn(WxlR). Dan geldt, 

geheel analoog aan (3.7): 

1. f is een periodiek punt in B (W) als en slechts als alle functies 
n 

tH- f(x,t): lR + lRn (xEW) periodiek zijn met een voor alle x € W 

gemeenschappelijke periode. 

2. f is een evenwichtspunt in B (W) als en slechts als alle functies 
n 

t ~ f (x, t) : lR + lRn constant zijn, dus als en slechts als er een 

continue functie g: W -+ lRn is zo dat f (x, t) = g (x) voor al le 

(x,t) E w x lR. 

3. Indien W een metrische ruimte is met metriek d en als bovendien de 

ruimte W lokaal compact is (en dus W x lR eveneens lokaal compact, 

zodat (3.3) in beide richtingen kan worden toegepast) dan is f 

positief Lagrange-stabiel als en slechts als voor iedere compacte 

deelverzameling K c W het volgende geldt: 

(i) f is begrensd op K x lR + 

(ii) f is uniform continu op K x lR+ 

Immers, uit (3.3) volgt dat {T(f,t) t € lR + } relatief compact is 

in Cn(W x lR) als en slechts als aan de beide volgende voorwaarden 

is voldaan (vgl. ook (3.7)]_): 

(a) Bij elk punt (x, s) E W x lR is er een constante c (x, s) > 0 

zo dat lf(x,t) I s c( ) voor alle t ~ s. x,s 
(b) Bij elk punt (x,s) € W x lR en elke £ > 0 is er een 15( ) >O x,s 

zo dat 

lt(y,t'J-tCx,tl I < e: 

voor alle t € [s,oo) en t' E lR met f t-t' I < o ( ) en alle y € W x,s 
met d(x,y) < 15( ) • x,s 

Neem nu aan, dat (a) en (b) vervuld zijn. Uit (b) volgt dat (a) 

impliceert: f f(y,t) I s c( ) + 1 voor alle t ~ s en alle y uit x,s 
een geschikte omgeving van x in W. Als K c W compact is, kan K 

met eindig veel van zulke omgevingen overdekt worden: dus f is be­

grensd op K x [s; 00 ) voor elke s € lR. In het bijzonder is f be-
+ grensd op K x lR 

Uit (b) volgt op analoge wijze (via een eindige onverdekking met 

~ollen met straal !15( )) dater bij elke e: > 0 een o' > 0 is zo x,s 
dat ff(y,t')-f(x,t) I < 2£ voor alle (x,t) EK x [s;oo) en alle 

(y,t') E w x lR met d(x,y) < 0 1 en lt-t' I < o'. In het bijzonder 
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is f dus uniform continu op K x lR + . 

Als, omgekeerd, (i) en (ii) gelden, dan is f begrensd en uniform 

continu op K x [u;oo) voor elke u € lR (voor u > 0 is dit evident; 

voor u < 0 volgt dit uit de compactheid van K x [u;O]). Neemt men 

voor K een compacte omgeving van x € W en u := s-1 (voor gegeven 

(x,s) € W x lR) , dan volgt hieruit gemakkelijk dat (a) en (b) 

vervuld zijn (en dus dat f positief Lagrange-stabiel is). 

N.B. Bovenstaande karakterisering van positief Lagrange-stabiele ele­

menten in C (WxlR) is in het bijzonder van toepassing als W een open 
n k 

deelverzameling van lR is (k = 0, 1, 2, •.. ) . 

2. Niet-autonome differentiaalvergelijkingen 

(3 .14) 

Laat W c lRn open zijn en f: W x lR ->- lRn een functie. Onder een op­

lossing van het beginwaardeprobleem 

x' f(x,t) en x(t0 ) p 

met p € W en T € lR verstaan we een diff erentieerbare functie 

t1~ $(t): (a;b)-+ w waarin a< t 0 < b, $(t0 ) = p, waarvan de afge­

leide naar tin ieder punt van (a;b) voldoet aan de relatie $'(t) = 

= f($(t),t). 

(3.15) We zeggen dat f aan de unicon-voorwaarde op W voldoet indien er geldt: 

DVl. f is continu op W x lR 

DV2. Voor elke p E W en elke t 0 € lR geldt: als t f-->- x1 ( t) en 

t 1-+ x2 (t) twee oplossingen van (3.14) zijn dan is er een om­

geving van t 0 waarop x 1 (t) = x 2 (t). 

Voor de volgende uitspraken omtrent oplossingen van (3.14) verwijzen 

we naar [Ha], Chap.I. Neem daarbij aan, dat f aan de unicon-voor­

waarde voldoet (voor DV3 is continuiteit van f reeds voldoende). 

DV3. Voor iedere p E w en iedere t 0 E lR is er tenminste een oplos-

sing van (3.14). Deze is gedefinieerd op een open interval dat 

het gesloten interval [t0-c;t0+c] bevat; hierin is c = !r/M, 

waarin r de straal is van een bol die bevat is in W, met middel­

punt p, en M het maximum van If! op de gesloten bol om p met 

straal !r. 
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DV4. Voor iedere p E W en iedere t 0 E JR is er een grootste open in­

* terval (a;b) in JR dat t 0 bevat en waarop een oplossing (en 

ook niet meer dan een oplossing) van (3.14) gedefinieerd is. 

(3.16) NOTATIE. Als f aan de unicon-voorwaarde voldoet op W, en als p E W, 

t 0 E JR , dan zullen we de in DV4 bedoelde oplossing van (3 .14) aan­

duiden met t f--+ cp (t0 ,p, f; t) : J (t0 ,p, f) -+ JRn , waarin J (t0 ,p, f) het in 

DV4 bedoelde maximale interval is. Indien t 0 = 0, dan schrijven we 

cj>(p,f;t) of cp(p,f) (t) in plaats van cj>(O,p,f;t) en J(p,f) in plaats 

van J(O,p,f). 

Zij vervolgens 

A := {f E C (WxJR) j f voldoet aan de unicon-voorwaarde}. 
n 

(3.17) LEMMA. Als f E A, dan is f(f) {T(f,s) Is E JR} c A. Meer in het 

(3.18) 

(3.19) 

(3 .20) 

bijzonder, voor alle p E W en s E J(p,f) heeft het beginwaardepro­

bleem 

x' x(O) cp (p,f;s) 

de functie tl-+ cj>(p,f;t+s): J(p,f)-s-+ JRn tot unieke oplossing, 

waarbij J(p,f)-s het grootste interval is waarop deze oplossing ge­

gedefinieerd is. Met andere woorden, 

J(cj>(p,f;s) ,-r(f,s)) J(p,f)-s 

cp( ( ) ( ) (t) = cp(p,f) (t+s) cJ>.p,f;s ,T f,s) voor t E J(p,f)-s. 

BEWIJS. Als f E A, dan is in iedere geval voor elke s E JR, ,sf: 

W x JR -+ JRn continu, dus het beginwaardeprobleem 

x' q 

heeft voor elke t 0 E JR en q E W een oplossing. Laat 1jJ: J -+ JRn zo 'n 

oplossing zij n. Definieer cp: J + s -+ JRn door cp ( t) : = 1jJ ( t-s) voor 

t E J + s. Dan is op J + s 

cp I (t) d 
dt ljl(t-s) Tsf(ljl(t-s) ,t-s) f(cj>(t) ,t) 



(3 .21} 

(3.22) 
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en voorts is 

Dus ~ is oplossing van (3.14} met t 0 + s in plaats van t 0 en q in 

plaats van p. Omdat f aan de unicon-voorwaarde voldoet, volgt hieruit 

direct, dat oplossingen van (3.20} uniek zijn in de zin van DV2. Dus 

inderdaad is Tsf E A. 
Beschouw nu de oplossing ~Jp,f) op J(p,f} van (3.14) met t 0 
definieer ~: J(p,f)-s + lR door ~(t} := ~(p,f} (t+s} voor 

t € J(p,f}-s. Dan is 

s 

0, en 

d 
~'(t} = dt ~(p,f} (t+s) = f(~(p,f} (t+s},t+s} T f(~(t),t}, 

en als bovendien s € J(p,f}, dan is J(p,f}-s een interval dat 0 be­

vat, terwijl ~(0} = ~(p,f;s}. Dus~: J(p,f}-s + lRn is oplossing van 

(3.20) met t 0 :=Oen q := ~(p,f;s}. Derhalve is 

J(p,f)-s c J(~(p,f;s),T(f,s)) 

en voor alle t E J(p,f)-s is 

~(p,f;t+s) ~(~(p,f;s) ,T(f,s) ;t}. 

Uit het eerste deel van het bewijs volgt nog, dat de functie 

t.._ ~(~(p,f;s) ,T(f,s} ;t-s): J(~(p,f;s) ,T(f,s) )+s + lRn 

oplossing is van het beginwaardeprobleem 

x' f(x,t), x(s) ~(p,f;s). 

Hieruit volgt, in verband met de uniciteit der oplossingen en de 

maximaliteit van J(p,f), rekening houdend met (3.21}, dat 

J(~(p,f;s),T(f,s)}+s = J(p,f). Hiermee is (3.18} bewezen, en (3.19} 

volgt nu uit (3.22}. 0 

We voorzien A van de relatieve topologie in Cn(WxlR). Dan geldt er 

([Ha], p.24): 
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DVS. Zij f E A, p E w en t 0 E lR, en laat [a;b] c J(t0 ,p,f). Dan is 

er bij iedere E > 0 een omgeving U van f in A, een omgeving V 

van p in W en een o > 0 zo dat J(t,q,h) ~ [a;b] en 

voor alle s E [a;b] en alle t E lR met lt-t0 1 < o, alle q E V 

en alle h E u. 

De oplossingen van (3.14) hangen dus niet alleen continu af van de 

beginvoorwaarden t 0 en p, maar ook van de functie f in het rechter­

lid van de vergelijking. 

(3.23) Als f E Cn(WxJR), dan kunnen we f interpreteren als een veranderlijk 

vectorveld op w. Intuitief is het duidelijk dat, zelfs als f E A 
(d.w.z. als f aan de unicon-voorwaarde voldoet), de oplossingen geen 

dynamisch systeem voortbrengen op de manier zoals dat voor autonome 

differentiaalvergelijkingen in (1.6) beschreven is: als een oplossing 

$(p,f) op tijdstip tin een punt x (:= $(p,f) (t)) van W is gearri­
veerd zal het vandaar vertrekken met de snelheid f(x,t), welke in het 

algemeen zal verschillen van de snelheid f(x,0) waarmee de oplossing 

op tijdstip 0 uit x zou vertrekken; dus in het algemeen zal 

$(p,f) (t+u) * $(x,f) (u), ·dit in tegenstelling tot wat in een dynamisch 
systeem zou gelden (groepseigenschap!) 

VOORBEELD. Beschouw de volgende vergelijkingen in JR2 

x' 2t; y' 1. 

Noteren we de oplossing die voor t = 0 de waarde (x,y) heeft, in af­

wijking van (3.16), gemakshalve met 11((x,y),t) dan is 

1T((x,y),t) 2 (x+t ,y+t) 

voor alle (x,y) E JR2 en t E lR. Een eenvoudige berekening leert dat 

11(1T( (x,y) ,t) ,s) 2 2 2 (x+t +s ,y+t+s)*(x+(t+s) ,y+t+s) 1T((x,y) ,t+s). 

Dus 1T heeft de groepseigenschap niet. 



(3.24) STELLING. Zij W een open deelverzameling van lRn, en laat de ver­

zameling D c (wxA) x lR gedefinieerd zijn door 

D := U {(x,f)} x J(x,f) 
(x,f)EWxA 

(zie (3.16) voor de notatie). Definieer 7f: D + W x A door 

7r( (x,f) ,t) ( cp (X 1 f; t) 1 T ( f It) ) 

voor ((x,f),t) ED. Dan is (wxA,D,7f) een lokaal dynamisch systeem. 

BEWIJS. We controleren dat aan de eisen in (1.1) is voldaan. 
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AO. Aan de eisen (i) en (iii) is kennelijk voldaan. Wat (ii) betreft: 

D heeft de vereiste gedaante; merk op, dat inderdaad 0 E J(x,f) voor 

elke (x,f) E W x A. Oat D open is in (wxA) x lR blijkt als volgt: 

als ( (x,f) ,t) E (wxA) x lR, zeg t > 0 (voor t < 0 gaat het bewijs 

analoog), dan is [O;t] c J(x,f), en dus [-n;t+n] c J(x,f) voor zekere 

n > 0. Uit DVS volgt dan, dat er een omgeving U van f in A is en een 

omgeving v van x in W zo dat [-n;t+n] c J(y,g) voor alle (y,g) E v x u. 

Met andere woorden, V x U x [-n;t+n] c D, ofwel ((x,f),t) is een in­

wendig punt van D. Dus D is open in (WxA) x lR. 

Al • Tri viaal. 

A2. Volgt gemakkelijk uit (3.19). 

A3. Op grond van DVS is (x,f ,t) 1-T cj>(x,f;t): D + W continu (vgl. het be­

wijs van A3 op pag.6). 

Voorts volgt uit de opmerking, voorafgaande aan (3.12) dat (x,f ,t) t-r 

T(f,t): D +A continu is: het is de compositie van de continue pro­

jectie (x, f, t) ~ (f, t) : D + A x lR c e (WxlR) x lR en de continue af-

beelding T: en (wx:a) x lR +en (WxlR) 

Hieruit volgt, dat 7f continu is. 

n 

A4. Laten (x,f) E W x A en s,t E lR gegeven zijn, en neem aan dat 

s E J(x,f). Uit (3.18) volgt dan, dat 

J(7T( (x,f) ,s)) J(x,f)-s. 

Hieruit volgt direct dat t E J(7r(x,f),s) als en slechts als 

t + s E J(x,f), dat wil zeggen: ((7r(x,f),s),t) ED als en slechts als 

( (x,f) ,t+s) E D. D 
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(3.25) OPMERKING. Als f E A, dan is W x f (f) een invariante deelverzameling 

van W x A. En als f E A voldoet aan de voorwaarde dat f(f) c A (af­

sluiting in de compact-open topologie), dan is W x f(f) een invarian­

te deelverzameling van W x A. (De tweede bewering volgt direct uit de 

eerste; zie (1.38). De eerste bewering is op zijn beurt een gevolg 

van het feit dat n((x,g),t) E W x f(g) = W x f(f) voor alle g E f(f).) 

In het laatste geval, namelijk dat f(f) c A, zullen we zeggen dat f 

aan de sterke unicon-voorwaarde voldoet (in [Se] wordt de term "re­

gulier" gebruikt). 

(3.26) PROPOSITIE. Als f E C (WxlR) 
n 

aan een lokale Lipschitzvoorwaarde in 

x voldoet, waarbij de Lipschitz constante onafhankelijk is van t, 

dan voldoet f aan de sterke unicon-voorwaarde. 

De Lipschitzvoorwaarde, genoemd in de Propositie betekent dat er voor 

elke compacte Kc W een constante k > 0 is zo dat !f(x,t)-f(y,t) I $ 

$ k I x-y I voor al le x, y E K en t E lR . 

BEWIJS. Zij g E f(f). We zullen aantonen dat g aan dezelfde lokale 

Lipschitzvoorwaarde voldoet als f; hieruit volgt dan, dat g E A 
(zie [Ha], p.18). 

Zij dus K c W compact. Zij voorts t E lR . Bij elke £ > 0 is er dan 

een s E lR zo dat Tsf E U(g;Kx{t},£/2), en dus 

< £ + lt(x,t+s)-f(y,t+s) I + £ 

< kjx-yl + 2£ 

voor alle x,y EK (waarin k de.bij K behorende constante is). Dit 

geldt voor elke £ > 0, dus inderdaad is 

jg(x,t)-g(y,t) I $ kjx-yj 

voor alle x,y E K. 0 
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(3.27) VOORBEELD. Zij W := :R en definieer een continue functie f: W x :R+:R 

door 

( 2 1 )1/3 
f(x,t) = \x + --2 

l+t 
voor (x,t) e W x :R. 

2 omdat 3f/3x continu is op :R is f lokaal-lipschitz in de eerste 

variabele, dus f voldoet aan de unicon-voorwaarde, ofwel f e A 
(zie [Ha], p.18). 

Bet is niet moeilijk in te zien dat de functie g: W x :R + :R, ge­

definieerd door 

g(x,t) = (x2)1/3 voor (x,t) e W + :R, 

tot r (f) behoort. IDDDers is voor alle (x, t) e W x :R en elke s e :R 

i:sf(x,t)-g(x,t) ( 2 2 -1)1/3 2 1/3 
x +[l+(t+s) ] - (x ) 

s ( 1 )1/3 

1+(t+s) 2 

Voor gegeven compacte verzameling K c W x :R en £ > 0 is deze uit­

drukking ten hoogste £ voor alle (x,t) e K, mits s voldoende groot 

is. Met andere woorden, i:sf e U(g;K,£) voor voldoend grote waarden 

vans, ofwel r(f) n U(g;K,£) *~.Dus inderdaad is q e r(f). 

Maar g • A: aan het beginwaardeprobleem 

x(O) = 0 

voldoet zowel de functie t 4(~ )3: :R + :R als de constante func­

tie t I-+- 0: :R + :R • 

Samenvattend: f voldoet aan de unicon-voorwaarde, maar niet aan 

de sterke unicon-voorwaarde. 
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(3.28) OPMERKIUG. Zij f E A invariant in het gegeneraliseerde Bebutovsysteem 

B (W), dat wil zeggen (3.13)~, f(x,t) = g(x) voor alle (x,t) E W x lR, n 

(3.29) 

(3.30) 

waarin g: W + lR continu is. Men noemt f dan wel een autonome functie: 

het bijbehorende beginwaardeprobleem 

x' f(x,t), x(O) p 

is in feite niets anders dan het autonome beginwaardeprobleem 

x' g(x), x(O) p. 

Omdat T(f,t) f voor alle t E lR, is nu 

1T((p,f) ,t) ((j>(p,f;t) ,T(f,t)) (Ql(p,f;t) ,f) 

voor alle p E Wen alle t E J(p,f). Hieruit volgt onmiddellijk: 

Als f E A autonoom is, dan is W x {f} een (gesloten) invariante deel­

verzameling van W x A, en de afbeelding p I-+ (p,f): W + W x {f} de­

finieert een equitempiscb isomorfisme van bet door (3.30) gedefini­

eerde lokale dynamiscbe systeem op W naar de restrictie van bet door 

(3.29) gedefinieerde systeem op W x A tot W x {f}. 

3. Limietverzamelingen en stabiliteit 

Zij n E :N en zij W een open deelverzameling van JR.n • In deze para­

graaf hanteren we dezelfde notatie als in de vorige. Zie in het bij­

zonder (3.16) en (3.24). 

Beschouw f E A. 
In de kwalitatieve analyse van de oplossingen van het beginwaarde­
probleem 

f(x,t); x(O) p 

is men geinteresseerd in het gedrag van de oplossingen Q>(p,f): 
t 1--+ Q>(p,f;t): J(p,f) + W. Omdat dit geen bewegingen in een lokaal 

dynamisch systeem zijn (3.23) kunnen we hiervoor niet zonder meer de 

begrippen uit de theorie der lokale dynamische systemen gebruiken. 

In het nu volgende zullen we een aantal begrippen uit de theorie der 
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lokale dynamische systemen herformuleren voor oplossingen van (3.27), 

en we zullen dat zo doen dat de kanonieke projectie 

een goed verband aangeeft tussen de "nieuwe" begrippen (in W) en de 

"oude", toegepast op het lokale dynamische systeem (wxA,D,11) uit 

(3.24). Gemakshalve zullen we de restrictie van p 1 tot W x f(f) of 

tot W x f(f) eveneens aanduiden met p 1 . Iets dergelijks zullen we 

doen voor de kanonieke projectie p2 : W x A +A (dus ook: 

p2 : W x f(f) + f(f), etc.). 

Orn misverstand te voorkomen zullen we banen, baanafsluitingen, li-

mietverzamelingen 

terwijl we die in 

Q11 (x,f), etc. Als 

(x,f) E w x A. 

e.d. in B (W) aanduiden met r (fJ,e (f),Q (f), etc., 
n T T T 

(wxA,D,11) zullen aanduiden met r (x,f) ,e (x,f), 
11 11 

gebruikelijk is (a(x,f) ,w(x,f)) := J(x,f) voor 

WAARSeHUWING. Voor (x,f) E W x A is e 11 (x,f) gedefinieerd als deaf­

sluiting van r 11 (x,f) in W x A. Merk op, dat e 11 (x,f) niet behoeft 

samen te vallen met de afsluiting van r 11 (x,f) in W x en (WxlR), welke 

afsluiting we hier gemakshalve zullen aanduiden met r 11 (x,f): in het 

algemeen is r 11 (x,f) ~ W x A. Omdat W x A de relatieve topologie van 

w x en (WxlR) heeft, geldt er: 

e (x,f) 
11 

r (x,f) n (WxAJ. 
11 

Merk ook op, dat e,(f) de afsluiting van r,{f) in en(WxlR) is (dus 

niet de afsluiting van r,(f) in Al, en dat niet noodzakelijkerwijs 

e (f) c A (zie (3.27)). 
T 

In het geval dat wel geldt 
-1 

e"f) cA, is r11(x,f) cp2(e"f)) cwxA. 

Omdat p 2 : W x e (WxlR ) + e (WxlR ) continu is, is de verzameling 
-1 n n -1 

p2 (e"f)) echter gesloten in W x en(WxlR). Dus f 11 (x,f) c p 2 (e"f)) c 

c W x A. Met andere woorden: 

Als e (f) c A, dat wil zeggen, als f aan de sterke unicon-voorwaarde 
T 

voldoet, dan is r (x,fl c w x A, en e (x,fl is in dat geval gelijk 11 11 
aan de afsluiting van r 11 (x,f) in W x en (WxlR). (Analoge opmerkingen 

gelden met r+, e+ of r-, e- in plaats van r,e.) 
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(3.31) PROPOSITIE. Zij (x,f) € W x A. Als w(x,f) < oo, dan is $(x,f)[O;w(x,f)) 

een gesloten, niet-compacte deelverzameling van W. 

BEWIJS. Zij y € $(x,f)[O;w(x,f))\$(x,f)[O;w(x,f)); hierin duidt de 

streep de afsluiting in W aan. Dan is er een rij (tn) in [O;w(x,f)) 

met lim tn w(x,f) en y = lim $(x,f;tn). Uit de continuiteit van 

T volgt dan, dat g := lim T(f,tn) = T(f,w(x,f)) € rT(f) c A, zodat 

(y,g) lim($(x,f;t ),T(f,t )) 
n · n 

= lim n((x,f),tn) € TI(x,f)[O;w(x,f)) 

(hier duidt de streep de afsluiting in W x A aan). Omdat w(x,f) < 00 

volgt uit (1.18) dat TI(x,f)[O;w(x,f)) gesloten is in W x A, dus uit 

het voorgaande volgt dan dat (y,g) E n(x,f)[O;w(x,f)). In het bij­

zonder volgt hieruit, dat y $(x,f;s) voor zekere s € [O;w(x,f)), in 

strijd met de aanname dat y ~ $(x,f)[O;w(x,f)). Dus $(x,f)[O;w(x,f)) 

is gesloten in W. 

Omdat bovendien 

n(x,f)[O;w(x,f)) c $(x,f)[O;w(x,f)) x Tf[O;w(x,f)] 

waarin Tf[O;w(x,f)] compact is, zou uit de aanname dat $(x,f)[O;w(x,f)J 

compact is volgen, dat TI(x,f)[O;w(x,f)) compact is, in strijd met 

w(x,f) < 00 (1.18). Dus $(x,f)[O;w(x,f)) is niet compact. D 

(3.32) OPMERKING. Uit (3.31) volgt direct, dat als w(x,f) eindig is, de op­

lossing $(x,f) (t) voor t + w(x,f) nadert tot de rand van Win :IRn, 

of l$(x,f) (t) I + 00 • Dit is een bekende stelling uit de theorie der 

differentiaalvergelijkingen. 

(3.33) DEFINITIE. Z~j f € A en x € W. De oplossing $(x,f) heet positief 

compact als $(x,f)[O;w(x,f)) relatief compact is in w. 
Equivalent hiermee is: $(x,f) is positief compact als en slechts als 

de afsluiting van $(x,f)[O;w(x,f)) in :IRn compact is en bevat is in 

w. 
Merk nog op, dat als $(x,f) positief compact is, dan w(x,f) 

grond van (3.31). 

+oo op 
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(3.34) STELLING. De volgende voorwaarden voor (x,f) E W x A zijn equivalent: 

(i) De beweging TI(x,f) is positief Lagrange-stabiel in (WxA,D,TI). 

(ii) Voor (x,f) E W x A geldt: 

1. c+(f) cA; 
T 

2. C~(f) is compact, dat wil zeggen: Tf is positief Lagrange-

stabiel in B (W); 
n 

3. De oplossing ~(x,f) is positief compact. 

BEWIJS. Neem aan dat TI(x,f) positief Lagrange-stabiel is, Dan volgt 

allereerst uit (1.18) dat w(x,f) =+co, dus [0,w(x,f)) = JR+. Uit de 

definitie van TI in (3.24) volgt nu onmiddellijk, dat 

waarin de rechterleden compacte deelverzamelingen van W, resp. A 

zijn. Uit de eerste inclusie volgt nu (iili, en uit de tweede volgt 

dat de afsluiting van r+(f) in A compact is. Dus de afsluiting van 
T 

r+(f) in c (WxJR) valt hiermee dan samen en is dus eveneens compact. T n 
Hiermee zijn (ii)_!_ en (iill aangetoond. 

Neem omgekeerd aan dat (ii) geldt. Merk op, dat 

r+(x,f) 
TI TI(x,f)[O;w(x,f)) c ~(x,f)[O;w(x,f)) x Tf[O;w(x,f)). 

Uit de gegevens volgt dat het rechterlid bevat is in een compacte 

deelverzameling van W x A. Dus r+(x,f) is relatief compact in W x A, 
TI 

dat wil zeggen, (i) geldt. D 

(3.35) GEVOLG. Neem aan dat f E C (WxJR) aan de sterke unicon-voorwaarde vol­n 
doet (dus C (f) c Al en dat f begrensd en uniform continu is op alle 

T 

verzamelingen van de gedaante K x JR + met K een compacte deel verza-

meling van W. Dan zijn de volgende voorwaarden voor x E W equivalent: 

(i) De beweging TI(x,f) is positief Lagrange-stabiel in de restrictie 

van (WxA,D,TI) tot W x C (f). 
T 

(ii) De oplossing ~(x,f) is positief compact. 

BEWIJS. Volgt uit (3.34) en (3.13Ji. 0 
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(3.36) OPMERKING. Het zal duidelijk zijn dat op dezelfde wijze als in (3.33) 

ook de begrippen negatief compacte oplo~sing en compacte oplossing 

gedefinieerd kunnen worden, en dat daarvoor de analoga van (3.34) en 

(3.35) bewezen kunnen worden (iets dergelijks geldt overigens ook 

voor (3.31)). We zullen in bet vervolg alleen definities en eigen­

scbappen van positieve begrippen formuleren en bewijzen; de beban­

deling van de andere begrippen laten we aan de lezer over. 

(3.37) DEFINITIE. Zij (x,f) E W x A. Onder de positieve limietverzameling 

van de oplossing $ f verstaan we de verzameling x, 

L+(x,f) := n {$(x,f)[t;w(x,f)) I 0 s t < w(x,f)} 

(bierin duidt de streep de afsluiting in W aan). 

De oplossing $(x,f) beet positief Poisson-stabiel als x E L+(x,f). 

(3.38) OPMERKING. Bovenstaande definities zijn enerzijds op te vatten als 

generalisaties van positieve limietverzamelingen van bewegingen in 

dynamiscbe systemen (vgl. (1.23), de definitie van n*cxJ), resp. van 

positief Poisson-stabiele bewegingen in dynamiscbe systemen (vgl. 

(1.47) (v)). Anderzijds leidden bovenstaande begrippen reeds een eigen 

leven in de theorie der differentiaalvergelijkingen. 

zo dat ~(x,f)[t;w) c U voor alle t ;:: 

N.B. Als L+(x,f) * !1l dan is ui(x,f) 

ken over ~(x,f)[t,w) voor t ;:: o. 

BEWIJS. Gebeel analoog aan (1.54). D 

(3.40) LEMMA. Zij (x,f) E W x A. Dan geldt er: 
+ + s 

1. Voor alle s E J(x,f) is L (x,f) L (~ (x,f) (s) ,T f) 

= L+(TT(x,f),s). 

2. Voor alley E W geldt: y € L+(x,f) als en slechts als er een rij 

(~) in [O;w(x,f)) is met 

tk + w(x,f) en ~ (x,f) (tk) + y (k+w) · 
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BEWIJS. 

1. Uit (3.18) en (3.19) volgt dat voor 0 $ s < w(x,f) geldt: 

+ s 
L (<j>(x,f)(s) ,T f) n <j>(<j>(x,f;S),T(f,s))[U;W(X,f)-s) 

Osu<w(x,f)-s 

n <P(x,f)[u+s;w(x,f)) 
OSu<w(x,f)-s 

n <P(x,f)[v;w(x,f)) 
sSv<w(x,f) 

n <P(x,f)[v;w(x,f)) 
OSv<w(x,f) 

2. "Als": triviaal. 

"Slechts als": zij y E L + (x, f), en zij Uk de bol in JRn met straal 

1/k om y. Dan is voor l/k < w(x,f): Uk n <Px,f[w(x,f)-1/k;w(x,f)) * 0, 
dus er is een tk E [w(x,f)-1/k;w(x,f)) zo dat <P(x,f) (tk) E: Uk. 

De rij (tk) voldoet aan de gestelde eisen. 

3. Op grond van (1.23) en de continuiteit van p 1 is: 

c 

+ n <j>(x,f)[t;w(x,f)) = L (x,f). 
0St<w(x,f) 

De tweede inclusie wordt analoog bewezen (merk op, dat er alleen 

iets bewezen hoeft te worden als r2 (x,f) * 0, dus w(x,f) = 00 ). D ·rr 

(3.41) GEVOLG. Voor elke (x,f) c W x A geldt: als w(x,f) < 00 , dan is 

L+(x,f) = 0. 

BEWIJS. Zij w(x,f) + + < 00 en neem aan dat L (x,f) * 0. Zij y , L (x,f). 

Dan is er een rij (tk) in [0,w(x,f)) zo dat tk + w(x,f) en 

<P(x,f) (tk) + y voor k + 00 • Als g := T(f,w(x,f)), dan volgt uit de 
continuiteit van 1 dat T(f,tk) + g c A. Dus 
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Omdat 0 s tk < w(x,f) en tk + w(x,f) voor k + oo volgt hieruit dat 

(y,g) E nTI(x,f). Dus nTI(x,f) * 0, in strijd met (1.22) en de aanname 

dat w(x,f) < oo. 0 

(3.42) GEVOLG. Zij (x,f) E W x A. Dan geldt voor alle y E W: y E L+(x,f) 

als en slechts als w(x,f) = +oo en er een rij (tk) in lR+ is zo dat 

voor k + 

BEWIJS. Volgt uit (3.41) en (3.40)~. 0 

We willen nu het verband tussen 

de volgende opmerkingen omtrent 

n (x,f) en L+(x,f) beschrijven. Eerst 
TI 

n (x,f). 
TI 

(3.43) OPMERKING. Zij (x,f) E W x A en zij (y,g) E n (x,f). Dan geldt er: 
11 

1. Uit (1.24) volgt ) 1 dat er een rij (tk) in lR+ is met ~ + 00 en 

~((x,f),tk) + (y,g) voor k + oo. Met andere woorden, 

Uit DVS (zie pag. 125) volgt dan, dat 

uniform in u op compacte deelverzamelingen van J(y,g). Uit (3.19) 

volgt nog, dat dit juist betekent: 

(3.44) voor k + 00 , 

) 1 

uniform in u op compacte deelverzamelingen van J (y ,g). (Men kan dit 

ook afleiden uit (2.3ll en het feit dat 11((x,f) ,tk) >- (y,g) voor 

k + oo.) 

Omdat W en A metriseerbaar ziJn (A is deelverzameling van de metri­
seerbare ruimte C (WxlR) ; vgl. ( 3. 2) ) , is W x A het eveneens. 

n 



(3 .45) 

2. omdat Qn(x,f) invariant is, is n((y,g) ,t) E Qn(x,f) voor alle 

t E J(y,g). Uit (3.40)1_ volgt dan, dat 

lj>(y,g) (t) E L+(x,f) voor alle t E J(y,g). 

In het bijzonder is dus J(y,g) = lR als L+(x,f) compact is (in 

dat geval is de oplossing lj>( ) compact wegens (3.45); pas nu y,g 
(3.39) en (3.41) toe op (y,g)). 
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(3.46) STELLING. Zij (x,f) E W x A en neem aan dat C+(f) c A is en dat C+(f) 
T T 

compact is (vgl. (3.13)1_). Dan is 

Meer in het bijzonder: bij elke y E L+(x,f) is er een g E C+(f) zo 
T 

dat (y,g) E Qn(x,f). 

BEWIJS. In verband met (3.40)1_ is het voldoende de laatste bewering 

aan te tonen. Zij dus y E L+(x,f). Er is dan een rij (tk) in lR+ zo 
+ 

dat ~ + 00 en lj>(x,f) (tk) + y voor k + oo. omdat CT(f) een compacte 

deelverzameling van A is, heeft de rij T(f,tk) een verdichtingspunt 

g E C+(f) c A. Dus is het punt (y,g) E w x A een verdichtingspunt van 
T 

de rij ((4>x,f(tk),T(f,tk))) in W x A, dat is, van de rij (n((x,f),tk)). 

Qmdat tk + 00 voor k + oo volgt hieruit, dat (y,g) E Qn(x,f). D 

(3.47) GEVOLG. Zij (x,f) E w x A en neem aan dat C+(f) c A is en dat 
T 

compact is. Zij voorts lj> een positief compacte oplossing. 
+ (x,fi 

1. L (x,f) * 0 en n (x,f) * 0. 

C+(f) 
T 

Dan geldt: 

+n 
2. Voor alley EL (x,f) is er een g E QT(f) zo dat J(y,g) = lR en 

+ lj>( ) (lR) c L (x,f); in het bijzonder is lji( ) een compacte y,g y,g 
oplossing (positief en negatief compact). 

BEWIJS. 

1. Gebruik (3.39) en (3.46). (Alternatief: n(x,f) is pos!tief Lagrange­

stabiel (3.34), dus Qn(x,f) * 0 (1.54), en derhalve L (x,f) * 0 
(3.40)1_.) 

2. Neem g E CT(f) zo dat (y,g) E Qn(x,f) (3.46); zie nu (3.40)1_ en 

C3.43l~. D 
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(3.48) OPMERKING. De in (3.47)~ vermelde "invariantie"-eigenschap van L+(x,f) 

speelt een rol in de theorie der differe~tiaalvergelijkingen. Voor 

verdere details, zie [Se], p.64 en de daar genoemde literatuurver­

wijzing. 

Uit het voorgaande blijkt dat bij de bestudering van het asymptotisch 

gedrag van oplossingen (dat wil zeggen, de bestudering van L+(x,f)) 

de verzameling nT(f) een rol speelt. De volgende terminologie wordt 

wel gebruikt: de differentiaalvergelijking x' = g(x,t) heet een 

limietvergelijking voor x' = f(x,t), f E Cn(WxlR), als g E nT(f). 

Een eenvoudige (en niet zo bijster interessante) toepassing van (3.47) 

is de volgende: zij f E A zo dat C+(f) c A en C+(f) compact. Als geen 
T T 

der limietvergelijkingen voor x' f(x,t) een compacte oplossing heeft, 

dan heeft ook de vergelijking x' = f (x,t) geen positief compacte op­

lossingen. 

(3.49) VOORBEELD. Zij W lR en zij f E A gedefinieerd door 

f(x,t) 1 
x + --2 voor (x, t) E w x lR • 

l+t 

Dan is f E A, en C (f) 
T 

r (f) u {g}, waarin 
T 

g(x,t) := x voor (x,t) E w x lR 

(dus g is autonoom). In het bijzonder is C+(f) compact, C+(f) c A 
T T 

en n (f) = {g}. De oplossingen van de limietvergelijkingen x' 
T 

hebben de gedaante 

t 
<Pc >Ct> =ye y,g voor (y,t) E W x lR, 

en hiervan is <P(O,g) dus de enige compacte oplossing (en wel met 

r (0,g) = {(0,g)}). Uit (3.47)2 volgt dan: 
n -

g(x,t) 

als !cx,f) een positief (resp. negatief) compacte oplossing is, dan 

is L (x,f) = {O} (resp. L-(x,f) = {0}). 

Expliciet oplossen laat zien, dat de oplossing <P(x,f) negatief com­

pact is voor elke x E W, en dat er precies een positief compacte op-
oo -s 2 -1 

lossing is, namelijk de oplossing <Pcx0 ,f) met x0 := - J0 e (l+s ) ds. 
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IV MORFISMEN 

1. Statische karakterisering van (dynamische) morfismen 

(4.1) PROBLEEMSTELLING. Laat (X,D,TI) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen 

zijn. Zij $: X + Y een continue afbeelding. Onder welke voorwaarden 

is er een T: D + lR zo dat ($,T):(X,D,TI) + (Y,E,p) een morfisme is? 

Deze vraag is, in het geval dat $ een homeomorfisme is, behandeld door 

T. URA [Funkcialay Ekvacioj 12 (1969), 99-122] (zie ook [B], Stelling 

4. 22): 

Als er een T bestaat zo dat ($,T) een isomorfisme is, dan geldt 

$(f(x)) = f($(x)) voor alle x EX (1.60)1. Omgekeerd geldt onder zekere 

natuurlijke restricties dat, als $(f(x)) = f($(x)) voor alle x EX, 

er inderdaad een T bestaat z6 dat ($,T) een isomorfisme is. 

In deze paragraaf zullen we voorwaarden formuleren die garanderen dat 

bij een gegeven continue afbeelding $ een T gevonden kan worden z6 dat 

($,T) een morfisme is. 

De volgende voorbeelden dienen ter illustratie van de probleemstelling 

en als inleiding op de stelling van Ura (4.4). 

(4.2) VOORBEELDEN. 
2 3 1 . Laa t X = ( lR , lR , TI) en Y 2 3 

( lR , lR , p) gegeven zij n door 

In beide systemen bestaat de verzameling ]Rx {O} !outer uit even­

wichtspunten. 

Zij nu $ de identieke afbeelding van JR2 

Dan is er geen T: JR3 + lR z6 dat ($,T): X + Y een morfisme is: men 

rekent eenvoudig na dat zulk een T moet voldoen aan T(x,t) = t voor 

x 2 > 0 en T(x,t) = -t voor x2 < 0. Deze voorwaarden zijn in strijd 

met de continuiteit van Tin de punten van ]Rx {O}; oak zijn ze in 

strijd met (1.57)M.!_. Het is oak, lettend op de "bewegingsrichtingen" 

in beide systemen, niet moeilijk om in te zien dat de systemen niet 

isomorf zijn: een morfisme voert haven- en onderhalfvlak 6f in 
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zichzelf over 6f in elkaar; voor een der halfvlakken vindt dus een 

omkering van de bewegingsrichting plaats, hetgeen niet kan op grond 

van (1.57)M_!_. 

2 3 2. Laat X = (lR ,lR ,1f) en Y ( JR2 , JR3 , p) met behulp van poolcoordi-

naten gegeven zijn door 

1f(r,<j>,t) := (r,<j>+t); 

p (r,<j>,t) := (r,<j>+rt). 

Er bestaat geen T: JR3 + lR z6 dat (id,-r): X + Y een morfisme is: 

met weinig moeite vindt men voor zo'n T als nodige voorwaarde de 

formule 

t r-r(r,<j>,t) (mod 21f). 

Voor vaste <Pent volgt hieruit limr+O T(r,<j>,t) = 00 , hetgeen in 

strijd is met de vereiste continuiteit van Tin (O,<j>,t). 

Men kan als volgt aantonen dat er geen isomorfisme tussen X en Y 
kan bestaan. Neem eens aan dat (w,-r): X + Y een isomorfisme is. 

Omdat onder een isomorfisme banen overgaan in banen, kunnen we w 

als volgt beschrijven: 

w(r,<j>) <w 1 (r) ,w2 (r,<j>) >, 

waarin w2 , opgevat als functie van <j>, periodiek mod 21f is. De func­

tie w1 is strikt stijgend, terwijl w1 (0) = 0. Dit laatste volgt uit 

het feit dat (0,0) in beide systemen het enige evenwichtspunt is, 

hetgeen impliceert dat w<0,0) = (0,0) en dat voor iedere cirkel c 
geldt dat w(~n.6 C) = ~n.6(w(C)). Verder is W1 surjectief omdat w 

surjectief is. De functie w1 is dus continu en in het bijzonder is 

limr+O w1 (r) = 0. Nu is 

<w 1 (rl,w2 <r,<j>+t)) = w(1f(r,<j>,t)) = P<w<r,<j>),-r(r,<P,tll = 

= P<w 1 (r) ,w2 (r,<j>) ,-r(r,<j>,t)J = <w 1 (r) ,w2 <r,<Pl+w1 (r)-r(r,<j>,t)J. 

Hieruit volgt 
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W2(r,$) + wl (r)T(r,$,t) mod 2rr. 

Neem nu t = rr en laat (rk) een rij positieve getallen zijn zo dat 

rk + 0 voor k + oo. Omdat (r,$+rr) en (r,$) antipoden zijn, kunnen we 

voor elke k E 1'I een waarde $k z6 bepalen dat 

2rr > w2 <rk,$k+rrl-w2 (rk,$k) ~ rr. 

Dan is li~700 T(rk,$k,rr) = 00 , hetgeen in strijd is met de contiui­

teit van Tin (0,0). 

2 
3. Zij X = Y = (lR,lR ,rr) waarin rr(x,t) 

Laat $: lR + lR gegeven zijn door 

$ (x) 
: = { x voor x .< 0 

max{O,x-1} voor x ~ 0. 

x + t. 

Omdat voor iedere s E [0,1] geldt dat rr(O,s) = s en $(rr(O,s)) = 0, 

terwijl $(0) = 0, is het duidelijk dater geen morfisme ($,<): X + Y 

bestaat (T zou moeten voldoen aan T(O,s) = 0 voor s E [0,1]). 

Uit de voorbeelden .!_ en £ zien we dat er "obstructie tegen isomorfisr..en" 

ontstaat door de aanwezigheid van evenwichten en door de verandering 

in de "bewegingsrichting". De volgende definitie dient ertoe om de 

moeilijkheden veroorzaakt·door de verandering in de "bewegingsrichting" 

op te lossen. 

(4.3) DEFINITIE. Zij (X,D,rr) een lokaal dynamisch systeem. Zij 

D* := { (x,t) J (x,t) E X x lR en (x,-t) E D}, en definieer rr*: D* + lR 

* * * door rr (x,t) := rr(x,-t). We noemen (X,D ,rr) het reverse systeem bij 

(X,D,rr). 

* * Dat (X,D ,rr een lokaal dynamisch systeem is, is inderdaad triviaal. 

* * Merk nog op dat de baan van x in (X,D,rr) samenvalt met die in (X,D ,rr ). 

Bij de formulering van de volgende stelling van URA gebruiken we de 

notatie van (2.19). Beperking, indien mogelijk, van een dynamisch 

systeem (X,D,rr) tot een deelruimte C noteren we met (C,Dc,rrc). We 

merken nog op dat iedere component van X een invariante deelruimte is 

(1.38), zodat beperking tot een component van X mogelijk is (1.41). 
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(4.4) STELLING. (URA) Laat (X,D,n) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen 

zijn. Zij $: X + Y een homeomorfisme z6 dat voor iedere x € X geldt 

.$ (f (x)) = r ($ (x)). Zij F de verzameling van evenwichtspunten van 

x. Dan is er een -r: D\(FxlR)-+ lR z6 dat voor iedere component C van 

X\F geldt dat 6f 

6f 

een isomorfisme is. 

Deze stelling, waarvan het bewijs gegeven wordt in (4.18), zullen 

we generaliseren tot een stelling betreffende continue afbeeldingen 

en morfismen (4.7). Daartoe geven we, gelet op voorbeeld (4.2)~, de 

volgende definitie. Hierbij vatten we een boog op als het topologisch 

beeld van [0,1]. We gebruiken de notatie van (2.49); in het bijzonder 

is aib een boog van a naar b met x een intern punt van de boog. 

(4.5) DEFINITIE. Laat (X,D,n) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn. 

Een continue afbeelding $: X-+ Y heet baanbehoudend indien aan de 

volgende voorwaarden voldaan is: 

(i) $(f(x)) c f($(x)) voor alle x € X, 

(ii) voor iedere x EX met de eigenschap, dat $(x) geen evenwichts­

punt van (Y,E,p) is, bestaat er een boog aXi:i in f (x) z6 dat 

~)a;m een injectie is. 

(4.6) PROPOSITIE. Zij ($,T) :(X,D,n)-+ (Y,E,p) een morfisme van dynamische 

systemen. Dan is $ baanbehoudend. 

BEWIJS. De continuiteit van$ volgt uit (1.57) MO. Voorwaarde (i) volgt 

uit (1.60)..!_. We bewijzen nu (ii). Zij x € X en zij $(x) geen even­

wichtspunt. Kies s > 0 zo dat, in het geval dat $(x) periodiek punt 

is, 2s < p($(x)). Bepaal 0 > 0 z6 dat [-o,oJ c J(x) en T <C-o,oJl x 
c 

(-s,s) (continuiteit van T ) . Noem a := T (-al en f3 := T <al . Uit x x x 
(1.57)Ml volgt data < 0 < s. Verder is f3 - a< p($(x)). Dan is 

p$(x) lea.,$] injectief en dus ook p$(x)oTxl[-o,o] is injectief (1.57)M1. 
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Volgens (1.57)M2 is ~onx = p~(x)o'x' en uit het voorgaande volgt dan, 

dat ~onxl[-l'i,o] injectief is. Dus nx![-o··,o] is injectief en ~lnx[-l'i,l'i] 
is injectief. Met a:= n (-o), b := n (l'i) en &'Xi3 := n ([-l'i,l'i]) is aan 

x x x 
(ii) voldaan. D 

(4.7) STELLING. Laat (X,D,n) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn. Zij 

G de verzameling van evenwichtspunten van Y. Laat ~: X + Y een baan­

behoudende afbeelding zijn. Dan is er een T: D\ (~ -l (G) xm.) + lR. z6 dat 

voor iedere component C van X\~-l(G) geldt dat 6f 

6f 

een morfisme is. 

Voor het bewijs van de stelling zie (4.17). Merk op dat de stelling 

geen informatie geeft over het gedrag van T in een omgeving van een 
-1 punt (x,t) E ~ (G) x lR.. In onderstaand voorbeeld zullen we laten zien 

dat het in het algemeen niet mogelijk is T continu voort te zetten 

d 1 1 . .i,-l (G) x lR.. over ee verzame ingen van ~ 

Naast stelling (4.7) geeft ook (4.10) nog informatie over baanbehou­

dende afbeeldingen. 

(4.8) VOORBEELD. Zij X = cm.2 ,JR3 ,n) gegeven door nCx1 ,x2 ,tl := Cx1+t,x2). 

Zij K de kegel { (xl ,x2,x3) € JR3 I x~ + x~ - x; = o}. 

Definieer Y = (K,KXlR. ,p) door 

waarin a z6 is dat x1 

x 

x sin a. 
3 
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Zij <jl: "JR.2 + K gegeven door <jl (x1 ,x2) = (x2cosx1 ,x2sinx1 ,x2) • Men re­

kent met weinig moeite na dat i:: 1R3 \lRx{O}i<"JR+ 1R, welke bestaat 

volgens stelling (4.7) voldoet aan 

Voor vaste x1 en t met 0 < t < 2n vindt men limx2+0 i:Cx1,x2 ,t) = =, 
waaruit blijkt dat i: in bet algemeen niet continu voortzetbaar is. 

Een belangrijk bulpmiddel bij bet bewijs van (4.7) is de volgende 

stelling van LEWIN ([B),1.25). Het bewijs van deze stelling maakt ge­

bruik van de stelling van SIERPINSKI, die zegt: als een compacte, sa­

menhangende Hausdorffruimte X de vereniging is van een aftelbare col­

lectie {F.li = 1,2, ••• } van gesloten en paarsgewijs disjuncte deelver-
l. 

zamelingen, dan is precies een Fi niet leeg (en gelijk aan X). Een 

belder bewijs van de stelling van SIERPINSKI is te vinden in [B] (stel­

ling A.11, p.418). 

(4.9) STELLING. Zij (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem. Zij x E X een 

punt dat geen periodiek punt is. Als nu C een compacte samenhangende 
-1 

verzameling is welke bevat is in r(x), dan is nx (C) een compact 

(eventueel gedegenereerd) interval J en nxlJ= J + C is een homeomorfis-

me. 

BEWIJS. We tonen eerst aan dat er een strikt stijgende rij (tn) van 

positieve getallen is met t + w(x) en t 'n-1 (c). Was dit namelijk 
n n x 

niet bet geval, dan zou voor zekere TE (O,w(x)) gelden dat 
-1 

[T,w(x)) c nx (C). Wegens de compactbeid van c is nu 

~ * Q(x) c Cc r(x). In verband met (1.39) volgt bieruit dat 

r(x) = Q(x) = C en dus dat x periodiek is (1.29). Tegenspraak. 

Evenzo is er een strikt dalende rij (sn) van negatieve getallen 

s + a(x) met s 'n-1 (c). Definieer nu n1 := n-1 (c) n [s1 ,t1J en n _1 n x x 
D := n (C) n ([s +l's ] u [t ,t +l]), n = 2,3, ••• en C := n (D ) , n x n n n n n x n 
n = 1,2, ••• 

Merk op dat wegens de injectiviteit van nx de verzamelingen en paars­

gewij s disjunct zijn en dat C = IJ { C In 1, 2, ••• }. Omdat C compact 
n 

en samenbangend is, volgt met de stelling van SIERPINSKI dat c = ci 

voor zekere i, terwijl c. = ~ voor alle j * i, en dus dat 
-1 J 

n (C) c [s.+1,t. 1J. Omdat n J[ ] een topologiscbe inbedding 
x l. i+ x si+l'ti+l 
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is, volgt hieruit 

meling van lR is; 

-1 . 
dat TI (C) een compacte eh samenhangende deelverza-

x -1 
m.a.w. TI (C) is een interval J. De rest van de stel­

x 
ling volgt met weinig moeite. 0 

(4.10) STELLING. Laat (X,D,TI) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn en 

zij $: X + Y een baanbehoudende afbeelding. Dan geldt: 

1. als x een evenwichtspunt is, dan is $(x) een evenwichtspunt, 

2. als x een periodiek punt is, dan is $(x) een periodiek punt. 

BEWIJS. 

1. Als $ (x) geen evenwichtspunt is, dan is er een boog aXb welke bevat is 

in f(x) z6 dat $laxo injectief is. Dan is i.h.b. f(x) meerpuntig, 

waaruit met (1.28).i_ volgt dat x geen evenwichtspunt is. 

2. Als x periodiek is, dan is f(x) compact (1.29). Indien nu $(x) geen 

periodiek punt is, dan volgt met stelling (4.9), dat C := $(f{x)) 

een compacte, samenhangende deelverzameling van f($(x)) is welke 

homeomorf is met een interval (eventueel gedegenereerd) . Laat q een 

"eindpunt" zijn van C. Kies een p E f(x) met $(p) = q. Omdat $(p) 

geen evenwichtspunt is (want $(x) is het niet) en omdat $ baanbe­

houdend is, is er een boog apn, bevat in f(x), z6 dat $1apn injec­

tief (en dus een topologische inbedding) is. Dan is $(api3) c C en 

q = $(p) geen eindpunt van c. Tegenspraak. 0 

De volgende lemma's zijn een voorbereiding op het bewijs van stelling 

(4. 7). 

(4.11) LEMMA. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem en laat x E X. Zij 

f: lR + X een continue afbeelding met f(O) = x en f(lR) c r (x). Dan 

geldt: 

1. Als x geen periodiek punt is, dan is er een unieke continue func­

tie F: lR + J (x) die voldoet aan TI op = f. 
x 

2. Als x een periodiek punt is, dan is er een continue functie 

F: lR + J{x) die voldoet aan Tix°F 

evenwichtspunt is, is F uniek. 

f en F(O) = 0. Als x geen 

1. Zij eerst I een compact interval in lR • Noem f (I) = C. Omdat C 

compact en samenhangend is en bevat is in f(x), volgt met stelling 
-1 

(4.9) dat TI (C) 
x 

een homeomorf isme 

:= J een compact interval is in J(x) en dat TixlJ 

is. Definieer nu F: I+ J(x) door F := (TI \ i-10 f. 
x J 
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De afbeelding F: I ~ J(x} is continu en wxoF = f. De uniciteit van 

zo'n F is duidelijk. Bewering !. volgt hieruit met weinig moeite. 

2. In het geval dat x een evenwichtspunt is, kan F gedefinieerd worden 

door F(lR) =0 (elkecontinueF: :R~J(x) met F(O) =.O voldoet!). 

We behandelen nu het geval dat x periodiek punt is, maar geen even­

wichtspunt. In dit geval is J(x) = lR en r(x) is homeomorf met s1 

(1.29)~. De afbeelding wx: lR ~ r(x) is een zgn. overdekkingsaf­

beelding. (Zie [M] voor een gedetailleerde uiteenzetting hierover.) 

Uit de algemene theorie betreffende overdekkingsafbeeldingen volgt 

dat f "gelift" kan worden naar een continue F: X ~ lR. Zo'n "lift" 
-1 

is uniek na keuze van F(O) € wx (x). Het volgende bewijs is nogal 

schetsmatig. 

Zij eerst I := [O,T] met T > O. Voor iedere t € I is er wegens de con­

tinuiteit van f een E > 0 z6 dat f[t-E,t+E] een echte deelverzameling 

is van r(x). Wegens de compactheid van I zijn er nu eindig veel punten 

0 = t 0 < t 1 < ••• < tn = T z6 dat ieder interval [ti,ti+l] door fop 

een echte deelverzameling van r(x) wordt afgebeeld, i = O, ••• ,n-1. 

Definieer F(O) := 0. Neem voor i ~ n-1 aan dat F reeds gedefinieerd 

is op [O,ti] en voldoet, voor zover gedefinieerd aan wxoF =f. Kies 

y € r(x) z6 dat y ~ f[t,,t, 1J. Nu is w-1 (r(x)\{y}) = U {U.lj € :iZ}, 
i i+ x J 

waarin Uj := (a..,B.) met B. - a = p(x) en a. =B. 1 , j € :iZ. 
J J .J j J J-

Voor iedere j € :iZ is wxlu. een topologische inbedding van uj .in r(x) 

en er is precies een j 0 € tz met F(t.) € U .• Definieer nu voor 
i Jo -1 

t € [ti,ti+l] de afbeelding F door F(t} := (w l } f(t}. In verband 
x uj 

met de keuze van jO is F goed gedefinieerd op [O,~i+l] en bovendien is 

F continu, want Fis continu op [O,t.J en op [t,,t. 1J. Uit de con-
i i i+ 

structie volgt dat wxoF = f en F(O} = 0. Tevens blijkt uit de construc-

tie de uniciteit van F. In het geval dat I een interval is van de vorm 

[T,O] met T < 0 kan F op soortgelijke wijze bepaald worden. Bewering 

~ volgt nu met weinig moeite. D 

De eerste stap in de constructie van Tin het bewijs van stelling (4.7) 

bestaat uit het bepalen van de "parametertransformatie" T voor iedere 
-1 x 

x ;_ <fi (G). 



(4.12) LEMMA. Laat (X,D,TI) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn. 

Laat cji: X + Y een continue afbeelding zijn met de eigenschap dat 

cji(f(x)) c f(cji(x)) voor iedere x € X. Voor iedere x € X is er dan 
een continue functie Tx: J(x) + J(cji(x)) z6 dat Tx(O) 

cji(n(x,t)) = p(cji(x),Tx(t)) voor alle t € J(x). 

Als cji(x) geen evenwichtspunt is, is Tx uniek. 

0 en 
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BEWIJS. Zij x € X. Definieer f: J(x) + Y door f := cjionx. Dan is 

f(J(x)) = cji(f(x)) c f(cji(x)) en f(O) = cji(x). Omdat J(x) homeomorf is 

met lR, volgt met lemma (4.11) dater een (unieke) continue 

F: J(x) + J(cji(x)) bestaat z6 dat F(O) = 0 en pcji(x)oF =f. 

Noem T := F. 
x 

Blijkbaar geldt 

oftewel X---+ y 
cji 

cji (TI (x,t)) p(cji(x) ,Tx(t)) voor alle t € lR. D 

De volgende fase in de constructie van T bestaat uit het verzekeren 

van de monotonie van ieder der functies T . 
x 

(4.13) LEMMA. Laat (X,D,n) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn en zij 

cji: X + Y een baanbehoudende afbeelding. 

Voor iedere x € X met de eigenschap dat cji(x) geen evenwichtspunt is 

(in (Y,E,p)) bestaat er een (unieke) continue functie Tx: J(x) + J(cji(x)) 

z6 dat 

(i) T (0) = 0, 
x 

(ii) Tx is strikt monotoon, 

(iii) cji(n(x,t)) p(cji(x),Tx(t)) voor alle t € J(x). 

BEWIJS. Zij x € X z6 dat cji(x) geen evenwichtspunt is. Op grond van 

lemma (4.12) is er een unieke continue functie T : J(x) + J(cji(x)) die 
x 

aan (i) en (iii) voldoet. we hoeven alleen nog de strikte monotonie 

van Tx te verifieren. Hiertoe is het, gelet op de continuiteit van 

Tx' voldoende om aan te tonen dat Tx injectief is. Neem eens aan 

data< Sen Tx(a) = Tx(S). Zij y z6 dat Txl[a,S] een globaal ex­

treem heeft in y. Noem nx(y) := c. Omdat cji baanbehoudend is, bestaat 

er een boog pcq z6 dat pcq c f(c) = f(x) en cjij.---. een injectie is. pcq 
Het is duidelijk dat x geen evenwichtspunt is (4.10).!_. We bepalen 
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nu een interval [a1 ;81J c J(x) z6 dat y E Ca 1 ;8 1l, 

[a1 ;81 ] + pcq een homeomorfisme is. In h.et geval x 

punt is, kan dit direct met stelling (4.9). In het 

terwijl 7f I [ .8 ] : 
x al, 1 

geen periodiek 

geval x een perio-

diek punt is, is r(x) * pcq en er is dus een r E f(x) met r ~ pcq. 
-1 

Dan is 7f (f(x)\{r}) 
x 

sj - tj = p(x) en sj 

topologische inbedding 

U {uj j E :<Z}, waarin uj = (sj ;tj) met 

tj-l' j E :<Z. Voor iedere j E :<Z is 7fxluj een 

van u. in f(x), terwijl pcq c 7f (U.). Er is 
J x J -1 

precies een jO E :<Z met y E UjO. Neem nu [al ;8 1 J := (7fxl Uj ) (pcq) • 

Indien nu a 2 := max{a,a1 } en 82 := min{8,8 1}, dan is 7fx([a2 ;g2JJ c 

pcq en dus is <jio7f I ... injectief. Omdat <jio7f = p"' ( ) oT volgt 
x [a2 ;82J x ~ x x 

hieruit dat T le ] injectief, en derhalve strikt monotoon is. 
x a2t82 

Dit is in strijd met het feit dat y E (a2 ;8 2 l en T I een extreem 
x [a; 8] 

heeft in y. D 

De volgende stelling is de centrale stelling van deze paragraaf. 

(4.14) STELLING. Laat (X,D,7!) en (Y,E,p) lokale dynamische systemen zijn. 

Zij G de verzameling van evenwichtspunten van Y. Laat <jl: X + Y een 

baanbehoudende afbeelding zijn. Dan is er een (unieke) functie 
-1 

T: D\(</l (G)XlR) +lR z6dat 

(i) Voor iedere x E X\</l-l(G) is T: J(x) + J(<jl(x)), gedefinieerd 
x 

door Tx(t) := T(x,t), een strikt monotone afbeelding met 

T (0) = 0. 

(ii) 
x -1 

Voor iedere (x,t) E D\(<P (G)XlR) geldt </l(7!(x,t)) p{<jl(x),T(x,t)). 

(iii) T is continu. 

Het bewijs van deze stelling wordt gegeven in (4.16). We merken nog 
-1 

op dat X\<P (G) geen evenwichtspunten bevat (4.10). 

(4.15) OPMERKING. In (4.16) hebben we de volgende variant nodig van lemma 

(1.61). Laat (X,D,7!), (Y,E,p), Gen <P zijn als in de stelling. Stel 
-1 

dat T: D\(<P (G)xlR) + lR voldoet aan (i) en (ii) uit (4.14), terwijl 

T 
x 

-1 
continu is voor iedere x E X\<P (G). 

-1 
Als nu x E X\cfi (G) , dan 

geldt voor alle s en t met t + s E J(x) en t E J(x) dat 

T(x,t+s) T(x,t) + T(7!(x,t),s). 

We bewijzen dit als volgt. Zoals in het bewijs van (1.61) toont men 

aan dat dit geldt voor het geval x geen periodiek punt is, terwijl 
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-r(x,t) +T(1T(x,t),s) -T(x,t+s) e: p(cj>(x))l'Z 

voor het geval dat x periodiek punt is. Voor vaste (x,t) is het lin­

kerlid een continue functie van s, die 0 is voor s = 0. Omdat 

p(cj>(x))l'Z discreet is, volgt het gestelde. 

(4.16) BEWIJS van (4.14). 

Volgens lemma (4.13) is er voor iedere x e: X\cj>-l(G) een continue 

T : J(x) -+ J(cj> (x)) die aan (4.13) (i), (ii) en (iii) voldoet. Definieer 
x -1 

T: D\ (cj> (G) XlR) -+ lR door 

spraken (i) 

T (x,t) := T (t). 
x 

Dan is voldaan aan de uit-

nu de continuiteit van T. 

Zij (x,t) E dat t ~ 0 en dat T strikt 

en (ii) van (4.14). We bewijzen 
-1 

D\ (cj> (G) xlR). We nemen aan 
x 

stijgend is (in de andere gevallen gaat het bewijs analoog). Verder 

nemen we voorlopig aan dat T(x,t) < p(cj>(x)) in het geval dat cj>(x) 

periodiek punt is. Zij s := T(x,t) en y := cj>(x), en laat £ > 0 ge­

geven zijn. We zoeken een omgeving W van x en een o > 0 z6, dat voor 

alle (x',t') e: w x [t-o;t+o] geldt l-r(x',t')-sj <£.We mogen aan-

nemen dat s + 2£ < p(y). Dan is p I een topologische inbed-y [-e:;s+E] 
ding van [-£;s+£] in Y. 

Kies nu in Y paarsgewijs disjuncte omgevingen u1 , u2 en u3 van res­

pectievelijk p(y,-£) ,p(y,s+£) en de compacte verzameling p({y}x[O;s]) 

r(y) 

,. 
f ./ 
~o ____ ..... 

[
De punten op f(y) zijn aangegeven met de corresponderende"j 

parameterwaarde uit J(y) j 

Kies verder disjuncte omgevingen u4 en u5 van respectievelijk de 

compacte verzameling p({y} x [-£;s-£]) en het punt p(y,s). Op grond 

van de continuiteit van p is er een omgeving v1 van y in Y z6 dat 

Verder is er volgens lemma (2.2).!_ een omgeving v 2 van y in Y z6 dat 
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Nu kiezen we op grond van de continuiteit van • een omgeving w1 van 

x z6 dat 

Omdat •011: D + Y continu is en omdat •011({x}x[O;t]) = p({y}x[O;s]), 

zoals men makkelijk narekent met behulp van (4.14) (ii), volgt met 

lemma (2.2)..!_ dat er een omgeving w2 van x en een o1 > 0 bestaan z6 dat 

Kies verder een omgeving w3 van x en een o2 > 0 z6 dat 

(bedenk dat •<11(x,t)) = (y,s)). 

Zij nu w = w1 n w2 n w3 en o = min{o 1 ,o2} en zij (x',t') E (W x 

[t-o;t+o]) n (D\.-1 (G)x:JR). We tonen aan dat inderdaad h<x',t'J-sl <E. 

Beschouw daartoe I:= [O;t'] in het geval t' ~ 0 en I:= [t';O] in 

het geval t' < 0. 

Nu is I c [-o;t+o] en {x'} x I c w2 x [-o 1 ;t+o 1J en dus geldt 

p({.(x')} x Tx' (I)) = •011({x 1 }xI) c u3 • Verder is 

p(.(x'),-E) E p(v1x{-E}) c u1 en p(.(x') ,s+E) E p(v1x{s+E}) c u2 . 

Omdat u1 , u2 en u3 paarsgewijsdisjunct zijn volgt hieruit met behulp 

van de continuiteit van Tx' dat Tx' (I) een interval is, dat -£ en 

s + £ niet bevat. Omdat 0 E Tx' (I) vinden we dat Tx' (I) c (-£;s+£) 

en in het bijzonder dat T(x' ,t') E (-£;s+E). 

Was nu T(x',t') E (-£;s-£), dan zou enerzijds 

p(11(x',t')) p(.(x'),T(x',t')) E p(V2x[-£;s-£]) c u4 , 

terwijl anderzijds 

hetgeen uitgesloten is omdat u4 en u5 disjunct zijn. Dus T(x',t') E 

(s-£;s+E), d.w.z. T is continu in het punt (x,t). 

We verwijderen nu de restrictie IT(x,t) I < p(.(x)). Zij dus 
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(x,t) E D\($-l(G)XlR) willekeurig. We nemen gemakshalve aan dat t > 0 

(als t < 0 is gaat het bewijs analoog; het geval t = 0 hoeft niet be­

keken te worden omdat T(x,0) = 0 < p($(x))). 

Omdat T uniform continu is op [O;t] is er een n E JN zo dat 
x 

IT (u)-T (u') I 
x x 

Voor (x' ,t') E 

< p($(x)) voor alle u,u' E [O;t] met lu-u' I < t/n. 
-1 

D\($ (G)XlR) is, opgrondvan (4.15) voor 

k = o, ... ,n-1 

kt' t'\ 
-;- + -;;; ( kt') ( kt' t') T X1 -- + T\7T(X 1 --) -

' n ' n ' n 

en dus 

T(X 1 ,t') 
n-l ( kt' t' ) l T\7T(X' I --) ,- • 

n n 
k=O 

Merk nu op, dat op grond van het eerste deel van het bewijs, T con­

tinu is in de punten (7T(x,kt), !.) voor k = O, ..• ,n-1, omdat deze alle 
_1 n n 

in D\($ (G)xlR) liggen, en bovendien 

op grond van de keus van n en het feit dat 

I <k+1it _ ktl 
n n 

t 
n 

Hieruit volgt, dat T continu is in het punt (x,t). 0 

(4.17) BEWIJS van Stelling (4.7). 

Definieer T zoals in (4.16). Wegens de continuiteit van Top 
-1 -1 

D\ ($ (G) XlR) geldt voor iedere component C van X\$ (G): T is da­
x 

lend voor alle x E C 6f Tx is stijgend voor alle x E C. 

Hieruit volgt (4.7) met weinig moeite. 0 

(4.18) BEWIJS van stelling (4.4). 

Uit (1.28)_! volgt dat x een evenwichtspunt is van (X,D,7T) als en 

slechts als $(x) een evenwichtspunt is van (Y,E,p). Dus G := $(F) is 

de verzameling van evenwichtspunten van (Y,E,p). Verder geldt dat c 

een component is van X\F als en slechts als $(C) een component is 

vanX\G. Dan iswegens (4.7) of ($lc,TIDc) 6f <$lc,-TjDc> eenmor­

fisme, en wel met topologisch ruimtelijk effect. Pas nu (1.70) toe. D 
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2. Faktorisatie van morfismen 

(4.19) LEMMA. Laat (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem zijn en T: D + JR 

(4. 20) 

een 

(i) 

(ii) 

continue functie die de volgende eigenschappen heeft: 

Voor elke 

Voor elke 

T (s+t) 
x 

X E x is T 
x 

: J(x) + JR 1) strikt stijgend en 

X E x, s E J(x) en t E J(n(x,s)) = J(x) - s 

T (s) + T ( ) (t). x n x,s 

Dan is er een lokaal dynamisch systeem (X,D,n) zo dat 

(X,D,n) + (X,D,n) een isomorfisme is. 

T (0) 0. 
x 

geldt 

BEWIJS. Voor elke x EX zij J(x) := Tx(J(x)). Laat vervolgens 

D c X x JR gedefinieerd zijn door 

D := U {x} x J(x). 
XEX 

Merk nu op dat J(x) een open interval is in JR met 0 E J(x), en dat 

het interval J(x) door T bijectief op J(x) wordt afgebeeld (strikte 
x ~ ~ 

monotonie van 'x). Dus een functie n: D + X kan gedefinieerd worden 

door 

n(x,t) 
-1 

:= n(x,T (t)) 
x 

voor (x,t) E D. 

We tonen nu aan dat (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem is. 

Om aan te tonen dat D open is in X x JR beschouwen we de afbeelding 

~: (x,t) ~ (x,T(x,t)): D + X x JR. Het is duidelijk dat ~ continu en 

injectief is, en dat ~(DJ D. We laten nu zien dat ~ een open af-

beelding van D in X x JR is. Daartoe is het voldoende om te laten zien 

dat ~(UX(a;b)) open is in X x JR voor elke open verzameling U van X 

en elk open interval (a;b) in JR waarvoor ux(a;b) c D. Welnu, voor 

dergelijke U en (a;b) is, op grand van de strikte monotonie van elke 

T : 
x 

~(Ux(a;b)) u 
XEU 

{x} x T (a;b) 
x 

u 
XEU 

{x} x (T (a);T (b)). 
x x 

1) 
Als gebruikelijk is Tx(t) := T(x,t) voor x E X en t E J(x) 
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Uit de continuiteit van T volgt gemakkelijk dat het rechterlid een 

open deelverzameling van X x lR is. Dus 4>: D -+ X x lR is een open 

afbeelding. 

In het bijzonder volgt hieruit, dat 4>(D) = D een open deelverzameling 

van X x lR is, en voorts, dat 4> een topologische afbeelding van D op 

D induceert. Omdat uit (4.20) volgt dat 1104> = 11, impliceert de con­

tinuiteit van 11 op D derhalve de continuiteit van ~ op D. 
Blijft neg over de verificatie van Al, A2 en A4 uit definitie (1.1). 

Zij X E X. 
-1 

Al: 11(x,O) = u(x,0) = x,want Tx (0) = 0. 

A4: Het is voldoende om aan te tonen dat J(u(x,t)) J(x)-t voor alle 

t E J(x). Zij dust= Tx(u) met u E J(x); dan is dus u(x,t) = u(x,u), 

en wegens eigenschap (ii) geldt er 

J(11 (x,t)) J(u(x,u)) T ( )J(11(x,u)) 
7T x,u 

h ( ) (v) Iv E J(u(x,u)) = J(x)-u} 
7T x,u 

{T (u+v) -T (u) I u + v E J (x)} 
x x 

T (J (x)) - T (u) 
x x 

J(x)-t. 

A2: Zij t E J(x) en s E J(11(x,t)). 

= u(x,u), zodat s E J(u(x,u)). 

Wegens·eigenschap (ii) is 

-1 ~ 
Laat u := T (t); dan is 11(x,t) = 

x -1 . 
Zijv:=(T( 1 i (s)EJ(u(x,u)). 

7T x,u 

s + t = T ( ) (v) + T (u) = T (u+v) , 
7T x,u x x 

waaruit volgt dat u + v 

u(x,t+s) u(x,u+v) 

T-l(s+t). Dus is 
x 

11(11(x,u) ,v) 11(11(x,u) ,s) 11(11(x,t) ,s). 

Dus (X,D,11) is een lokaal dynamisch systeem. Uit de definitie van 11 

volgt, dat u(x,t) = 11(x,T(x,t)) voor alle (x,t) ED. Samen met eigen­

schap (i) impliceert dit dat (idx 1 T) : (X,D,11) -+ (X,D,11) een morfisme 

is. We tonen nu aan, dat (idX,T) een isomorfisme is (omdat we geen 

veronderstellingen omtrent evenwichtspunten in X gemaakt hebben, 
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kunnen we ons daarbij niet op (1.70) beroepen). Definieer cr: D + JR 

door 

cr(x,t) 
-1 

:= T (t) 
x 

voor (x,t) E D. 

Omdat crx: J(x) + J(x) de inverse is van Tx: J(x) + J(x), is crx strikt 

stijgend, en crx(O) = 0. Voorts is wegens (4.20): n(x,t) = n(x,cr(x,t)) 

voor alle (x,t) E D. Dus het paar (idx,cr) voldoet aan Ml en M2 van 

definitie (1.57). Data continu is, blijkt als volgt: voor alle 

(x,t) E D is 

cr(<P(x,t)) t, 

dus cro<P: D + JR is continu. Omdat <Ii een topologische afbeelding van 

D op D is, volgt hieruit dat a continu is op D. Hiermee is aangetoond, 

dat (idx 1 cr) : (X,D,n) + (X,D,n) een morfisme is. Het is tenslotte 

gemakkelijk in te zien dat (idx,cr) tweezijdig inverse is van (idX,T). 

Dus (idX,T) is inderdaad een isomorfisme. D 

(4.21) VOORBEEI.D. Laat (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem zijn en h: X + JR 

een continue functie zo dat h(x) > 0 voor alle x E X. Definieer 

T: D + JR door 

t 

T (x,t) J ds 
: = -h-( n-(x-,-s-)-) 

0 

Dan is T: D + JR continu (vgl. het bewijs op p.48,49), en het is 

direct duidelijk dat T aan (4.19) (i) voldoet. Een eenvoudige bereke­

ning leert, dat T ook aan (4.19) (ii) voldoet. 

(4.22) OPMERKING. De voorwaarden (i) en (ii) in (4.19) zijn niet geheel on­

afhankelijk van elkaar; onder aanname van (ii) kan (i) vervangen worden 

door 

(i) * Voor elke x E X is T : J(x) + JR strikt stijgend in een omgeving 
x 

van het punt 0. 

Immers, uit (ii) volgt (neem s=t=O) dat 'x(O) = 0 voor elke x E X, 

* en in combinatie met (i) volgt hieruit, dat er voor elke x E X en 

s E J(x) een omgeving (-o;o) van 0 is zo dat T ( ) (t) < 0 voor 
1f x, s 

-o < t < 0 en T ( ) (t) > 0 voor 0 < t < o. Uit (ii) volgt dan, 
TI x,s 
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dat ieder punt s E J(x) een omgeving in J(x) heeft waarop Tx strikt 

monotoon is. Als nu a, b E J(x), a< b, .dan kan [a;b] met eindig 

veel van zulke omgevingen overdekt worden, waaruit volgt dat 

Tx(a) < Tx(b). Dus Tx is dan strikt monotoon stijgend op heel J(x). 

(4.23) LEMMA. Laat (X,D,n) een lokaal dynamisch systeem zijn, F de verzame­

ling evenwichtspunten in X, en T: D + lR een continue functie met de 

volgende eigenschappen: 

(i) Voor elke x E X\F is Tx: J(x) + lR strikt stijgend, en Tx(O) O. 

(ii) Voor elke x E X\F, s E J(x) en t E J(n(x,s)) is 

T (s+t) 
x T (s) + T ( ) (t) • x n x,s 

* * Dan is er een lokaal dynamisch systeem (X,D ,n ) en een isomorfisme 
* * * * (idx,T ) : (X,D,n) + (X,D ,n ) zo dat Tx T 

x 
voor alle x E X\F. 

* BEWIJS. Definieer T : D + lR als volgt: 

* :-- {T(x,t) 
T (x,t) 

tT (x,1) 

als x ~ F 

als x E F 

Dan is T* continu op ( (X\F) xJR) n D en op (FxJR) n D, en om aan te 

tonen dat T* continu is op D is het voldoende om te laten zien dat 

T(x,t) = tT(x,1) voor alle (x,t) E D waarvoor x E (X\F) n F = F\Fo. 

Welnu, voor x E F\FO en (willekeurige, maar vaste) s,t E lR is de 

functie 

y I-+ T (s+t) - T (s) - T ( ) (t) y y n y,s 

gedefinieerd in een geschikte omgeving u van x. Omdat deze functie 

continu is op U, nul is op U\F (eigenschap (ii)!), en omdat x E U\F, 

is deze functie nul in x: 

T (s+t) = T (s) + T ( ) = T (s) + Tx(t). x x n x,s x 

Met andere woorden, Tx: lR + lR is continu en additief. Maar dan is 

T lineair, zodat inderdaad T ( t) = tT (1) voor al le t E lR • Hiermee 
x * x x 

is de continuiteit van T op D aangetoond. 
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* Het is nu niet moeilijk in te zien dat T aan de eisen (i) en (ii) 

uit lemma (4.19) voldoet. Uit bovenstaand bewijs volgt ook nog, dat 

* 0 * T T voor alle x € F\F I terwijl (per definitie) T = T voor 
x x x 0 x 

X\F. * X\F. al le x € Dus inderdaad is T T voor alle x E X\F = 
x x 

Gebruik makend van de in bovenstaand bewijs gebezigde techniek kan 

de volgende verscherping van (1.70) bewezen worden. 

D 

(4.24) STELLING. Zij ($,T) : (X,D,n) + (Y,E,p) een morfisme van lokale dy­

namische systemen. Indien $ een homeomorfisme is, dan zijn de systemen 

* isomorf, en wel is er een isomorfisme ($,T ) : (X,D,n) + (Y,E,p) zo 

dat T ,* voor alle x € X\F, waarin F de verzameling evenwichts­
x x 

punten in X is. 

BEWIJS. Inspectie van het bewijs van (1.70) leert dat het voldoende 

* is aan te tonen dat er een morfisme ($,T ) : (X,D,n) + (Y,E,p) is 

* zo dat, voor elke x E X, 'x' J{x) + J($(x)) een surjectie is: een 

dergelijk morfisme, waarin bovendien $ een homeomorfisme is, is een 

isomorfisme. Welnu, definieer 

* :-- {' (x,t) 
T (x,t) 

tT (x, 1) 

als x 4 F 

als x € F 

* voor (x,t) € D. Als in het bewijs van (4.23) blijkt T : D + lR con-

tinu te zijn, terwijl ook ,* = T voor alle x E X\F. Een eenvoudige 
x *x 

verificatie laat zien, dat ($,T ) : (X,D,n) + (Y,E,p) een morfisme 

* is. Merk nu tenslotte op, dat voor x E F, T x: lR + lR surj ecticf is 

(T(x,1) > 0!), en dat voor x 4 F, ,* T: J{x) + J($(x)) surjectief 
x x 

is op grond van (1.67)3. D 

(4.25) DEFINITIE. We zullen twee morfismen ($,T), ($' ,T') 

equivalent noemen als 

1. $ = $', en 

(X,D,n) + (Y,E,p) 

2. 'x = T~ voor alle x E X waarvoor $(x) geen evenwichtspunt is. 

Notatie: ($,T) "" ($' ,T'). 

Bovenstaande stelling zegt dus dat elk morfisme ($,T) waarvoor $ een 

homeomorfisme is, equivalent is met een isomorfisme ($,T') (N.B.: $(x) 
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is evenwichtspunt als en slechts als x het is; zie (1.67).!_). 

(4.26) STELLING. Laat ($,T) (X,D,u) + (Y,E,p) een morfisme van lokale dy-

namische systemen zijn, met F en G als verzamelingen evenwichts­
-1 punten van (X,D,u), resp. (Y,E,p). Indien $ (G)\F een leeg inwendige 

* * heeft, is er een lokaal dynamisch systeem (X,D ,u ) en zijn er morfismen 

* * * (idx,T ) : (X,D,u) + (X,D ,u ) 

* * ($,CJ) : (X,D ,u ) + (Y,E,p) 

* waarin (idx,T ) een isomorfisme is en ($,CJ) een equitempisch morfisme, 
. * zo dat ($,T) ""' ($,CJ) 0 (idx,T ) 

* (X,D,u) ($,T ) (Y ,E,p) 

(idX,T*~ / ($,CJ) 

* * (X,D ,u 

BEWIJS. De functie T: D + lR is continu en voldoet aan ( 4. 2 3) ( i) . Op 

grond van (1.61) is de relatie uit (4.23) (ii) vervuld voor alle 
-1 

x EX\$ (G). Aangezien de verzameling waarop deze relatie vervuld 

is, gesloten is in X (vgl. het bewijs van (4.23)), is zij vervuld 
-1 

op X\$ (G). Uit het gegeven volgt, dat 

-1 1 
FU X\$ (G) =FU (X\$- (G)) 

-1 
= X\($ (G)\F) = X, 

. -1 
zodat ·x\F c X\$ (G). Dus aan (4.23) (ii) is voldaan. Zij nu 

* * * (idX,T ) : (X,D,u) + (X,D ,u ) het isomorfisme waarvan het bestaan 

in (4.23) gegarandeerd is. 

* Definieer nu CJ: D + lR door CJ(x,t) := t. Orn te laten zien dat 

* * ($,CJ) : (X,D ,u ) + (Y,E,p) een morfisme is, is het voldoende om te 

* laten zien, dat $(u (x,t)) 

Welnu, zij (x,t) E D* en u 

* = p($(x),t) voor alle (x,t) ED. 

:= (T*J- 1 (t). Dan is 
x 
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•Cir (x,u)) * ((i~,T ) is morfisme) 

p(.(x),T(x,u)) ((.,T) is morfisme). 

-1 
In het geval dat x € • (G), is 

p(.(x),T(x,u)) •<xl 

p(.(x),T*(x,u)) 

p(.(x) ,t). 

En in het geval dat x t .-l(G) ~ F, is T 
x 

* T en dus eveneens 
x 

p(.(x) ,T(x,u)) p <• (x) ,T* (x,u)) p <•<xl ,t). 

Hiermee is aangetoond dat <•,cr> een (equitempisch) morfisme is. Het 

* is duidelijk, dat de compositie van (idx,T ) en <•,cr) het morfisme 

(zie(1.58)) 

C•,T*):(X,D,1T) + (Y,E,p) 

* ~- -1 * is. omdat Tx = Tx voor alle x € X\F c x\• (G), is <•,T)"" <•,T ). 0 

(4.27) GEVOLG. Zij <•,T):(X,D,ir) + (Y,E,p) een morfisme van lokale dynamische 

systemen. Indien • injectief is (dus i.h.b. als <•,T) een isomorfisme 

is), bestaat er een lokaal dynamisch systeem Cx,o*,ir*> en een conunu­

tatief diagram van morf ismen 

* (X,D,1T) Cp,T ) ) (Y,E,p) 

(idx,T*) ~ /c•,cr> 

cx,o*,ir*> 

* waarin (idx T ) een isomorfisme is (parametertransformatie) en <•,cr> 
, * 

een equitempisch morfisme, zo dat <•,T) ""<•,T). 

BEWIJS. Dit volgt direct uit (4.26). Immers, op grond van (1.67)1_ is 
---1--
• G\F = fl. 0 
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(4.28) GEVOLG. Zij ($,T):(X,D,n) + (Y,E,p) een morfisme van lokale dynamische 

systemen, en zij C :~ X\$-1 (G) (Gals in (4.26)). Geef de restrictie 

van (X,D,n) tot de (invariante!) verzameling C aan met (C,DC,nC). Dan 

kan het morfisme ($lc•Tlnc):(C,Dc,nc) + (Y,E,p) als volgt gefaktori­

seerd worden 

waarin (idc,Tlnc) een isomorfisme is (parametertransformatie) en 

($lc'cr) een equitempisch morfisme. 

BEWIJS. Inc heeft $-l(G) n C een leeg inwendige, dus ($-1 (G)\F) n C 

heeft zeker een leeg inwendige in c. Uit (4.26) volgt dus het bestaan 

* van een parametertransformatie (idc,T ) en een equitempisch morfisme 

* ($le'~) waarvan de compositie ~$lc'T) equiv~ient is met ($lc'Tlnc). 
Dus Tx = Tx voor alle x E C\$- (G) = C n X\$ (G) = c. Met andere 

woorden, T* = Tine· D 

3. Een niet-differentieerbaar dynamisch systeem in JR4 

(4.30) In 1974 is door W.C. CHEWNING [Bull. Amer. Math. Soc. 80 (1974), 

150-153] een voorbeeld gegeven van een dynamisch systeem dat niet 

isomorf is met een differentieerbaar lokaal dynamisch systeem (1.72). 

Ter voorbereiding van de behandeling van dit voorbeeld laten we eerst 

zien dat een differentieerbaar dynamisch systeem secties van een spe­

ciale vorm toelaat. 

Aan het eind van deze paragraaf geven we nog een positief resultaat: 

we tonen aan dat ieder lokaal dynamisch systeem op een open deel­

verzameling in lRn isomorf is met een globaal dynamisch systeem (vgl. 

stelling 1.76) 

We beginnen met de preciese formulering van een der beweringen in 

(2.45) betreffende lokale parallelliseerbaarheid van een differentieer­

baar lokaal dynamisch systeem. 

(4.31) STELLING. Zij X een open deelverzameling van lRn en zij f: X + lRn 

een vectorveld, waarbij f aan de uniconvoorwaarde voldoet. Zij 

(X,D,n) bet lokale dynamische systeem bij f (1.6 en 1.72). Indien 

het punt x0 E X geen evenwichtspunt is, dan is er een lokale repre­

sentatie (Q,n;U) van (X,D,n) in x0 waarbij Q de doorsnede is van een 

hypervlak door x0 en een gesloten (volle) bol om x0 . 
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(4. 32) 

(4.33) 

BEWIJS. Zij E := JRf(x0) en F := {x E JRn l<x,f(x0)> = O} (hierin is 

<•,•> het inproduct in JRn; dus Fis de (n-1)-dimensionale deelruimte 

van JRn die loodrecht op de vector f (x0 ) staat) • Voor elke x E lRn 

zij x = xE + xF de unieke ontbinding van x met xE E E en xF E F. Merk 

op, dat x I-+·~ en x f-+ xF lineaire, continue afbeeldingen van lRn 

naar E, resp. F zijn. In het bijzonder kunnen we schrijven 

f(x)E = 4> (x) f (x0 ) met 4> (x) E lR I waarin 4>: lRn I-+ lR 

4> (xo> = 1. Voor alle x E X en t 1 ,t2 E J(x) geldt nu 

oplossing van de differentiaalvergelijking x' = f(x) 

waaruit volgt, dat 

r f(1T(x,s))ds, 

tl 

continu is, en 

(omdat 1T : J(x) 
x 

is) 

(1T(x,t2)-1T(x,t1))E r f(1T(x,s))Eds = r 4> ( 1T (x, s) ) ds. f (x0) . 

tl tl 

Uit de continuiteit van f en 4> volgt nu dat er een omgeving u1 van 

x0 is zo dat voor alle x E u1 geldt: 

4> (x) > 2 

In verband met de continuiteit van 1T zijn er een E > 0 en een n > 0 

zo dat voor de gesloten E-bol u 2 om x0 en het interval I := ['-!.n; !nJ 

geldt: u2 x I c D en 1T(U2XI) c u 1 • Zij nu Q := cx0+Fl n u2 • 

Voor alle q E Q en t 1,t2 E I geldt nu op grond van (4.32) en (4. 33) 

+ x 

(want 1T(q,s) E 1T(u2xI) c u 1 voor s tussen t 1 en t 2). Met gebruikmaking 

van (2.10) (iv) volgt hieruit direct, dat Q een n-sectie is. We laten 

nu zien dat (Q,n;U) een lokale representatie van (X,D,1T) in x0 is. 

Aan LPO uit definitie (2.14) is voldaan (Q gesloten, x0 E Q en Q 

een n-sectie). Wat LP1 betreft: (x,t) I-+ 1T(x,t): Q x I+ u := 1T(QxI) 

is een continue bijectie, en omdat Q x I compact is, is het een homeo­

morfisme. Blijft over LP2 te verifieren, n.l. dat U = 1T(QxI) een om­

geving is van x0 • Zij u3 de o-bol om x0 , waarin o een voldoend klein 
. fE nlf\x0 i I } positief getal is, zeg o := min14 , 4 • We tonen aan dat 

u3 c 1T (XxI) . 



Zij p E u3 en zij (p-x0)E = af(x0). Dan geldt voor alle t E J(p) 

t 

(n(p,t)-x0)E = (n(p,t)-p)E+(p-x0)E = {J $(n(p,s))ds+a}f<x0J. 

0 

161 

Hierin is lal < o/lf(xo) I omdat lp-xOJEI $ lp-xol < o, terwijl ander­

zijds wegens (4.32) en (4.33) 

t 

J $(n(p,s))ds 

0 

!t als O $ t $ ~n 

-it als -in $ t $ O 

(voor p E u3 c u2 en t E I is 

sen 0 en t). Er is dus een t 0 
to 

n(p,s) E n(u2xI) c u 1 voor alle s tus-

( 20 20 \ 
E - If (xol I ; If <xol I J c I zo dat 

! 0 $(n(p,s))ds =-a. Dan is (n(p,t0J-x0JE = 0, met andere woorden, 

TI(p,t0 ) E x0 +F. 

Voorts is ln(p,t0J-x0 1 $ ln(p,t0)-pl + lp-x0 1, waarin 

to 

JnCp,t0J-pJ $ I J lt(n(p,s)J Jds I $ Jt0 J .~JfCx0 > I < 3o 

0 

op grond van (4.33) (weer is n(p,s) E u 1 voor alle s tussen 0 en t 0). 

Dus ln(p,t0J-x0 i < 3o + o = 4o $ E, ofwel n(p,t0) E u2 . Kortom, 

n(p,t0 J E (x0+F) n u2 Q, en derhalve p E n(Qx{-t0 }) c n(QxI). D 

De volgende stelling laat zien dat secties door x 0 die behoren bij 

lokale representaties in x0 er in een omgeving van x0 hetzelfde uit­

zien. We gebruiken de notatie uit (2.12). 

(4.34) STELLING. Laat (Q1 ,n,u1J en (Q2 ,n,u2) lokale representaties zijn van 

(X,D,n) in x0 • Dan zijn Q1 n u2 en Q2 n u 1 homeomorf. 

BEWIJS. Zij (voor i = 1,2) hi:Qi x In+ Ui het homeomorfisme geindu­

ceerd door n, en zij ri: Qi x In+ Qi gedefinieerd door ri(x,t) := x. 

Def inieer nu 

door 
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-1 Dan is$. goed gedefinieerd: voor x E Q2 n u1 , is h 1 (x) E Q1 x In 
:!:1 

en dus h1 (x) = (y,t) voor een unieke y E Q1 en t E In. Dan is 

x = TI(y,t) en dus y = TI(x,-t). Omdat x E Q2 volgt uit dit laatste dat 

$1 (X) = Y E u2 • Evenzo blijkt dat $2 goed gedefinieerd is. Het is 

duidelijk dat iedere $i continu is. Zeals eenvoudig is in te zien zijn 

de volgende uitspraken (i) t/m (iv) voor x E Q2 n u1 en y E Q1 n u2 
gelijkwaardig: 

(i) y = $1 (x), 

(ii) er is een t E I met x TI (y 1 t) 1 

n 
(iii) er is een s E I met y TI (X 1 S) 1 en 

n 
(iv) x = $2 (y) • 

Dus $1 en $2 zijn blijkbaar elkaars inversen. D 

(4.35) STELLING. Zij ($,T):(X,D,TI) + (Y,E,p) een isomorfisme van lokaal dy-

namische systemen. 

Zij (Q,n;U) een lokale representatie van (X,D,TI) in x0 waarbij Q een 

compacte sectie is. Dan is er een e > 0 z6, dat ($(Q),8;p($(Q)xI 8)) 

een lokale representatie is van (Y,E,p) in $(x0). 

BEWIJS. Definieer ~: D + E door ~(x,t) := ($(x),T(x,t)). Dan is~ 

een homeomorfisme, terwijl op grond van (1.57)M2 het volgende dia­

gram commutatief is: 

x---+ y 
4> 

Zij nu 8 := min{T(x,~n),-T(x,-~n>lx E Q}. Wegens de compactheid van 

Q bestaat dit minimum, terwijl 8 > 0. Het is nu duidelijk, dat $(Q) 

een gesloten 8-sectie is. Omdat Pl$(Q)xie = $oTio~-ll$(Q)XI , omdat 

$(Q)xI 8 een omgeving is van ($(x0),0) in ~(QxI ), en omdat8TII n QXI 
een homeomorfisme is, volgt er dat p($(Q)xI8) een omgeving is vaH 

$(x0). D 

(4.36) GEVOLG. Zij (X,D,TI) een differentieerbaar lokaal dynamisch systeem 

op een open deel verzameling X van lRn • 

Zij ($,T):(X,D,TI) + (Y,E,p) een isomorfisme van lokale dynamische 

systemen. 
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Als nu y0 geen evenwichtspunt is van (Y,E,p) en als (Q,n;U) een lo­

kale representatie is van (Y,E,p) in y0 , dan is er een open omgeving 

W van y 0 in Q die homeomorf is met lRn-l 

BEWIJS. Volgens stelling (4.31) is er een lokale representatie 
~~- -1 
(Q1,n1;u1l in x0 := $ (y0) van (X,D,TI), waarbij Q1 de doorsnede is 

van een hypervlak door x0 en een gesloten bol om x0 . Met stelling 

(4.35) volgt dat voor geschikte n > 0 geldt dat ($(Q1),n;p($(Q1)xin)) 

een lokale representatie is van (Y,E,p) in Y0 . Volgens stelling 

(4.34) zijn dan $(Q1) n U en Q n p($(Q1)xin) homeomorf. Hieruit volgt 

het gestelde met weinig moeite. D 

(4.37) VOORBEELD (BING). De zgn. "dog bone space" D heeft de volgende eigen­

schappen: 

1. D x lR is homeomorf met JR.4 [R.H. Bing, Ann. of Math. (2) 70 (1959), 

399-412]. 

2. In D bestaat een verzameling C, homeomorf met het Cantordisconti­

nuum, z6 dat geen enkel punt van C een omgeving heeft die homeo­

morf is met JR.3 [R.H. Bing, Ann. of Math. (2) 65 (1957), 484-500]. 

4 
(4.38) VOORBEELD (CHEWNING). Laat h: D x lR -+ lR een homeomorfisme zijn. 

Hierin is D de dog bone space. Een punt x € D x lR noteren we met 

x = Cx1 ,x2 l waarbij x 1 € D en x2 € lR. Definieer nu TI: JR.4 x lR -+ lR 

door 

TI (X, t) 
-1 -1 

: = h (h (x) 1 , h (x) 2 +t) • 

Het is duidelijk dat (JR.4 ,JR.5 ,TI) een globaal dynamisch systeem is en 
4 

dat (h (D) ,oo; lR ) een representatie is van dit systeem in ieder punt 

van h(D). 
4 5 

Uit stelling (4.36) en voorbeeld (4.37)~ volgt nu dat (lR ,lR ,TI) 

niet isomorf kan zijn met een dif ferentieerbaar lokaal dynamisch 

systeem. 

De volgende stelling van D.H. CARLSON is te vinden in J. Diff. Eq. 

ll (1972), 193-201. 

(4.39) STELLING. Zij (X,D,TI) een lokaal dynamisch systeem. De volgende eigen­

schappen van (X,D,TI) zijn equivalent: 
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(4 .40) 

(i) Er bestaat een isomorfisme (idX,T): (X,D,11) -+ (X,D,11) ~:aarin 

(X,D,11) een globaal dynamisch systeem is; dat wil zeggen: 

(X,D,11) is isomorf met een globaal dynamisch systeem d.m.v. 

een herparametrisering. 

(ii) Er is een continue functie g: X x lR-+ [0,1] zo dat g(x,t) 0 

als (x,t) ~ D en g(x,0) = 1 voor alle x E X. 

(iii) Er bestaat een continue functie f: X-+ (0,1] zo dat 

0 < f(x) $ min{-a(x),w(x)} voor alle x EX. 

BEWIJS. (i) => (ii): Definieer g: X x lR -+ [0,1] als volgt 

q(x,t) '" h+ 1 l 
IT <x, tl 1J 

als t = 0 

als (x,t) E D, t * 0 

als (x,t) ~ D. 

We behoeven nog slechts aan te tonen dat g continu is in de punten 

van xx{O} en die van D\D. 

Zij x EX. Omdat T(x,O) = 0 is er een omgeving U van (x,0) in X x lR 

zo dat Uc Den !T(y,s) I < ! voor (y,s) E U. Dus g(y,s) = 

= min{l,IT(y,s) J-1} = 1 voor alle (y,s) E u, hetgeen aantoont dat g 

continu is in het punt (x,O). 

Beschouw nu (x,t) E D\D; dan is dust~ w(x) oft$ a(x). Neem aan, 

dat t ~ w(x) (het geval t $ a(x) wordt op analoge wijze behandeld). 

Zij 0 < E < 1. Omdat Tx(J(x)) = J(x) = lR is er een t 1 E J(x) zo dat 

Tx(t1) > E-l. Gebruikmakend van de continuiteit van Tin het punt 

(x, t 1) E D en van de monotonie van T voor elke y E X vinden we een 
y -1 

omgeving V van x in X zo dat T(y,s) > T(y,t1) > E voor alle (y,s) E 

(Vx(t1 ,oo)) n D. Hieruit volgt gemakkelijk dat 0 $ g(y,s) < E voor 

alle (y,s) E vx(t1 ,oo), waarin vx(t1 ,ooJ een omgeving van (x,t) in 

in X x lR is. Dus g is continu in het punt (x,t). 

(ii)=> (iii): als g een functie is als bedoeld in (ii), definieer dan 

f: X x lR-+ [0,1] door 

1 0 

f(x) := min{ f g(x,t)dt, J l g(x,t)dtf. 

0 -1 

Het is niet moeilijk in te zien dat f continu is (g is continu, der­

halve is f het minimum van twee continue functies) . Omdat g ~ 0 en 

g(x,O) = > 0, volgt uit de continuiteit van g, dat beide integralen 
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in het rechterlid van (4.40) strikt positief zijn voor elke x € X; 

dus f(x) > 0 voor elke x € X. Vervolgen~, als x € X en w(x) > 1, dan 

is f(x) s 1 < w(x). In het geval dat w(x) s 1, dan volgt uit het feit 

dat g(x,t) = 0 voor t ~ w(x) dat 

1 w{x) 

f(x) s f g{x,t)dt = 
0 

J g{x,t)dt < w{x) 

0 

{immers, 0 s g{x,t) s 1 voor 0 s t s w{x), maar g(x,t) < l voor tin 

de buurt van w{x)). Evenzo blijkt dat voor alle x € X geldt: 

f{x) < - a{x). 

{iii)..,. {i): Zij f: X + [0,1] continu, 0 < f{x) < min{-a(x),w(x)} 

voor alle x € X. Definieer T: D + lR door 

T {X, t) 

t 

:= f -f-{ir-{!-,-s-)-) ds. 

0 

Dan voldoet T aan de eisen van lemma (4.19) {zie ook (4.21)), dus er 

is een lokaal dynamisch systeem {X,D,;) zo dat (~dx,T):{X,D,ir) + (X,D,;) 

een isomorfisme is. Aangetoond moet worden, dat J(x) = lR voor elke 

x € X {d.w.z. {X,D,;) is globaal). Omdat {i~ 1 T) een isomorfisme is, 

is T {J{x)) = J{x) voor elke x € X, dus aangetoond moet worden dat 
x 

Tx {J {x) ) = lR , ofwel 

lim T {x,t) 
t-+<» 

+oo; lim T (x, t) 
t+-oo 

-oo. 

Welnu, dit volgt onmiddellijk uit de volgende overwegingen: omdat 

0 < f{x) < w{x), is 0 < f(ir(x,s)) < w{ir{x,s)) = w{x) - s {zie (1.11).!_), 

en dus 

t t 

T (X 1 t) f 
ds > J ds 

f{ir(x,s)) w(x)-s 
0 0 

voor x € x en O s t < w {x) • Evenzo is 

t 0 

T{X,t) f 
ds -f ds 

f{ir(x,s)) < -a{x)+s 
0 t 

voor x € X e~ a{x) < t s 0. Bet gestelde volgt nu uit het bekende 
t -1 

feit dat limtta J0 {a-s) ds = ""voor elke a> o. O 
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(4.41) GEVOLG. Indien X x lR een normale ruimte is, dan is ieder lokaal dy­

namisch systeem op X isomorf (door herparametrisering) met een globaal 

dynamisch systeem op X. 

BEWIJS. Als X x lR normaal is kan altijd aan voorwaarde (ii) van (4.39) 

voldaan worden ((XxlR)\D en xx{O} zijn disjuncte, gesloten deelver­

zamelingen van X x lR ) • D 

(4.42) OPMERKING. Indien X metriseerbaar is (i.h.b. als X een open deelver­

zameling van lRn is, n <:: 1) , dan is X x lR metriseerbaar, dus ieder 

lokaal systeem op X kan globaal gemaakt worden d.m.v. een herpara­

metrisering. 

Ook is X x lR normaal als X aftelbaar paracompact en normaal is (zie 

K. MORITA, Products of normal spaces with metric spaces II, Sci, Rep. 

Tokyo Kyoiku Daigaku Sect A,~ (1964), 87-92; X heet aftelbaar para­

compact als iedere af telbare open overdekking een lokaal eindige open 

verfijning heeft die weer een overdekking is). In dat geval (n.l. X 

aftelbaar paracompact en normaal) kan men eigenschap (iii) van (4.39) 

ook rechtstreeks aantonen, als volgt: C.H. DOWKER bewees in 1951 

(Canad. J. Math.!_ (1951), 219-224) dat een ruimte X aftelbaar para­

compact en normaal is als en slechts als de volgende voorwaarde ver­

vuld is: voor elk paar functies g, h: X + lR waarvoor geldt: g is 

half continu naar boven, h is half continu naar beneden, en 

g(x) < h(x) voor alle x E X, is er een continue functie f: X + lR 

zo dat g(x) < f(x) < h(x) voor alle x E X. 

Dit resultaat van DOWKER kan, ingeval X aftelbaar paracompact en 

normaal is, toegepast worden met g(x) := 0 en h(x) := min{-a(x),w(x)} 

voor alle x E X. Immers, het feit dat D open, ~s in X x lR impliceert 

dat de functies x H- - a (x) en x 1-T w (X) beide half continu naar be­

neden zijn op X. Dus (4.39) (iii) is vervuld. 
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