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ix

VOORWOORD

In Augustus 1975 werd door de afdeling Zuivere Wiskunde van het Mathe-
matisch Centrum een studieweek gehouden over Coderingstheorie. Uit de
syllabus, die bij die gelegenheid aan de deelnemers werd uitgereikt, is dit
boekje ontstaan.

De voorbereiders van de Studieweek stelden zich tot doel belangstel-
lenden, die wel over enige wiskundige basiskennis beschikten, maar van wie
niet werd verwacht dat zij al iets van codes afwisten, een degeliijke kennis
bij te brengen van een representatief deel van de algebraische codethecorie.
Bij de nu voorliggende nadere uitwerking is meer in het bijzonder gedacht
aan wiskunde-studenten als lezers en gebruikers. De schrijvers hopen dat dit
boek een bruikbare handleiding zal blijken te zijn bij menig college over
dit interessante en zich nog snel ontwikkelende onderwerp.

Vooral ten behoeve van student-lezers is in hoofdstuk 0 een korte op-
somming bijeengebracht van benodigde voorkennis. Waarschijnlijk staat voor
iedere lezer in die opsomming zowel te veel als te weinig; moge de

gemiddelde lezer er toch baat bij vinden.

De belangstelling binnen het Mathematisch Centrum voor de Coderings—
theorie is gewekt en aangewakkerd door onze adviseur J.H. van Lint. Onder zijn
leiding hebben enige medewerkers van de afdeling Zuivere Wiskunde, tezamen
met een groepje belangstellenden, afkomstig wvan diverse Universiteiten en
Hogescholen, zich in dit vakgebied ingewerkt. Ock de leiding van de Studie-
week 1975 berustte bij hem.

Wij waarderen het zeer dat Van Lint bereid was de syllabus van de
Studieweek nog eens kritisch te bezien, hem te verbeteren en aan te vullen,
en waar nodig (en 't was nog al eens nodig!) te herschrijven. Voor zover dit
boekje eenheid toont, is die eenheid aan hem te danken.

Maar door de eenheid heen blijven de afzonderlijke bijdragen van de
verschillende auteurs - docenten op de Studieweek - naar stijl en opzet her-
kenbaar. Zonder hun inzet en hun noeste vlijt was die Studieweek niet tot
stand gekomen, en was dus ook dit boek niet verschenen. BRan die docenten, te
weten J.H. van Lint en H.C.A. van Tilborg (THE), H.W. Lenstra, jr. (Uva), en
M.R. Best, A.E. Brouwer, P. van Emde Boas, T.M.V. Janssen en A. Schrijver
(MC), zij hierbij dank gebracht. Hun bijdragen zijn, min of meer gewijzigd,
in verschillende hoofdstukken van deze verhandeling terug te vinden. Hoofd-

stuk 9 is na de Studieweek toegevoegd.



Dit is het eerste boek over Coderingstheorie in de Nederlandse taal. Dat
heeft zijn consequenties voor de aard van het gebruikte Nederlands. Vele
vaktechnische termen zijn niet uit het Engels vertaald, omdat nog geen gang-
baar en geaccepteerd Nederlands aequivalent is aangewezen. Wij hopen dat
velen dit boekje zullen gebruiken: dan zullen enerzijds steeds meer Neder-
landers over Coderingstheorie praten, waarbij hopelijk goed-Nederlandse termen
ingeburgerd zullen raken waar nu nog Engelse uitdrukkingen worden gebruikt;
anderzijds zal dit boekje dan (vele?) herdrukken beleven, en in die her-
drukken kunnen dan de nieuwe termen worden overgenomen. Met het ocog op die
mogelijke herdrukken worden de gebruikers vriendelijk verzocht ook andere
verbeteringen of essentieel geachte aanvullingen te melden aan het Mathe-
matisch Centrum, t.a.v. de afdeling Zuivere Wiskunde. Eén lezer, C. Roos
(TED), heeft dat al gedaan: zijn lange lijst met correcties is verwerkt,
hetgeen de kwaliteit van dit boekje duidelijk ten goede is gekomen .

P.C. Baayen.



0. VOORBEREIDINGEN

In de in dit boek beschreven cursus wordt nogal wat voorkennis van de
lezer vereist. De belangrijkste gebieden waar hij enigszins thuis moet zijn
zijn algebra, combinatoriek, elementaire getaltheorie, waarschijnlijkheids—
rekening. We geven in dit hoofdstuk een snel overzicht van veel gebruikte
begrippen en stellingen. Voor de algemene theorie en voor bewijzen raadplege
men een van de vele leerboeken over deze vakken. We gebruiken algemeen be-
bekende notaties. (Met 1C| geven we het aantal elementen van de verzameling

C aan; [xJ:= max {n ¢ m|n < x} en evenzo rx] voor afronden naar boven.)

0.1. ALGEBRA

We zullen veel gebruik maken van lineaire algebra, o.a. begrippen als
vectorruimte over een lichaam, lineaire deelruimte, lineaire afbeelding, in-
wendig product van vectoren (N.B. vectoren geven we aan door onderstreepte
symbolen, het inwendig product met <x,y>), matrixvermenigvuldiging, etc.

worden allemaal bekend verondersteld.

(0.1.1) DEFINITIE. Een verzameling met productoperatie (G, ) heet een

groep als
(
) V.ec Yoeg [2PEG,
(i) v Y. v [(ab)e = a(be) ],

aeG beG ceG

(E£5) 3 v [ae = ea = al,
eeG aeG
(er is dan precies &€&n e met deze eigenschap),

(iid) vaeG abeG [ab = ba = e].

Als bovendien



(&v) VaeG Vi:eG (ab = ba]

dan heet de groep abels of commutatief.

Is (G, ) een groep en HcG en (H, ) een groep, dan noemt men (H, ) een onder—
groep van (G, ). Meestal schrijft men G i.p.v. (G, ). Het aantal elementen
van een eindige groep heet de orde van de groep. Is (G, ) een groep en

a € G dan heet de kleinste positieve n zé dat a" = e - indien deze bestaat -
86 RIS VAR 5. De GTSHentEn e, A b -..a® ! yormen een zgn. cyelische

groep met voortbrenger a. BAls (G, ) een abelse groep is en (H, ) een onder-
groep dan noemt men de verzamelingen aH:= {ah|heH} nevenklassen van H. Daar
twee nevenklassen identiek of disjunct zijn vormen de nevenklassen een
partitie van G. De nevenklassen kunnen we aangeven door uit elke klasse een
zgn. representant te kiezen. Het is niet moeilijk in te zien dat de neven-
klassen zelf een groep vormen als we definieren (aH) (bH):= ab H. Deze groep

heet de faetorgroep en wordt aangegeven met G/H.

(0.1.2) DEFINITIE. Een verzameling met twee bewerkingen (R,+, ) heet een

ring als:
(1) (R,+) is een abelse groep,
(ii) VaeR VbeR VceR [a(bc) = (ab)cl,

(iii) VaER vbeR V“R [a(b+c) = ab + ac A (atb)c = ac + bc].

Als bovendien geldt
(iv) ¥ v [ab=ba]

aeR DbeR
dan heet de ring commutatief.

(0.1.3) DEFINITIE. Is (R,+, ) een ring en @ # S ¢ R dan heet S een ideaal

als:
(i) Vaes Vbes [a-b € 8],
(ii) Vaes VbeR [ab € S A ba € S].
(0.1.4) DEFINITIE. Een lichaam is een ring (R,+, ) waarveor (R\{0}, ) een

abelse groep is.

(0.1.5) STELLING. Tedere eindige ring met temminste twee elementen waarin
geldt

ab = 0 = (a=0 v b=0)



ig een Lichaam.

Is S een ideaal in de ring (R,+, ) dan is (S,+) een ondergroep van (R,+).
We kunnen de factorgroep vormen. De nevenklassen noemen we nu restklassen
mod S. Hiervoor kunnen we ook vermenigvuldiging op voor de hand liggende
manier definieren. We vinden dan een ring, de zgn. restklassenring R mod S
(= R/S). Nemen we bijv. R:= ZZ en S het ideaal van alle p-vouden (p priem,
notatie pZ of (p)) dan vinden we de ring van gehele getallen modulc p

(= Z/pZ) .

(0.1.8) STELLING. Z/pZ is een Lichaam.

Een ring die vaak gebruikt zal worden is de ring van alle polynomen ag +
+ajx +...+ anxn met coefficienten a; in een lichaam ¥ en n =0,1,... .
Deze ring geven we aan met F [x]. Is g(x) een polynoom dan vormen alle veel—
vouden van g(x) (d.w.z. alle polynomen a(x) g(x) met a(x) e€ F [x]) een
ideaal in ¥ [x] dat we aangeven met (g(x)). De restklassenring F [x1/(g(x))
kunnen we dan representeren met de polynomen waarvan de graad kleiner is
dan de graad van g(x). Optelling en vermenigvuldiging geschieden dan op de
"gewone" manier, gevolgd door reductie modulo g(x) (dus: bepaal de rest bij
deling door g(x)).

Is F een lichaam met n elementen dan geeft men ¥ ook wel aan als
Fn of GF(n) (Galois field). We gebruiken beide notaties regelmatig en door
elkaar! Men kan bewijzen dat als n = pr' (p priem, r 2 1) er (op isomorfie
na) &é&n lichaam I‘n is en anders geen. Een constructie van GF(pr) gaat als
volgt. Laat g(x) een irreducibel polynoom zijn van de graad r in FP [x].
Zo'n polynoom is er (zie o.a. BERLEKAMP (1968)). De restklassenring
I‘p [x]1/(g(x)) is een lichaam.

(0.1.7) STELLING. In (GF(p"),+, ) is de groep (GF(p )\{0}, ) cyclisch.
Een voortbrenger van deze groep heet primitief element van het
Lichaam.

(0.1.8) VOORBEELD. Het polynoom xd' + x + 1 is irreducibel over F De

2"
restklassenring F, [x]/(x4+x+1) bestaat uit



0 = (0000
x0 =1 = (1000
e 3 = (0100
2% - x2 =(0010)
%= X3 = (000 1)
xt a1l sy = (1100
¥ x + x2 =110
x° = %% g =011
% =1 4% +x° =(1101)
x® =1 R = (1010
xg = X + x3 = (0101
x10-=1+x+x2 =(1110
xa x + x2 + x° =(0111)
x12= 1 +x + x2 + x3 =(1111)
L g +AE = (101 1)
e ¢ + % =(1001)

Hier is het polynoom x een voorbrenger van de multiplicatieve groep van
GF(16). Dus x is een primitief element. Uit de constructie zien we verder
dat GF(pr) een r-dimensionale vectorruimte over GF(p) is. Hierbij in-
teresseert ons voornamelijk de additieve structuur van GF (pr) 5

Uit stelling (0.1.7) is eenvoudig in te zien dat GF(pr) een deel-
lichaam is van GF(ps) als en alleen als r een deler van s is.

Verschillende eigenschappen van de polynoomring F [x] worden in dit
boek vaak gebruikt.

(0.1.9) STELLING. F[x 1Zs een hoofdideaalring.

Dit betekent dat als S een ideaal is in TF[x] er een polynoom g(x)
is zo dat 5 = (g(x)).

(0.1.10) STELLING. 27 q = p* en 0 + £(x) « ¥, [x]. Dan geldt
(i) Het aantal nulpunten van £(x) in een Lichaam Fqk is ten
hoogste gelijk aan de graad ven £(x);
(ii)  Is a een meervoudig nulpunt van £(x) in F. dan is de for—
mele afgeleide van £(x) ook 0 in x = a; 4

(iii) T8 a een nulpunt van £(x) in Fqk dan is a? ook een nulpunt
van f£(x)..



(0.1.11) STELLING. Als de grootste gemene deler (a(x),b(x)) van a(x) en

b(x) het polynoom 1 is dan zijn er polynomen p(x) en q(x) zo dat
a(x) p(x) + b(x) g(x) = 1.

Is @ € GF(p") en o” = 1 terwi3l o™ # 1 voor 0 < m < n dan noemen we o
een primitieve n-de eenheidswortel. Zo is bijv. een primitief element van

GF (g) een primitieve (g-1)-de eenheidswortel.

0.2. GETALTHEORIE

Uit de elementaire getaltheorie hebben we slechts weinig nodig. Bekend
is dat in W \{0} ieder getal eenduidig (op volgorde na) is te ontbinden in
priemfactoren. Als a een deler is van b geven we dit aan met a]b. Is p
priem, pr[a en pr+l1,a dan schrijven we er a. Bijeenk e N, k > 1, is een
k-tallige schrijfwijze van het getal n een representatie
i

i=0 4

met 0 £ n, < kvoor 0 £ i < 2.

i
Het eenvoudigste voorbeeld van de in § 0.1 genoemde restklassenringen

vinden we binnen ZZ. De collectie mZZ van veelvouden van m is een ideaal in
Z. De restklassenring Z/mZ heet de ring van gehele getallen modulo m. Als

representanten nemen we meestal 0,1,2,...,m-1. We schrijven a = b (mod m)

als a = b € mZZ.

De grootste gemene deler van a en b geven we aan met g.g.d. (a,b) of

alleen (a,b).

(0.2.1) STELLING. Als
én):= | {m| 1 <m <n, (mn) =1} |
dan is

$(n) =n Tl (1-»1).
pln

% heet de funetie van Euler.

(0.2.2) STELLING. Als (a,m) = 1 dan 38 a®™ = 1 (mod m).
Dit heet de stelling van EULER-FERMAT.



De elementen van %Z/pZ, p een oneven priemgetal, zijn te ver-
delen in drie klassen resp. bestaande uit 0, alle kwadraten # 0O en
alle niet-kwadraten. Daar x2

F
P

= {~x)2 en de vergelijking x2 = a in
niet meer dan 2 oplossingen heeft, zien we dat er precies %(p-1)
kwadraten zijn. Daar deze modulo p gereduceerd zijn noemt men ze
meestal kwadraatresten (= quadratic residues). Uit (0.1.6), (0.1.7)
en (0.2.2) zien we dat X een kwadraatrest is als en alleen als
xHP_” =1 (mod p). In het bijzonder is in F_ het element -1 een
kwadraat als en alleen als p = 1(mod 4). Bovenstaande geldt voor

ieder lichaam Fq met g oneven. In TF,x is ieder element een kwa-
draat.

0.3. COMBINATORIEK

In diverse hoofdstukken maken we gebruik van allerlei begrippen uit de
combinatoriek. Veel meer dan enkele definities zullen we hier niet noemen.
Vrijwel alle theorie die de lezer wellicht nodig heeft is te vinden in het
boek Combinatorial Theory van M. HALL (1967).

(0.3.1) DEFINITIE. Zij S een verzameling van v elementen en zij B een col-

lectie deelverzamelingen van S (die we blokken noemen) zé dat:

(i) voor iedere B € B geldt |B| = k,

(ii) voor iedere T c S met |T| = t zijn er precies A blokken B
zo dat T < B.
Dan heet B een t-design (ook wel aangegeven met t—(v,k,A)).

Is A = 1 dan spreken we van een Steiner system.

Een design wordt vaak gerepresenteerd door een incidenttematrix. Deze
matrix heeft |B| rijen en |S| kolommen. De rijen zijn de karakteristieke

functies van de blokken van B.

(0.3.2) DEFINITIE. Een block design ( = balanced incomplete block design)
met parameters (v,kib,r,\) is een 2-design 2-(v,k,A) met |B| = b.
Bij elk element van S zijn er r blokken die dat element bevatten.
Een Steiner Triple System is een block design met k = 3 en A = 1.

Een block design met v = b heet symmetrisch.

(0.3.3) DEFINITIE. Een symmetrisch block design met A = 1 heet een

projectief viak. De punten van S noemen we de punten van het vlak.



De blokken van B heten de Ilijnen van het vlak. Het is eenvoudig in
te zien dat [si = n2 + n + 1. Men noemt n de orde van het vlak. Er

geldt k = r = n + 1. Een projectief vlak van de orde n geven we
aan met PG(2,n).

(0.3.4) DEFINITIE. De affiene meetkunde van dimensie m over het lichaam
I‘q is de vectorruimte {E‘q}m (Notatie AG(m,q)). Een affiene deel-
ruimte is een nevenklasse van een lineaire deelruimte (opgevat als
ondergroep) . De groep van transformaties voortgebracht door
translaties en lineaire afbeeldingen heet de groep van affiene
transformaties.

(0.3.5) DEFINITIE. Een vierkante matrix H van de orde n met elementen
+1 en -1 waarvoor HHT = nI heet een Hadamard matriz.

Hierin is I de eenheidsmatrix. In het vervolg geven we met Ik de een-
heidsmatrix van de orde k aan; met Jk de matrix van de orde k met alle ele-
menten gelijk aan 1; en verder met Pk de matrix van de orde k met Py 4= 1 als

j-i = 1 (mod k) en pij:= 0 anders. Als geen verwarring mogelijk is laten we
de index k weg.

(0.3.6) DEFINITIE. Een conferentie-matrix is een vierkante matrix C (van

de orde n) met cii = 0 en cij =+ 1 als 1 % j, zo dat ccT = (n-1) I.

Eén van de bekendste methoden om Hadamard matrices en conferentie-
matrices te construeren is de zgn. Paley-constructie (cf. HALL (1967)
§ 14.1). Zij g een macht van een oneven priemgetal. We definieren ¥ op
GF (g) door x(0):= 0, ¥(x):= 1 als x een kwadraat is, x(x):= -1 anders. We

nummeren de elementen van GF(g) als ao,al,.._,a met a. = 0.

g-1 0

(0.3.7) STELLING. De Paley matrixz s van de orde q gedefinieerd door
8547 x(ai-aj) heeft de eigenschappen

(i) 8Y =J5 = 0,
T

(11) ssT = q1-7,
a-1
(1325 8% = (<1} 2 &

Het is nu eenvoudig om Hadamard matrices en conferentie-matrices te con--

strueren.



(0.3.8) VOORBEELD. Pas (0.3.7) toe voor g = 11. Construeer dan H12 door

S A M T
i

H12:= 112 + 3 s
\
\-—1
Dan zijn alle elementen van H gelijk aan + 1 of -1 en HET = 12I.

0.4. WAARSCHIJNLIJKHEIDSREKENING

Voor een stochastische variabele x met eindig veld geven we zoals ge-
bruikelijk met Py de kans aan dat x = X4 dat is P; = P{£=xi) . Het ge—
middelde p = Ex is Epixi. In het algemeen is voor een functie g het gemiddelde
Eg(x) = Epi g(x,;). We gebruiken o.a. de eigenschap E(ax+by) = aEx + bEy.

De spreiding ¢ wordt gedefinieerd door o = 0 en 02 = Epixi - u2=E (i—u)z-
De grootheid é® hest de variantie.

Ook enkele bekende feiten betreffende tweedimensionale verdelingen
worden in hoofdstuk I gebruikt. We noemen de notaties pij== P(x = XA Jrow
= yj}, By, = P(x=x,) = Py de voorwaardelijke kans P(Eﬂi]yfyj) = pij/P-j‘
We noemen x en y onafhankelijk als Pyy = Py, P,y voor alle i en j. Dan is
E(xy) = 1?3 Pyy *;vy = E(x) E(y).

(0.4.1) STELLING. (Bienaymé-Chebyshev). Voor een stochastische variable
met gemiddelde p en spreiding o geldt

P(|x-u|>k0) < x72.

De kansverdeling die in het vervolg de grootste rol speelt is de
binominale verdeling. Hierbij neemt x de waarden 0,1,...,n aan
en wel P(x=i):= (? piqn_i,waarbij 0<p=s1en q:=1-p. Voor

deze verdeling geldt p = np en o = npq.
(0.4.2) STELLING.

log n! =nlogn -n + O(log n) voor n + =,



(0.4.3) LEMMA.

n
e
m m n-m
m (n-m)
BEWIJS: n" = [m+(n-m)]" = (;) o™ (n-m)™™. o

(0.4.4) DEFINITIE. De binaire entrople functie H wordt gedefinieerd door

H(0):= 0,

H(x):= -x 210g[x)— (1-x) 2log(l-x), (0<x<}).

(0.4.5) LEMMA. 2Zj O s A < }. Dan geldt:

(1) )] (r_‘ < PR
0<i<Ain 4

. -1 2 n\ _
(1) 1limn log } (i)-sm.

i<in *
BEWIJS.
(i) 1 ={+(1-0 =2 7 (“) 2k Pt s
0<i<in
) (n) (x-m"(—-—u—JL )Rn - g oHeY ("‘
i 1A 1.7
O<isin 0<isin 2

(ii) Schrijf m = Lan. Dan is m = An + 0(1), voor n + =. Dus

n_1 2log E (z) - m_1 2log (;) =
0<igin .

]
]

n_i(n log n - m log m -(n-m) log (n-m) + o(n))

log n - A log (An) - (1-1) log ((1-A)n) + o(1)

1]

H(A) + 0(1) voor n = w,

Het gestelde volgt nu uit deel (i).
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Hoofdstuk I
DE STELLING VAN SHANNON

1.1. INLEIDING

De theorie van fouten-verbeterende codes wordt toegepast in de com-
municatie theorie in allerlei situaties waar een informatie leverende bron
is verbonden met een ontvanger door middel van een zgn. kanaal dat deze in-
formatie niet foutloos transporteert. Men denke bijv. aan een gestoorde
telefoonlijn of een magneetband waarop door magnetische storingen fouten
ontstaan. Het volgende is een typisch recent voorbeeld. De foto's die door
de Mariner satellieten van Mars werden gemaakt werden naar de aarde geseind.
Dit gebeurde door eerst op de foto een fijn rooster te plaatsen en van ieder
hokje de zwartingsgraad te meten, in een schaal van 0 t/m 63. Achtereen-
volgens werden deze getallen daarna (als electromagnetisch golven) naar een
ontvangstation op aarde gestuurd. Het zeer zwakke signaal moest eerst door
de ontvanger versterkt worden. Door thermische ruis in deze ontvanger wordt
het signaal verminkt. Om er voor te zorgen dat het signaal desondanks goed
wordt geinterpreteerd moest van te voren zgn. redundantie worden ingebouwd.
Dit betekent dat elk signaal meer bevat dan de nodige informatie alleen.
Een voorbeeld dat we allen goed kennen is onze taal. Als in gedrukte tekst
fouten voorkomen (dus bijv. drukfouten) dan zien wij dit mits een verminkt
woord niet is overgegaan in een ander woord dat wij kennen. Ook het volgen~
de voorbeeld is bekend. Op ponsband voor rekenmachines wordt &&n redundant
bit gebruikt om fouten te detecteren. Om 32 symbolen binair weer te geven
zijn 5-tallen nullen en enen nodig. Aan ieder vijftal wordt een zesde bit
toegevoegd (dat dus géén informatie meer verschaft) en wel zé dat het aantal

enen in een 6-tal even is. Treedt nu door een storing é&n fout op in zo'n

6-tal dan is het aantal enen oneven geworden en dan wordt het 6-tal door

de leesapparatuur niet aanvaard. De fout is ontdekt. We spreken in dit geval

van een single-error-detecting code. Bij het eerdergencemde voorbeeld van de
Mariners kon men de zwartingsgraden weergeven met behulp van 64 zestallen
nullen en enen, nl. de binaire representatie van de getallen 0 t/m 63. In
plaats daarvan werden echter 64 verschillende 32-tallen gebruikt. De ge-
bruikte code was 26 geconstrueerd dat een ontvangen signaal met 7 fouten
erin nog goed geinterpreteerd werd. De tol die men betaalde was het feit

dat voor het overseinen van de informatie meer dan 5 keer zo veel tijd



11

nodig was als zonder de redundante symbolen.

Om een beter idee te krijgen van de corsprong van de coderingstheorie
beschouwen we een experiment. We bevinden ons in een vertrek waar een proef-
persoon met vaste snelheid met een munt kruis (K) of munt (M) werpt. We be-
schikken over een communicatiekanaal met een ander vertrek (bijv. een sein-
sleutel + electrische verbinding). Over dit kanaal kunnen we twee soorten
symbolen, die we 0 en 1 noemen, zenden. Door storing van het kanaal is er
iedere keer dat we een 0 of 1 zenden een kans p dat het door de ontvanger
juist als het andere symbool wordt geinterpreteerd. Men noemt dit een
binair symmetrisch kanaal (B.S.C. = binary symmetric channel).

Als we nu iedere keer dat kruis wordt geworpen een 1 zenden en bij munt
een 0 dan zal na voldoend lange tijd een fractie p van de ontvangen infor-
matie, betreffende de werper met de munt fout zijn. Laat nu verder gegeven
zijn dat we precies even lang informatie over het kanaal mogen sturen als
de duur van het experiment (niet noodzakelijk tegelijkertijd) maar dat we
voor iedere worp met de munt twee symbolen over het kanaal kunnen sturen.

Als we niet aan de tijdsbepaling gebonden waren zouden we voor een
overbrenging met willekeurig grote nauwkeurigheid kunnen zorgen en wel als
volgt. Bij de worp kruis zenden we N keer een 1_cver het kanaal, bij munt
N keer een 0. De ontvanger vertaalt een serie van N signalen in kruis als
meer dan de helft van de signalen 1 is. In dit geval gebruiken we de zgn.
repetitiecode van de lengte N. Deze code bestaat uit twee "woorden", nl.
0= (0,0,...,0) en 1 = (1,1,...,1). Neem nu als voorbeeld p = 0.001. De

kans dat de ontvanger verkeerd decodeert is dan

N/2 ~
(1.1.1) ¥ (i) & o * < (0.0mY, (q=1-p),
k=0

en deze kans heeft limiet 0 voor N + = (zie (1.4.1)).

Nu we aan de gegeven snelheden gebonden zijn is de zaak veel lastiger.
Ieder symbool 2 keer zenden heeft geen zin! De fundamentele stelling van
Shannon uit de informatie-theorie zegt dat ondanks deze beperking toch wil-
lekeurig grote nauwkeurigheid is te bereiken. Een eerste idee over de metho-
de krijgen we door aan ieder paar worpen een signaal van 4 symbolen te ver-—

binden op de volgende manier:

munt - munt = 0000
kruis - munt - 1001
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munt - kruis -+ 0111
kruis - kruis -+ 1110.

Als een ander woord ontvangen wordt nemen we aan dat op €én van de eerste
drie plaatsen een fout is gemaakt. De kans op verkeerd overkomen van het
resultaat van twee worpen is nu ongeveer 0.001 terwijl bij gewoon zenden
deze kans 0.002 is. Nog groter nauwkeurigheid bereiken we door aan iedere
serie van 3 worpen een signaal van 6 symbolen toe te voegen, bijv. als volgt:

Als de drie worpen ay,85,8, zijn dan zenden we
(al.az,a3,az+a3,a1+a3,a1+a2) = (ag+--.,85)
waarbij optelling modulo 2 is. Dit achttal noemen we de gebruikte code. Als
het ontvangen signaal (by,---sbg) is, dan is (Byre-usbg) = (@yrevcrag) +
+ (el..--,esl waarin e het zgn. foutempatroon is; e; = 0 als het symbool

goed wordt ontvangen, e; = 1 bij een foute ontvangst. Nu geldt

e, + e, +e, = b, +b

LT R TR iRg= 8y
M Tt Ry by Ty Hhe = g
e1 + e2 + es = b1 + b2 + b6 = 33

en hierin zijn de rechterleden aan de ontvanger bekend. Deze neemt aan dat
onder alle mogeliike & die aan deze vergelijkingen voldoen de werkelijke
een minimaal aantal 1'en heeft. Voor 7 van de 8 mogelijke waarden van
(51,32,53) leidt dit tot een eenduidig bepaalde &. Alleen bij (1,1,1) moet
de ontvanger kiezen uit (1,0,0,1,0,0), (0,1,0,0,1,0) en (0,0,1,0,0,1). Alle
foutenpatronen met 0 of 1 fout worden goed gedecodeerd + nog &én met twee
fouten. Dit betekent dat na decoderen de kans op alle 3 goed nu

a® + 6g°p + a*p?
is. Het gemiddelde aantal goede symbolen na decoderen kan nog iets groter
zijn. In ieder geval hebben we nu al de kans op verkeerd overkomen van &én
experiment verlaagd tot ongeveer 0.000014; een enorme verbetering!

Door deze inleiding moet de lezer al enigszins een gevoel gekregen

hebben voor enkele belangrijke begrippen uit de informatietheorie.



(1.1.2)

(1.1.3)
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DEFINITIE. Gebruikt men voor communicatie een collectie C (de code)
gekozen uit alle n-tallen nullen en enen dan heet

R:= n-l 2log!cl

de informatie-inhoud (information rate of vaak rate) wvan C.

Het begrip rate heeft te maken met de eerder genoemde snelheid
van overbrenging. Voor het ponsband voorbeeld van 32 woorden van
6 letters (0 of 1) is R = 5/6. Voor de code van de Mariner was
R = 6/32 in overeenstemming met onze opmerking dat we meer dan
5 keer zo lang nodig hadden als zonder codering. In het net be-
sproken voorbeeld is |C| = 8 en n = 6, dus R = } hetgeen overeen-
komt met de eis dat we niet meer dan twee nullen of enen per worp
mogen seinen.

De reden waarom de door de Mariner gebruikte code C zelfs bij
het optreden van 7 fouten nog tot een goede interpretatie leidde
is het feit dat twee verschillende woorden van C steeds op ten-
minste 16 van de 32 plaatsen van elkaar verschillen. Na het ver-
anderen van ten hoogste 7 symbolen lijkt het gewijzigde woord toch
nog meer op het oorspronkelijke dan op &én van de andere woorden.

vandaar de volgende definitie (zie 3.1.1).

DEFINITIE. Zijn X en y twee n-tallen nullen en enen dan noemen we

1A

d (x,y) :=[{i| 1 s 1=, x # v}

de Hamming-afstand van x en y.

In het boven gebruikte voorbeeld van een code C met B woorden
waren de onderlinge afstanden van de woorden tenminste 3. Daardoor
konden we ieder foutenpatroon met &én fout verbeteren. De code is
een gingle—error—correcting code.

Bij het decoderen gaan we er steeds van uit dat een ontvangen
signaal zo weinig mogelijk fouten bevat. Dit doen we bij het lezen
van gedrukte tekst ook; als een gedrukt woord niet in onze taal
voorkomt zoeken we een woord dat er zo veel mogelijk op lijkt. Bij
een ontvangen signaal y zoekt men dus een x uit de code z& dat de
Hamming-afstand van X en y minimaal is. Dit noemt men maximom—
1ikelihood decoding.
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1.2. DE STELLING VAN SHANNON

We geven nu het bewijs van de stelling van Shannon voor het voorbeeld
uit § 1.1. We stellen het probleem opnieuw. Gegeven is een binair symmetrisch
kanaal met kans p (0<p<}; g:=1-p) op een fout. Stel dat we een code C hebben
bestaande uit M vectoren uit {0,1}n met een of andere decodeerregel. Laat Pi
de kans zijn dat er na decoderen een fout overblijft aangenomen dat X het
gezonden signaal is. Daar we aannemen dat alle te zenden signalen dezelfde

waarschijnlijkheid hebben geldt nu
=4 N
(1.2.1) P. := de kans op een fout = M ¥ P..
i=1
Definieer nu

$3:222) P*(M,n,p) = minimum wvan Pc over alle codes C met de gegeven

parameters.

Dan is:

(1.2.3) STELLING VAN SHANNON. 4ls 0 < R < 1 + P log p + q log q en
M := 2[Rn]
n

dan geldt P*(Mn,n,p) + 0 als n~+ =,
(In de stelling en bewijs hebben alle logarithmen het grondtal 2.)

Merk op dat in ons voorbeeld 1 + P log p + g log q bijna 1 is,
d.w.z. dat met € > 0 en n voldoende groot een code bestaat waar-
voor P, < e terwijl de rate van C meer dan } is.

Voor we aan het bewijs beginnen behandelen we enkele tech-—
nische details die we later gebruiken. Als een codewoord over het
kanaal wordt gezonden, dan is de kans op een foutenpatroon met
precies w fouten pqu_w, d.w.z. dat deze kans alleen van het aan-—
tal fouten afhangt. We merken op dat de kans dat y wordt ontvangen
als x is gezonden (aangegeven met P{xjf)] gelijk is aan de kans op
ontvangst van x bij signaal Y- Het aantal fouten in een ontvangen

woord is een stochastische variabele met verwachtingswaarde np en

variantie np(l-p). Als b := (Egé%%EL) dan is volgens Bienaymé-—
Chebyshev (0.4.1): '

(1.2.4) P(w > np+b) < je.
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Zij p < 4. 2ij p := |np+b| en kies n zo groot dat p < in. Het aan-

tal woorden met Hamming-afstand % = p tot een vast woord x is

n
(1.2.5) B | =F < < pp—2—uo,
P wsp B 0° (n-p)"7P

(zie (0.4.3)).

We noemen de collectie Ii‘:J (x) de bol met middelpunt x en straal p.
Er geldt

(1.2.8)

log = %{_np + leog J‘B—E—%LJ =p log p + O(n-i)

gfo
2o

en evenzo
(1—%) log (1-%} = g log q + 0ty

We introduceren nu twee hulpfuncties. Als u e {O,I}n en
v e {O,I}n dan definiéren we:
{O als dy(u,¥) > o,

1.2.7) flu,v) :=
1 als dH(_Ll,y_) < p.

Isx. e Ceny € {0,1}" Qan definiéren we:
=

(1.2.8) g () =1 - £(y,x) + [ E£(y,x,).
31 »

Merk op dat gilx) =0 als het enige codewoord is met afstand

X
S p tot y en dat anders gi(x) 2 4

BEWIJS VAN (1.2.3).

De belangrijkste stap in het bewijs is de volgende redenering. Kies

woorden LIRS CYRERYS willekeurig uit {0,1}n en gebruik deze M verschillen-

de woorden als code C. De ontvanger decodeert volgens de regel: wordt y ont-
vangen en is er &é&n codewocord Ei met afstand < p tot y dan y decoderen als
x. en anders y decoderen als X,

=i 1
kans zijn dat _}_:_l is uitgezonden en verkeerd gedecodeerd. Dan is

(of y "fout" verklaren). Laat P i weer de
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P, < ) P(ylx,) g.(y) =
ye{O,l}n e i

=T PGylx) (1 - frxpy + ] ] fgxp Piylx).
¥ X I

De eerste som rechts is de kans dat A k Bp (Ei) . Deze kans hangt alleen wvan

p en niet van X, af. Noem die kans U'p' Volgens (1.2.4) is ap < je. Volgens
(1.2.1) is

M
-1
Poste+Mm § ¥V T p(ylx) £ly.x).
E i=ly 541 -

We berekenen de verwachtingswaarde van het rechterlid over alle grepen

5
#yr---,Xy en merken op dat P (M,n,p) niet groter kan zijn! Dus is

M

* -1
P (M,n,p) < 4e + M ! I I E(Elx))EEEx)) =
i=1 y j#i e =3
ay ¥ IBp
=de+n ]} ] ECRGlx)) L=
i=1 y 3#i 2
= Je + (M-1)27D ]Bp i

Door de log te nemen, (1.2.5) en (1.2.6) te gebruiken en door n te

delen, vinden we
-1 * > -1
n = log (P (M,n,p) —5-) =n logM- (1 +plogp+gloggqg +
+ O(n_i) .

Uit de definitie van Mn volgt

nt 1ogMn-(1+plogp+qlogq)+0(n_i) < - <0

voor n > ny, d.w.z. P*(Mn,n,p) < te + 2788 o a5 nyr d.w.z. P*{Mn,n,p)

< & voor n voldoende groot.

Hiermee is de stelling bewezen. a
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1.3. COMMENTAAR

De stelling van Shannon (zie C.E. SHANNON (1948)) markeert het begin
van onderzoek in de coderingstheorie. Daar het bestaan van goede codes was
aangetoond ging men proberen zulke codes te construeren. Daar deze codes
gebruikt moesten worden met behulp van electronische apparatuur (vaak zéér
klein, bijv. in satellieten) moesten de codes zo veel mogelijk regelmaat ver-
tonen. Daardoor zou zowel codering als decodering en in het bijzonder de
foutenverbetering met eenvoudige algoritmen kunnen geschieden. Uit de vol-
gende hoofdstukken zal blijken dat het niet eenvoudig is deze regelmaat in
te bouwen zonder datgene wat de stelling van Shannon belooft te verliezen.
Men heeft er zelfs aan getwijfeld of dit wel mogelijk is (zie Hoofdstuk IX).

We merken nog op dat é€é&én van de belangrijke toepassingsgebieden van de
coderingstheorie het telefoonverkeer is. Vele namen die in dit boek genocemd
worden zijn namen van (vroegere) medewerkers van Bell Telephone Laboratories.
Naast Shannon zelf noemen we Berlekamp, Gilbert, Hamming, Lloyd, MacWilliams,
Slepian, Sloane. Het is dan ook niet verwonderlijk dat veel van de litera-
tuur uit de begintijd van dit gebied is te vinden in Bell System Technical
Journal.

De lezer die geinteresseerd is in meer details over de Mariner '69 ver-

wijzen we naar E.C. POSNER (1968).
1.4. OPGAVEN

(1.4.1) Bewijs (1.1.1).

(1.4.2) Om de 8 mogelijke drietallen (al,az,a3) uit {0,1}3 te zenden ge-
bruiken we de code C gedefinieerd door (al,az,a3) - (al,az,a3,
a1+a2+a3,a1+a2+a3,al+a2,a1+az,a1+aa,a1+a3,ai). Wat is nu de in-
formation-rate? Stel dat we een B.S.C. met foutenkans p = 0.1 ge-
bruiken (een erg slecht kanaal!). Hoe groot is ongeveer de kans op

een fout (per symbool) bij deze code en maximum-likelihood-decoding?

(1.4.3) Construeer 8 woorden uit {0,1}? z5 dat de onderlinge afstanden ten-
minste 4 zijn.

(1.4.4) Een binair kanaal heeft een kans g = 0.9 dat een symbool goed aan-
komt en een kans p = 0.1 dat een onherkenbaar symbool (? = erasure)

aankomt. We willen een code met rate } gebruiken. Wordt de kans
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op goede interpretatie groter als we gewoon ieder symbool herhalen?
Hoe veel? Kunnen we een nog grotere kans op goede interpretatie
maken. Bedenk een bruikbaar systeem met 6 woorden uit {0,1}5. Hoe
groot is de rate?
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Hoofdstuk II
VOORBEELDEN VAN CODES

In dit hoofdstuk noemen we een code C met M woorden van de lengte n en

onderlinge afstand =z d een [n,M,d]-code.
2.1. DE (7,4)-HAMMING CODE

Beschouw de 7 wvectoren die ontstaan door cyclische permutatie van
(1,1,0,1,0,0,0). Dit zijn de rijen van de incidentiematrix wvan PG(2,2), het
projectieve vlak van de orde 2 (zie (0.3.3)). Hieruit (of door eenvoudige
inspectie) volgt dat deze 7 woorden onderling afstand 4 hebben. We voegen
nu toe 0 = (0,0,...,0) en de 8 woorden die ontstaan door in alle woorden
overal 0 door 1 en 1 door 0 te vervangen. Zo hebben we 16 woorden uit
{0,1}?. Het is eenvoudig in te zien dat deze code H mintmum afstand 3 heeft.
H is dus een [7,16,3]-code. Als we H verlengen tot de code H door ieder
woord een achtste letter te geven en wel zé dat ieder woord van H een even
aantal enen heeft, dan vinden we een code met minimumafstand 4, een [8,16,4]-
code. H heeft de eigenschap daﬁ als a € H en b e H dan ook a+be H (op-
telling modulo 2). (Zie Hoofdstuk III).

2.2. HADAMARD CODES EN GENERALISATIES

Zij Hn een Hadamard matrix van de orde n (zie (0.3.5)). Vervang in Hn
en —Hn overal -1 door 0. Dan ontstaan 2n rijen van n symbolen met onderlinge
afstand = jn. Een Hadamard code is een [n,2n,inJ-code. Voor n = 8 vinden we
de code H uit § 2.1. Voor n = 32 vinden we de code gebruikt door de Mariner
'69 die in § 1.1 is genocemd.

Zij S een Paley matrix van de orde n. Beschouw de rijen van de
matrices §(S+I+J) en }(-S+I+J) en voeg ook nog O en 1 toe. Uit stelling
(0.3.7) volgt dat we nu een [n,2(n+l1), }(n-1) J-code geconstrueerd hebben.

Voor n = 9 vinden we de code bestaande uit de rijen van de matrix
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/ 000 000 00O

.'I’ J P

/ P T &

{ r? P J
1 I 3-p2 J-P
J-p I J-p

J= P2 J-P I

waarin I, J, en P orde 3 hebben.

De methode van § 2.1 wil ook wel eens lukken in meer ingewikkelde
situaties. Beschouw de code C van lengte 8 die bestaat uit 0, 1, en alle
cyclische permutaties van (1,1,0,1,0,0,0,0), (1,t,1,0,0,1,0,0),
(1,0,1,0,1,0,1,0). Men ga zelf na dat dit een [8,20,3]-code is. Zo'n code
krijgen we ock als we in de [9,20,4]-code in elk woord de laatste letter

weglaten.
2.3. DE BINAIRE GOLAY CODE EN AFGELEIDEN

Beschouw de (7,4)-Hamming code H uit § 2.1. We vormen B door de woor-
den van H achterstevoren te schrijven. Daarna vormen we weer E*. Dit is een
[8,16,4]-code met H n E* = {Q,l_}. We vormen nu een code C met woordlengte

24 door te definieren:

C:= {(arx,bix,atbin) [a ¢ H, b e H, x ¢ § )
Hierbij zijn de optellingen modulo 2. De code C bestaat uit 212 woorden.
Voor C geldt, evenals voor H en E* ;, dat de som van twee code woorden weer
een codewoord is. Om de minimum afstand van C te bepalen moeten we dus de
woorden van E\{g} zoeken met zo weinig mogelijk enen. Voor X € C noemt men
dH{E'P-)” w(x) het gewicht van x, (zie (3.1.1),(3.3.1)). Is c =

= (a+x,b+x,a+b+x) en is tenminste &6n van de vectoren 2, b, a + b, en x
gelijk aan 0 of 1 dan zien we dat c=0of w(c) 2 8. Uit de eigenschappen
van H en uit § n B* = {0,1} volgt dat als 2, b, a2 + b en x niet Oof 1

zijn elk van de woorden a+x b+ Xxena+b+ X een positief en even ge-

wicht heeft. Was nu w(c) = 6 dan zou moeten gelden w(atx+b+x+at+bix) =
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= w(x) = 6 (ga nal!). Daar w(x) = 4 hebben we nu bewezen dat w(c) = 6 niet
kan. Dus heeft C minimum afstand 8. Dus C is een [24,212,8]-code.
Laat nu uit alle woorden van C de laatste letter weg. We vinden een

E23,212,7]-code C, genaamde de binaire Golay code.

(2.3.1) DEFINITIE. Een code C met woordlengte n en minimum afstand Z2e+1
heet perfect (en wel e-perfect) als ieder woord (van n letters)

afstand < e heeft tot een codewoord. Uit deze definitie en uit
a2

n

]BE(E)I = ¥ (i) volgt dat een (n,|C|,2e+l)-code C e-perfect is
i=0

als en alleen als

(2.3.2) || § (2) = 2",

Hieruit zien we dat de code H uit § 2.1 perfect is (daar
16(1+7) = 2?)- De binaire Golay code C is ook perfect: C is een
3-error-correcting code en

3
el ¥ (213‘) = 212 (1423+425341771) = 223,
i=0

Uit onze constructie van de Golay code kan men vrij eenvoudig in-
zien dat er 32 codewoorden c = (Ci'cz""'c24) in E_zijn die met

8 nullen beginnen. Kiezen we ¢, = 1 en precies één van de letters

<y t/m < ook 1 dan vinden we ieer 32 woorden van C. We hebben zo
een collectie van 32(1+7) = 256 woorden uit C waarvan we nu de
eerste 8 letters weglaten. De code N die op deze manier onstaat
heet de Nordstrom—Robinson code. Het is een [16,28,6]~code.

Uit N construeren we door verder af te breken nog enkele interes-
sante codes. Eerst merken we op dat in N precies 64 woorden op
(0,0) eindigen. We nemen deze wecorden en laten daarvan de laatste
drie letters weg. Zo ontstaat een [13,64,5]-code Y. Als we uit alle
woorden van Y die op een 0 eindigen deze 0 weglaten vinden we een

[12,32,5]-code die de Nadler code wordt genocemd (zie (2.7.4)).
2.4. DE TERNAIRE GOLAY CODE

Zij S de Paley matrix
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/
TR
/ + 0+ - -

-+ -
-=-+0+

\ +-=-+0

Laat C bestaan uit alle lineaire combinaties, met coefficienten in :|F3,
van de rijen van

11111

Het is natuurlijk niet handig om alle 36 woorden (met letters O0,+1 of
-1) die zo ontstaan op te schrijven en te vergelijken. In het volgende
hoofdstuk leren we technieken die ons snel in staat stellen in te zien dat
deze code minimum-afstand 5 heeft en dus perfect is (zie (3.8.14)).
[Merk op dat vgl. (2.3.2) welke gold voor een alfabet van twee symbolen hier

2 .
le| § (E:)zl - it
i=0

luidt. ]

Het is wellicht nuttig voor de lezer om te proberen de eigenschappen

van deze code nu af te leiden zonder te beschikken over de middelen van
hoofdstuk III.

2.5. COMBINATIE VAN CODES

Een bekende manier om codes te construeren is het aan elkaar plakken
van woorden uit verschillende codes zoals we ook in § 2.3 gedaan hebben.
Beschouw bijv. de [12,24,6]-Hadamard code uit § 2.2. Hieruit nemen we 6
woorden die met (0,0) beginnen en vormen zo een [10,6,6]-code. We plakken
nu twee zulke codes aan elkaar, d.w.z. achter ieder woord schrijven we het-
zelfde woord nog een keer. Hierachter zetten we 6 woorden van de [7,8,4]-
code die we krijgen door de woorden van even gewicht van de (7,4)-Hamming code
code te beschouwen. Zo ontstaat een [27,6,16]-code. In hoofdstuk IV zullen

we zien dat een [27,M,16]-code moet voldoen aan M € 6. Onze plak-techniek
levert dus een optimaal resultaat!
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We geven nog een voorbeeld. Laat C1 een [n,Ml,dlj-code zijn en C2 een

[n,Mz,dzl—code. Definieer
Ci= {(x+y,y) | x e cy, y e es1s

Dan is C een [2n,M1M2,d]—code met d:= min {dl,2d2]. Oom dit in te =zien
beschouwen we d((54+24,xi),(§2+x2,¥2)). Als x, = x, dan is deze afstand
2d(24'22)' Is echter Xy # X5y dan kan de i-de letter van % + ¥y alleen gelijk
zijn aan de i-de letter van Xy, ¥, als Yy en y, ook verschillende i-de
coordinaten hebben. Dan is dus dlx,,x,) 2 d,. Nemen we bijvoorbeeld voor <
de [8,20,3]-code uit § 2.2 en voor <, de [8,2?,2]—code bestaande uit alle
woorden van even gewicht dan vinden we een [16,5.29,3]—code. Op het ogen-

blik is geen [16,M,3]-code bekend met M > 5.2°.
2.6. COMMENTAAR

Om didactische redenen hebben we dit hoofdstuk véS6r het volgende ge-—
plaatst. Het is aan te nemen dat vele van bovenstaande voorbeelden duide-
lijker worden na lezing van Hoofdstuk III. We raden de lezer aan Hoofdstuk
II na Hoofdstuk III te herlezen.

De Hamming code uit § 2.1 is een speciaal geval van de serie uit § 3.5.
Hadamard codes komen terug in hoofdstuk VI als 1% orde RM-codes. De beide
Golay codes komen terug in de hoofdstukken V en VII. Deze codes zijn in
1949 geconstrueerd door M.J.E. Golay (zie GOLAY (1949)).

Perfecte codes behandelen we in hoofdstuk VII. De Nordstrom-Robinson
code is een speciaal geval van de Preparata codes uit hoofdstuk VII. Veel
meer over de Golay codes vindt men in CAMERON & VAN LINT (1975), GOETHALS
(1971) en VAN LINT (1971). Over het onderwerp van § 2.5 raadplege men vooral
SLOANE, REDDY & CHEN (1972) en SLOANE & WHITEHEAD (1970).

2.7. OPGAVEN

(2.7.1) zij Ai het aantal woorden van gewicht i uit de binaire Golay code.
Bewijs dat uit het feit dat deze code perfect is (met e = 3) volgt
dat: &, = 2,3 =1, a, = Ajg = 253, Ag = A, = 506, A;1= a;, = 1288,

en alle andere Ai = 0. De woorden van gewicht 7 vormen een Steiner

systeem met v = 23, k=7, t =4, A = 1. Bewijs dit.
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(2.7.2)

(2.7.3)

(2.7.4)

Zij S een Paley matrix van de orde 11. Beschcuw de matrix A =

= } (S+I+J). De 11 rijen van A en alle sommen (mod 2) van twee ver-
schillende rijen van A vormen een verzameling van 66 woorden van de
lengte 11. Hieraan voegen we toe alle woorden die we krijgen door
alle nullen in enen te veranderen en omgekeerd. Bewijs dat dit een
[11,132,3]-code C is. Nu voegen we aan ieder woord C een letter toe
z5 dat de nieuwe code C alleen even gewichten heeft. Permuteer

de letters zo dat (111 111 000 000) een codewcord is. Voeg nu toe
(1t,1,0,0...,0, (0,0,1,1,0,0,...,0), ...,(0,0,...,0,1,1), en de
zes woorden die hieruit ontstaan door weer 0 en 1 te verwisselen.
Bewijs dat de nieuwe code een [12,144,4]-code is. Deze code bevat
38 woorden © met c10 =0, €19 = 1. Deze 38 woorden vormen (na weg-
lating van de genoemde coordinaten) een [10,38,4]-code. Bewijs dit.
Tot nu toe is dit de beste code met n = 10, d = 4 die bekend is.

Bewijs dat met een geschikte Paley matrix een [17,36,8]-code is te

construeren.

Beschouw I, J en P van de orde 3. Definieer

I I I 1 J p 1 P°
£ 3T T % P 3 p 1

Sl T S 2 S I T S ’
I I 3 P 1 2 g

000 111 111 111
111 000 111 111
111 111 000 111
111 111 111 000

¢ = (J-I J-I J-I J-1), D=

Bewijs dat 0 en de rijen van A, B, Cen D een [12,32,5]-code vormen.
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Hoofdstuk III
LINEAIRE CODES
3.1. BLOK CODES

We nemen nu aan dat informatie wordt gecodeerd met behulp van een
alfabet Q van q verschillende symbolen. Een code heet een blok code als de
gecodeerde informatie verdeeld kan worden in rijtjes symbolen van vaste
lengte die onafhankelijk van elkaar gedecodeerd kunnen worden. Deze blokken
noemen we codewoorden; de lengte heet blok lengte of woord lengte. Alle
voorbeelden in hoofdstuk II zijn blok codes. De symbolen van een woord
noemen we weer de letters of ook wel coordinaten (zie § 3.2). Merk op dat
de woorden in de nederlandse taal ook blokken zijn maar niet met vaste
lengte. Een voor de practijk zeer belangrijke manier van coderen die we in
dit boek helemaal niet beschouwen is een zgn. convolutiecode. Daarbij wordt
een (evt}. onefndigef informatierijIio,il,iz,... gecodeerd (bij rate })
als io'io'il'i1'12'12"“ waarbij in berekend wordt (m.b.v. een vooraf
gegeven voorschrift) uit io,il,...,in. Bij deze code is wvan blokken geen
sprake.

Als generalisatie van (1.1.3) definieren we voor woorden x en y van n

letters uit een alfabet Q met g letters:

(3.1.1) DEFINITIE. De Hmm'.ng—afstmd dH(}_i,x) van ¥ en y is
a (x,y):= [{il1 s i <, x #y,}].

Het gewicht w(x) van x is dH(g,g}, waarbij 0 = (0,0,...,0),
(= de ocorsprong) .

Hamming-afstand is een geschikt afstandsbegrip indien bij een fout
in het i-de symbool alle mogelijke fouten op die positie even waarschijn-
1lijk zijn en de fout in de i-de positie geen gevolgen heeft wvoor de andere
posities. In hoofdstuk X leren we een ander afstandsbegrip kennen.

Een (blok-)code C met woordlengte n is een niet-lege deelverzameling
van 0". We noemen C triviaal als |c| = 1. De code heet binair (zie hoofd-

stuk II) als g = 2, ternair als g = 3, etc. De volgende begrippen spelen
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een centrale rol zoals uit de voorbeelden van hoofdstuk II duideliijk moet

zijn:

(3.1.2) DEFINITIE. De minimale afstand van een niet-triviale code C is
min{d, (x,y) |x € c,y € C,x # y}. Het minimale gewicht van C is
min{w(x) |x ¢ C,x # 0}.

We generaliseren (1.1.2) nu ook.
(3.1.3) DEFINITIE. Is |Q| = g en € c @" dan heet
=1 q
R:=n log[C|

de (information-) rate van C.
3.2. LINEAIRE CODES

We willen nu codes construeren met een algebraische structuur. Als het
alfabet Q een groep is en de code C is een ondergroep van Qrl dan heet C een
groepcode. In deze paragraaf eisen we nog iets meer. Laat Q het lichaam

GF(q) zijn waarbij q = pf (p priem). De collectie Qn is een n-dimensionale
vectorruinte die we ook met R\ aangeven.

. . n

(3.2.1) DEFINITIE. Een lineaire code V is een lineaire deelruimte van R'™ .
Als V dimensie k heeft wordt V een (n,k) -code over GF(g) genocemd.
(N.B. niet verwarren met de notatie uit hoofdstuk II).

(3.2.2) DEFINITIE. Een generator matriz G (kort: generator) voor een

lineaire code V is een matrix G waarvan de rijen een stelsel basis-
vectoren van V vormen.
Voor een (n,k)-code over GF(g) is een generator G een matrix met af-
metingen k x n. De code bestaat uit alle vectoren aG met a ¢ R(k)
zeggen dat G de standaardvorm heeft als G = (I
matrix is.

. We zullen
k,P] » waarbij P een k x (n-k)
De in § 1.1 behandelde (6,3)-code over GF(2) had generator

G = (I,J-I), dus in standaardvorm. Merk op dat als G de standaardvorm heeft

elk codewoord begint met k symbolen die willekeurig gekozen mogen worden
(informatiesymbolen) gevolgd door n-k redundante symbolen die parity-check

symbolen worden gencemd. Deze naam is afkomstig van het in hoofdstuk T ge-—

noemde voorbeeld van ponsband waar G = (Isj_T) - Het zesde symbool van ieder

woord controleert de pariteit.
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(3.2.3) DEFINITIE. Twee codes C, en C, heten equivalent als er een per-

mutatie v van {1,2,...,n} is zo dat

c, = {

2= ) Cry S | 2 € 6l

Vaak wordt het equivalentie-begrip nog uitgebreid door ook nog toe te staan
dat op elke plaats een permutatie van Q optreedt.

(3.2.4) STELLING. Bij iedere lineaire code is er een equivalente code die

een generator in standaardvorm heeft.
BEWIJS. Dit is een bekende stelling uit de lineaire algebra. O

I.h.a. wordt een code systematiéeh genoemd als een aantal symbolen van
elk woord vrij gekozen mag worden (weer: informatiesymbolen) en de andere
symbolen dan bepaald zijn. In (3.2.4) staat dus dat iedere lineaire code
(equivalent met) een systematische code is. Zoals we mochten wverwachten is
volgens (3.1.2) de rate van een (n,k)-code E omdat de code qk woorden be-

vat.
3.3. FOUTENVERBETERING

Bij het interpreteren van ontvangen signalen (bij gebruik van lineaire
codes) passen we weer maximum-likelihood decoding toe. Als voor de code V
de minimum afstand 2e + 1 is dan kunnen we foutenpatronen met = e fouten
corrigeren. Is de minimum afstand 2e dan wordt een foutenﬁatroon met e
fouten wel ontdekt maar het is soms niet te verbeteren (e-error—detecting
code) .

(3.3.1) STELLING. Voor een lineaire code V is de minimum-afstand gelijk aan
het minimum gewicht.
BEWILJS. dH(i, ) =w(x-y) en als x € Veny € V is ook x-y ¢ V. [}

Uit deze stelling zien we dat de controle van de kwaliteit wvan een lineaire
code aanzienlijk minder werk vergt dan voor een niet lineaire code waar men

dﬂ(g!x) voor alle paren (x,y) moet uitrekenen.

(3.2.2) DEFINITIE. Is V een (n,k)-code over GF(q) dan is de duale code v*

een (n,n-k)-code gedefinieerd door



28
viis fy e Ry, [<x,y>=01).

Hierin is < x,y > het inwendig product over GF(qg), d.i.
Yy b+ X ¥,- Merk op dat het feit dat vt een (n-k)-dimensiona-
le lineaire deelruimte van R(n} is weer een bekende stelling uit de
lineaire algebra is. We moeten wel bedenken dat over GF(g) i.h.a.
niet geldt dat iedere z is te schrijven als x + Yy met x € vt zoals
we uit de lineaire algebra in Euclidische ruimten gewend zijn.

Is G = (Ik,P) een generator van V in standaardvorm dan is
H= (—PT,In_'k) een generator van V.. Immers: H heeft de juiste af-
metingen, de rang van H is n-k en GHT = 0. Daar ieder codewoord
X € V de vorm x = 2 G heeft kunnen we V ook beschrijven door

(3.3.3) X € v-—-l{_HT=g.

Dit is een stelsel wan n-k lineaire vergelijkingen die V bepalen.
Deze 'vergelijkingen heten parity-check vergelijkingen en H heet een
parity-check matriz voor V. I.h.a. is voor iedere y € v asivers
gelijking < X,¥ > = 0 een parity-check vergelijking voor V. Voor de
code uit § 1.1 zijn de vergelijkingen a, = a, + a;, etc. waarmee de
code werd gedefinieerd drie parity-check vergelijkingen, overeen-
komend met H = (J-1, I).

(3.3.4) DEFINITIE. Is V een lineaire code met parity-check matrix H, dan

; T
noemen we voor iedere x ¢ R de vector xH het syndroom van X.

De code V bestaat uit alle vectoren met syndroom Q. Daar V een onder-
groep is van R{n) kunnen we Rtn) splitsen in nevenklassen van V. Het is
duidelijk dat twee vectoren X en y in dezelfde nevenklasse zitten als en
alleen als ze hetzelfde syndroom hebben (immers EHT = XHT = xX-y € V). Hier-
uit zien we dat een ontvangen signaal x een foutenpatroon e uit dezelfde
nevenklasse moet hebben (want X-& € V). Om te decoderen moeten we dus een
keuze doen uit de elementen van de nevenklasse wvan X die minimaal gewicht
hebben. In de bractijk gaat dit als volgt. We maken een lijstje van alle
syndroomwaarden. Bij ieder daarvan behoort een nevenklasse. Uit deze neven-
klasse kiezen we een representant (coset-leader) met minimaal gewicht. Wordt
nu x ontvangen dan zoeken we bij EHT de representant Op en trekken deze van

x af. De lezer kan nu zelf nagaan dat dit precies is wat we in § 1.1 hebben



29

gedaan met de binaire (6,3)-code. Voor 7 nevenklassen was de representant
©enduidig bepaald; voor de laatste moesten we er &én kiezen uit drie met
hetzelfde gewicht. Het is duidelijk dat als V minimum afstand A4 = 2e+! heeft
twee vectoren met gewicht £ e niet in dezelfde nevenklasse kunnen zitten. In
dat geval zijn deze vectoren dus allemaal representanten van verschillende
nevenklassen.

Ook over een alfabet van g symbolen geldt (2.3.1). Bij een perfecte

<ode zijn er geen andere representanten van nevenklassen dan de vectoren
e

met gewicht £ e. (Dit zijn er f (2)(:1—-1)1) - Een code (zoals ons voorbeeld
i=0
wvuit § 1.1) waarvan de minimum afstand d = 2e+l is en alle representanten van

nevenklassen een gewicht £ e+l hebben heet quasiperfect.

3 .4. HAMMING CODES

(3.4.1) STELLING. Een lineaire code V over GF(q) heeft minimum afstand

2 3 als en alleen ale de kolommen van de parity—check matrix H niet

0 zign en paarsgewijs Llineair onafhankelijk.

BEWIJS. (i) Stel dat H de gencemde eigenschap heeft. De ver-
gelijking _:SHT = 0 betekent dat de kolommen behorende
bij coordinaten x; # 0 lineair afhankelijk zijn. Is
dus;_t_#_o_eniHT=_{_}_danisw{5) = 3.

(ii) Heeft H de gencemde eigenschap niet dan zien we op
precies dezelfde manier dat er een X is met

12 wix) S2zc§dat£HT=g. a

Beschouw nu de r-dimensionale ruimte over GF(g). Bij iedere x # 0 zijn
er g-1 vectoren die veelvouden van x zijn. Er zijn dus (qr--ll./(q—l) paars—
gewijs lineair onafhankelijke vectoren # 0. Noem dit aantal n. Kiezen we
=zo'n stelsel van n vectoren als kolommen van een ¥ bij n matrix H dan heet
de code met deze parity-check matrix een Hamming code en wel een (n,n-r)-
Hamming code over GF(qg). Is q = 2 dan bestaat H uit alle mogelijke kolommen
7% 0. Decoderen is dan heel eenvoudig. Orden de kolommen van H zo dat de
i—de kolom de binaire schrijfwijze van het getal i is. Wordt x ontvangen en
is het syndroom niet 0 dan is het syndroom de binaire schrijfwijze van een
getal i. Vervang dan X door Xy + 1. Er ontstaat een codewocord. Hieruit

=zien we dat een binaire Hamming code perfect is. Dit geldt voor alle

Hamming codes.
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(3.4.2) STELLING. De Hamming codes over GF(q) zijn perfect.

BEWIJS. Zij n:= (qr—l]/(q-l) en V een (n,n-r)-Hamming code. Is
Y € V dan is IEI | =1+n(g-1) =g°. pe ¢"F disjunct(:e) bollen
B, (v) met v e V bevatten dus qn punten, d.w.z. dat ze R'™ over-
dekken. O

In § 2.1 hebben we gezien hoe uit de (7,4) ~Hamming code door verlenging
een code met woordlengte B en minimum afstand 4 kon worden gemaakt. Dit is

een voorbeeld van een algemeen principe.

(3.4.3) DEFINITIE. Is C een code in R(“} dan wordt de verlengde code C

1
(= extended eode) in R(m' ) gedefinieerd door
n+l ‘
c .isn A = 0).
(Cltczp---;cn_‘_i) € C ¢ ((Cl :czf rcn) € C izl Ci )
Voor het geval dat C een lineaire code in R(n) is met generator G en
— %* *
parity-check matrix H vinden we voor C de matrices G en H door aan G een

kolom toe te voegen z& dat de kolommen samen 0 2zijn en dan

(Vaak wordt de nieuwe letter wvan de verlengde code voorop geschreven) .
Voor het binaire geval zien we dat in C alle woorden even gewicht hebben en

dat C dus even minimum afstand heeft. Als dus C een cneven minimum afstand
d heeft dan heeft C minimum afstand 4 + 1.

3.5. DREMPEL DECODERING

We geven nu een korte schets van een decodeermethode die voor vele
lineaire codes wordt gebruikt. De methode heeft als voordeel de eenvoud en

het feit dat vaak meer fouten worden verbeterd dan men verwacht op grond
van de minimum afstand.
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o (v)
(3.5.1) DEFINITIE. Een stelsel parity-check vergelijkingen < x, y > =0,
(1=sv<r) heet orthogonaal op positie i voor de code V als

(1) yi"’ =1 (l=vsr),

(ii) als j # i dan is y; # 0 voor ten hoogste &én waarde van v.

Laat X een woord zijn dat t fouten bevat waarbij t = } r. Dan is

< t waarden van v als x, goed is,
< x L PN # 0 voor .
2 X > r-(t-1) waarden van v als x; fout is.

Daar r-(t-1) > t beslist de meerderheid van de waarden van < X, xﬁv) >
(nl. O of niet 0) of Xy goed is of fout. Bij een binaire code kan direct
daarop X verbeterd worden. In de practijk gebruikt men een teller die zo-
dra een bepaalde drempelwaarde wordt overschreden Xy verandert. Daarom noemt
men dit procédé "threshold decoding'. Men moet wel voor iedere i over zo'n
orthogonaal stelsel parity-checks beschikken.

We geven een voorbeeld. Zij V de duale code van de (7,4)-Hamming code.

Deze code heeft generator
0001111
G:= 0110011

1010101

De parity-check vergelijkingen

[

+ xz + x3
+ Xy + Xg
-+

il

Xg + Xy = 0

1ste

zijn orthogonaal op de positie. Als het woord x precies één fout be-

vat dan geven de drie vergelijkingen als uitkomst of drie keer 1 (als *y

fout is) of één keer 1 (als x, goed is). Er zijn 4 even waarschijnlijke

1
foutenpatronen van gewicht 2 die bij de drie vergelijkingen het resultaat
0,1,1 leveren. Slechts twee daarvan hebben een fout op de lste plaats. Hier
blijkt dus dat we als drempel 24 moeten kiezen omdat alleen de uitkomst

1,1,1 verandering van x, rechtvaardigt. We kunnen de zaak ook enigszins anders

1
bekijken. Stel dat we het woord y = x + e ontvangen. Dan is blijkbaar
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y1=xl+e1

§,|r2+y3=:nt1+|32+e3
Ygt¥5 =% te te
y6+y?=x1+e6+e.?.

De ontvanger kent de linkerleden. De meerderheid van de waarden is de waar-—
de die we aan X, moeten toekennen. Bij staken van de stemmen nemen we

X 0= ¥y zoals boven is uitgelegd. Deze zienswijse verklaart de naam
majorityhdecoding die ook wel voor dit procédé wordt gebruikt. In ons voor-
beeld heeft V minimum afstand 4. We verwachten 1 fout te kunnen verbeteren.

Het geschetste procédé verbetert vele foutenpatronen met 2 fouten ook goed.
3.6. DE WEIGHT ENUMERATOR EN DE MACWILLIAMS IDENTITEIT

Hoewel het minimum gewicht d van een lineaire code iets zegt over het
aantal fouten dat we kunnen verbeteren is het mogelijk dat deze minimum af-
stand zelden optreedt. Dan zullen vele fouten patronen van gewicht > § 4
ook nog goed gedecodeerd worden. Meer informatie over een code wordt gegeven
door de zgn. "weight enumerator".

(3.6.1) DEFINITIE. Is A

3 het aantal woorden van gewicht i in een code met
woordlengte n dan heet

n .
A(z) := E A z"
i=0 *

de weight enumerator van de code. De rij (a_)"

il 3= Wordt de weight

distribution van de code genoemd.

Een voorbeeld van berekening van A(z) is gegeven in (2.7.1).

Is de code klein genoeg dan kunnen we de

getallen Ai door inspectie
bepalen.

We berekenen de weight enumerator van de binaire Hamming codes. Be-
schouw i-1 kolommen van de parity check matrix H. Er zijn 3 mogeli jk-
heden:

1) de som van deze kolommen is 9,
2} de som van deze kolommen is een van de gekozen kolome.n,

3) de som van deze kolommen is gelijk aan een van de andere kolommen.
Het totale aantal manieren om i-1 kolommen te kiezen is 11_‘1 - Mogelijkheid

1) kan op Ai—l manieren optreden, mogelijkheid 2) op (n—(i-2))h1_2 manieren,
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en 3) op iAi manieren. Dus

- (n-i+2)A,
1=

i i-1 i-1 2

Deze formule hebben we bewezen voor 1 < i < n+l. Als i > n dan is

Ai = 0, dus voor i = n + 1 levert deze formule 0 = 1 - An - A . Dit klopt,

n-1

want de code is l-perfect. We vermenigvuldigen beide leden met zi_:L en som-—
meren over i = 1,...,n+2

n+2 n+l ; . "

i-2 n i-1 i-1 i-1 5 i-1

L iRz = 7 {(1_1)2. -B; 42 nz” "A, _,+(i-2)z" "A; ,

i=1 i=1
dus

T o n 2

A'(z) = (l+z) = A(z) - nzA(z) + z°A'(z2)

daar A(D) = 1 is de oplossing
S | n n (n-1)/2 (n+1) /2
3.6. a = — L -

(3.6.2) (z) n+1(:I.-l-z) +nH(Hz) (1-z) .

We willen nu uit de weight enumerator van een code de weight enumerator
van de duale code afleiden. Om het verband tussen beide op te sporen ge-
bruiken we als hulpmiddel karakters.

Zij (G,+) een groep en T de groep van de complexe getallen met modulus
gelijk aan 1 en met vermenigvuldiging als operatie. Een karakter y is een

homomorfisme x: G -+ T. Dus
xlgy*+g,) = x(gy) * xlgy)

en

-1
x(—gl} = (x(qi)) 7
(3.6.3) LEMMA. ZZj O het eenheidselement in (G,+). Dan is x(0) = 1.

Een karakter x heet het hoofdkarakter als Vg € G [x(g) = 1].

(3.6.4) LEMMA. Als X het hoofdkarakter <is, dan is XgeG x{g) = |g|.

Als y niet het hoofdkarakter is, dan i& deG x(g) = 0.
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(3.6.5)

(3.6.6)

BEWIJS.

x(h) Z xlg) = ): x(h+tg) = | x(k)
geG geG keG

dus

(xth) = 1) | x(g) =o0.
geG

Als er een h is met y(h) # 1 dan EgeG x(g) = 0, anders deG x(g) =

=7qecl= |G! a

STELLING. (MacWilliams identiteit). 27j V een (n,k)-code over GF(q),
. 1
21j Alz) de weight enumerator van V, en B(z) die van V*. Dan geldt

-k n 1-2z _
g (1+(g-1)z) A{m) = B(z).

LEMMA. Definieer g(u) = zveR X (<u,v>) ¥ (0 waarin w(v) het ge-

wicht van v is, en x een EZZekeurig niet-hoofdkarakter; dan is
B(z) = T:'T Loy 9@

BEWIJS. Zij R de n-dimensionale vectorruimte over GF (q) .

Loow =1 [ xtaw %o § M0 5 0
uev ueV veR veR uev

- Zv" 2 |y| = |v| B(z)
VE

want de afbeelding ue x(<g,y_:v) is een karakter op de additieve

groep van de vectorruimte R en wel het hoofdkarakter als en slechts
als v e v, o

BEWIJS VAN STELLING (3.6.5)

2ij g gedefinieerd als in het lemma,

ziju=uwu_....u en
-— 172 n
breid w uit tot GF(q) door :
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wiv) = 0 als v=0
~ |1 anders, voor v € GF(qg).
Dan geldt
gw = T x(u,vy 2@ -
veR
w(v1)+...+w(v )
= E z n x(uv o +o.ou v ) =
V,...v_eR L
1 n
wiv,) wiv_)
= z 2 x(a, v, ) z B xuv) =
o s ot nn
O AR
1 n
n
=1 ¥ L4 ¥) X (ugv) .
i=1 veGF(q)

Als u, = 0 dan is de som gelijk aan 1 + (g-1)z,

als uy # 0 dan is de som gelijk aan 1 + z E xle) =1 - 2z,
aeGF (qg)
a#0
Dus
wiu) n-w(u) n 1-z win)
= (1- — (1+(g- — = - _—
g(u) (1-2z) (1+(g-1)z) (1+(g-1)2) {1+(q~1)z)
Nu is
(w)
1 -k n 1-z wis
B(z) = —=— ] g =gq (+e-D2)" ] G772
| va uev 1+(g-1)z
= @ a1y s)® A
=q (l+ig-12)" Az 2 - a

3.7. COMMENTAAR

Een van de baanbrekers in de theorie van groep codes was D. Slepian.
Zijn artikelen (1956 en later) geven nu, door de snelle groei wvan het vak,
weinig informatie meer maar ze hebben grote invloed gehad.

De lezer die meer wil weten over drempel decodering raadplege MASSEY
(1963) .
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Een generalisatie van de weight enumerator en de identiteit van
MacWilliams vinden we in hoofdstuk VII.

In VAN LINT (1971) wordt met behulp van (3.6.2) aangetoond dat het ge-
middelde aantal fouten per blok in een Hamming code na het decoderen groter
kan zijn dan ervoor! Het hangt dus van het kanaal af of het wel of niet zin-

voel is om een Hamming code te gebruiken.

3.8. OPGAVEN

(3.8.1) Beschouw een code over een alfabet van 3 symbolen met woordlengte
n. Hoeveel woorden zijn er met Hamming-afstand maximaal 3 tot een

gegeven codewoord?

(3.8.2) Beschouw de vectorruimte { D.,i}6 met Hamming-afstand (= blokken
nullen en enen, blok lengte 6). Wat is het aantal punten in een bol
met straal 1?7 Is het mogelijk 9 vectoren (woorden) te vinden zo dat

voor ieder paar X,y geldt x#y = %(E".’.) 2 3?

(3.8.3) Als een (n,k) code over GF(q) een generator G heeft waarin geen
kolom met alleen nullen voorkomt, dan is de som van de gewichten

van de codewoorden n(q—i)qk_l. Bewijs dit.

(3.8.4) Als V een binaire (n,k)-code is, dan hebben alle woorden even ge-

wicht, of de codewoorden van even gewicht vormen een (n,k-1) code.
Bewijs dit.

(3.8.5) 2Zij C een code met generator matrix

1000101
100101
010011
001011

Decodeer a) 1 1 0101 1,
h)UllOlll,
c) 0111000.

(3.8.6) De parity check matrix van een binaire code is



(3.8.7)

(3.8.8)

(3.9.9)

(3.8.10)

(3.8.11)

(3.8.12)

(3.8.13)

(3.8.14)
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000110110

0110000
011011000
000011011

Decodeer a) 1 11101000,
b) 110101011,
c) 01001001 0.

Zij p priem. Bestaat er een zelfduale (8,4)-code over GF(p)?
Hoe gedraagt de rate van een (n,k)-Hamming code zich voor grote k?

U speelt mee in de voetbaltoto en wilt zeker zijn van de 1% of 2%
prijs. Hoeveel rijtjes moet U invullen om er zeker van te zijn dat
ieder rijtje van 13 keer een 1, 2 of 3 in hoogstens &één positie

verschilt van een door U ingevuld rijtje?

Beschouw de code van § 3.5. Decodeer met drempeldecodering het
woord (1,1,1,0,0,0,0).

Wat is de weight enumerator van de (8,4)-verlengde binaire Hamming
code?

Zij C een binaire code met weight enumerator A(z). Druk de weight

enumerator van C uit in A(z).

Zij C de {2k~1,2k—k—1)—binaire Hamming code. Bepaal de weight

enumerator van Ei. Wat is het verband met § 2.27

Beschouw de code C van § 2.4. Bewijs dat uit de eigenschappen van
55 volgt dat c = Ei en dat daaruit volgt dat de gewichten van de
woorden van C door 3 deelbaar zijn. Toon aan dat een lineaire com-—
binatie van minder dan vier rijen van de generator een gewicht

=z 5 heeft. Bepaal dan de weight enumerator van C.
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Hoofdstuk IV
GRENZEN AAN CODES

4.1, INLEIDING

In dit hoofdstuk trekken we ons niets aan van de bruikbaarheid van een
code (codering, decodering, etc.).

Het gaat ons slechts om aan te geven hoeveel woorden van gegeven lengte
en onderlingé afstand er in een code kunnen zitten, en wat niet meer moge-—
lijk is. Met het volgende probleem, nl. uit de zo gevonden klasse van
"goede" codes diegene te kiezen die in de practijk nuttig blijken, d.w.z.
een mooie structuur bezitten, houden we ons hier niet bezig.

Alvorens verder te gaan en ons probleem exact te formuleren voeren we
enige notatie in:

We werken over een alfabet Qmet || = q 22 en 0 e Q (bijv. O =
= {0,1,...,q-1}). Ter afkorting voeren we in: 8 = (g-1)/q.

We gebruiken de Hamming-afstand dH en het begrip gewicht uit (3.1.1).
De information rate R van een code is gedefinieerd in (3.1.2).

Een [n,d]-code is een triviale code met lengte n of een niet-triviale
code met lengte n en minimale afstand temminste d. Dit is dezelfde notatie
als in hoofdstuk II waarbij we nu het aantal woorden weglaten. Een [n,d]-
code heet maximaal als hij niet echt bevat is in een andere [n,d]-code.

We kiezen nu n en d vast, en vragen ons af hoe groot het aantal woor-

den M van een [n,d]-code kan zijn. Gezien kennelijk M < qn, kunnen we

definiéren:

(4.1.1) DEFINITIE. A(n,d):= max {M| er is een [n,M,d]-code}. Een code C
met |C| = A(n,d) heet optimaal.

Daarnaast kunnen we ons afvragen hoe de functie A(n,d) zich gedraagt

voor grote codes met gegeven waarde van d/n. Gezien A(n,d) = qn, mogen we
defini&ren:

(4.1.2) DEFINITIE. a(8):= limsup n > %og a(n,én).
et n-+o

Op de betekenis hiervan gaan we even in. Als we codes beschouwen met
steeds grotere woordlengte n en een vast kanaal met foutenkans p gebruiken

zal het gemiddelde aantal fouten per ontvangen woord als np stijgen. Willen
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de codes bruikbaar zijn dan zal d tenminste als 2np moeten stijgen, d.w.z.
§ 2 2p. Ons interesseert de maximale waarde van de rate bij gegeven § en
n+=, hetgeen a(d) is. Vaak neemt men het standpunt van hoofdstuk I in en
geeft de waarde van R. De vraag is dan hoe groot d/n kan zijn als n*=. Dan
is dus de functie a+ van belang. (Zie hoofdstuk IX).

Hoewel de functies A noch a tot op heden exact bekend zijn, bestaan er
verscheidene resultaten die bruikbare schattingen geven.

In (3.4.3) hebben we het begrip verlengde code leren kennen. We zagen
toen al dat de minimum afstand van een binaire verlengde code even is. Bij
diverse voorbeelden uit hoofdstuk II werden twee verkortingstechnieken ge-
bruikt:

(1) Schrap van alle codewocorden de laatste letter. Dit is de omkering van
verlenging. Uit een [n,M,d]-code ontstaat dan een [n-1,M,d-1]-code.

(ii) Neem uit de code C alle woorden met dezelfde laatste letter en laat
dan die letter weg. Uit een [n,M,d]-code over Q kan men zo een

[n-1,M',d]-code maken met M' = cf1 M.

(4.1.3) STELLING. Voor binaire codes geldt
A(n,22-1) = A(n+1,22).
BEWIJS: Dit volgt door verlenging en verkorting. O
4.2. ONDERGRENS

Om een ondergrens aan te geven voor A(n,d) is het voldoende een [n,d]-
code aan te geven die deze grens haalt. We nemen hiervoor een willekeurige
maximale [n,d]-code. Deze op het eerste gezicht van weinig inventiviteit
getuigende keuze geeft - zeker asfmptotisch - 2en redelijk scherp resultaat.

Een maximale [n,d]-code heeft de eigenschap dat er geen woord met af-
stand tenminsteld tot de code bestaat, m.a.w. de bollen met straal 4 - 1 om

de codewoorden overdekken Qn.

(4.2.1) LEMMA. Het volume (= cardinaliteit) van een bol B (x) =
= {yly e o™ A a,(x,y) < r} met straal r om een punt x € Q" is geligk

n i
o(i)(q—l} ”

aan

Vin,r) =

Il =~
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Dus voor een maximale [n,d]-code met M woorden geldt:

M.V (n,d-1) = .

Anderzijds geldt:

(4.2.2)

(4.2.3)

STELLING. [Gilbert boundl. Als n e W, d e N, d 2 1, dan is
A(n,d) z ¢"/V(n,d-1).

BEWIJS. Ga uit van een triviale [n,d]-code. Als deze niet maximaal
is, dan kunnen we een codewoord toevoegen met behoud van de mini-
male afstand d. Dit kunnen we net zo lang doen tot dat de code
maximaal is. Als de code dan M woorden bevat, dan is

M.V(n,d-1) 2 q". Dus dit is de gevraagde [n,d]-code. 0

Een bezwaar van deze constructie is dat de gevormde code geen

enkele structuur behoeft te hebben. Er geldt echter iets sterkers:

STELLING. [Gilbert bound voor lineaire codes]. Als n e M, d e W,

n-k+1

d =1en k e N voldoen aan V(n,d-1) < g , dan bestaat er een

lineaire [n,dl-code van dimensie k.

BEWIJS. Voor k = 0 triviaal. Stel er bestaat een [n,d]-code Ck—l
van dimensie k - 1. Gezien qk_l-v{n,d-1) < an is deze code niet
maximaal. Dus er is een X € Qn met dH(-x—'ckwl) 2 d. Zij nu Ck het
lineair opspansel van Cp_q Y {x}. Dan is €, een lineaire [n,d]-code
van dimensie k, want als z € ck' dan is z = ax + y met a € Q,

Yy € ck—l’ dus

wiz) = w(a_i_z_) = wtgc_-l-a.hly_) = dﬂti,—a“13:) zd als a # 0

w(z) = wly 24 als a=0. 0O

VOORBEEID. q = 2, n =13, d = 5.

Dan is

V(13,4) =1 + 13 + 78 + 286 + 715 = 1093.
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Dus

g192] _ o
1093 | =

A(13,5) = [
De bijbehorende code mag dan zelfs lineair gekozen worden. Het
resultaat is niet overweldigend, gezien het bestaan van een [13,5]-
code met 64 codewoorden (de code Y uit § 2.3), en van een lineaire
[13,5]-code van dimensie 5, dus met 32 codewoorden (de verkorte
eerste orde Reed-Muller-code met lengte 16 (zie Hfdst. VI)).
We gaan nu over naar het asymptotische geval. Eerst definiéren

we de functie Hq: [0,86] + R door

H (0) =0 en
Hq(x) = X qlog (g-1) - x qlcg x - (1-x%) qlog (1-x) als O0<. x = 0.

Hq heet de entropiefunctie (vgl. (0.4.4)).

Merk op dat Hq monotoon stijgend is.

LEMMA. ZZ7j O € A < 8, g 2 2. Dan is

; -1 g -
%iﬁ n log Vq(n,ln) = Hq(A).

n

BEWIJS. Daar in de som I (1

)(q—l)l de laatste term de grootste
igin

is geldt

(L;;J)(Q—I)LAHJ < Vq(n.LAnJ] < (1+L1nj)(L;;J)(q_1)[an

Door nu de qlog te nemen, door n te delen en precies als in het
bewijs van Lemma (0.4.5) weer (0.4.2) toe te passen volgt het ge-
stelde. O

We weten nu dus volgens stelling (4.2.2) dat A(n,d) =

qn/V(n,d—l). Neem nu 4 = &n. Dan is

- -1
a(d) = ligfgp n b qlcg A(n,8n) = %}5 (1L -n q1og Vq(n,ﬁn)] =

1 -H (8).
q( )
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Hiermede is bewezen:

(4.2.5) STELLING. [Asymptotische Gilbert bound].
als) =21 - Hq{d) als 0 s & s 8.
4.3. BOVENGRENZEN

We zullen achtereenvolgens een aantal bovengrenzen voor A(n,d) behande-

len, die asymptotisch steeds scherper worden.

I. DE SINGLETON BOUND

Als men één van de in § 4.1 besproken verkortingstechnieken herhaald
toepast ontstaat uit een [n,d]-code met M woorden bijv. een [n-d+1,1]-code

met M woorden. Hiervoor geldt vanzelfsprekend: M < qn—d+1_ Dus
(4.3.1) STELLING. [Singleton boundl. Als q,n,d e N, 922,42 1; dan is

Ain ] =

Voor lineaire codes levert dit:

(4.3.2) STELLING. [Singleton bound voor lineaire codes]. Voor iedere
lineaire [n,dl-code van dimemsie % geldt:

k<n-4+1.

VOORBEELD. q = 2, n

Dan is

13, 4 = 5.

A(13,5) s 213-5+1 _ oo
Asymptotisch leidt de Singleton bound tot
(4.3.3) STELLING. [Asymptotische Singleton bound].

a(é) =1 - § als 0 < § < 1.
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IT. DE PLOTKIN BOUND EN DE GRIESMER BOUND

Beschouw een [n,d]-code met M woorden. Schrijf al deze woorden als
rijen van een M x n - matrix. We berekenen de som van de afstanden van alle
geordende paren verschillende codewoorden. Stel in een zekere kolom komt my

keer het cijfer j voor. De bijdrage tot de bedoelde som door deze kolom is

nu:
E m, (M-m_ ).
jeQ 5| 3
hAangezien FjeQ mj = M, is volgens Cauchy-Schwarz:
2
2 2 2 —1( . ) 2
m.(M-m.) = M - =M - m, = 6M .
I my0m, ! =5 a (I m

jeQ jeQ jeQ
Aangezien er M(M-1) paren zijn, en iedere kolom ten hoogste om> tot de totale
afstand bijdraagt, is

M(M-1)d < nemM>.

Hieruit wvolgt:

4a
Msm als d > 6n.
Als d = 8n, dan geeft deze methode geen enkel resultaat, maar we kunnen
eerst de tweede verkortingstechniek toepassen.

We construeren uitgaande van de [n,d]-code met M woorden, een [n',d]-

aine? '
code met ten minste Mg ntR soorden. Passen we nu de bovenstaande ongelijk-—
heid toe, dan is
-n+n' [s}

d - en'”
Kiezen we nu n' = [(d-1)/0] dan vinden we:

d -[ ta- —(a-

—4d | n-[ta-1)/0] n-(d-1) /8
<
s id = ercd—l)/e]] q 49

(Ga na!!). Hiermee is bewezen:
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(4.3.4) STELLING. [Plotkin bound]. Als qn,d e W, g=2 2, d=z21en 8 =
=1 - q_i, dan ie

B Is d =2 6n + 1
A(n,d) = T = on a n 3
n-(d-1)/6 als d < 6n + 1.

A(nrd) -1 dq

VOORBEELD. q = 2, n = 13, 4

]
wn
~
@
]
=

Dan is

13-8

A(13,5) =5 . 2 = 160.

Een scherper resultaat verkrijgt men door de verlengde code te be-
kijken:

14-10 _

A(13,5) = a(14,6) < 6.2 96.

Asymptotisch levert de Plotkin bound:

(4.3.5) STELLING. [Asymptotische Plotkin bound].
a(d) =1 - &/8 als 0 < & < 8,
a(s) =0 als 8 < & < 1.

Voor lineaire codes vond Griesmer een grens, die asymptotisch
gelijk is aan de Plotkin bound, maar in speciale gevallen scherper
is. Schrijf de generatormatrix op van de [n,d]-code met dimensie k.
We mogen aannemen dat in de eerste rij minimaal d enen staan.
Onder deze d enen komen in de tweede rij ten minste [d/q] gelidjken
voor. Dit proces voortzettend, concluderen we dat er fd/qk_l-l ge—
lijke kolommen voorkomen. Dus ieder codewoord heeft op deze plaat-
sen steeds hetzelfde cijfer staan. De codewoorden met een nul op
deze plaatsen vormen - na weglaten van deze nullen - een
[n- rd/qk_11, dl-code met dimensie k - 1. Dit proces voortzettend,
vinden we een (triviale) [n - E];;é[d/qi] ,d]l-code van dimensie 0.
Dus n - fi;é [a/q*] = 0, ofwel:
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STELLING. [Griesmer bound]. Voor iedere lineaire [n,dl-code van

dimensie k is

k-1 i
n = [d/q 1.
i=0

Deze stelling geldt niet voor niet-lineaire codes: er is een
binaire code met 16 woorden ter lengte 18 met minimale afstand 9,
en toch geldt niet: 18 2 9 + 5 + 3 + 2. (Deze code kan men ver-—
krijgen uit de Hadamard-matrix van orde 20 door twee kolommen

(waarbij één constante) en vier rijen weg te laten, zie § 2.2).

VOORBEELD. ¢ = 2, n = 13, d = 5.

Daar
13 s5+3+2+1+1+1+1,

is k £ 6, dus een lineaire binaire [13,5]-code bevat ten hoogste

64 woorden.

III. DE HAMMING BOUND

Bij een [n,M,d]-code met d = 2e + 1 (eeMN) zijn de bollen met straal e

om de codewoorden disjunct, dus M.V(n,e) < qn.

(4.3.7)

STELLING. [Hamming bound]l. Als g,n,e ¢ N, g = 2, d = 2e + 1, dan

8
A(n,d) s q"/V(n,e).

VOORBEEID. g = 2, n = 13, d = 5.

Dan is
v({13,2) =1 + 13 + 78 = 92.

Dus

8192
92

A(13,5) < l J = 8o.
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Nemen we nu d = én, dan is
A(n,én) = A(n,[én]) < A(n,2[46n]-1) <
< ¢"/v(n,[}sn]-1)
en

lim ! 9og v(n,[$8n]-1) = H_(}8),
n+ q

dus

(4.3.8) STELLING. [Asymptotische Hamwing bound].
() =1 - H (48).
q
IV. DE ELIAS BOUND

De Plotkin bound is gebaseerd op het feit dat de minimale afstand ten
hoogste gelijk is aan de gemiddelde afstand. Als de afstanden elkaar niet
veel ontlopen, dus bij codes met weinig woorden, is dit redelijk. Als de
code groter wordt, geeft deze methode geen resultaat meer, en moet eerst
een geschikte deelcode worden beschouwd. Het idee van Elias is om bij zo'n
"grote" code een andere geschikte deelcode te beschouwen, en wel alle code-

woorden binnen een zekere bol.

(4.3.9) LEMMA. Zij A,C < Q™. Dan is er een x ¢ Q" zodat

| x+A) nc| o lel

a &
BEWIJS.
T
Tl ncle | | ncl=§  J I [{x+a} n {e}| =
XeQ E;Qn 2eh ceC

=1 I 1=]allcl. 0o

aehA ceC
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We nemen nu voor A de bol Brtgj, met straal r om 0, en veoor C de
beschouwde [n,d]-code met M woorden. Zonder verlies van algemeen-—

heid mogen we aannemen dat x = 0. Dus
K= [Brtg) n C] = qu(n,r)/qn.

We berekenen nu weer de som van alle afstanden van geordende paren
verschillende codewoorden in BI(Q). We schrijven deze codewocorden
als rijen van een K * n - matrix. Stel in de ide kolom komt mij
keer het cijfer j voor. De bijdrage tot de bedoelde som door deze

kolom is nu:

CIfi
' m,  (K-m_ ).
=0 3

i3

Aangezien

q-1 "

jEO B35 % K en i§1 mo=S2 K(n-r),
is

= - 2

jzi mfj > tq—z)-l(jzi mij) _ (q_l)—ICK‘mio)z

en

n

2 —1(
} mf =n
15y 48

Dus de totale som is:

n g-1 n g-1
2 2 2
] ¥ m, (km ) =nk° - ¥ (m + ] m )s
121 j=0 ij ij Zy V10 jop 43
< nK2 - (q—l)_'l i’l (qm2 + K2 - 2Km__.) =
31 i0 i0

n
- nx® - (nq—l)”l(mc2 - 2KS + q ) o ) <
i=1 10
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gl 2
s nx? - (@=1) "n " (022 - 2nks + gs?) .

Veronderstel nu r < 6n. Dan is S = K(n-r) 2 q'lnx, dus de totale

som is
= nK2 = (q-—l)_:ln“l(nzic2 - 2nK2[n~r) + qKztn-r)z} =
- nx? - 1Y a2 geryn? - Sigetins + @) =
= Kzr(z - ?r:; -

Rangezien er K(x-1) Paren zijn, is
K(k-1)d > x%r(2 - 6™ 4n1y.

Hiermee is het volgende lemma bewezen.

(4.3.10) LEMMA. Als K woorden ter lengte n binnen een bol met straal r < 6n
een onderlinge afstand minimaal 4 hebben, dan is

Kr r
il €l
ofwel
K < ond > als 6nd - 20nr + ;p:2 > 0.

6nd - 26nr + r

Combinatie wvan de gevonden resultaten levert:

(4.3.11) STELLING. [ElZas bound]. 27§ q,n,d,x € W, 922, dz21,8 =1 - q—l
r £ 6n, Bnd —20nr+r2>0,dm£3

r

n
A(n,d) < end . g

6nd - 26nr + r2 Vq(n,t)

BEWIJS.

MV (n,r) 4
<K = 9o z. O
qn 6nd - 26nr + r
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VOORBEELD. q = 2, n =13, d =5, 6 = }§.

We kunnen hier weer beter overgaan op de verlengde code. Dus

42 214

42-14r+x® ) (14)

A(13,5) = A(14,6) =

i=sr\ i

Met r = 3 wolgt A(13,5) = 162.
Asymptotisch levert de Elias bound een grens die uniform beter is
dan zowel de Plotkin als de Hamming bound:

(4.3.12) STELLING. [Asymptotische Elias bowund].

a(8) <1 -H (6 - V6 (8-8) ) als 0 <68 <0,
a(d) =0 als 6 < § <1,
BEWLIJS. 213 0 < 6§ <0, 0 <X <6 - /8(6-8), en r = |An]. Dan is

06 - 28% + A% >0, dus

n
a1 9og A(n,én) < n t qlog( sof¢n] 2V (nqllnj)) -
6n[6n] - 20n|An] + [An]® "q'"

~ ! (qlog (————Eg*av-—ia + n - nH (A)) =
85 - 26\ + A *
~ 1 - A la
q( )
Dus
al(d) =1 - H (A).
) q( )
Dit geldt voor iedere A ¢ [0, 8-v8(6-8)), dus

af(d) =1 - Hq(e - ve(e-68) ). O

V. DE JOHNSON BOUND

Johnson verscherpte de Hamming bound door ook te kijken naar wat er
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zich buiten de bollen met straal e afspeelt. Stel we hebben een [n,M,d]-
code C. We definiéren Ci als de verzameling woorden met afstand i to C. Dus
P ecm L, |6t =

Definiger Mr(i) als het aantal woorden in cT die op afstand r liggen
van het codewoord x, en M(y) als het aantal codewoorden dat minimale afstand

heeft tot het woord Y. Dan is

I M = 7 M.
xec T yec®

Definiéren we verder

MO = min M_(x)
x E_EC L=

en
M o= max M(y).
0 yecr x
dan is
0 r
lelm, < xgc M x) = ] My < |c | g
Xe yeC
dus

r Q.. xr
[cF| 2 m M /M.
We vinden zo:

v 0,1 n
M O] oo/ s g,
r=0 - e ¢

dus

M<qgy ¥ (MOIM;)-
r=0 =

0 n
Als r < d4/2, dan is Mr = (r)(qul)r en M; = 1. We moeten nu een onder-
schatting geven voor MS ©n een bovenschatting voor Mg voor r = 4/2.

0
Als we M_ met O schatten, dan volgt de Hamming bound. We geven hier
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o]
voor g = 2 en d = 2e + 1 &n van de bekende schattingen voor Me+1 en MG P
en schatten MS Voor r z e + 2 met 0.
2ij A(n,d,w) het maximale aantal woorden in {0,1}n met gewicht w en

onderlinge afstand = 4.

(4.3.13) LEMMA.

A(n,2k-1,w) = A(n,2k,w) < l_%[%.-.[_“':‘*]...]]].

BEWLJS .
Daar woorden met hetzelfde gewicht altijd een even afstand hebben,
geldt A(n,2k-1,w) = A(n,2k,w).

Stel er is een verzameling van K woorden in {0,1}" met gewicht w
en onderlinge afstand 2= 2k. Schrijf deze woorden als rijen van een
K ¥ n-matrix. In iedere kolom van deze matrix staan ten hoogste
A(n-1, 2k,w-1) enen. Het totaal aantal enen is Kw.

Dus geldt

Kw = n A(n-1,2k,w-1).
en dus

A(n,2k,w) < |2 Aln-1,2k,w-1) |.
Daar verder geldt

A(n,2k,k-1) =1,

vinden we door inductie het gestelde. ]

(4.3.14) LEMMA. Z7j C een binaire [n,dl-code met d = 2e + 1. Dan is

WO, = (eil) = (2) A (n,d,d).

BEWIJS. Zij X € C. We mogen aannemen dat x = 0.
Het aantal codewoorden van gewicht d is ten hoogste A(n,d,d). Het
aantal woorden van gewicht e + 1 met afstand e tot de code is dus

ten hoogste efl A(n,d,d). Hieruit volgt het gestelde daar er
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(eil) woorden zijn met afstand e + 1 tot 0. O
(4.3.15) LEMMA. Voor een binaire [n,dl-code C met 4 = 2e + 1 geldt

e+l n
Mg s]_mj -

BEWIJS. Zij y ¢ ce+1_ We mogen aannemen dat y = 0. Dan is M(y)
het aantal codewoorden met gewicht e + 1. Dit aantal is ten hoog-

ste A(n,d,et+l) waaruit het gestelde volgt. O
We hebben zo gevonden:

(4.3.16) STELLING. [Joknson bound]. 2ij q = 2, n,e € N, 4 = 2e + 1. Dan is

A(n,d) <

zn
& g ] = 2 A(n,d,d)
- Ll

waarin

= B e

VOORBEELD. g = 2, n =13, d =5, e = 2.
Dan is
|13 |12 |12 ||| -
A(13,5,5) < 517 |3 = 23,
RORS) = e [8110962J = s
1+ 13 + 78 + -————Z——4—~{

VI. DE LINEAR-PROGRAMMING BOUND.

Deze laatste grens, die door P. Delsarte is ontwikkeld, geeft vaak
zeexr scherpe resultaten, maar vergt in elk geval afzonderlijk zeer veel
rekenwe;k. Hij berust op een ongelijkheid, die in nauw verband staat met
de MacWilliams identiteit voor duale (lineaire) codes (zie (3.6.5)).

Voor vaste g en n definiéren we eerst:
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Voor vaste g, n en k is Kk een polynoom, het z.g. Krawtchouk-polynoom (vgl.

§ 7.2).

De getallen Kk(l) voldoen aan een eenvoudige recurrente betrekking:

Kk(i) = Kk(i—I) = (q~1}Kk_1(i) - Kk_l{i—ll,

= _ [n k
met K,(i) =1, K (0) = (k)(q 1}7,
Als we voOor hetnalfahet Q de restklassenring modulc g nemen, en we
definiéren <x,y> = _{ x,y;, dan geldt:
i=0
(4.3.17) LEMMA. Z7j w een primitieve q-de eenheidswortel, en x ¢ Q" een
vast woord van gewicht i. Dan is

xe?Qn wEX = g (1)
wiy)=k

BEWIJS. We mogen aannemen dat x = (xl,...,xi,o,...,O) met x, #0

voor 0 < h = i.

Zij nu 0 < h1 € ame SR S 19 hj+1 € swe % hk =nen zij D

J

de verzameling van alle woorden (van gewicht k) in Qn die juist in

de posities hl' g 'hk ongelijk 0 zijn. Dan geldt:

Yy, *...4X Y
"hl h, hyYh,

I o2 w 3=
yeD — ¥y, r---0Y, €0\{O}
By Py
X ¥
: h .
- @0* 7 \(O} e nd @™
g=1 YO
Dus

yeQ £
wiy)=k

<x,y> _ 5 (1) (01\ 1y (qupy®T
1, w E(J)( )( 13 (g-1) K W. O
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We definié&ren nu

(4.3.18) DEFINITIE: 2ij C ¢ Q" een code met M woorden en gemiddeld a,

woorden op afstand i van een vast codewoord, dus
~1 ’
A, =M [y xy e Ay =i}

Dan heet de rij tAi)f.:_o de distance distribution of imner distri-

bution van C.

Merk op dat voor een lineaire code de distance distribution

gelijk is aan de weight distribution (zie (3.6.1)).
(4.3.19) LEMMA. 24 (AiJ:_O de distance distribution van een code. Dan is

n
1 A KWHE) 20
i=0

voor tedere k ¢ {0,1,...,n}.

BEWIJS.
I 15§, wwe
M A (1) = ) w =42 =
i=0 ixk i=0  x,yecC zeQ

da(5,1)=i wiz)=k

b 11 m<§’5}!2 > 0. ]
zeQ xeC
w(z)=k

(4.3.20) STELLING. Z%Zj q,n,d ¢ N, q = 2, d = 1. Dan is

Bo

]

[
-
>

]

o

n
A(n,d) < max { I A, n voor 1 < i < 4,
i=0 *

n
A, 20, Eo A, K () 20 voor k e {1,...,n}}
1=

Ale q = 2, 4 even, dan mogen we bovendien aannemen dat A; =0 als
i oneven.
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De laatste bewering volgt uit het feit dat we door eerst te ver-
korten en dan weer te verlengen een [n,M,d]-code met d even kunnen
omzetten in een [n,M,d]-code met alleen even gewichten, en dus

even afstanden.

VOORBEELD. We beschouwen weer een [13,5]-code met g = 2. Door toe-
voeging van één extra parity check bit verkrijgen we een [14,6]-
code met hetzelfde aantal woorden. Bovendien hebben alle woorden

even gewicht. We weten dus a priori:

hd
v

0, A 20, A

14 z 0.

De stelling geeft de ongelijkheden:

14 + 2A6 - ZAS - 6A10 - 10A12 - 14314 z0
91 - 5A6 - 5A8 + 11;&10 + 43A12 + gm14 =0
364 - 12}\6 + IZAB + 4310 - 100A12 e 364314 20
1001 + 9A6 + 9A3 - 39&10 + 121A12 + 10011\14 =0
2002 + BOAG - 30A8 + 38A10 - 22A12 - 2002A14 =0
3003 - 51-\6 - 51-\8 + z?am - 165A12 + 30(33.2&14 =0

3432 + 40A6 + 40A8 - ?2A10 264A12 + 3432&14 =20

We moeten nu M = 1 + As + AB + AIO + A14 naar boven begrenzen. Dit

lineair programmeringsprobleem blijkt een unieke maximale oplossing
te bezitten:

Ag =42, Ag =7, A = 14, A, = A, = O.
Dus

M < 64.
Dus

A(13,5) =< 64.



56

Zoals we gezien hebben, bestaat er een [13,5]-code met 64
woorden, dus deze grens is scherp, d.w.z. de code Y uit § 2.3 is

optimaal.

OPMERKING. In de lemma's (4.3.17) en (4.3.19) wordt gebruik ge-
maakt van een ringstructuur (de restklassenring), van een inwend
product, en van een primitieve eenheidswortel. In wezen is dit
volstrekt arbitrair. Men kan de theorie veel abstracter opbouwern

We voorzien Q van een willekeurige abelse groepsstructuur.
We geven de karaktergroep van Q aan met 6 en die van Qn met ﬁn.
Ieder karakter y € an definieert ondubbelzinnig karakters
XgreeerXy € a zodat

x(xl,...,xn} = xl(xl}...xn(xn).

Het aantal niet-hoofdkarakters onder Xyr---X, noemen we het gewZ
van ), notatie: w(yx). Nu geldt:

(4.3.21) LEMMA. Z%J x € Qn een woord van gewicht i. Dan is

Lo X@® =K(i).
XeQ
wix)=k
BEWIJS. Zoals (4.3.17). ]

We kunnen nu lemma (4.3.19) nogmaals bewijzen.

BEWIJS van (4.3.19).

n n
M ) A (i) = ) ) ) X (x-y) =
i=0 & Kk i=0 X,yeC xcan -
d, (x,y)=1 wix)=k

2
= La|l xw|"=20. O
XEQ xeC
wiy)=k

Als C een abelse groepcode is, waarbij Q dus voorzien is va

abelse groepsstructuur, dan is
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I x(

0 als C i_Ker Xe
xeC

=M als C € Ker (.

— *
Definiéren we C als de verzameling van alle karakters y ¢ én
A
met Ker x > C, dan is c* een groepcode over Q. Als (Bkli_o de
: 3 * s
weight distribution van € is, dan is

-1
(4.3.22) B, = xgz* 1 =M iEO A K (1) (k=0,1,...,n).
wix)=k

Als tenslotte C een lineaire code is, waarbij Q dus voorzien
*
is van een lichaamsstructuur, dan is Cl equivalent met C onder

het isomorfisme ¢: Qn -+ an gedefiniéerd door
‘NY_) - x1(<-,y_>) '

waarbij X, een of ander niet-hoofdkarakter is. Dus (Bk)£=0 is de
weight distribution van de duale code. De relaties (4.3.22) zijn
de MacWilliams relaties welke in (3.6.5) in de vorm van een rela-

tie tussen de weight enumerators werden gegeven.
4.4. COMMENTAAR

De verschillende grenzen die in dit hoofdstuk zijn behandeld vindt men
in de literatuur onder de bij de stellingen genocemde namen. We verwijzen
verder naar BERLEKAMP (1968), HELGERT & STINAFF (1973), SLOANE (1972).
Recente verscherpingen vindt men in LEVENSHTEIN (1975), SIDELNIKOV (1975),
BEST & BROUWER (1975), McELIECE e.a. (1976), BEST e.a. (1976).

Onderstaande grafiek geeft voor g = 2 de verschillende asymptotische

grenzen.
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- Gilbert
. Elias
, Hamming

,Plotkin

,+" Singleton

0 4 1

4.5. OPGAVEN

(4.5.1) Bepaal A(10,5) voor q= 2.

(4.5.2) Bewijs dat als g = 2 en de rechterkant van de Plotkin Bound (4.3.4)

(4.5.3)

een oneven geheel getal is deze grens met 1 verminderd kan worden.

Als in (4.3.13) de buitenste t entierhaken door ronde haken ver-—
vangen kunnen worden en gelijkheid optreedt dan vormen de woorden
van een [n,A(n,Zk,w),2k]—code met woorden van gewicht w een t-~
design. Bewijs dit.

(4.5.4) Bepaal grenzen voor A(17,8).



(4.5.5)

(4.5.6)

(4.5.7)

(4.5.8)

(4.5.9)
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Wanneer is de Plotkin bound scherp? Ga na dat de [27,6,16]-code

uit § 2.5 optimaal is.

Bewijs dat door inkorten van een binaire Hamming code een optimale

code ontstaat.

Bewijs dat A(n,d,w) < [E—n(n~1,d,w-1)1
[ n
en A(n,d,w) = {H:; A(n—l,d,w)].

Geef een voorbeeld met w < %r} waarbij de tweede ongelijkheid

scherper is dan de eerste.

Bewijs dat de Plotkin bound voor d > 6n volgt uit de lineair

programming bound.

[GREY bound] Zij C een binaire [n,M,d]-code zo dat als x eC dan
ook x + j € C. Als n - Vo < 24 £ n dan geldt

_8d(n-q)

nn(n—Zd)2

(Ranwijzing (E. WATTEL): gebruik de tweede Delsarte ongelijkheid
d.w.z. (4.3.18) met r = 2.)

(4.5.10) Bewijs de MacWilliams identiteit (3.6.5) uitgaande van (4.3.20).

(4.5.11) Bewijs dat de [8,20,3]-code uit § 2.2 optimaal is (moeilijk!) .
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Hoofdstuk V
CYCLISCHE CODES
5.1. CYCLISCHE CODES

Een lineaire code V (ter lengte n over een eindig lichaam IF) werd ge-
definieerd als een deelruimte van de n-dimensionale vectorruimte over I,
d.w.z. als (aO""’an—l) € V en (bo""'bn—l) € V, dan ook

S Saw A F
(a0+b0, .an_1+bn_1) € V, en als (ao, an~1) € V en € F, dan
(lao,---,lan_l) € V. Een lineaire code V heet een cyclische code als daar—

naast ook geldt: als (ao,...,an‘l) € V dan (an € V.

_17 ao,...,an_zl

Een triviaal voorbeeld van een cyclische code is de code V ter lengte
2k met: (aO""’aZk—l) €Vesag=a, S R R TR PSP 25 R{n) de n-
dimensionale vectorruimte over IF. Door (aO""’an-il te schrijven als
a0+a1x+...an_lxn_1, is het mogelijk een vector uit R‘™ voor te stellen als
een element van (een volledig representantensysteem van) de restklassenring
F[x]1/(x"-1). Het is duidelijk dat deze relatie een 1-1-correspondentie
geeft tussen elementen van R(n) en elementen van I’[x]/(xn—l), en daarom
maken we in het vervolg geen onderscheid meer tussen deze twee verzamelin-
gen; beide noteren we met R'™ of R.

(5.1.1) STELLING. Fen lineaire code v in R 1§ cyeclisch als en alleen als
V een ideaal in T [x]/(x"-1) %s.

BEWIJS. (i) 2ij V cyclisch. Is a(x) = a0+alx+...+an_1xn‘1 een

codewoord dan a__ +a x+a,x +...+a 3L = xa(x) ook.
n-1 "0  § n-2
Daar V lineair is volgt hieruit dat voor ieder poly-
noom f(x) geldt dat f(x) a(x) e V. Dus V is een
ideaal.
(ii) Is omgekeerd V een ideaal dan is met a(x) ook xa(x)

in V. Dus is V cyclisch. ad

2ij q := |E1 - We beperken ons in het vervolg tot de gevallen waarin
(n,q) = 1. Verder zullen wij schrijven: R := F[x], 8 := (x"-1) (het ideaal
in R veortgebracht door x"-1) en R g(x) := het ideaal in R voortgebracht
door g(x). Dus R = R/S. Omdat R een hoofdideaalring is, is ook ieder ideaal
in R een hoofdideaal, en ieder ideaal V in R wordt voortgebracht door een

monisch polynoom g(x) met de laagste graad in V. Dit uniek bepaalde poly-
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noom heet de generator van V. Steeds is deze g(x) een deler (in R) wvan
x?-1. Anders zou de g.g.d. (in R) van g(x) en x-1 een polynoom in V zijn

met lagere graad dan g(x).

Zij s fltx). e .ft(xj de ontbinding (in R) wvan x"-1 in irreduci-

bele polynomen. Een generator g(x) zal dan het product van een aantal fak-

toren fi zijn. Omdat we hebben aangencmen dat (n,q) = 1, zijn £.,...,£f, all

1.« 7 o
verschillend. Als een ideaal V als generator een der faktoren fi heeft,

d.w.z. V = Rfi(xj, dan is V een maximaal ideaal in R en V heet dan een

maximale cyclische code.

5.2. GENERATOR MATRIX EN CHECK POLYNOOM

Zij g(x) de generator van een cyclische code V in R met graad n-k. Dan

vormen:
g(x),x.g(x),..-,xk_l.g(x)

een basis voor V. Dus een woord (bo,...,bk_l) kan gecodeerd worden als:
bo.g{x) + bl.x.g(x) - ;._ + bk_i.xk_l.g(x);

d.w.z. als b(x).g(x), waarbij:

- % + b =
b(x) = by + byx 5 4% Ko1®
n-1
Zij b(x)g(x) = vix) = VO + le + . vn_lx a
Dan -
. 52 os o
Og Fp =i Gy 8 2
B o » Gpig Y oma o B
0 & & .
(bo,...,bk_i) - _ S i . =(v0,...,vn_1
5 & W ~ 0

e

).
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Dus de bovenstaande matrix G is een generator matrix voor V.

Een parity-check matrix voor V kan als volgt worden verkregen. Omdat
g(x) f x-1 bestaat er een h(x) zo dat g(x)h(x) = x"-1 (in R). Omdat g(x)
de graad n-k heeft, zal h(x) de graad k hebben. Dus:

k
hix) = h0 + hlx ¥ am hkx .

Omdat in R geldt: g(x)h(x) = 0, weten we:

R R ¥ 92t gy = 0
Iohpo t Gyh 5 F ceeennl. t g, ohg t 9 4h , =0,
byt Gyh gt e g, oy * g by = 0.
Als nu:
0 l'lk S h1 h0
: 0 b . . . . hy O
. - - - 0 0
H= - - - - . .
hk - % & h1 h0 Q & % 5 ¢} 0

dan geldt dus G.HT = 0 (omdat hk+1 = ... = hn—l = 0), d.w.z. H is de pari-

ty-check matrix van de code. Hieruit volgt ook dat de code Rh(x) equivalent

is met de duale code van Rg(x). Het polynoom h(x) heet het eheck polynoom

van de code V. v(x) zit in deze code als en slechts als v(x)h(x) = 0 (in R).
Wij geven nu een voorbeeld van een cyclische code.

Zij I = Fz en n = 7. De ontbinding van x"-1 in irreducibele faktoren
is:

¥, o (x+1)(x3+x2+1J(x3+x+1).

Als g(x) = x3+x+1, dan
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o o O =
o O e
o = = O
= O e
ot = S < |
L= R =~ [ =
= O O O

Nu is hix) = (x+1) (xX°+x2+1) = x* + x° + 1, Qus:

0 0 1 0 1 1
H = 01 0 1 1 1 0
1 01 1 1 0 0

d.w.z. Rg(x) is equivalent met de (7,4)-Hamming-code.

De duale code van de maximale cyclische code Rfi{x) heeft fi(x) als
check polynoom. Deze code heet een minimale cyclische code of Zrreducibele
cyclische code. Een minimale cyclische code is een lichaam. Om dit in te
zien is het voldoende om te bewijzen dat twee codewocorden a(x) en b(x) al-
leen product O kunnen hebben als een factor 0 is (zie (0.1.5)). Maar
a(x)b(x) = 0 in R betekent dat in R een van de factoren bijv. a(x) door
fi(x) deelbaar is. Daar ieder codewoord deelbaar is door (xn—IJ/fi(x) is
a(x) = 0. Als eenvoudigste voorbeeld kiezen we n = 2k—1 en nemen voor f(x)
een irreducibel polynoom van de graad k. Laat x"-1 = g(x)f(x). De code
Rg(x) heeft dimensie k en bestaat dus uit 2k woorden. Daarbij zijn 0 en de
n cyclische permutaties van g(x) en dus blijkbaar geen andere woorden. Dit
betekent dat ieder tweetal cyclische permutaties van g(x) als verschil
weer een cyclische permutatie heeft! Deze code heeft dus de eigenaardige
eigenschap dat ieder tweetal woorden dezelfde afstand heeft. Zo'n code heet
equidistant. In het geval van ons voorbeeld moet de afstand dan 2](_1 zijn
(zie § 2.2).

5.3. NULPUNTEN VAN EEN CYCLISCHE CODE
Zij Bi een nulpunt van fi in een uitbreidingslichaam van IF. Dan is:
RE; () = {v(x) | v(8;) = 0}
(want £, is het minimaalpolynoom van By) -

Algemeen kan een cyclische code V gespecifieerd worden door een aantal nul-—

punten voor te schrijven:
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V= {vix) | v(8) =v(By) = ... =v(B) =0}
waarbij 81;82,. "’BE n-de eenheidswortels zijn. De generator van V is nu

j's. Omgekeerd, als g(x) de

generator is van een cyclische code V en g(x) = ingi (x) (Fc{1,...,t}) en

het k.g.v. van de minimaalpolynomen van de 8

Bi is een nulpunt van fi(x)(ieJ), dan is V = {v(x) [ V{Bi) = 0 voor iedere
ie J}.

Als we B uit het uitbreidingslichaam GF{qm) kiezen, dan kan B opgevat
worden als kolomvector B ter hoogte m over GF(q) (uitgeschreven op een wille-
keurige basis).De eis v(8) = 0 wordt nu: vH. = 0, met H = (_1_§__§_2 §_n_1) .
Bij meer B's, krijgen we meer rijen in H. Deze hoeven overigens niet lineair
onafhankelijk te zijn.

Als voorbeeld van een toepassing geven we de volgende stelling.

(5.3.1) STELLING. 2Zj n = % en ztj B een primitieve n-de eenheidswortel
in een uitbreidingslichaam van GF(q). Dan is de eyclische code
v = {vi(x) | v(B) = 0} (equivalent met) de (n,n-m) -Hamming—code over
GF(q) als en slechts als (m,q-1) = 1.

GEVOLG. Iedere binaire Hamming-code is (equivalent met) een cycli-
sche code.

BEWIJS VAN DE STELLING

Als 81,32,..-,811-1 £ GF(q) (opgevat als deellichaam van GF(q™))
dan zijn alle kolommen van H = (1 8 Qz..._gn_l) paarsgewijs lineair
onafhankelijk en is H dus een parity-check-matrix voor een Hamming-
code. Omgekeerd, als H een parity-check-matrix is voor een (n,n-m)-
Hamming-code, dan zijn de kolommen van H paarsgewiijs lineair onaf-

hankelijk (want de code bevat geen woorden van gewicht 2) en dan:
L 2 n-1
B /B ,..0,B £ GF(qg) .

Mu geldt: 8',8%,...,8"! ¢ ar(q) == (m,q-1) = 1.

Immers, (m,q-1) = (n,g-1), want:

m
-1 -1, m-2 % =
" %1:1_= R (q-1) (" 2«&2':1“']l 3+...+(m—1}) + m.
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Verder zijn de volgende beweringen egquivalent.
Vie{l,...,n-1}: 8+ ¢ ar(q.
Viell,...,n-1}: gtl@ o4,
Vie{l,...,n-1}: n } i(g-1),

(n,g-1) = (m,g-1) = 1. 1]

5.4. DE IDEMPOTENT VAN EEN CYCLISCHE CODE

(5.4.1)

STELLING. 2%j V een cyclische code. Dan bevat V een (uniek bepaald)
codewoord c(x) dat een eenheidselement is voor V, d.w.z. als

vix) € V, dan c(x)v(x) = v(x).

BEWIJS. Zij g(x) de generator en h(x) het check-polynoom voor V
(d.w.z. g(x)hix) = xn—l). omdat x"-1 geen meervoudige wortels heeft
geldt (g(x),h(x)) = 1. Dus zijn er polynomen a(x) en b(x) zo dat
a(x)g(x) + b(x)h(x) = 1. Definieer nu: c(x) := a(x)gix) =1 -

- b(x)h(x). Als v(x) = k(x)g(x) een codewoord in V is dan volgt:

clx)vix) = k(x)g(x) - k(x)g(x)b(x)h{x) = k(x)g(x) = v(x) in R.

Dus c(x) is inderdaad een eenheidselement in V en daarom uniek

bepaald. O

In het bijzonder geldt: cztx) = ¢(x); daarom heet c(x) de Zidem—
potent van V. Ook geldt dat c(x) de code genereert, omdat iedere

v(x) € V een veelvoud van c(x) is (want v(x) = v(x)c(x)).

5.5. BCH-CODES

Een klasse van cyclische codes vormen de zgn. BCH-codes, ontdekt door

BOSE & RAY-CHAUDHURI en HOCQUENGHEM.

Zij R = R ¥ [x]/(x"-1) en laat (n,qg) =1 en F = JFq' Zij m het

kleinste positieve gehele getal zo dat n | qm—l en zij B een primitieve

n-de eenheidswortel in GF(qm) (dit is het kleinste uitbreidingslichaam van

GF(g) met een primitieve n-de eenheidswortel). 2ij g(x) het k.g.v. van de
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minimale polynomen van B,Bz,...,Bd_l. Dan heet de cyclische code R g(x) een
BCH-code met ontwerp-afstand d. Dit is dus de code:

fvx) | vi@) = vig®) = ... = v(8%Y) = 0} (zoals in § 5.3).

Als n = g"-1 dan heet de code een primitieve BCH-code.

De minimum afstand van een BCH-code behoeft niet gelijk te zijn aan de ont-

werp-afstand, maar kan niet kleiner zijn:

(5.5.1) STELLING. De minimum afstand van een BCH-code met ontwerp—afstand 4
is ten minste d.

BEWIJS. Definieer de m(d-1) x n-matrix H als volgt:

1 8 B2 L Bn-l
" Bz B4 L BZ(n—l}
H = ’
1 Bd~1 B2(:1--1) L. B(dwl)(n~1)

Iedere Bi hierin stelt een kolom ter hoogte m voor als beschreven in
§ 5.3. Dan is v = (vo,...,vn_l) in de code als en alleen als gﬁT = 0. We be-
wijzen nu dat iedere d-1 kolommen lineair onafhankelijk zijn; dan heeft
ieder codewcord v # 0 een gewicht groter dan d4-1.
Neem de kolommen met bovenaan resp. gl,...,gd_l (onderling verschillend).
Dan is de submatrix bestaande uit deze kolommen :

& v s Bay

2 2

o Ry
S

a-1 a-1

I RUEE B

Beschouwd als matrix over GF(qm) heeft deze Vandermonde-matrix als deter-
minant:
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Eqt we- 'gd-l'g<j (Ei—Ej) # 0.
Dus deze kolommen zijn lineair onafhankeliijk als kolommen over GFEqm), dus

ook als kolommen over GF(qg). a

In het algemeen is het vinden van de feitelijke minimum afstand een
moeilijk probleem. Niet altijd is de minimum afstand gelijk aan de ontwerp-
afstand. 2Zij bijvoorbeeld n = 31, m = 5g =2 en d = 8. Zij B een primitieve
n-de eenheidswortel in GF(25). Dan hebben g, 82, 54, Ba

10: 820’ Bgr 818 hetzelfde minimale
polynoom. Zij g(x) het produkt (zonder faktor-herhaling) van de minimale

polynomen wvan B, 82, 33, 84, 85, BG, Sj. Dan is Rg(x) de BCH-code met ont-

en 816 hetzelfde

minimale polynoom. Evenzo hebben BS, B

werp-afstand 8. Maar ook is g(x) het produkt (zonder faktor-herhaling) wan

’ 2 3. 1
de minimale polynomen van B, R, B~, 64, BS, 86. B?, Bs, 89, g 0;

dus
Rg(x) is ook de BCH-code met ontwerp-afstand 11. D.w.z. de minimale afstand
van de code is ten minste 11.

Men noemt (5.5.1) ook wel de BCH-grens voor de minimum afstand van een
cyclische code. De stelling geldt onveranderd als de d-1 opeenvolgende
machten van B niet bij B1 beginnen. De volgende stelling van HARTMANN en

TZENG (1972) is een uitbreiding.

(5.5.2) STELLING. 2%j C een cyelische code met woordlengte n over ]Fq en

voortbrenger g(x). Zij B een primitieve n-de eenheidswortel in
+i,c.+i,.c

GF(qm). Als (n,cl) = (n,cz) =1en gg tHR 2) =0

(il= 0,1,...,d0—2; i, =0,1,...,9) dan geldt voor de minimum af-
stand 4 van C

d =z do + s.

.Zijd, < w<d_ + s.

BEWIJS. Volgens de BCH-grens is d = 4 0 0

0
Neem aan dat

w=1
vix) :=1+ ) ¥
i=1

a
i x

een codewoord van gewight w is (Yi € Ea\{o},lsa1€a2<...<n).

ai w-1 3
Zij X, =8 7, Sj ) YiX; = -1+ v(gd).

i=1
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We definieren

L=

Ultx) 1= j:;l (x—xzi) = cé”xdo_z + U:E“xdo_B +o.at aé;idx + céz}lz
(met oé”= 1), en
oz(x) := wl:ll (x—xzz} = crc(,z)xw_ﬁo+1 * Uizl ""do Famet U:ri):lox *
12=d0—1 2
¥ U\ii?ﬂoﬂ
(met 0;2) = 1), en verder

a(x) == oltx}azlx] %

c
1 i =
Daar a; # 0, (n,cy) = (n,c)) =1, is X; #1, X," # 1 (1;=1,2,..-,44 2)

)L_z #1 (i=d -1,...,w-1). Dus is g(1) # 0. Nu }.s
i, 2°0

w-d0+1 d0-2
(2) (1)
(5.5.3) YR o o' s -
j=0 B k £+(do-2-k) Cl+(w_d0+1_j’c2 =
w=1 c e
L 1 2
= 15—-:1 ¥.X! 0 (X, o, (X,7) = 0.

Uit de definitie van 51 en het gegeven volgt echter dat

S“ilcl*'izcz = =1 woor i!_ = 0,1,...,6.0-2 en 12 = 0;);.0:.8, Dan

staat in (5.5.3) echter o(1) = 0, een tegenspraak. De aanname was
dus onjuist. 0

VOORBEELD. 2ij n = 51, g(x) := m, (x)m (x). De nulpunten g* van

g(x) hebben resp. i = 1,2,4,8,16,32,13,26 en 9,18,36,21,42,33,15,30.
De dimensie van de code is 35. Volgens (5.5.1) is 4 = 3. Volgens
(5.5.2) is echter d > 5 omdat we met i = 1,2,8,9,15,16 blijkbaar

L =1, cy = 4 c, = 7 kunnen nemen in stelling (5.5.2).
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5.6. EEN PROCEDURE VOOR HET CORRIGEREN VAN FOUTEN BIJ BCH-CODES

Stel dat een codewcord C(x) van een BCH-code (met ontwerp-afstand

d =z 2t + 1, ter lengte n, over het lichaam GF(q), en m en 8 als in § 5.5)

wordt verzonden en een woord: Rix) = RD + Rlx + ... + Rn_ixnw1 wordt ont-
vangen. Zij E(x) = R(x) - C(x) = Ej + E(X + ... + En-ixn_l het fouten-
patroon. Definieer voorts:
M == {iIEi # 0}, de verzameling posities waar een fout is gemaakt;
e := |M|, het aantal fouten;
ag(z) := iZM (1-Siz); dit polynoom heet het "error-locator polynomial";

wz) = § etz n o a-gla.

ieM JeM\i

Kennelijk is kennis van o(z) en w(z) voldoende om fouten te verbeteren:
als g(8 %) # 0, dan is op de i-plaats geen fout gemaakt;

i

= :ﬂi&:il S

als o(8”7) = 0, dan is de fout E, -
vt
c'(B ™)
Natuurlijk kunnen we alleen voor e < t verwachten dat E(x) bepaald kan worden
(en daarmee C(x)). Neem dus aan dat e < t, dan zal blijken hoe E(x) gevonden
kan worden m.b.v. relatief eenvoudige operaties (het oplossen van een stel-
sel lineaire vergelijkingen over GF(g)).

We berekenen hiertoe:

E,.B =z @ o

olz) .y 1 .7 g ot = 7 2§ o -
o(2)  jem1-pgiz  jem * ££1 221 iem *
= ¥ zLE(Bi).
2=1

Voor 1 = { < 2t is E(BE')z R(Bil. dus aan de ontvanger van het codewoord bekend.
w(z) 2t+1
agl(z)

met graad w(z) < graad o(z) en graad o(z) minimaal te vinden, z& dat:

D.w.z. is bekend modulo z . De kunst is nu om polynomen §(z) en w(z)

2t
= ¥ 2'Rie* (moa 22ty

=1
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2 ) H i
Zij SE = E(B”) = R(B”) voor & = 1,...,2t, en zij o(z) = E oz . Dan is:
i=0
2 e S i k 2t+1
w(z) = (] 2 S ( }o.z0) = 1z ! s,0.) (mod =z dn
¢ . i . Li
=1 =0 k i+i=k

Daar w(z) de graad e heeft, volgt:
I Sgai = 0voor e +1 < k £ 2t. Dit zijn 2t-e vergelijkingen voor de e
i+2=k
onbekenden 01,...,ce (want UO = 1 is bekend). Als e £ t dan heeft dit stel-
e
sel hooguit &én oplossing: stel g(z) = X cizi is een oplossing (met g, =

0
i=0
dan volgt voor e + 1 £ k < 2t:

~ i (k=2)~ ik~ -3
0=)s o, =1 Ve gt o, = 1 EB o(8 ).
g ®EEC oy L Y ogem t

Dit zijn 2t-e vergelijkingen voor de e onbekenden Eig(B_i). Van?ege
Vandermonde is de oplossing uniek, d.w.z. V¥ i € M geldt: Eig(B“l) = 0. Nu
is E, # 0, d.w.z. G(x) heeft als nulpunten: 8 ~(ieM); dus & = g.

Dus als we polynomen w(z) en o(z) van zo laag mogelijke graad gevonden
hebben, dan zijn dit de gevraagde w(z) en olz).

5.7. REED-SOLOMON CODES

Een Reed-Solomon code of RS-code is een primitieve BCH-code waarbij

m=1, n =g-1. De code wordt voortgebracht door het polynoom g(x) =
d-1

= 1 (x-ai) uit GF(q)[x]. Op grond van (5.5.1) is de minimum afstand van
i=1

de code ten minste d. De code heeft dimensie k = n-d+i en dus op grond van
(4.3.2) een minimum afstand ten hoogste d. We zien dus dat d de minimum
afstand is en dat de code optimaal is (vgl. (4.1.1)).

De RS-codes worden o.a. gebruikt voor de verbetering van zgn.
"burst-errors", dat zijn intervallen uit de ontvangen rij symbolen met veel
fouten er in (veroorzaakt door een storing op het kanaal). Een RS-code met
q = 2 kunnen we opvatten als binaire code met woordlengte r(2r—1) en
dimensie rk. Als een burst-error fouten veroorzaakt op een traject ter leng-
te b < ([4/2]-1)r + 1 dan worden van de ocorspronkelijke RS-code niet meer
dan [d/2] symbolen veranderd. De fout kan dus gecorrigeerd worden. Dezelfde

gedachte is de basis van de zgn. concatenated codes (cf. Hfdst. IX).
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5.8. KWADRBATREST-CODES
Zij n een oneven priemgetal, zddat q een kwadraatrest modulo n is,

P21 5 d bl al (aie

§ 0.2). Zij o een primitieve n-de eenheidswortel in een uitbreidings-

d.w.z. 3x: x2 2 g (mod n). Dit is hetzelfde als:
lichaam van GF(qg). 2Zij RO de verzameling van alle kwadraatresten modulo n:
2
Ry = {x”|xeGF(n)\{0}},
en R1 de verzameling van alle niet-kwadraatresten modulo n:
R = GF(n)\{O}\R,.

Definieer verder:

gox):= T (x-a) en g, (x):= T (x-a").
rsRo reR1
Dan geldt:
n

x -1 = {x—l)go(x)gltx), en go(x), gy (%) eGF (g) [x].

Merk op dat de eis dat g een kwadraatrest modulo n is equivalent is met de

eis dat 9y en g, polynomen over GF(g) zijn.

(5.8.1) DEFINITIE. De cyclische codes van lengte n over GF(g) met genera-—
toren g,(x) en (x-1)g,(x) heten kwadraatrest—codes of QR-codes.
De verlengde QR—-code van lengte n+l over GF(q) wordt verkregen
door aan de' code met generator qotx) een extra parity-check symbool

toe te wvoegen (zie (3.4.3)).

De code met generator (x-l)go(x) bestaat uit alle woorden (vo,...,vn_i) uit
de code met generator go{x) waarvoor geldt: v0+...+vn~1 = 0.

Door in de definitie go door 94 te vervangen krijgen we codes egquivalent met
de corspronkelijke. Want zij j een niet-kwadraatrest modulo n. Dan defini-

eert:

ﬂj(i):= j2 (mod n), 0 = ﬂj{E) < n,
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een permutatie op {0,...,n-1} = GF(n), en dus ook een permutatie op de

posities van de codewoorden in R{n) . Laat 7_.c(x) het codewoord zijn dat door

3

deze permutatie uit c(x) ontstaat. BRangezien:

o EI v ngl r'nj(i) nfl rji 3
cla™) = g Sk 6 L0l = c o = m,cla ),
gy & j=0 ") i=o ™3 3

en: RO = le. zijn de volgende beweringen equivalent:

c(x) eRgO(x); Vre:Ro:c(ur) = 0; VYreR

. rly = o,
O.Ter(a ) 0;

\u'reR1 : ch(ur} = 0; ch(x) eRgl(x).
Evenzo:
c(x) ER(x-ngo(x} © ch(xieR(x-lng(x}.

Over de gewichten van de woorden kan het volgende gezegd worden.

(5.8.2) STELLING. 21J c(x) een codewoord van Rgo(x), 20 dat c(x) £
R- (x-1)g,(x). 2ij A het gewicht van c(x). Dan:

(1) a2 = n;

(i1) ale n = -1 (mod 4), dan d°-a+1 > n;
(iii) als n = -1 (mod 8), en g = 2, dan d = 3 (mod 4).

BEWIJS.
(i) Omdat c(x) ¢ R go(x)\R (x-l)gotx), geldt ook:

rrjc(x) € R g, (x)\R (x-1)g, (x).
Dan:

go{x)gl (x) ]c[x}njc(x), en (x-1) | c(x)ch(x}.
Dus:

c(x)-njc(xl = m{1+x+...+xn-1)(mod %"-1) voor zekere m € GF(q).
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Maar dan:

dz - (W(c(xl}}2 = w(c(x})-w(ch(x)) z w(c(x)ch(x)) = n.

(ii) als n = - 1 (mod 4) dan is -1 een niet-kwadraatrest, dus dan
kunnen we j = -1 nemen. Maar dan dragen in het produkt

c(x)m.c(x) de termen x en x_l, resp. %" wn x-z,..., resp.

Ly =
x" en x n+1, alle bij tot dezelfde term. Dus dan:

W(C(x}ﬂjc(x)) < w(c(x))-w(w_lc(x)) - d+l.

d
(iii) 2zij c(x) = § x *. pan
cix)m 1€lx) =a+ 7 ox Y I Als e,-e, = e -e, dan vallen de twee
= 1#3 ij k 2

e, -e a —-e

termen x - 3 en x k tegen elkaar weg. Maar dan vallen ook

ej~ei e,-e,
b 4 en x tegen elkaar weg. Dus het aantal wegvallende

termen is een viervoud, zeg 4b.

Dan:

62—d+1~4b =n, of: d = 3 (mod 4) (d is oneven, omdat c(x) é

R (x=1)g,(x)). a

Het kan bewezen worden dat elke verlengde binaire QR-code met woord-
lengte n + 1 en posities geindiceerd met PG(1,n) = E}lu{m} invariant is
onder de werking op de posities van de 2-voudig transitieve groep
ax+b

= (s
PSL(2,n) := {x P

voudig dat een binaire QR-code oneven minimum gewicht heeft, zodat de

| ad-bc = 1} (zie VAN LINT 1971)). Hieruit volgt een-

bovenstaande stelling gebruikt kan worden om ondergrenzen voor de minimum

afstand van een QR-code te vinden.

VOORBEELDEN

(5.8.3) Neem g = 2, n = 7 en generator go(x) (zodat k = 4). Stelling
4 7

(5.8.2) levert d 2 3 maar (1+7):2" = 2’ dQus de QR~code met deze
parameters is l-perfect. (In feite is het natuurlijk de (7,4)-
Hamming code, zie § 2.1 en § 2.4).

4 4

In dit voorbeeld was g(x) = x + x2 +x¥enh(x) =1 + x + x° + x =

= 1 + g(x). Dit verschijnsel is algemeen in het binaire geval:
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Bekijk g(x) = z xz. Er geldt g(xi) = g(x) (mod x"-1) als i € R

.‘L’ERO

het bijzonder g(x)2 = g(x) (mod x"-1). Voorts is voor j e R : g(x?) + g(x)
n-1

E x* (mod x"-1). Als dus a een primitieve n-de eenheidswortel is (in een
r=1

uitbreidingslichaam van GF(2)) dan is g(ai) € GF(2) en de afbeelding

qr ©n in

im g(ui} is constant op Ry en op R, d.w.z. of gU(x) |g(x) &f g, (x) lg(x).
Bij passende keuze van o volgt gO(x) [g(x) zodat g(x) een idempotent van de
code Rgo(x] is. RAangezien -1 = (x—l)qotx)gltx) en (gl{x) ,g(x)) =1 is de
cyclische code met generator g(x) of Rg,(x) of Rgo(X)(x-—l). Nu is g(1) =

n;l dus het eerste geval treedt op als n = -1 (mod 8) en het tweede als

n =1 (mod 8). [Merk op dat de eis dat 2 een kwadraatrest mod n is im-

n
pliceert dat n = + 1 (mod 8).] Tenslotte volgt g(x)=(l+g(x)) = 0 (mod x -1)
zodat h(x) =1 + g(x).

(5.8.4) Neem q = 2, n = 23 en generator go(x) (zodat k = 12). Stelling
(5.8.2) levert tezamen met de wetenschap dat d oneven is dat
d = 7. Echter (1+(213)+(223)+(2;))-212 = 2%% dua de QReGOde HEt deze
parameters is 3-perfect. (In feite is het natuurlijk de (23,12)-

binaire Golay code, zie § 2.3.)

(5.8.5) Neem g = 3, n = 11 en generator go(x] (zodat k = 6). Nu vinden we
de 2-perfecte (11,6)-ternaire Golay code (zie § 2.4).

Deze voorbeelden zouden de indruk kunnen wekken dat alle QR-codes perfect
zijn, maar dat is natuurlijk geenszins het geval (zie opgave (5.10.5));

algemeen geldt dat QR-codes vaak goed zijn, maar moeilijk te decoderen.

5.9. COMMENTAAR

Het idee van cyclische codes kan gegeneraliseerd worden. Men kan bij-
voorbeeld bij vaste £ eisen dat met (ao,al,..-,an_i) uit C ook
(Ean_l,ao,al,-..,an_z) in de code zit. Men noemt zo'n code constacyclisch
(als £ = -1 ook wel negacyclisch). De theorie is geheel analoog (zie
BERLEKAMP (1968)). Voor een toepassing van idempotenten verwijzen we naar
VAN LINT (1971) § 3.3. De procedure uit § 5.6 is een generalisatie van een
door BERLEKEMP bedacht algorithme dat reeds practische toepassing vindt.

Voor meer theorie over QR-codes en diverse toepassingen in de combi-



75

natoriek verwijzen we naar CAMERON & VAN LINT (1975) en de twee hierboven

genoemde boeken.

5.10. OPGAVEN

(5.10.1)

(5.10.2)

(5.10.3)

(5.10.4)

(5.10.5)

(5.10.6)

(5.10.7)

(5.10.8)

(5.10.9)

Construeer een ternaire BCH-code met lengte 26 en ontwerp-afstand
B

Bepaal de idempotent van de (15.11)-Hamming code.

Zij o een primitief element van GF(ZS) met qs = a2 + 1. Bij ge-

bruik van een BCH-code met ontwerp afstand 5 ontvangen we
(L001011011110000110101010111111)

Bepaal met de algorithme van 5.6 het verzonden codewcord.

Bepaal de ternaire QR-code met lengte 11 en toon aan dat dit een
perfecte code is! Laat zien dat deze code equivalent is met de in

§ 2.4 geconstrueerde.

Behalve de onder (5.8.3) - (5.8.5) gencemde QR-codes is er nog een
perfecte QR-code. Welke?

Zijn=4, g=5,d=3. Kies o« = 2 als primitief element van GF(5).
Construeer de RS-code C met minimum afstand d voor deze parameters.
Bewijs dat de matrices A en B gedefinieerd door (i,j,aij,bij) € C
orthogonale latijnse vierkanten zijn.

Generaliseer de resultaten uit § 5.8 zoveel mogelijk tot e-de
n-1
e

m
[y

graads resten; de voorwaarden worden nu: n priem, e]n-l, q
(mod n).

(a) Bewijs als generalisatie van (5.8.2) (i) dat &% > n.
(b) Bepaal de generator en de minimum afstand van de kubische rest

code voor n = 31.

Bepaal de minimum afstand van de binaire kwadraatrest code met
n = 47.

Zij m oneven, n = 2m—1, o primitief element van GF(2m). Zij g(x)

een deler van x'-1 en gla) = g(as) = 0. Bewijs dat de cyclische
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code voortgebracht door g(x) minimum afstand = 4 heeft en wel
(a) dooraantetonendatl+£+n=0en1+55+n5=0met
£ en n in GF(2™) niet mogelijk is.

(b) door toepassing van een stelling.

(5.10.10)21ij C een BCH-code met ontwerpafstand d. Bewijs dat de minimum af—

stand van de verlengde code C tenminste d + 1 is.
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Hoofdstuk VI
REED-MULLER CODES EN DE STELLING VAN CHEVALLEY

In dit hoofdstuk beschrijven we een klasse van codes die zowel prac-
tisch als theoretisch van belang zijn. Als introductie beschouwen we binaire
Reed-Muller codes ( = RM-codes), welke zich o.a. zeer goed met behulp van
eindige affiene meetkunde laten beschrijven. De decodering van deze codes
is een mooi voorbeeld van threshold decoding. Daarna zullen we aantonen dat
de bepaling van het minimale gewicht van algemene RM-codes leidt tot een
nieuw bewijs voor de bekende stelling van CHEVALLEY (1936) over nulpunten

van polynomen en tot generalisaties van deze stelling.
6.1. VOORBEREIDINGEN

We zullen bij de beschrijving van RM-codes gebruik maken van de volgen-—
de stelling van LUCAS (1878), (zie DICKSON (1952)).

(6.1.1) STELLING. ZZj p een priemgetal. Laten

§ i & i
n= )np enk= k.p
=0 % 3.;0 :

p-tallige representaties van n en k zijn.

Dan 18

a)y _ & /By
(k) = igo (ki) (mod P) -

BEWIJS: Zoals bekend is
0 (14x)P = 1 + XP (mod p) .
Dus is, met 0 € r < p,

(14+x) %P = P2 e T (mod p) .

bpt+s

Bepalen we in beide leden de coefficient van x waarbij

0 £ s < p, dan vinden we
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ED)=() () @an.

Hieruit volgt het gestelde met volledige inductie. 0

Zij q = 2°. We beschouwen GF(q)[x]. Is P(x) een polynoom uit deze ring
dan definieren we het Hamming gewicht w(P(x)) van dit polynoom als het aan-
tal coefficienten # 0 in de ontwikkeling van P(x). Zij ¢ ¢ GF(q), ¢ # 0. De

polynomen (x+c)’, i > 0, vormen een basis van GF (q) [x].

2
(6.1.2) STELLING. (MASSEY et al (1973)). Zij P(x) = Ib_,l_(xw::)i waarbij
b, # 0 en laat i, de kleinste index i zijn wc’ig.gvoor by # 0. Dan s
i0
w(P(x)) = w((x+c) 7).

BEWIJS: Voor % = 0 is het gestelde eenvoudig te controleren. We ge-—

bruiken volledige inductie. Laat de stelling juist zijn voor & < 20,

Neem nu aan dat 2" < L R4 2n+1. Dan is

2"

P(x) = ) b.{x+c)i
i=0 *

& i
+ f b, (x+c)” =
smn
i=2

o0
Pl(x) + (x+c) lex)

27 2t
(Pl(x) + c Pz(x)) + x Pz(x};

waarbij Pitx) en Pz(x) polynomen zijn waarvoor de stelling geldt.

We onderscheiden 2 gevallen.
(i) Als Pltx) = 0 dan is

g 2%
w(P(x)) = w((x +c }Pz(x)) =2 w(PZ(x))

en evenzo daar iO 5 gt
* n n
. B n n i -2 i -2
wlxre) %) = wix® 4c2 ) ere) © ) = 2 wilabe) O

waaruit het gestelde volgt.
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n
(ii) Als Pltx) # 0 dan staat tegenover iedere term ui% cz Pztx) die

2
tegen een term wvan Pl(x) wegvalt een term uit x Pz(xj die
niet wegvalt. Dus is w(P(x)) = w(Pl(x)) en dan wvolgt het ge-
stelde uit de inductieonderstelling. 0

We beschouwen nu de m-dimensionale affiene ruimte over GF(x) (notatie:

AG(m,2)). De punten van deze ruimte geven we aan als kolomvectoren. De

m-1 :
. A Sy b i = ;
standaardbasis noemen we Ygreeerly o- Zij j = izo Eij 27 de 2-tallige

m-1
schrijfwijze van j, Ej:= izosij Y, en laat E de matrix zijn met als

kolommen x, (35=0,1,...,2"-1). Zij n:= 2"

. Dan is de m bij n matrix E een

lijst van de punten van AG(m,2).

(6.1.3) DEFINITIES:

(i) A := {ZjeAG(m,2)|gi =1}, dat is een (m-1)-dimensionale

)
affiene deelruimte (i=0,1,...,m-1);
{(11) gi:= de i-de rij van E, dat is de karakteristieke functie van

A, (i=0,...,m-1);

pe

1:= (1,1,...,1), de karakteristieke functie van AG(m,2).
(iii) als a = (ag,a;,---,2 ;) en b = (by,by,-..,b ,) dan
n-lbnwl}'

(iv) Is s ¢ {0,1,...,m-1} dan definieren we

ab:= (aObO’albl PR |

m-1
o i, - o
c(8):= {3= _Z £i4 2 |1 ¢ s= g4 = O (0sism 1) }.
i=0
m—1 =
(6.1.4) LEMMA: ZZj &= f 511 21 en laten il""'is de waarden van i zijn
i=0
waarvoor E,, = 0. Als
: eaa¥, a Y )
YoYU (ap,0"32,1" 2,n-1
dan is
n-i
(x+1)2 = E a, _xn_l_j.
j=0 ]

(waarbij een leeg product (s=0) zoals gebruikelijk gelezen moet

worden als 1).
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L
BEWIJS. Volgens Stelling (6.1.1) is (n—i--j) = 1 dan en slechts dan
als voor iedere i met Eif. = 0 geldt Eij = 1. Volgens (6.1.3) (i),

(ii), (iii) is ook aa.11 . = 1 dan en slechts dan als £i 3 = 1 voor

*] ¥
i=il""'is' 0

We maken nog enkele opmerkingen over de meetkundige betekenis van de

producten der vectoren !i in de vorm van een lemma.

(6.1.5) LEMMA: Als il,.-.,is verschillend zijn dan is

(1) v, v, ...v, de karakteristieke functie van de affiene deel-

¥ 5
ruimte A, nNA, nN...NA, ,
il :|.2 is

(ii) het gewicht w(gilgiz...‘_ri ) van de vector 311312...gis utt

s
de n-dimensionale ruimte R® over GF(2) is 2™ °,

(iii) de karakteristiecke functie van {1‘~j} i8 de j—de basisvector
e. van R{n}, en
&y
" m=1

g = 1 lyraee

(iv) alle producten ¥, vy ---¥; (Oss<m) vormen een basis van

e 172 s

BEWIJS:

(1) direct gevolg van (6.1.3) (i) t/m (iii).

(ii) Ai n Ai Ne.on Ai is een (m-s)-dimensionale affiene deel-
1 2 s

ruimte van AG(m,2) and bevat dus zm-s punten.

(iii) Beschouw de matrix E. Als Eij = 0 vervangen we de i-de rij
(dus gi) door de complementaire rij 1l + v, - Vermenigvul-
digen we daarna alle rijen dan heeft de productvector een 1
op plaats j en verder nergens,

(iv) volgt uit (iii) daar er precies n producten v. ...v, zijn.
-

Het volgt ook uit Lemma (6.1.4) daar de polynomen (x+1)£ on
afhankelijk zijn.  [J



81

De volgende tabel voor m = 4, n

]

16 illustreert het bovenstaande.

VoY ey Coordinaten = coeff. van (x+1]jL L =n-1- 2215
1 2 s
1 1111111114131 11 15 = 1111
Yy 0101010101010101 14 = 1110
vy 00110031002 2100721 13 = 1101
v, 0000111100001 111 11 = 1011
) 00000O0OO0OO11111111 7 = 0111
Yo ¥y 000100010001 0001 12 = 1100
Yo Y, 0000101000001 01 10 = 1010
Vo Vg 0000000001 010101 6 = 0110
vy ¥, 0000001100000011 9 = 1001
vy vy 00000000001 10011 5 = 0101
Vo ¥y 000000O0ODO0CO0OODO01 111 3 = 0011
YooYy ¥y 000000010000000O01 8 = 1000
Vg ¥y Y4 000000O0OOCOOO1000O01 4 = 0100
Vo ¥y Y3 0000D00D0000000101 2 = 0010
vy v, vy 0000000000000O01 1 1 = 0001
Vo ¥y ¥, Vg 0O00000O0O0O0O0O0OO0OOO01 0 = 0000
Zo komt Vo¥s volgens Lemma 6.1.4 overeen met £ = 15 - 20-22 = 10 en

(41910 w10 4 B 4 42 4 g,

6.2. BINAIRE REED-MULLER CODES

(6.2.1) DEFINITIE: Zij 0 < r < m-1. De lineaire code met woordlengte n = pt

en als basisvectoren alle producten V; -..v:; met 0 £ 5 < r en

-‘11.1—12 —CI.S
0 < ij <mvoor j =1,...,s heet de RM-code van lengte 2™ en orde

r.
In het bijzonder is de RM-code van orde 0 de repetitiecode met als basis 1.

(6.2.2) STELLING: De RM code van lengte 2" en orde r heeft minimum afstand
2y

BEWIJS: Uit (6.2.1) en (6.1.5) (ii) volgt dat de minimum afstand
ten hoogste 2™ is. uit (6.1.4) en (6.1.2) volgt dan dat de
minimim afstand ook niet minder is. O
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(6.2.3) STELLING: De duale code van de RM-code van lengte 2™ en orde r is
de RM-code van lengte 2™ en orde m-r-1.

BEWIJS: (a) De dimensie van de RM-code van lengte 2™ en orde r is
k =1+ ({) +...+ (). De dimensie van de RM-code van
lengte 2™ en orde m-r-1 is dan n - k.

(b) Als v. v. ...v, en Vv, v. ...v. basisvectoren van deze
—:.1—:.2 =, =373,

s £
twee codes zijn is s + £t < m - 1. Het product van deze

twee basisvectoren heeft dus volgens (6.1.5) (ii) even

gewicht. Dit betekent dat de vectoren v. v. ...v
TRy S

én v. v, ...v, inproduct 0 hebben.
179, e
Uit (a) en (b) volgt het gestelde. a

GEVOLG: De (n,n-m-1) verlengde Hamming code is de RM-code van leng—
te 2" en orde m-2.

(6.2.4) STELLING: ZZj C de RM-code van lengte 2™ en orde m-%. Zij A een 2-
dimensionale affiene deelruimte van AG(m,2) . Dan is de karakteris—
tieke funetie van A een codewoord van c.

._aj
Volgens (6.1.3) (iv) en (6.1.5) (iii) is

m-1
BEWIJS: 2ij £ = ) £, &, de karakteristieke functie van A.
= e

e = y Z v, Vv eeaV
= e (:‘.1,...,5_5) =t ) =
jr_C(il,...is)

zodat

m
f = £ v, vV
==L - X Tp Ly cee¥y
0 (Lysdypeeerd) (JeC(il,...,isJ j) 1% s

De binnenste som telt het aantal punten uit de doorsnede van A met
de s-dimensionale affiene deelruimte

L:= {5] € AG(m,2) ] i e C(il,...,isJ 1.
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Voor s > m-2 is L n A leeg of een affiene deelruimte van positieve dimen-—
sie. In beide gevallen is ILnAl even, d.w.z. de coefficient van M

¥,y
is 0. a

I 73 s

(6.2.5) STELLING: Binaire RM—codes zijn equivalent met verlengde cyclische
codes.

BEWIJS: Laat uit E de O-de kolom weg. De overige kolommen zijn op te vatten
als de elementen # O uit GF(ém]- Dit is t.a.v. vermenigvuldiging een cyclische
groep met voortbrenger £, een primitief element wvan GF(2m). De afbeelding

a : GF(Zm) + GF(2m) gedefinieerd door a(x) = Ex is kennelijk een niet-singu-
liere lineaire afbeelding van AG(m,2) in zichzelf. Verder is a, opgevat als
permutatie van AG(m,2)\{0} van de orde n-1. Iedere affiene deelruimte van
AG(m,2) wordt door o afgebeeld op een affiene deelruimte van dezelfde di-

mensie. Het gestelde volgt nu uit (6.1.5) (i), (6.2.1) en (6.2.4). O

(6.2.6) STELLING: De groep G van affiene transformaties van AG(m,2) i3 een

groep van automorfismen van elke RM—code van lengte 2.

BEWIJS. De transformaties van AG(m,2) komen overeen met permutaties van de
symbolen van codewoorden. Evenals in (6.2.5) volgt het gestelde onmiddelijk
uit het feit dat (ao,al,...,an_l) dan en slechts dan een codewoord van een
RM-code van lengte 2™ en orde r is als het een lineaire combinatie is van
karakteristieke functies van affiene deelruimten van dimensie = m-r. Deze

zijn invariant onder G. 0

We merken nog op dat G een drievoudig transitieve groep is; dat wil
zeggen, dat ieder drietal punten in ieder ander drietal punten wordt over-—
gevoerd door een element van G [omdat over een lichaam van karakteristiek 2
twee vectoren lineair onafhankelijk zijn zodra ze verschillend en ongeliijk
nul zijn].

We gaan nog kort in op een decodeerprocedure die voor deze codes ge-—
bruikt wordt. Beschouw een RM-code C van lengte 2™ en orde r. Volgens
(6.2.3) en (6.2.4) is de karakteristieke functie van een (r+l1)-dimensionale
affiene deelruimte van AG(m,2) een parity-check vector voor C. Voor iedere
r-dimensionale affiene deelruimte A van AG(m,2) zijn er =t verschillende
(r+l)-dimensionale affiene deelruimten van AG(m,2) die A bevatten. Ieder
punt niet in A ligt in precies &én van deze deelruimten. Elk van deze (r+1)-

dimensionale deelruimten bestaat uit de |A| punten van A en evenveel andere
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punten. Is a de som van de coordinaten van een codewoord op de plaatsen wvan
A dan is de som van de coordinaten op het andere |A|-tal plaatsen blijkbaar
ook a. We berekenen nu de uitkomsten van de 2% ©-1 parity check vergelijk-
ingen. Stel dat het aantal fouten in een ontvangen woord = 2m—r—1_1 is.
Stel nu dat t van de parity-check vergelijkingen een 1 geven.

Er zijn 2 verklaringen te geven:

(i) dat dit is veroorzaakt door een oneven aantal fouten op de plaatsen van
A en 2% -1t keer gecompenseerd wordt door een oneven aantal fouten
op de andere |A[ plaatsen van zo'n parity check vergelijking.

(ii) dat op de plaatsen van A geen fout (of een even aantal) is gemaakt
maar dat in t van de parity check vergelijkingen op de andere helft
een oneven aantal fouten is gemaakt. In geval (i) is het aantal fouten
2 2m—r_t en in geval (ii) is het 2 t. Precies als bij de eerder he-
handelde dr@mpeldecodering (§ 3.5) is de waarde van t bepalend voor
de keuze tussen (i) en (ii). Op deze manier is voor iedere r-dimen-
sionale affiene deelruimte A uit te maken of het ontvangen woord een
oneven aantal fouten op de plaatsen van A bevat. Door een soort in-
ductie proc&dé kunnen we in een aantal analoge stappen de fouten loca-

liseren. Dit proces heet "multistep majority decoding”.
6.3. FUNCTIES EN POLYNOMEN OVER ETINDIGE LICHAMEN

In het wvervolg van dit hoofdstuk zullen we ons bezig houden met de
generalisatie van de hiervoor voor g = 2 beschouwde Reed-Muller codes voor
willekeurige q. Hierbij zullen we een tweetal beschrijvingen van de ge-
generaliseerde Reed-Muller codes tegenkomen. De eerste beschrijving sluit
aan op de meetkundige behandeling van het geval g = 2 in § 6.2. Bij de
tweede beschrijving staat het feit dat de codes verlengde cyclische codes
zijn centraal. Verder zal blijken dat de bepaling van het minimale gewicht
van de gegeneraliseerde Reed-Muller codes ons in staat stelt een klassieke
stelling uit de algebra nl. de stelling van CHEVALLEY (1936) en een ver-
scherping: de stelling van WARNING (1936) als gevolg mee te nemen.

Voor een eindig lichaam k kan een polynoom £ in k[X] alle elementen
van k als nulpunt hebben zonder dat alle coefficienten van £ ook 0 zijn; zo
geldt voor iedere x e Bﬁq dat x%-x = 0 hetgeen impliceert dat het polynoom
x%x ¢ IﬂzEx] een voorbeeld van zo'n polynoom is. We houden ons in deze

paragraaf bezig met een generalisatie van deze situatie voor polynomen in
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meer veranderlijken.

Zij V een m-dimensionale vectorruimte over k = E}I zodat V = (k}m.
Polynomen in k[xl,...,xm] laten zich op natuurlijke wijze opvatten als
functies van V in k; bovendien is deze voor de hand liggende afbeelding E:
k[xl,...,xm] - kv een homomorfisme van ringen. De kern J van deze afbeelding
is een ideaal in k[xl,...,xm]. Kennelijk geldt £ € J als en alleen als E(f)
identiek nul op V is.

Voorbeelden van functies in J zijn de polynomen xf - xi (i=l,...,m).
Deze functies brengen een ideaal voort dat we met I zullen aanduiden. Het
is duidelijk dat modulo I ieder polynoom f in k[xi,...,xm] zich laat schrij-—
ven als een polynoom £% dat ae eigenschap heeft dat voor iedere i en ieder
in f* optredend monoom x?l....xm de graad di £ g -1 is. Een dergeliik
polynoom zullen we gereduceerd noemen en de verzameling gereduceerde poly-

nomen duiden we aan met R.
(6.3.1) STELLING. J n R = {0} en I = J. Verder geldt R/J = k[xl,...,xm]/J-

BEWIJS: De bewering J n R = {0} wordt bewezen met inductie naar m. Voor
m = 1 is het duidelijk (een polynoom heeft niet meer nulpunten dan zijn
graad) . Voor het bewijs van de inductiestap ontwikkelen we een polynoom

f € J n R naar machten van xm:

_ 2 g-1
oo Fo o TR B . # T Sl

waarbij de £, e k[xl,...,xm_ll gereduceerd zijn.

;7
Voor wvaste elementen ui,...,am_l € k geldt dat f(al,..-,am_l,xm) €
3 k[xm] een gereduceerd polynoom is dat overal nul is. Dientengevolge geldt
fj(ul,-..,am_l) =0 voor j = 0,...,9-1. Aangezien Cprennsl o willekeurig
waren gekozen volgt nu met inductie dat alle fj identiek nul zijn.
Het is duidelijk dat I < J. Beschouw derhalve het gquotient J/I. Iedere
restklasse in dit quotient bezit een gereduceerde representant maar dat kan
alleen maar het nul polynoom zijn daar J n R = {0}. De derde bewering in de

stelling volgt nu rechtstreeks. O

(6.3.2) GEVOLG: De rij 0 + J > k[xl,...,xm] EixV+0 s exact (hetgeen
wil zeggen dat E surjectief is en J als kerm heeft).

BEWIJS 1: (dimensies tellen). k[xl,...,xm]/J = R. Het aantal verschillende

2 7% m S
gereduceerde monomen met coefficient 1 bedraagt g en dit is tevens de
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dimensie van kv. omdat E als kern J heeft moet E dus wel surjectief zijn.

BEWIJS 2: (interpolatie). Zij a; € k. Dan heeft het polynoom

fa. = ?ng (xi—b)

i bpfa;

de eigenschap dat

1 als a=a,,
£ (a) = *
a, 0 anders,
h

* s
(gebruik hierbij dat het product van alle elementen in ]Fq gelijk -1 is).

Voor a = (ai,.-.,am] e V definiéren we

Kennelijk geldt

1 als a=bh,
fa(p—]| S {0 anders.

Het is bovendien duidelijk dat fa € R. Schrijven we nu voor willekeurige
fe kv het polynocom -

g= ] £(a.f, eRr
aev =
dan volgt direct dat E(g) = f waarmee is aangetoond dat E surjectief is.

(6.3.3) CONCLUSIES: We hoeven alleen maar naar gereduceerde polynomen te

kijken en alle functies in kv worden door een gereduceerde poly-
noom gerepresenteerd.

6.4. DE STELLING VAN CHEVALLEY EN GENERALISATIES

Aangezien iedere functie beschreven wordt door een polynoom is in het
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algemeen niets te zeggen over het aantal nulpunten van een polynoom. Kijken
we naar gereduceerde polynomen zonder constante term dan weten we dat de

corsprong van V een nulpunt is. We vragen ons af of dit nulpunt uniek is.

(6.4.1) STELLING [CHEVALLEY]: Zij f -.£_ een stelsel gereduceerde poly—

Pk
nomen in k[xl,...,xm:i met constante term 0. Zij 4, de graad van £,-

Als @ = ] &, <m dan bezit het stelsel £14-..,f_ een gemeen—
i=s
schappelijk niet triviaal nulpunt in V (Z.e. 3a € V, a # 0 en

£,(a) = ... = £_(a) = 0).

Er geldt in feite nog meer: het aantal gemeenschappelijke nulpunten is
deelbaar door p (de karakteristiek wvan k). Deze laatste verscherping volgt

rechtstreeks uit het bewijs.

BEWIJS: Zij W = {a e V | £,(@) = ... = f_(a) = 0}. Beschouw de volgende twee
polynomen:

= 1 (1-£37Y,
i<s i

Het is makkelijk in te zien dat zowel E(G) als E(H) de waarde 1 aannemen in
de punten van W en O daarbuiten. Derhalve geldt G = H mod J. Nu is H gere-
duceerd. Indien we G reduceren (mod I) tot G geldt graad {G*} < graad
(G) = (g-1).d.Maar volgens (6.3.1) is G = H zodat graad (H) < (g-1).d.
Merk nu op dat de hoogste graadsterm van fa' zijnde (—1)mx?'1.-- xg—l’ van
graad m(g-1) is en niet van a afhangt. Wil in H geen term van deze graad
voorkomen dan moet het aantal polynomen fa dat wordt opgeteld om H te

vormen een veelvoud van p zijn, i.e. |W| = O(mod p). O

(6.4.2) GENERALISATIE [WARNING]: Onder de bovengenoemde aannamen en met
s |

gebruikmaking der notaties uit het bewijs geldt |W| 2 qm .
Deze generalisatie zal bewezen worden als gevolg van de grens voor het
minimale gewicht voor de nog in te voeren gegeneraliseerde Reed-Muller codes.
Een generalisatie die zich uitspreekt over de deelbaarheids eigen-—

schappen van het aantal nulpunten is de volgende stelling van RAX (1964).
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(6.4.3) STELLING [Ax]: Zij £ een polynoom in k(X ,---0X ] van de graad

- m
d < m. Stel b = [m/d] en 275 W de verz. nulpunten van £ in k-. Dan
b
geldt |w| = 0 (mod q").

Van deze generalisatie zullen we in dit hoofdstuk geen bewijs geven.
6.5. DE GEGENERALISEERDE REED-MULLER CODES

5 v
Zij v e (XM, x = ]Fq. Bij een gegeven functie f € k' kunnen we de
tabel van waarden van £ vormen, onder weglating der argumenten die wi]j op
een of andere vaste wijze geénumereerd achten te zijn. Dit levert een af-

beelding S: k' + (k)T .

(6.5.1) DEFINITIE: De (gegeneraliseerde) Reed-Muller code RM(m,v,g) is het

beeld onder de afbeelding S°E van de verz. van polynomen
{f ¢ k[xl,...,xm] | graaa (£) < v} waarbij k = JFq.

Om deze definitie goed te praten moeten we laten zien dat de code niet
afhangt van de (impliciete) basiskeuzen gemaakt in de definities van E en S.
Wat betreft S is het duidelijk dat een omnummering van de elementen van V
leidt tot een equivalente code in de zin als beschreven in (3.2.3). Minder
duidelijk is het wat de invlced is van de keuze van de basis die ten grond-
slag ligt aan de isocmorfie v 2 e, Immers een andere keuze van een basis
impliceert dat de monomen xl,.. £ ,xm worden afgebeeld op andere functies in

x'. pe graad van een polynoom wordt hierdoor echter niet beinvloed:

(6.5.2) LEMMA. 27 o: V + v een automorfisme en zij a € V een vast element.
Beschoww de affiene afbeelding t = ¢ + a: V + V gedefiniéderd door
T(X) = o(x) + a. Deze induceert cen Zsomorfieme t*: k' + k' door
*
T (h) = het. Dan geldt dat het fsomorfisme v**: R » m gedefiniéerd
w* % - *
door 177 = E 'er™eE de graad respecteert.

BEWLJS: Uitschrijven leert dat t** de vorm heeft:

f(xi, S ,xm] — f(roiixi+a1 A ,Ecimxi+aml

en onder deze transformatie stijgt de graad niet. De graad kan ook niet
*
dalen want t° is een isomorfisme. ]
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(6.5.3) GEVOLG: De groep van affiene transfcrmaties van V die we hierboven
hebben ingevoerd, werkende op de posities van de code RM(m,v,q)

(opgevat als punten in V) voert deze code in zich zelve over.

Een lineaire code is equivalent met een verlengde cyclische code als
hij invariant is onder een permutatie van de plaatsen die een plaats vast
laat, en de overige posities cyclisch verwisselt, terwijl bovendien alle
woorden in de code de eigenschap hebben dat de som der co&fficienten ge-
lijk nul is.

(6.5.4) STELLING: Als v < m(q-1) dan is de code RM(m,v,q) equivalent met
een verlengde cyclische code.

BEWIJS: Zij o een primitieve wortel van :I:l=‘qln > IE‘q. ]I‘qm is als ]E‘q— lineaire
ruimte isomorf met (IE'q)m. Bovendien is vermenigvuldigen met o een JFq_
lineair automorfisme wan ]qu. Onder dit automorfisme blijft het element 0
op zijn plaats terwijl de elementen van ]F:;m cyclisch worden verwisseld.
Dit laat zien dat er een affiene transformatie van V bestaat met de gewens-—
te vorm van de banen.

Om de tweede voorwaarde te controleren moeten we de som bepalen van

de coordinaten in S(E(f)). Deze som X is:

= fla) = coeff. va . ( (a)).
) iez‘k)m = g monoom innfg Eg%k)m P&

Schrijf een term g als:

dig dmg

g = or.gxl L AT xm . Dan vinden we

z = Zu n I a ig waarbij Z di < v voor ieder monoom g.
g 9 i<m ack ism 9

Om z d. < m(g-1) is er ten minste &&n i waarvoor d
i ig
i=m

voor een eindig lichaam:

ig<q— 1. Nu geldt

2 sz -1 als j>0en j =0 (mod g-1),
o] anders,
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hetgeen laat zien dat J f£(a) =0. g
ac(k)®

(6.5.5) OPMERKING. Voor v = 0 is R(m,v,q) de repetitie code van lengte qm.
Voor v = 1 bestaat R(m,v,q) uit de "tabellen" wvan alle affiene
functies op V. Omdat een niet identiek nul zijnde affiene functie
ten hoogste qm—I nulpunten heeft bedraagt het minimale gewicht in
dit geval (q—i)qm_l. Voor v = (g-1)m beslaat R(m,v,q) de gehele
ruimte lk)qm.

Voor willekeurige v < (g-1)m kunnen we schrijven
v =r.lg-1) + s 0<s<gqg-1.
Beschouw vervoclgens het polynoom

f-u-x‘}‘l)...u-xq*) T (x —a.)
0<isgs

(waarbij de a verschillende elementen van :IE‘q zijn). Dan zien we

dat dit polynocom graad v heeft. Een niet-nulpunt van f heeft de

vorm

as= (al,...,aml waarbij a8y =a, = ... = a = (o]

en a o voor 0 < i = s.
r+1#i

Het aantal niet-nulpunten van f is derhalve

S

Dit getal is dus een bovengrens voor het minimale gewicht in RM(m,v,q) .
De oplettende lezer zal wellicht opmerken dat deze grens exact is wvoor

v = 0,1 en v = m(g-1). Dat dit geen toeval is blijkt uit de volgende
stelling (zie ook (6.2.2)).

(6.5.6) STELLING. (= Reed-Muller grens). Het minimale gewicht van
RM(m,v,q) {8 qm-—r-i (g-s) .

We zullen deze stelling in § 6.6 bewijzen. Om enig inzicht te krijgen
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in de algebraische achtergronden beschouwen we het geval g = 2. Omdat
q - 1 =1 zijn de gereduceerde monomen lineair in iedere optredende varia-
bele. De Reed-Muller grens voor R(m,v,2) levert 277V, Bij een polynoom £
beschouwen we het polynocom g = 1 + f dat nul is waar f geen nulpunt heeft
en omgekeerd. Derhalve is het gewicht van S(f) gelijk aan het aantal nul-
punten van g. Bovendien hebben f en g dezelfde graad.

Volgens de stelling van Warning is het aantal nulpunten van g ten minste
g, Kennelijk is de stelling van Warning voor g = 2 equivalent met de
Reed-Muller grens.

Algemeen geldt:

(6.5.7) STELLING. De stelling van Warning is een direct gevolg van de
Reed-Muller grens.

BEWIJS: Zij gl,....gs een stelsel gereduceerde polynomen met graden di waar-
bij Edi = d < m. Beschouw het polynoom f* dat ontstaat door het product

s =
f = Hltgg 1—1) te reduceren. Dan geldt
i=

deg(£¥) < deg(f) = (g-1)d < m(g-1).
Bovendien geldt
(£(x) # 0) = (g, (x) = gy(x) = ... =g_(x) =0).

Aannemende dat de 9, ten minste &én gemeenschappelijk nulpunt bezitten
leiden we af dat f niet identiek O is. Volgens de Reed-Muller grens be-
draagt het gewicht van het woord w:= S(E(f)) (N.B. w # 0) dat bevat is in
RM(m,d(g-1) ,,q) ten minste qm-d. Dit is de gevraagde ondergrens voor het

aantal gemeenschappelijke nulpunten der 9;- 0
6.6. BEWIJS DER REED-MULLER GRENS

Het bewijs van de Reed-Muller grens is triviaal indien m = 1. De poly-
nomen zijn in dit geval polyncmen in é&én veranderlijke zodat het aantal nul-
punten begrensd wordt door de graad van het polynoom. Het aantal niet-nul-
punten van een niet-nul polynoom van de graad £ v £ g - 1 is ten minste
g - v hetgeen precies is wat de Reed-Muller grens verlangt.

Het algemene geval berust op de volgende truc. Omdat (E&)m en fﬁm
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m
. : (F._) =
als :IFq —vectorruimte isomorf zijn kunnen we de functies 1in ¥ q q° opvat

ten als functies in JFq F@ die zich laten weergeven door polynomen in &&n

F .
variabele en dan functies beschrijven in IE'qm ™, We moeten nauwkeurig na-
gaan wat er met het begrip graad gebeurt; indien we de graad van de te ge-
nereren polynomen in IF‘qm [x] "laag" kunnen houden levert dit een ondergrens

op voor het minimale gewicht. Zie ook het volgende diagram:

v —_— n-‘q f e E'q[xl,...,xm]
-1
] n
b1 F 5 e T _[x]
—_—
@ £ Q@ a®

of het hiermee samenhangende diagram:

E_I{S-llm(m,v,q)}} =Xy 5o LE | £ e B}
||
B := {f € Fq[xl,...,xm] 1 graad (f) £ v} n
n
%*
Jrq[xl,...,xm] — n‘qm[x].

Om de ]Fq -lineaire deelruimte A in IF _[X] te bepalen gebruiken we de
veolgende strategie. Eerst bepalen we welke elementen in IF . [X] optreden
als beeld van een :qu ~lineaire functie. Daarna vormen we producten van deze
functies opgebouwd uit ten hoogste v termen. Lineaire combinaties daarvan
vormen de verzameling A.

Tijdens het bewijs zal blijken dat het voor het bepalen van de maximale
graad van een element in A niet nodig is gebruik te maken van het feit dat
functies £ e ]qu[x] die afkomstig zijn van ]E‘q [xl,. ..,xm] bij substitutie

van elementen in 2lI-‘qrll alleen maar waarden in IF_ aannemen.

(6.6.1) STAP 1: Bepaling van Eq— lineaire functies in T qu (zonder con—
stante term). a
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Deze functies laten zich beschrijven door m * m matrices met elementen

in IF‘q (vat ]qu op als (J:E‘q)ml - Het aantal van deze functies bedraagt dus
(mz}
= -

We kunnen deze verzameling dus karakteriseren door een even grote ver-—
zameling van IF‘q —lineaire functies te verzinnen.

zij B = (BO""'Bm-l) € (qu)m en beschouw de functie fB gedefinieerd
m=1 . =
door a + Bi-aql (waarbij o een primitief element van Fom is). Men
i=0
verifieert eenvoudig dat fB IF_-lineair is. Bovendien geldt op grond van
het feit dat de fB gereduceerd zijn (als polynomen in IE‘qm [x]) dat fB =
= fB’ d.e.s.d. als—§= B'. Tellen van dimensies leert dat hiermede alle

E‘q:linea:i_re functies gevonden zijn. [

(6.6.2) OPMERKING: Opdat fB waarden in .'IFq aanneme is het voldoende te

eisen dat £, = (£,)% i.e. g9 = ¢
B B i

i _ q -
j4+1 Voor 0<i=m-2en Bm_1 B

o
(6.6.3) LEMMA. Z7J cq(n) de som van de cijfers van n bij ontwikkeling van
n in het g-tallig stelsel. Dan geldt

(i) cq(n) + c_(m) = cq(nﬂu) n,m = 0
(ii) Cq(n) + ¢ {m) = cq(n+m) (mod g-1) n,m = 0

q
= t t
S mmod(g -1) en 0 € n < q -1 <m dan geldt

(iii) Zndien n

cq(n) < cq(m) en cq(n) = cq(m) mod (g-1).

BEWIJS: (i) is vanzelfsprekend en (ii) drukt uit dat het verwerken van een
overdracht (carry) de cijfersom met (g-1) doet dalen. Omdat het reduceren
van m modulo (qt—l) neerkomt op het herhaald optellen van blokken van t
opeenvolgende cijfers in het g-tallig stelsel is (iii) een rechtstreeks
gevolg van (i) en (ii). 0

(6.+6.4) STAP 2: Bepaling van A.

De JFq -lineaire polynomen in T o [X] hebben de eigenschap dat ieder op-
tredend moncom een exponent heeft met cijfersom < 1. Vormen we wan deze
polynomen een v-voudig product dan heeft de exponent van ieder in dit pro-
duct optredend monocom cijfersom £ v. Omgekeerd kan ieder zodanig monoom

op deze wijze gevormd worden.

(6.6.5) GEVOLG:

) i i
A={f | £= ;/ B, x* en £%:= £ (mod x¥ -x)).
cq( )sv
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(6.6.6) STAP 3: Bepaling van de maximale graad van een element in A.

Op grond van het voorafgaande hoeven we alleen maar de maximale expo-
nent met cijfersom £ v te bepalen. Schrijven we als tevoren v = r.(g-1) + s,
0<s<g~-1, dan zien we gemakkelijk in dat deze exponent zich laat

schrijven als

r
N A
1

'_q -1 q = wee q-1 s 0 0 - 0 (g-tallig)

r—-1

en dus als waarde heeft qn - (g-s) .qm'

(6.6.7) GEVOLG 1 [Reed-Muller grens). (Notaties als boven.)

* m-r-1 .
Zij graad (£) < v dan geldt graad (f ) = qn - (g-s) .g . Dienten-

m-r-1 .
gevolge heeft f’r hoogstens qn - (g-s).q nulpunten en ten minste

m-r-1

(g-s) .q

precies dit gewicht is de Reed-Muller grens hiermee bewezen. O

niet-nulpunten. Gezien de aanwezigheid van woorden met

(6.6.8) GEVOLG 2 [dimensie Reed—Muller codel. Uit de bovenstaande be-
schrijving blijkt direct dat de volledige verzameling

At=e = [ 8xD
i<g®
c (i)sv
q
over :IE‘qm de dimensie u := | {j | 0£ 3 < ¢" en cq(j) < v}| heeft.

In feite zijn we geinteresseerd in de dimensie van A over IF . De=ze
twee dimensies zijn echter gelijk. Dit kan men ondermeer controle-
ren door na te gaan hoe de eis £f9 = £ (moa x9-x) de keuzevrijheid

der B 5 beperkt: gebruikmakende van de conditie B;I =8 en rekening

iq
houdende met het mogelijk optreden van tussenlichamen tussen IF_ en
qu ingeval iqg' 2 1iwvoor & < m (er is niet gegeven dat (m,qm—l) =

= 1) leidt men af dat deze congruentie-eis de multiplicatieve

factor m precies opheft. Ook kan men gebruik maken van het (niet
hier bewezen) feit dat

Tenslotte kan men rechtstreeks (door de exponenten in een monoom
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xfl .'sz te lezen als een g-tallig getal) tot hetzelfde inzicht

komen.

(6.6.9) OPMERKING: Men kan zich afvragen of de aangegeven woorden van mini-
maal gewicht (modulo symmetrie onder de werking van Gl(Eﬁ,m)J de
enige woorden van minimaal gewicht zijn. Dit is inderdaad het geval
zoals bewezen door DELSARTE, GOETHALS & MacWILLIAMS (1970). Het
door hun aangegeven bewijs is te uitgebreid om op deze plaats te
worden behandeld. Voor het speciale geval dat s = 0 is het resul-—
taat door Peterson bewezen onder gebruikmaking van genererende
functies. Het ziet er niet naar uit dat het bewijs van Delsarte C.8ay
dat wezenlijk gebruik maakt wvan de affien-meetkundige struc-
tuur van (IF‘q)ml zich laat vereenvoudigen door de hierboven be—

schreven methode berustende op de identificatie van (E&)m en Egm-
6.7. ALTERNATIEVE BESCHRIJVING DER REED-MULLER CODE

We beschouwen als tevoren de code RM(m,v,g) met v < m(g-1). Zij o een

element van IF Zoals we eerder zagen gedraagt de functie

qo°
m—
fd =1 - (x—a)q 4 zich als de karakteristieke functie van het element a.
Voor willekeurige functies f € E}?&Tﬂ kunnen we dus schrijven
£i= £ £, = ] f(u}.(l—(x—a)qm_l).
aeﬁam uerhp

Deze som laat zich als volgt uitwerken:

m q" q q -1 m
(R-o)F "1 X _-—a® R e
X - a .
j:
Zodat
qm—l m
£="7 ( I - f(@ .ot ”1”3) ¥+ 7 £ =
i=0 aeram uerqm
fm—l m m
= 7 ( I - fla) .ot ‘1'3) P - T gt a
ji=1 aelF aelF
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q -1 s ;
= 3 ( I - £l .o 1J)x3+f<0)-

Stel nu dat f € A, d.w.z. de exponenten van in £ optredende monomen hebben

som £ v. Dan geldt

S P ; n-1
I fla) . o e 0 als cq(j) >v, 0<j<sgq

Omdat qm = 1 uitgeschreven in het g-tallig stelsel er als volgt uit ziet:

g1 q-1 ces g-1

]

N
m

-1
controleert men eenvoudig dat voor 0 < j = qm geldt
c (3) > v e= c_(q"-1-3) < m(q-1) - v,
q q
We vinden dus

z £(a) . ad =0 voor 0 5§ <¢g° -1 en
ee® m cg(3) < m(a-1) - v.

Als bijzonder geval geeft dit:

E f(a) = 0,
ueﬁép

wat we reeds hebben opgemerkt bij het bewijs dat RM(m,v,q) equivalent is
met een verlengde cyclische code (6.5.4).

Willen we een code in:Fq]Fg beschrijven als verlengde cyclische code
dan moeten we een plaats identificeren met het parity-check symbool en de
overige qm—l Plaatsen opvatten als coefficienten van polynomen in
mq[x]/(x _1—1). Merk op dat (qm—l,q) = 1 zodat een cyclische code geheel
bepaald is door zijn nulpunten. In het concrete geval van de code RM(m,v,q)

ziet deze beschrijving er als volgt uit. Zij y een primitief element van
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hig) e Voor iedere f ¢ ]Fq Fqm geldt nu:

£= ] £l .f = I, fla) . £ + £(0) . £, =
D‘.E]qu aelF
q-2 3
- ; E(yE 3+ £(0) . £
3=0

]

We identificeren nu ij met X~ en vatten de waarden f(yj) als coéffi-

cienten op. Let op dat dit geen isomorfisme van ringen is aangezien in het
algemeen inij # in+j. De co&fficient van £, vatten we op als parity-
check symbool.

We verkrijgen zo

q -2 : ;
RM(m,v,q) 5[( Toe(yh. ®3, f(O)) | £ e A}
L

3=0

waarbij het rechterlid nog steeds een verlengdelfyclische code is.
q -2 -
Zij L de verzameling optredende polynomen E f(YJ)Xj
3=0

. Dan is L

m

een ideaal 1n:Fq[X]/(Xq "1~1) en we mogen dus vragen naar de gemeenschap-

pelijke nulpunten van L. Van deze nulpunten is een aantal reeds bekend.
Zij als hiervoor y een primitief element. Voor f € RM(m,v,q) en

0<j<qg" -1en g3 < mla1) - v gelat:

m
. g -2 L.
0= ] £ .= ] f@ .dd="] shyt -
aemﬁw ueEﬁm i=0
qm‘
=7 syh i
i=0

J

Kennelijk zijn de punten vy~ met 0 < j < qm -1 en cq(j) < m(g-1) - v

gemeenschappelijke nulpunten van de elementen van L.
Dat de polynomen in L niet meer gemeenschappelijke nulpunten kunnen
hebben zien we als volgt in. Zij L* het ideaal in maq[x}/(xqm") bestaaride

J

uit de polynomen die de punten y- voor cq(j} < m(g-1) - v tot nulpunt
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hebben. Uit het voorafgaande volgt L* > L. omdat IIF'q [X] een hoofdideaal

ring is wordt als ideaal voortgebracht door het minimale polynocm dat

alle punten yj met c_(j) < m(g-1) - v tot nulpunt heeft. Dit is het polynoom
q

n 2 o
0<j<q 1 (%)
cq(3)<mlg-1)-v

(ga na dat dit een polynoom in IF'q [x] is!). De graad van dit polynoom is
gelijk aan

d=|{j|0<j<qm_1; cq(j)cm(q_“_vH

en de dimensie over IE'q van het ideaal L* is dus qm -1 -4.

Anderzijds is de dimensie van het ideaal L gelijk aan de dimensie van
de code RM(m,v,q). In de voorafgaande paragraaf hebben we deze dimensie
uitgerekend waarbij de uitkomst was

£={j |0<i<sgl-1 en cq!j) < v}|.
Aangezien we hebben aangenomen dat v < (g-1)m geldt

£=H3 |023<™=1 en cq{jJSV}I.

Gebruiken we nu opnieuw dat voor 0< 3= qm -1

e (3 < v = cq(qm—l—j) > m(g-1) - v
dan zien we direct in dat

a+ f

| {3 | (0<j<q®-1 en g3 =) of (0<isq™-1 en cg(3)>0) =
=q -1,

m
Hieruit volgt £ = 9 -1-4, dqus L = 1‘..*, zodat het bewijs voltooid is.

(6.7.1) CONCLUSIE. Voor v < m(g-1) is de code RM(m,v,q) een verlengde

cyclische code, waarvoor de bijbehorende cyclische code afkomstig

is van het ideaal L c Fq[x]/(x 1—1) dat voor een vaste primi-
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tieve wortel y e Ehp alle machten Tj met 0 < j < q" -1 en cijfer-

som cq(j) kleiner dan m(g-1) - v als gemeenschappelijke nulpunten

heeft.
OPMERKING: Het feit dat de polynomen in L de punten yJ voor 1 < § < q® - 1
en cq(j) < n(g-1) - v als nulpunten hebben levert ons met behulp van de
BCH-grens (5.5.1) een nieuw bewijs voor de Reed-Muller grens. Aangezien het
kleinste getal j met cq(j) = m(g-1) - v ontstaat door grote cijfers zo ver
mogelijk naar rechts te schuiven laat dit getal zich makkelijk berekenen.
Stel v = x(g-1) + s, 0 < s £ g - 1. Dan geldt m(g-1) - v = (m-x-1) (g-1) +

+ (g-1-s) zodat het minimale getal met cijfersom m(g-1) ~ v er uitziet als:

0, 0, — 0, g-1-s, g-1, vsiap g-1 = {q~s}.qm-r'1 ~-1.

L ]

~
m-r-1

De BCH-grens levert derhalve een minimaal gewicht van (q_s)qm—r—l_z +
+ 2 = (q—s)qF_r_l evenals in (6.5.6) [zie (5.10.10) ]. Merk op dat de Reed-
Muller code een deelcode is van de verlengde ECH-code met ontwerpafstand
(q—s)qm_r_i. Daar dit het minimale gewicht van RM(m,v,q) is hebben we hier
voorbeelden van BCH-codes waarvoor de minimale afstand gelijk is aan de

ontwerpafstand.

6.8. DUALITEIT VAN REED-MULLER CODES

(6.8.1) STELLING. De code C = RM{(m,v,q) i8 de duale van de code
C' = RM(m,m(g-1) -v-1,q).

BEWIJS. Merk allereerst op dat de som van de twee dimensies klopt: volgens

het voorafgaande is deze som gelijk aan
[t3]0s=3sqg"1enc¥i) <v}+
+ {3 ]0<3<d1en cgtd) < mla-1) - v} =
m

=[{; | 03 <qg1en (cq(j) < v of cq(j) > v} ="

Het is derhalve voldoende om te controleren dat ieder paar elementen

x,x' uit C resp. C' inproduct nul hebben.
= P
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Stel

x = S(E(f)) met graad (f) < v en

x' = S(E(f'")) met graad (f') € m(g-1) - v - 1
dan volgt

<x,x'> = ufl; m £ @ - (JEF o (1)

ae
ae q &

nu is S(E(£.£')) een element van RM(m,m(g-1)-1,q) dus de som der coéfficien—
ten van S(E(£.£f')) is gelijk nul. Hieruit volgt <x,x'> = O. 0

6.9. COMMENTAAR

Voor gedeeltelijk andere maar in wezen equivalente beschrijvingen wvan
RM-codes verwijzen we naar BERLEKAMP (1968), VAN LINT (1971), CAMERON & VAN
LINT (1975). Hier treft men o.a. een bewijs aan dat de beschrijvingen van
gegeneraliseerde RM-codes equivalent zijn. Het hier weergegeven bewijs is
in deze vorm afkomstig van H.W. Lenstra, Jr. Voor meer informatie over de

stellingen van Chevalley, Warning en Ax verwijzen we naar JOLY (1973).
6.10. OPGAVEN

(6.10.1) Zij Tr - IFzm — 15'2 het spoor gedefiniderd door

m-1
Tr(E):= £ + Ez + 54 + ... + 52

Als we Fzm opvatten als m-dimensionale Vectorruimte V over T, is

2
door

Ln(§J== Tr(&n)

een lineaire afbeelding L gegeven. Zij n = 2m-1. Z2ij w een primi-

tieve n-de eenheidswortel in Fzm ”
Beschouw



(6.10.2)

(6.10.3)
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C:= {u(x) =u. + 4, X + ... + u

n-1 4
X u, =L (
0 1 N w )r

n-1 i

Bewijs dat C de verkorte 1% orde RM-code is.

Bij gebruik van de 2% orde RM-code van lengte 32 ontvangen we

(101101001011 0100101100000000111 1).

Wat was het codewoord?

Beschouw de 2% orde binaire RM-code van lengte 2", welke gewichten

kunnen voorkomen? M.a.w. bepaal de coefficienten van de weight-

enumerator die 0 zijn.
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Hoofdstuk VII

GELIJKMATIG VERDEELDE CODES

7.1. INLEIDING

In dit hoofdstuk beperken we ons tot binaire codes. Om inzicht te kxij-
gen in resultaten en bewijsmethoden van dit deel van Coding Theory is dit
voldoende. Vrijwel alles gaat (met iets meer werk) precies zo voor codes
over een alfabet van meer dan twee symbolen.

Om de codes die ons nu interesseren te defini&ren en te bestuderen is
een omvangrijk formeel apparaat nodig. We zullen hiervan een deel beschrij-
ven. Zij X de n-dimensionale vectorruimte over GF(2) en zij C € X een code.
De Hamming afstand in X geven we weer aan met d. De "inmner distribution"

a = (ao,al R ,an] en het bijbehorende afstandspolynoom Ac(z) definiéren
we door

; -1 "
(7.1.1) AC(Z) = Z aizl 1= |Cl F z {Eri)_

Meer informatie over de afstanden kunnen we beschrijven met de zgn.
"outer distribution" matrix B waarvan de rijen worden genummerd met de vec—

toren x € X en de kolommen met 0,1,...,n, en wel
(7.1.2) B(x,1) := aantal elementen van C met afstand i tot x.

Met B(x) geven we de rij van B met nummer X aan. Merk op dat

(7.1.3)  a=|c|™? ¥ B(x).
_liic

(7.1.4) B(x,0) =1 o= X € C.

Als alle rijen van B die met 1 beginnen hetzelfde zijn noemt men C een re-—
guliere code. De code C heet volledig regulier als

(7.1.5) V;ex Vxﬁx[(pti,c} = p(x,C)) = (B(x) = B(y))],
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waarbij p(x,C) de afstand van x tot C is. Als C regulier is, 0 € C, dan is

de weight enumerator W_(z) := } 2% gelijk aan A,(z). (zie o.a. DELSARTE
(1973)) . i

]

zZij (A, ® , *) de groepsalgebra van X over ¢, d.w.z. de vectorruimte
over € met de elementen van x als basisvectoren voorzien van een vermenig-

vuldiging *, gedefinieerd door

(7-1.6) $ ax* P Blyy = § ( ) a(ys(x})g.
£Ex xex i(x E‘I-fi

Ran een deelverzameling Y van X voegen we toe het element § y uit A, we
ye¥
geven dit element van A ook met Y aan. Van bijzonder belang zijn de verza-

melingen van woorden van vast gewicht en de bollen om 0, d.w.z.
(2-1.7) Y, :={x e X | wix) = i},
(7.1.8) S. :={x e X | wix) =3}

Nu geldt voor een code C met outer distribution B

(7.1.9) Y, *Cc= § B(xi)x.
i&x

Zij D(x:j) het aantal codewoorden met afstand < j tot x, d.w.z.
D(x,3) = } B(x,i). Dan is volgens (7.1.8) en (7.1.9)
i<y

(7.1.10) s, xC = ¥ D(x,3)x.
(zie o.a. VAN LINT (1971)).
7.2. KRAWTCHOUK POLYNOMEN

Zij x het karakter van GF(2) met y(1) = -1. We definiéren nu voor
iedere u € X de afbeelding Xy X ¢ door

- = (o) (we¥)
(7.2.1) VI, @) = x(@w) = (1) 1
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d.w.z. x, (v) = 1 als u L v en anders x (¥) = -1. We breiden dit uit tot een

lineaire functionaal op A door
(7.2.2) xu@ﬂ(g)g) =¥ G(E)Xg(i)-

De volgende twee beweringen volgen eenvoudig uit de definities. We
laten het bewiijs als ocefening aan de lezer over.

= B
(7.2.3) Vgex Yk Yok Exam*m xg(m xg( 1]

(7.2.4) S, is het enige element van A waarvoor geldt:
; n
(i) )(g[Sn) 2" en
(ii) V&#Q [xE(an = 0l.

Beschouw nu een woord u met w(u) = w. Dan is
. Wi/ n-w i
X (¥,) = ) x((a,v)) = § (.)( _.)t—l) "
K veX,w(v)=k i=0 \* e

Bij vaste n definiéren we de KRAWTCHOUK polynomen Kk_(n,x) voor
k=0,1,... door

k

(7.2.5) K (n,x) := ] (-ni(’i‘)(::’i‘).

i=0D

waarin (:) i= x(x-1)...(x-a+1)/a! .

We hebben dan aangetoond dat
(7.2.6) XE(Ykl = l(k[n,wtg) ).

De Krawtchouk polyncmen zijn bekend uit de theorie van orthogonale
polynomen op een discrete verzameling (cf. SZEGO(1959) Orthogonal Polynomi-—

als § 2.8). We noemen een aantal eigenschappen welke de lezer eenvoudig kan
verifiéren of uit de algemene theorie halen.

(7.2.7) I Km0z = 142)® ™ (1-)%,
k=0
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k ) ;
1 [(n-
oao won = I (3) ()

J

dus Kk is een polynoom van de graad k in x.

n
n
(7.2.9) mzo (;) K (n,m)K, (n,m) = sk’g(k)zn-

Voor een recurrente betrekking van de polynomen en voor de Sturm-
stieltjes scheidingsstellingen over de nulpunten verwijzen we de lezer naar
szegd, loc. cit.

Is F(x) een polynoom van graad = n, dan is F(x) é&énduidig te schrijven

als lineaire combinatie van de Kk(n,x), 0=k < n:

n

(7.2.10) F{x) = kzo a K, (n,x);

we noemen dit de Krawtchouk-ontwikkeling van F(x).

Uit (7.2.6) volgt via een eenvoudige berekening dat als w(u) = x,

(7.2.11) xu(Sj) = Kj(n—l,x-l} =z Wj(x).

Uit (7.2.8) kan men eenvoudig de coéfficienten van x'e,xie_l,xe_2 en xo in
Te(x) berekenen. Hieruit vinden we voor de (verschillende) nulpunten

xl,xz,...,xe van Te(x)

€ -8 & T
(7.2.12) W x; =e! 2 _E (1) i
i=1 i=0
e
(7.2:13) Y x. = le(ntl),
i=1
1 2
(7.2.14) ] x.x, = 55 ele-1){3n° + 3n + 2e + 2}.
i<y i™j 24

Merk op dat (7.2.13) ook volgt uit het feit dat Te(x) = (—1)e ?e(n+1—x}.

Door berekening wvan ?etl) en ?E(ZJ vinden we als boven
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e
(7.2.15) m (x,-1)
: i
=1
=
(7.2.16) m (xi—E)
i=1

27® (n-1) (n=2) ... (n-e),

27%(n-1-2e) (n-2) (n-3) ... (n-e) .

(lit. GOETHALS & VAN TILBORG (1975), VAN LINT (1971), (1974)).
7.3. HET KARAKTERISTIEKE POLYNOOM VAN EEN CODE

Zij C een code in X. Voor j = 0,1,...,n definiéren we de karakteris—
tieke getallen B 4 van C door

=2 2
(7.3.1) B, := |l Y Ix, @]

ey, =
="y

2ij N(C) :={j | 1 £ j sn, By # 0F. We definiéren het karakteristieke po—
lynoom van C door

{7 3.3) Fo(x) := le|? 1 a-x9).
jeN(C)

Merk op dat als C een lineaire code is de redenering van Lemma (3.6.6) aan-
toont dat Bj het aantal woorden van gewicht j in c* voorstelt. Dus is N(C)
dan het aantal gewichten # 0 dat in C- voorkomt.

(7.3.3) STELLING: Laten CQrly e Oy de coefficiénten uit de Krawtchouk

ontwikkeling van F(x) zijn. Dan geldt in A

BEWIJS. Zij u € X, w(u) = j. Volgens (7.2.3) en (7.2.6) is

xg({miyi*c) = XE@“iYi”‘E‘C] = XE[C) ! ok (n,3) = XE(C}FC(j).

Als # 0 dan is het laatste 1lid O op grond van de definitie van Fo(x). Is
a

o |s

an is het laatste 1id 2". Het gestelde volgt dus uit (7.2.4). O

(7.3.4) GEVOLG: Voor de coéfficienten CorQyren e 0 VAR de Krawtchouk ont-—

wikkeling van F_(x) en Zedere u ¢ X geldt
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n
1 o, B(u,i) = 1.
j=0 *

De overdekkingsstraal p(C) van een code is de kleinste p zo dat bollen

met straal p om de codewoorden de hele ruimte X overdekken. Dus
(7.3.5) p(C) := max{p(x,C) | x € X}.

Merk op dat uit (7.3.4) volgt dat p(C) < |N(C)| =: s.

We vermelden hier zonder bewijs de Zdentiteit van MackWilliams (waarvan het

bewijs door eenvoudige algebraische manipulatie is te geven, zie (3.6.5)).

(7.3.6) STELLING: Laat voor j = 0,1,...,n

¢:i=lc|™ T xO@-
E€Yj o

Dan geldt voor de weight enumerator W,(z) van C

n i
w.(z) = 27"|c| } c, (1-2)3 (1420773,
=0 °

7.4. GELIJKMATIG VERDEELDE CODES

We beschouwen in deze paragraaf codes die ontstaan zijn als generali-
satie van de perfecte codes. Een perfecte e-fouten-verbeterende code C is
een code met minimum afstand & = 2e + 1 en p(C) = e. Merk op dat voor zo'n
code geldt (in A): SE * C = sn. De weinige interessante voorbeelden van
perfecte codes zijn we in vorige hoofdstukken al tegengekomen.

We beschouwen nu codes met d = 2e + 1 en p(C) = e + 1. Hierdoor worden
de perfecte codes tegelijk behandeld, namelijk as d = 2e + 3. De bollen
met straal e — 1 om codewoorden zijn disjunct en ieder woord dat niet in

&én zo'n bol ligt heeft afstand e of e + 1 tot tenminste &én codewoord.

(7.4.1) DEFINITIE. Een code C met p(C) = e + 1 end = 2e + 1 heet gelijk—
matig verdeeld met parameter r als ieder woord u met p(u,C) = e

afstand e of e + 1 tot precies r codewoorden heeft.
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Merk op dat als r = 1 de code C een perfecte (e+l)-fouten-verbeterende
code is. Daar d 2 2e + 1 heeft een woord u met p(u,C) = e afstand e tot
precies é&én codewoord. Dit volgt uit de driehoeksongelijkheid en op dezelfde
wijze ziet men direct in dat

n

(7.4.2) 52}_1_

In het geval dat r = LEEIJ noemt men C bijna perfect.

(7.4.3) STELLING: Een code C met p(C) =e + 1 en d 2 2e + 1 is gelijkmatig
verdeeld met parameter r dan en slechts dan als (in A)

1
{YO °Y 8 ... 0 Y. 9;{2‘39294_1)} *C=s5.

-1

BEWIJS. Dit is een direct gevolg van (7.1.9) en (7.4.1). ]

(7.4.4) STELLING: Een code C met p(C) =e + 1 en d = 2e + 1 48 geligkmatig
verdeeld met parameter r dan en slechts dan als voor de Krawtehouk
ontwikkeling van Fo(x) geldt s = e + 1 en

1
e Bl L el Bt
BEWIJS.
1 :
(i) als Gy =0y Sews mig, g (= 1 en &, = @ .4 = 7 dan volgt uit (7.3.3) en

(7.4.3) dat C gelijkmatig verdeeld is.

(ii) Laat C gelijkmatig verdeeld zijn. De graad s van Fc{xj is 2 e+l. Zij
e+l
verder F(x) het polynoom izouiki(n,x) met a, = 4y = cee=a_, =1,
i =
Gg = 0Ogpy T3+ Blsue XenW =3 #0en XE}C) # 0, dan is op grond
van (7.4.3), (7.2.3), (7.2.6) en (7.2.10) F(j) = 0. Dus is op grond
van (7.3.2) het polynoom F(x) deelbaar door Fc(x). Dus is s = e + 1 en
F(x) = aF.(x) voor zekere a. Daar F(0) = Zn[Cj_l, volgens (7.4.3), is
a=1, 0

Uit het bewijs van (7.4.4) volgt de volgende uitbreiding van een stel-

ling die door S.P. Lloyd voor lineaire perfecte codes is bewezen (zie LLOYD
(1957)).
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(7.4.5) STELLING. Als een gelijkmatig verdeelde code C met p(C) = e + 1 en
d = 2e + 1 bestaat dan heeft

e-1
1
Fx) := izo Ki(n,x) + E{Ke(n,x} + Ke+1(n,x}}

e + 1 verschillende gehele nulpunten op [1,n] en verder is F(0) =
n -1
=2 |e] s

Merk op dat de eis betreffende F(0) volgens (7.2.5) neerkomt op

rwo (T 0 )

hetgeen de tellende vorm van (7.4.3) is.

Bij een willekeurige code C geldt (7.4.6) als we r interpreteren als het
gemiddelde aantal woorden op afstand e of e + 1 tot de woorden u met
p{EJCJ z e.

We zullen het bewijs hier niet geven maar we merken op dat m.b.v.
(7.3.6) is aan te tonen dat gelijkmatig verdeelde codes volledig regulier
zijn.

In het algemeen is de definitie (7.4.1) niet een eenvoudige manier om
na te gaan of een bepaalde code gelijkmatig verdeeld is. We zullen nu aan-
tonen dat voor een lineaire code C met e = 1 veel eenvoudiger is na te gaan
of C gelijkmatig verdeeld is. Volgens (7.4.4) moet Fc(x) graad 2 hebben. In
de opmerking na (7.3.6) zagen we dat dit betekent dat in CL slechts 2 ge-
wichten Wy en w, (#0) voorkomen. Laat omgekeerd Cl deze eigenschap hebben,
dus

i W2

Wc.l.(z] =1 + le + N

We vullen (7.2.7) in (7.3.6) in en gebruiken het feit dat d 2 3. Dit geeft
ons 3 vergelijkingen

+n, = 2%c|™?

1+ N1 2
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K (n,0) + MK (n,w,) + N K (n,w,) =0 (k=1,2).

Wederom gebruik makend van de opmerking na (7.3.6) zien we dat Fc(x)
graad 2 heeft en dat Fc(wl) = Fc(w2) =0 en FC(O) = Zn]cl_l. Voor de codf-
ficiénten ao,ai,az in de Krawtchouk ontwikkeling wvan Fc(x) vinden we zo
m.b.v. (7.2.5)

n n s |
og * a.n + az(z) = 28e| =,
a+a(n-2w1+a12w2—2nw+n =0 (i=1,2)
0 1 i 211 i 2 y

Door combinatie met de vergelijkingen voor N1 en N2 volgt dan aq = : 955
Defini&ren we nog

2 n(n+l)

r := 2(1'l+1',‘w1 - 2w1 - 5

- =1 -
dan is e, = a2 all— onder de voorwaarde Wy + W, = n + 1.

We hebben dus bewezen:

(7.4.7) STELLING: Fen lineaire code C met p(C) = 2, 4 = 3 is gelijkmatig
verdeeld dan en slechts dan als in C- slechts twee gewichten w

W, voorkomen met W, + W, =1+ b

18?1'.

(lit. GOETHALS & VAN TILBORG (1975)).

7.5. VOORBEELDEN

(7.5.1) In ons eerste voorbeeld gebruiken we voor de twee symbolen van het

alfabet + en - i.p.v. 0 en 1. Zij H,, een Hadamard matrix van de

orde 12. Definieer de code C door van de 24 woorden van 312 en

—H12 de eerste letter weg te laten. We vinden zo een code C met
n=11en d =5 (zie § 2.2).
Een willekeurig woord z heeft afstand 2 of 3 tot ten hoogste
4 codewoorden. Deze situatie kan alleen als volgt ontstaan: na ver-—
menigvuldiging van zekere codrdinaten met - 1 en na permutatie ziijn

z en de vier codewoorden Ei
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z =- - + + o+ 4+
Ky =% - + o+ +
X, = = = - - = + + + +
-2
Xy ===  + + - - -+ + +
=3
X, = - - + 4+ o+ ++ - - =
%

Dit betekent dat Hy, vier rijen (+,x,), (—,52). (“:Ea)r (-rx,) heeft.
De rij (-4,-4,-4,0,0,...,0) is een lineaire combinatie wvan deze

vier en deze rij kan niet inproduct 0 met een # rij hebben. We zien
uit (7.4.6) door invullen van |C| = 24 en n = 11 dat gemiddeld de
woorden z met p(E!C) > 1 tot 3 codewoorden afstand 2 of 3 hebben.
Dus moet ieder van deze z afstand 2 of 3 tot precies 3 codewoorden

hebben. Dus is C gelijkmatig verdeeld met r = 3. (zie VAN LINT
(1974)).

(7.5.2) 2Zij V de 6 dimensionale vectorruimte over GF(2) en zij W de ver-
zameling van de 35 punten x in v\{0} op de kwadriek

B, Sk, + xxe = O

We nummeren deze 35 elementen W, W, ...Wqg-

We schrijven deze 35 vectoren als kolommen van een 6 % 35 matrix G.

Dus

(G)i,j = (wj)i, de ida codrdinaat van wj.

In woorden: ide rij van G is de karakteristieke vector van de door-
snijding van W met het hypervlak x; = 1. Evenzo is EFG, aeV, de

karakteristieke vector van de doorsnijding van W met het hypervlak

§1 aixi = 1. Het gewicht van ETG is dus het aantal oplossingen in
V—van

X Xy o+ KyK, + KXo = 0
en

6

i£1 a;x, = 1.

Als a # 0 mogen we zonder verlies van algemeenheid aannemen dat

a; = 1. Substitutie .levert dan dat we de oplossingen tellen van



(7.5.3)

=0
(1+a2x2+a.3x3+...+a6x6) Xy + XX, + XX §

ofwel

(1+a2+a3a4+a5a6)x2 + (x3+a4x2) (x4+a3x2J + (x5+a6x2) (x6+a5x2) =0

Daar de affiene transformatie, gegeven door
¥p T ¥pr X3 v agK, Y yy Xg o+ agx, >y,
¥g ¥ A3Xy T Vg Xg +agx) > yg,
inverteerbaar is, tellen we eigenlijk de oplossingen van
(1+a2+a3+a4+a5a6)y2 + ¥y, + Yg¥g = 0.

Als de coéfficient van ¥y gelijk is aan 1, dan is dit 16 en anders
20.
Zij C nu de code met lengte 35 die G als parity check matrix
heeft. Daar de kolommen van G allen verschillend zijn geldt dat
d 2 3. Hierboven is nu bewezen dat Fc(x} = 26(1—{56-) (1—;—0) i
Vanwege de opmerking onder (7.3.5) geldt p(C) = 2. Daar
16 + 20 = 35 + 1, volgt uit stelling (7.4.7) dat C gelijkmatig ver-
deeld is (met r = 10).
(Zie GOETHALS & VAN TILBORG (1975)).

Zij o een primitief eleungnt van GF(ZS) » mltx) het minimaalpolynoom
van o en ma(x) dat van c‘:3. De cyclische code H van lengte 31 met
voortbrenger m, (x) is de Hamming code; de code B met voortbrenger
(x—l)ml (x)m3 (%) is een BCH code met minimum afstand 2 6 welke be-
vat is in H. 2iJ u(®) = x°° + x2% 4 ... 4 1 net woord met alle

coBrdinaten 1.

We definieren een lineaire code C van dimensie 47 en lengte
63 door

Ci={mx), i, m(x) + (m(1)+i)u(x) + s(x))|m(x) € H, i € {0,1},

s(x) € B}.



(7.5.4)
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Om het minimum gewicht van C te bepalen onderscheiden we 3 geval-

len:
(i) m(x) = 0, i =0, s(x) # 0. Nu is w(s(x)) = 6.
(ii) m(x) = 0, i = 1. Nu is u(x) + s(x) # 0 daar u(x) ¢ B. Verder

3
is u(a) + s(a) = ufa™) + s(aa) = 0. Dus is volgens BCH-grens
het gewicht van u(x) + s(x) tenminste 5.
(iii) m(x) # 0. Daar m(x) + (m(1l)+i)u(x) + s(x) € H hebben we weer

een woord van gewicht = 6 tenzij m(x) + (m(1)+i)u(x) + s(x)

= 0. Dit kan echter alleen als m(aa) =0, d.w.x. m(x) € B,

dus het gewicht van m(x) = 5.

Uit (i), (ii) en (iii) volgt dat C minimum afstand = 5 heeft.

De cyclische code H* met voortbrenger (x31—1)/m1{x) is een lichaam
(zie § 5.2). Zij f(x) het eenheidselement in dit lichaam (zie
(5.4.1).) De bol Sl in de ruimte van dimensie 31 bestaat uit
0,1,x,x2,...,x30. Ran ieder element g(x) van S1 voegen we toe het
woord (g(x),0,g(x)f(x)). De collectie woorden van lengte 63 die

zo ontstaat noemen we éi'

DEFINITIE: De Preparata code K van lengte 63 is de vereniging van
de nevenklassen van C met een representant in 51.

Om de minimum afstand van K (een niet lineaire code) te be-
palen gaat men als volgt te werk. Neem een tweetal woorden. Aan
de hand van de waarden van q(x),m(x),s(x) en i kan men evenals we
bij € gedaan hebben een aantal verschillende gevallen onderscheiden.
Het is nogal wat gepruts maar niet wezenlijk lastiger dan wat we
boven al hebben gedaan. Het resultaat is dat K minimum afstand 5
heeft. Uit de constructie volgt dat [K[ = 252.
(Voor bewijs zie CAMERON & VAN LINT (1975)).

Nu substitueren we in (7.4.6) voor het aantal codewoorden 252,
n =63, e = 2 en interpreteren voorlopig r weer als het gemiddeld
aantal codewoorden op afstand 2 of 3 van een woord z met

pl(z,K) > 1. We vinden dan

Op grond van (7.4.2) moeten dan alle z met p(z,K) > 1 afstand 2 of

3 tot precies 21 codewoorden hebben.
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We hebben dus aangetoond dat K een bijna perfecte niet

lineaire code is.
7.6. NONEXISTENTIE STELLINGEN

Al enkele jaren is bekend dat de Golay en Hamming codes de enige niet
triviale perfecte codes zijn over een alfabet waarvan het aantal elementen
een macht van een priemgetal is (zie VAN LINT (1975)). Sinds kort (zie
H.C.A. VAN TILBORG (1975)) is nu ook bekend dat er voor e = 3 zelfs geen
andere gelijkmatig verdeelde codes zijn. Om een idee te geven van de be-
wijsmethodes beginnen we met een schets van het non-existentie bewijs voor
perfecte codes.

Neem aan dat er een perfecte code C bestaat met d = 2e + 1 > 3 en
woordlengte n. We passen nu (7.4.5) toe (met e i.p.v. e+l). We zien dat het

in (7.2.11) gedefinieerde polynoom *e(x) nulpunten Xg S %®y < ..l < X, heeft

die verschillend zijn, geheel, en in [1,n] liggen. Verder is volgens (7.4.5)

en (7.2.5)

I (5)- e,

i=0
en dus is volgens (7.2.12)

e
(7.6.1) M x. =e! 2
i=1 1

met gehele 2.
Ons bewijs bestaat uit 3 stappen. Voor x ¢ IN defini&ren we A(x) als
de grootste oneven deler van x. Uit (7.6.1) volgt

e
M A(x,) = Afe!) < e! 4
i=1 *

d.w.z. er zijn twee nulpunten X, en xj met A(x;) = A(xj), dus x; < 2xj (of
andersom) . Dus is 2x1 < ¥, en daar met x, ook n + 1 - X; een nulpunt van

¥ (x) is vinden we
Ze

(7.5.2) Ko =% 2
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2ls tweede stap beschouwen we (7.2.13) en (7.2.14).
Hieruit volgt

e e

El E (xi—xj)2 = iez(e-lltn—
i=1 j=1

2e-1
3

) 1

Hieruit volgt door op te merken dat de linkerkant maximaal is, als

functie van x2'x3""’xe—1' als alle e-2 variabelen gelijk aan §(x1+xe)
zijn:

(7.6.3) (x_-x,) < e (;n)i

Uit (7.6.2) en (7.6.3) volgt

(7.6.4) n = —-ez.

Nu beschouwen we (7.2.15) en (7.2.16). Daar voor iedere x € M geldt

(x-1) (x=2) = 0 (mod 2) wvinden we

(7.6.5) (n-l—Ze)(nhl)(n~2]2(n—3)2---(n—e)2 = 0 (mod 232).

Zij 2% ge hoogste macht van 2 die een factor n - j in het linkerlid

van (7.6.5) deelt. Dan is de hoogste macht van 2 die het linkerlid van

(7.6.5) deelt kleiner dan 23a+2e_ Hieruit velgt a 2 %—e. Dus is
1
TE

(7.6.6) n>2 -

Voor grote e zijn (7.6.4) en (7.6.6) strijdig. De kleine e, en dus
volgens (7.6.4) kleine n leveren eindig veel mogelijkheden die eenvoudig
zijn te controleren. Met iets meer moeite kan men het aantal expliciet te
controleren gevallen tot enkele beperken. Zo vindt men o.a. dat e > 2 alleen
mogelijk is voor de Golay code en repetitie codes.

Om alle gelijkmatig verdeelde codes te behandelen zijn nog enkele
andere trucs nodig vanwege de extra parameter r.

Analoog aan de perfecte codes vinden we

= n+l, §
(7.6.7) X 41 xy < (e+1) ( 3 )
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|m

(7.6.8) =n > 2.

o=
We hernummeren de wortels x5 tot yj = A{yj)Z J, zodat
@, = oy 2 ... S .

e+l

Nu geldt enerzijds

o
i
- Iyi—yi+1 . ; g-9-d-(y,,y, ) ) ﬁ g-g-d. (Aly,) ,Aly; ,))2
i=1 ¥ i=1 Y i=1 ¥y
e
T . 1 _ A([cl)lah(11')
i= Alyy) k(yl---ye+1) A(r)a((e+1)!) rA((e+l)!

en anderziijds

e

e e
]?r lvs-¥y44] < Pen™) T Rl alxgx) 2% 1s] .
i=1 Yy R A | Tleti): 2?
Derhalve vinden we
e (et+1)! 1 2
X171 2 T 5 ,e+1 ~ n[c]
fett): | 1 1 F (n), (e+tyr 1 1 (n)
e LI N g r
Alle+1)t) e+l o Lo\i/ " Al(e+D D) ,etl 0 \e/
dus
(7.6.9) (x . -x)% > ok . 1 (n-1) (n-2) (n-e+1)
e+l "1 A((et+l) ) 2e+1 e £

Vergelijking van (7.6.7), (7.6.8) en (7.6.9) levert voor e = 2 een strijdig-
heid voor alle n en e, behoudens een begrensd gebied dat met verfijnde
methodes gecontroleerd kan worden. De gevallen e = 1 en e = 2 kunnen direct
met (7.4.5) behandeld worden.
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We besluiten dit hoofdstuk met een tabel van alle perfecte, bijna per-

fecte en gelijkmatig verdeelde binaire codes.

[e]

type

naam
0 n 2n perfect {(_),1]-':1
1 s | g perfect Hamming
1 282 e bijna perfect verkorte Hamming
1 22m—112m—1_1 2n—2m gelijkmatig verdeeld projectieve code
2 221:1_1 2n+1 i bijna perfect Preparata
2 2%l 2P4m=2  elijkmatig verdeeld B.C.H.
2 14 24 gelijkmatig verdeeld Hadamard
23 212 perfect Golay
e 2e+1 2 perfect repetitie
o n 1 perfect triviaal
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Hoofdstuk VIII

GOPPA CODES

8.1. MOTIVATIE

Zoals een ieder zich zal herinneren ziet de parity check matrix van

een BCH-code met ontwerp afstand 4 eruit als

i 82 gt
g gl g4 _..g2m-1)

H = ) )
1 Bd-l B{d—l)? - (d-1) (n-1)

waarbij B een primitieve n-de machts eenheidswortel in GF(qm) is, opgevat
als kolomvector ter hoogte m met coordinaten in GF(q) .
[Hierbij is n|q?~1, anders is er niet zo'n B.)

De reden dat het minimumgewicht van de code temminste d is, is het feit
dat de determinant op d-1 kolommen van H (opgevat als matrix over GF(q™))
een Vandermonde determinant en dus ongelijk aan nul is.

Het is verschillende mensen opgevallen dat dezelfde redenering ook
werkt voor de algemenere

hoﬁg—l YL n-1 i::

waarbij hj € GF(qF)\{O}, en alle Bi onderling verschillende elementen wvan
GF(g™)\{0} zijn. Als hj € GF(qg) (en i.h.b. als m=1) dan heeft de factor hj
hoegenaamd geen effect op de code: alleen de symbolen van het alfabet hebben
nieuwe namen gekregen (op positie j). Met hj € GF{qm) echter kan thE (opge-
vat als kolomvector over GF(q)) totaal verschillen van BE.

Dat dit een echte verrijking is blijkt uit het feit dat BCH codes
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asymptotisch slecht zijn terwijl deze gegeneraliseerde BCH codes de Gilbert
bound halen (zie (4.2.2)).

8.2. GOPPA CODES

zij gl(z) een polynoom van graad t over GF(qm). Zij L = {yl,...,yn} c
GE‘(qm) ; zodat n = 1L| , een verzameling niet-nul punten van g(z).
Dan wordt de Goppa code met Goppa polynoom g(z) gedefinieerd als de

verzameling van alle codewoorden ¢ = (CY) = (c\r
1

GF(q) met plaatsen geindiceerd door L zodanig dat

+---+C_ ) over het alfabet
Yn

c
J =X =0 (mod g(z)).
yer *7Y

[Hierin stelt ZlT'Y het modulo g(z) uniek bepaalde polynoom voor waarvoor

1. =
L R e 1 (mod g(z)).]

Het is duidelijk dat Goppa codes lineair zijn. Laten we de parity check
matrix uitrekenen:

aangezien

1 -1 ‘g(z)—g(*r)\
z-y ~ gly) e

(mod g(z)),

waarbij het rechterlid een polynoom van graad < t is, wordt de parity check

matrix voor de code gegeven door de rij

1 g(ZJ—g(Yl) 4 glz)-gly )

R TC B gtv)) |z,

r sa= r

‘ _ -1
Zij hj = g(ﬂ{j) , dan is hj # 0.
t

Als g(z) = } gizi dan vinden we na scheiding van de machten van z
i=0

(merk op dat (z;-_—x (x} . E § Ii4541 xz') :
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higy vee RQ
By (g g+, ry) ses Bolge LY

t-1 t-1
Rp(84apY bt Yy ) e B (gyrany b ta ) .

Dit is een lineaire transformatie van (en equivalent met) de matrix die !
we hebben willen: !

h1 N hn
thl e hnYn
H = N :
t-1 t-1
\ lel Ut hnYn

(merk op dat 9, #0).

Het blijkt uit deze afleiding dat de minimale afstand van een Goppa
code met Goppa polynoom g(z) tenminste 1 + graad(g(z)) is. (Ter vergeliij-
king: bij cyclische codes en BCH codes kan in het algemeen niets gezegd

worden over d als alleen de graad van het generator polynoom bekend is.)

(B.2.1) VOORBEELD: Iedere BCH code is een Goppa code.
Want: zij B een primitieve n-de machts eenheidswortel in GFEqm}.
De BCH code met ontwerpafstand d is de Goppa code met Goppa poly-
noom g(z) = e T {B_j|0 < j < n-13.
(Opm.: In de literatuur wordt — ten onrechte - gesteld dat alleen
primitieve BCH codes onder de Goppa codes vallen.)

Merk op dat hoewel de parity check matrix H hierboven grote gelijkenis

vertoont met de in § 8.1 gegevene, deze toch iets minder algemeen is, daar

de factoren hj hier niet willekeurig gekozen kunnen worden. Immers, de
hj_l = g{Yj) zijn functiewaarden van een polynoom van graad t.

8.3. MINIMUM AFSTAND VAN GOPPA CODES

Een ietwat andere manier om de Goppa codes te bekijken levert snel
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schattingen voor de minimale afstand:

Zij S de n-dimensionale vectorruimte over GF(g) met Hamming metriek. Zij

n b,
R = {E(2) = 121 e | (bgs-.usb ) € 8}
waarbij
L= {Yl,...,Yn} e GF(qm), met metriek
a(g(z), n(z)) = || &(z) - n(2)]|,
waarbij ||E(z)“ = graad van de noemer van £(z) wanneer als onvereenvoudig-
t(z)
bare breuk niz) geschreven. 7 b
onmiddellijk blijkt dat de afbeelding (bj,...,b) ™ ¥ o, een line-
i=1 i

aire isometrie van S op R is, zodat een code als deelverzameling van R opge-

vat kan worden.

2ij nu E(z) = %%E% e R\{0}. Dan is graad n(z) = graad t(z) + 1 zodat

de eis E(z) = 0 (mod g(z)) impliceert dat g(z)|t(z) en || £(2) || = graad n(z)

t graad t(z) + 1 2 graad g(z) + 1. Dit is onze oude schatting dmin 2
graad g(z) + 1.

Uit de afleiding blijkt dat de schatting verbeterd wordt als
e § n
graad n(z) - graad t(z) > 1. De coéfficiént van 2" in t(z) is E bi’ dus
i=1

n
toevoeging van de parity check E bi = 0 vermindert de dimensie met (ten
i=i

hoogste) 1 en vergroot (de schatting voor) dmin met 1.
Oorspronkelijk hadden we een (n,n-tm,t+l)-code, nu krijgen we een

(n,n-tm-1,t+2)-code.

n-s-1

Dit proces kan herhaald worden: de coéfficiént van z in de teller is

n
1% } b, T ¥
i=1 . Jyeeed
de sommen I b
i=1

"‘Yj . Deze co&fficiént kan uitgedrukt worden in
1 s

iYir (0 <r <s), d.w.z. als we de s + 1 parity checks

n
) biyi = 0 (0sx<s) toevoegen dan krijgen we een (n,n-1-(t+s)m, (t+s) +2) ~code.
=1
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Natuurlijk had dit effect ook bereikt kunnen worden door voor de graad
van g(z) de waarde t + s te kiezen, maar op deze manier krijgen we tenminste
eens in de g keer een onverwachte meevaller: uit E biYi = 0 volgt Zbiyg =0
d.w.z. deze laatste parity check vermindert de dimensie niet.

Merk op dat wat we hier bekijken in feite de doorsnede van een BCH-code
en een Goppa code is.

In het binaire geval kan de schatting voor dmin soms aanzienliijk ver-
scherpt worden:

n

T
Laat met het codewocord (Cl""'cn) het polynoom f£(z) = T (z—yi) i corres-
n c. f'(z) l=1
ponderen. Nu is E(z) = E — = Als nu g(z) geen meervoudige
jo1 27V f(z)

wortels heeft dan volgt omdat £'(z) een volkomen kwadraat is (glle voor—

komende machten van z zijn even): g(z)zif'(z) end .

Beide verscherpingen zijn onafhankelijk: ook in het binaire geval

2 2 graad g(z) + 1.

levert toevoegen van een parity check of doorsnijden met een BCH code weer

de geschetste resultaten.
8.4. ASYMPTOTISCH GEDRAG VAN GOPPA CODES

Terwijl de BCH codes te mooi zijn om asymptotisch goed te kunnen zijn
(het is bekend dat als in een rij codes met n > @ en d/n > § > 0 alle codes
invariant zijn onder een affiene permutatiegroep, dan is lim k/n = 0 (zie
LIN & WELDON (1967), KASAMI (1969)), geeft de mogelijkheid tot geschikte
keuze van het Goppa polynocom g(z) voldoende vrijheid om de Gilbert bound
(bijna) te halen:

Bekiijk elk van de (q—l)d(g) woorden (cl,...,cn) met gewicht d. Zo'n woord zit

in ten hoogste [gélj Goppa codes met irreducibel Goppa polynoom van de

c

i ). Dus als
Z=Y .

n
graad t {immers, elk van die polynomen deelt de teller wvan f
i=1
d-1 d (n : ’ ; :
I L—E—] (g-1) a kleiner is dan het aantal irreducibele monische poly-
0

nomen over GF(qm) van graad t dan zijn er zeker Goppa codes met dmin > D,
en rate R > 1 - %% - Maar het aantal irreducibele polynomen van graad t is
(cf. BERLEKAMP (1968)):

mt
+ |F w@™ > L (1 o g ~mE/2)H

alt t
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zodat (met n=qm en t=n(1-R)/m) een voldoende voorwaarde wordt (asymptotisch)

D
I (a1 (2) < g R,
d=0

Dit is asymptotisch nauwelijks zwakker dan de Gilbert bound:

D

I @n?(5)<qt®n
a=0

8.5. HET MATTSON-SOLOMON POLYNOOM

Zoals al door Goppa aangegeven en recentelijk door CHIEN & CHOY (1975)

n c,
verder uitgewerkt is, is de eis E z—: £ 0 (mod g(z)) in feite een deel-
i=1 i

baarheidseis voor de Fourier getransformeerde (FT) van het polynoom c(x) =

rf )
= c.X .
jml. +

De algemene theorie gaat ongeveer als volgt:
zij q = p*, n|q"-1.
Zij T de verzameling van polynomen over GF(qP) van graad ten hoogste n.
Zij o een primitieve n-de machts eenheidswortel in GF(Qm). Als

n-1
al(x) = E aixi e T dan is de Fourier getransformeerde (het Mattson-Solomon
i=0

polynoom) van a(x) t.o.v. a:

n-1 -
(¢a) (X) = A(X) = ] AX eT
20 b}
J
waarbij Aj = a{aj). Aangezien
n-1 n-1 2
A(a_k) = E E aiaiju_kj = na,
=0 i=0

wordt de inverse transformatie gedefinieerd door
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@A) ) =ax) = § axt

=1 =4 =
waarbij a; =n Ao l) en n . de inverse van n modulo p is. (In het bij-

zonder is ai = A(a_l} als p = 2.)
De FT definieert een isomorfie tussen twee ringstructuren op T:

Zij e vermenigvuldiging van polynomen modulo xn—l, en zij * gedefini-
eerd door

i i i
9 a;x’) * (¥ b, x™) := b a;b.x".
Dan is
¢ (asb) = %a * ¢b.

Het nut voor de coderingstheorie blijkt uit de volgende stelling.

(8.5.1) STELLING. Z7J a(x) € T. Dan 1z het gewicht van a(x):

n - graad {ggd (¢a, x*-1)}.

BEWIJS. ai = nﬂl@a(aﬁl) d.w.z. het aantal coé&fficié&nten van a(x) die geliijk

aan nul zijn is gelijk aan het aantal gemeenschappelijke nulpunten van $a
n
en X -1. ]

Merk op dat alle nulpunten van *™-1 verschillend zijn.

Wil men dus garanderen dat alle vectoren a(x) uit de code een hoog
gewicht hebben dan moet men zorgen dat de graad van ggd (%a, x"-1) klein is.

Bij BCH codes wordt hiervoor gezorgd door graad ¢(a) klein te nemen:
eis van alle codewoorden dat ze nulpunten in un_l,...,an—t hebben. Dit is
echter niet nodig; %a mag wel een hoge graad hebben, als dit maar veroor-
zaakt wordt door factoren die X'-1 niet delen.

Dit leidt tot de volgende definitie van gegeneraliseerde BCH codes
(GBCH codes) :

Zij S © T de verzameling van de polynomen in T met co&ffi&nten in
GF (q) -

Laten P(X) en G(X) twee polynomen uit T zijn met



ggd (2(X), X"-1) = ggd (G(X), X"-1) = 1.

De GBCH code over GF(q) met lengte n en de polynomenpaar (P(X), G(X))
wordt gedefinieerd als

c={vix) e s | P(X) e ¢v (X) = 0 mod G(X)}.

¢C is kennelijk een lineaire code.

Een gemeenschappelijke factor f£(X) van ¢v en x"-1 zit ook in
B(X)obv (X). Maar G(X)|(P(X)odv (X)) en ggd (£(X), G(X)) = 1. Dus de graad
van £(X) is ten hoogste n-l-graad {G(X)}. Uit stelling (8.5.1) volgt dan dat
de code een minimale afstand tenminste 1 + graad {G(X)} heeft.

(8.5.2) VOORBEELD. Zij P(X) = 7, e = %81 gan ¢ = {v(x) € s|via) =

= ... = v(ud_l) = 0}, de BCH code met ontwerpafstand d. De GBCH
codes zijn dus inderdaad algemener dan de BCH codes (en geven de-
zelfde schatting voor dmin)'

Het is geen toeval dat hier G(X) dezelfde waarde heeft als in het Goppa

voorbeeld, want algemener geldt:
zij P(X) = xn_l, G(X) zonder nulpunten in GF(g\{0};

dan is de bijbehorende code C de Goppa code met Goppa polynoom G(X) en
L = G (@\0} = {17a,...,0" "),

Op grond van dit voorbeeld beweren Chien & Choy dat de GBCH codes de
Goppa codes bevatten. Goppa levert echter codes voor iedere n = q? en niet
alleen voor n qmwl zodat deze bewering ongegrond is.

Wel is het zo dat de GBCH codes de parity check matrix leveren die
in § 8.1 als doel gesteld werd:

n-1 n-1

213 p(x) = (@  P)(x) = ] p;x englx) = @lox = § g.x

i=0 i=0 ¢

Nu geldt p, # O en g, # 0 (0<ish-1) omdat ggd(P(X),X'-1) = ggd(G(X),
x®-1) = 1. Is v(x) een codewoord, en V(X) = (¢v)(X) dan geldt P(X) ° V(X) =

0 mod G(X) d.w.z. er is een polynocom A(X) van graad ten hoogste n - 1 -
graad {G(X)} zodanig dat
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P(X) o V(X) = A(X) G(X) = A(X) ° G(X).

n-1 ¢
Is a(x) = (Qula)(x) = Y a.x~ dan volgt
i=0 *

plx) * v(x) = a(x) * g(x)

of wel

n-1 - n-1

lv—
iéo et T i£0 *i%

i
%

-1 : -1 . n-j
£ la, = =1y . = p.o. =
of wel a, P9, v, (0<i<n-1). Als nu hl P;9; dan volgt uit a(a )

n-1 ; n-
=7 a, o™ Y vn AP Z a2 0(1si< graad G(x)) dat vaT = 0
i=0 * j=p 11 n-j
i
wanneer

h h un_l I . 4 u(n—l)(n—l)
8 haa 21 (n-2) (n-1)
hy he'™C sio b _ja
" = i z
he h Cln—-t h c"(n—t.){n—l)
0 1 |

Omgekeerd volgt uit vHT = 0 weer dat graad A(X) = n - 1 - graad(G(X))
dus A(X) G(X) = A(X) o G(X) en v € C. Dus H is een parity-check matrix voor
C.

B8.6. COMMENTAAR

Voor de publicatie van zijn nieuwe codes kreeg GOPPA (1973, 1973a,
1974) een prijs van de IEEE. Inmiddels is er al veel over deze codes ge-
schreven. Goppa zelf gaf in zijn eerste artikel een decodeeralgorithme.
Later toonde RETTER (1975) aan dat men een BCH-decoder gebruiken kan om
Goppa codes te decoderen. Op BCH codes na zijn Goppa codes niet cyclisch
maar BERLEKAMP en MORENO (1973) gaven een eenvoudig bewijs dat een verleng-—
de 2-fouten-verbeterende Goppa code cyclisch is. Later toonden TZENG en
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ZIMMERMAN (1975) aan dat diverse Goppa codes door verlenging cyclisch .

worden .

8.7. OPGAVEN

(8.7.1)

(8.7.2)

Zij C1 een BCH code met ontwerpafstand d1 en zij 02 een Goppa code
met ontwerpafstand d,, met n = q-1, L = GF(gH)\{0}. Dan heeft
C

4 NC,een minimum afstand 4 = d1 + dz - 1 en de verlengde code

zelfs afstand = dl + dz. Bewijs dit.

Toon aan dat de GBCH-code gedefinieerd door een polynomenpaar
-1
(P(X),G(X)) alleen afhangt van P(X)G(X) en graad (G(X)) zeodat
t
deze code ook gedefinieerd kan worden met het paar (PI(X),X ) voor

zekere PI(X} en t.
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Hoofdstuk IX

ASYMPTOTISCH GOEDE ALGEBRAISCHE CODES

9.1. EEN EENVOUDIG NIET-CONSTRUCTIEF BEWIJS

We hebben inmiddels vele methoden leren kennen om codes te construeren.
Als we voor deze constructies nagaan hoe hun plaats in de figuur van hoofd-
stuk IV zou zijn dan wacht ons een teleurstelling. Voor de Hadamard codes
uit § 2.2 nadert als n + « de rate R tot 0 en de grootheid & uit § 4.1
(minimum afstand gedeeld door woordlengte) is steeds 4. Dit levert een punt
op de kromme voor de Gilbert bound (en op de 6-as). Voor Hamming codes
nadert R tot 1 maar § tot 0. Dit levert ons het andere eind van de kromme
voor de Gilbert bound. De andere constructies zoals BCH, RS, etc. leveren
slechts punten op de as. Steeds blijkt dat bij vaste R de grootheid § tot O
nadert. We zullen nu aantonen dat een eenvoudig algebraisch voorschrift
toch goede codes kan leveren maar de methode is helaas niet constructief.

We beperken ons tot R = } (zie (9.5.1)). Bij vaste m kiezen we
@ =oa € GF (2™). Hoe « gekozen moet worden zullen we direct zien. We
construeren nu de lineaire code Ca (een (2m,m)-code) door een rij
a := (ai,az,...,an) van informatie-symbolen op te vatten als element van
Gr (2™ (dit is immers een m-dimensionale vectorruimte over GF(2)) en hier-
aan toe te voegen het codewoord (a,aa). Bij gegeven A = lm vragen we ons af
of de code C, een woord # 0 bevat met gewicht kleiner dan A.2m. Als dit het
geval is kunnen we de tweede helft van dit woord door de eerste helft delen

en o bepalen. Dit betekent dat er ten hoogste Z 2? waarden van o zijn
i<2im

26 dat de minimum afstand d van Cu minder dan 2)m is. Kies nu A :=
1

al (s - log m

dan o(2™). Hiermee is aangetoond dat voor bijna alle keuzen van a geldt

- Volgens (0.4.5.(i)) is het aantal "slechte" keuzen van o

<+ ¥
d=22mH (i—logm).
We hebben nu voor rate } een rij codes waarvoor geldt

§ =H (}) +o(1).

Deze rij codes haalt dus de Gilbert bound (4.2.5). Als we nu nog konden
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aangeven (en wel expliciet) hoe um moet worden gekozen zou dit een sensa-
tioneel resultaat zijn. Tot voor enkele jaren twijfelde men er aan of een
expliciete algebraische constructie van een rij codes met toenemende woord-

lengte en liminf d/n > O wel mogelijk is. In de volgende paragrafen geven
we de nu bekende oplossing.

9.2. JUSTESEN CODES

De door JUSTESEN (1973) geconstrueerde codes zijn een generalisatie
van de door FORNEY (1966) ontwikkelde concatenated codes. Beschouw de
woorden (of delen daarvan) van een code cy als letters van een nieuw alfa-
bet. Met deze letters maken we een nieuwe code Cz. Het procédé van coderen
en decoderen gebeurt dan in 2 trappen. We beschouwen dit in iets meer
detail. Laat c2 een code zijn over GF(Zm). Van een codewoord
(co,cl,...,cn_l) zijn de letters o.a. op te vatten als m~-tallen, dat is
Ci = {cil,ciz,...,cim) {i=0,1;,...,n-1}, met cij € GF(2). Zo'n m-tal is
dan een serie informatiesymbolen voor de zgn. binnencode Cl' Neem het een-

voudigste geval van rate 3. Dan behoort bij ¢ ’cim) een code-

g = (84 eSygrens
woord van 2m letters uit GF(2). De rate van de concatenated code is dan de
helft van de rate van C2' Het idee van Justesen is om de binnencode te
variéren, d.w.z. C1 te laten afhangen van i. Daarbij zijn de binnencodes
systematisch gekozen, hetgeen betekent dat het 2m-tal dat aan cg wordt toe-
gevoegd begint met (Cil'ciZ""'cim)' Voor de buitencode C2 neemt men
meestal (ook Justesen) een RS-code.

We geven nu de details van Justesens constructie. We beginnen met de
buitencode. Deze noemen we am. Het is de Reed-Solomon code met woordlengte
N := 2" - 1 over cr (2®) waarvan de voortbrenger het polynoom g(x) =

a-1 )

= T (x-a") is (o primitief element van GF(2™)). De dimensie van A is K,
i=1

de minimum afstand is d = N + 1 - K.

(N.B. N, d en K hangen van m af, K wordt later gekozen.)

(9.2.1) DEFINITIE. De binaire code C  met woordlengte n := n  := 20N wordt
gedefinieerd door C_:=

{c = (co,cl,...,cn_lj | cyi= (aj,ujaj), (ao,al,...,an_l) € Am}.
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Hierin interpreteren we (aj,ajaj) als binair 2m—tal.

We zien dat C‘m een binaire code is met dimensie k := mK en rate
R := JK/N. We zullen gebruik maken van het feit dat een 2m-tal, dat als een
cj voorkomt in een codewoord ¢, door de definitie van 5 reeds j bepaalt.
Dit is hetzelfde idee dat ook in § 9.1 werd gebruikt.

(9.2.2) LEMMA. Z22J v € (0,1), 6 € (0,1). Laat (M ) een rij natuurlijke
= Ls L LeN

getallen zijn met de eigenschap MLZ“ =y +o(l), (L+=). Dan

R(L)

heeft ieder ML-taZ verschillende woorden in een totaal ge—

wicht W waarvoor
W2 L 2P ET(6) + o)}, (Lo ).

BEWIJS: Voor voldoend grote L definiéren we

o
J\:—H(S—logL).
Volgens (0.4.5) geldt
1
LS - )
Ch & 2 e o

Dus geldt

2 Anim - 2 tog T

= an 2% yi0(1)}

vL 20558y + o(1)}. O

Zij nu R vast, 0 < R < }. Voor m ¢ N definiéren we als boven N := ol |
en nemen we voor K het kleinste gehele getal zo dat Rm = -2% z R. Dan is de
rij (Cm)msm uit (9.2.1) een rij codes met rate Rm + R (m + =). We onder-—

zoeken nu de minimum-afstand dm van Cm. Ieder woord a # 0 uit de buiten-
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code (de Reed-Solomon-code A ) heeft gewicht w(a) 2 N - K + 1. Verder is

(9.2.3) N-K+1>N-K-=nN(1 - 2R)
m

= (2™-1) (1+2R+0 (1)), (m + =).

Iedere codrdinaat aj # 0 geeft aanleiding tot een 2m-tal cj = (aj,ajaj! in
het toegevoegde codewcord a wvan Cm. We merkten boven reeds op dat deze 2m-
tallen van ¢ verschillend zijn. We passen nu lemma (9.2.2) toe om het ge~
wicht van c te schatten. We nemen hiertoe in -het lemma L := 2m, § := &; o

1 - 2R (dit kan volgens (9.2.3)). Volgens (9.2.2) is nu

(9.2.4) wic) = (1-2R)-2m-2"{H" (}) + o(1)}, (m > =)

Dus is
d /n = (1-2R) {H°(}) + o(1)}, (m + =)

Hiermee is bewezen:

(9.2.5) STELLING: Z7j O < R < }. De Justesen code C  zoals boven gedefini-
eerd heeft woordlengte n = 2m(2™-1), rate R en mintmum-afetand
4, waarvoor geldt

(9.2.86) R~ R, (m + =),
(9.2.7) lim inf 4 /n = (1-2R)H (}) .
mo m

Met de notatie van § 4.1 is 6 > (1-2R) H (}). Hier is R kleiner dan de
grens a(é) uit (4.2.5). Bij gegeven R < } is hier voor het eerst de limiet
van &8 niet O.

We zullen nu een kleine verandering aanbrengen in bovengenoemde con-
structie om ook R > } te kunnen bereiken. Laat 0 < § < m (we kiezen s la-
ter). Uit elk 2m-tal <::i = (aj,ajajl laten we de laatste s letters weg. De

code die we aldus krijgen noemen we C‘m s zij R vast, 0 < R < 1. Bij gegeven

y m K
m en s kiezen we voor K het kleinste getal z6 dat R = o—— =2 R (dit
m,sS 2m-s N
kan mits 2]: > R). Een codewoord a # 0 uit A geeft aanleiding tot alle-
—s el

maal verschillende 2m-tallen 4 (# (0,0)) maar de (2m-s)-tallen die na de
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verkorting overblijwven kunnen meerdere keren voorkomen, echter elk ten

hoogste g5 keer. Het aantal verschillende (2m-s)-tallen is dus tenminste:

(9:2:8) 2%mek) = 27" N1 - 2BE g
m m,s
Pas weer lemma (9.2.2) tce, nu met L := 2m~-s, & = m;s' Y =1 - z%fg-ﬂ.
Dan geldt voor de minimum-afstand d van C
m,s m,s
a& _ 2 (1 -85 gy (2m-6) 2" SH (EE) + o(1))25 (m + =)
m,s m 2m-s b y
dus
2m-s <+ Mm—5
(9.2.9) G, o/ 2 AL = Z==RME (= +o(1)}, (m + ).
Zij nma r € (4,1) vast. Kies s := [m(zﬁ:l]] + 1. Als r 2 R dan is ook
Zsis 2 R. We vinden uit (9.2.9) nu
R =
(9.2.10) dm's/n z (1 ==) {8 (1-r) + o(1)1}, (m > =),

Het rechterlid van (9.2.10) is maximaal als r voldoet aan

2

1+ log{l - H (1-x)} °

(9.2.11) R =

Is R 26 klein dat uit (9.2.11) volgt r < } dan nemen we r = }. We vatten dit

nu samen in

(9.2.12) STELLING: Z%j 0 < R < 1 en 377 r -het maximum van } en de oplossing
van (9.2.10), s = [m(g%Eidl + 1. De Justesen codes C, . hebben
r

woordlengte n, rate R en minimum-afstand a4, g waarvoor geldt
r

S

R, <«
lim inf dm,s/n 2 {1 - ;OH (1-xr).

De resultaten van de stellingen (9.2.5) en (9.2.12) vergelijken we in
onderstaande figuur met de Gilbert-bound.
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Gilbert: H ' (1-R)

%
H (1-r)

Stelling Stelling
(9452.:5) (9.2.12)

9.3. DIRECTE CONSTRUCTIE

Eén van de bezwaren tegen de constructie van Justesen was het feit dat
zowel voor de RS-code als voor de binnencode een primitief element van
GF(2m} nodig is. Er is geen andere manier om zo'n element te vinden dan een
zoekprocédé en men kan dan even goed een goede code direct construeren met
een zoekprocédé. Daar m variabel is werd de oplossing niet constructief ge-
noemd. In zijn artikel maakt Justesen een vage opmerking over een suggestie
van R.J. McEliece om dit bezwaar op te heffen. We zullen dit idee hier
uitvoeren. We beperken ons tot geschikte waarden van m en beschrijven
GF(2™) op een eenvoudige manier.

B

B+ 1 et .

(9.3.1) LEMMA. 3

BEWIJS. (i) Voor R = 0 en 1! is de bewering direct duidelijk.
B
(i) stel 3% || (22 + 1). vit

4B+ B

(2 +1) = (23

8 8
+1) {22 +1) 2% -2) + 3}

volgt, als t = 2,
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3S+1

@ an. O

GEVOLG. Als m de orde van 2 (mod 323 is, dan is m = ¢(3£) = 2.3

BEWIJS: Uit 2% = 1 (mod 3) volgt o = 0 (mod 2). Dus is m = 2s. Dan is dus
2%+ 1 =0 (meod 3£). Het gestelde volgt uit het lemma. O

Voor deze m bevat GF(2") een primitieve 3£-de eenheidswortel £ (Euler-
Fermat). Het minimaalpolynoom van & is blijkbaar

m-1
(x+E) (x+E2) (x+EY) ... (x+E2 ),

een polynoom van de graad m. Merk op dat

IA -1 -1
1+ %7 = (14x) (Qaxbnd) (L43450) ... (14 4223 ).

Uit het voorafgaande volgt dat de laatste factor (rechts) irreducibel is.

In het vervolyg is m = 2.3£_1 en GF(2m) de verzameling polynomen van graad

< m over GF(2) met optelling en vermenigvuldiging mod g(x), waarbij

2'3R~1 3£~1
X

glx) := + x + 1.

We construeren nu direct de buitencode.

Een m-tal informatie-symbolen (iU'il""'im—ij uit GF(2), vatten we op

als het element iO + :i.1 S im—lxm_i € GF(Zm). Aan K op elkaar volgende

m-tallen, zeg a.e,,al,...,au.K_“1 voegen we toe het polynoom

a(z) :=ay+a;Z+ ... +a ZK_i, waarbij de a, nu elementen van het

K-1
> A
lichaam GF(2") zijn. neil: m-1

Voor j = 1,2,...,2m—1 laat j = Z eizi en j(x) == I eixl. Zo doorloopt
i=0 i=0

j(x) de elementen # 0 wan GF(2m). Deze substitueren we achtereenvolgens
voor Z in a(Z). Zo onstaat een rij van N := 2m—1 elementen wvan GF(2m). Zo
hebben we dus een lineaire code met rate K/N over GF(2™) gemaakt. Daar a(Z)
graad < K-1 heeft, heeft dit polynoom < K-1 nulpunten in GF(2%), d.w.z.
ieder codewoord # 0 heeft gewicht D = N-K+1. Hiermee is de eerste stap vol-
ledig constructief.

Bij de binnencode gaan we analoog te werk.

Is cj de j-de letter van een codewoord van de buitencode, dus cj een

polyncom van graad < m-1, en j(x) als boven, dan is

(cj;j(x)cj),
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waarbij vermenigvuldiging als steeds mod g(x) is, op te vatten als een

2m-tal nullen en enen dat de eigenschap heeft die wezenlijk was voor Justesen's
constructie, te weten: als cj # 0 dan is j eenduidig bepaald door het 2m-tal
(deling mod g(x)). Ook deze stap is nu volledig constructief.

9.4. COMMENTAAR

De eenvoudige constructie uit § 9.1 is gebaseerd op een suggestie van
M. Staring. Het idee komt reeds eerder voor o.a. als de zgn. randomly
shifted codes van Wozencraft. Een bewijs met de eenvoud van § 9.1 hebben we
nergens in de literatuur aangetroffen. Het idee van § 9.2 is een van de

belangrijke stappen vooruit in Coding Theory uit de laatste jaren.

9.5. OPGAVEN

(9.5.1) Laat met de inkortingsmethode van § 9.2 zien dat het idee van § 9.1
voor iedere R codes levert die de Gilbert bound halen.

1
(9.5.2) Generaliseer het idee van Justesen om voor R < T nog betere codes
te maken.
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Hoofdstuk X
ARITHMETISCHE CODES
10.1. AN-CODES

Arithmetische codes zijn bestemd voor het controleren van rekenkundige
bewerkingen, in het bijzonder optelling en aftrekking. De te bewerken getal-
len dient men zich hierbij voor te stellen als geschreven in het r-tallig
stelsel, waar r een vast geheel getal =z 2 is. Het binaire (r=2) en het deci-
male (r=10) geval zijn van overwegend praktisch belang.

Arithmetische codes verschillen van de andere in deze syllabus be-
handelde codes door de keuze van de afstandsfunctie. Hamming-afstand is
minder geschikt voor het doel: één enkele vergissing bij een optelling kan
immers verscheidene foute cijfers in de uitkomst tot gevolg hebben, zodat
de Hamming-afstand tussen het juiste antwoord en de verkregen uitkomst geen
ondergrens is voor het aantal gemaakte fouten.

Een afstandsbegrip dat beter overeenkomt met het scort fouten dat men
verwacht wordt als volgt verkregen. Het arithmetische gewicht w(x) van een
geheel getal x is per definitie het kleinste getal t 2 0 waarvoor er een

representatie
§ (1)
(10.1.1) X = f a 't
P i
i=1
met

a;r nli) ez, |a;| <x, n(1) 20

(i=1,...,t) bestaat. De arithmetische afstand d(x,y) tussen twee gehele ge-
tallen x en y is gedefinieerd door

a(x,y) = wix-y).

Men gaat gemakkelijk na dat d een metriek op Z is. Maakt men ZZ tot ver-

zameling hoekpunten van een graph door x en x' te verbinden als

|x-x'| = c.x” voor een ¢ ¢ 142,000 o= 1), 4 Z .,
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dan is de arithmetische afstand tussen twee gehele getallen gelijk aan hun
afstand in deze graph. Arithmetische afstand is translatie-invariant:
d(x,y) = d(x+z,y+z) voor alle x,y,z € Z . Deze eigenschap heeft Hamming-
afstand niet. Merk op dat de arithmetische afstand tussen twee niet-nega-
tieve gehele getallen kleiner dan of gelijk aan hun Hamming-afstand is.

We zullen codes beschouwen van de vorm
c={aN| Ne =, 0=<N< B}

waar A en B vaste positieve gehele getallen zijn; zulke codes heten AN-codes.
Het gebruik van zo'n code moet men zich als volgt voorstellen. Om twee ge-
tallen N, en N, (niet negatief, en niet te groot t.o.v. B) op te tellen co-
deert men ze als AN, resp. ANz. Vervolgens berekent men de som van AN, en
ANZ; noem de uitkomst S. Als alles goed is gegaan is S een A-voud, en de
som van N, en N, is dan S/A. Als S geen A-voud is, heeft men bij de op-
telling een vergissing gemaakt. Men bepaalt dan AN3 € C met minimale
d(aNy, S); het aantal gemaakte vergissingen is dan ten minste d(AN3;5}. en
de meest waarschijnlijke uitkomst wvoor Nl + N2 is N3.

Opdat men op deze wijze alle ten hoogste e-voudige fouten kan corrige-
ren is nodig en voldoende dat geldt

d(AN,AN') = 2e + 1
voor alle BN, AN' € C, AN # AN'. Dit is kennelijk hetzelfde als
w(AN) = 2e + 1 voor alle BN € C, AN # O.

De tot nog toe gebruikte eigenschappen van C zijn voornamelijk te dan-

ken aan de gelijkenis van C met de ondergroep
H={aN | N e z};

vergelijk dit met de prominente plaats die lineaire codes in de code-

theorie innemen. Het is helaas niet zinvol C = H te nemen, want er geldt

min{w(AN) | N € Z,N # 0} < 2
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voor alle A € Z (zie (10.6.1)).

Dit ongemak omzeilen we door modulaire BN-codes te beschouwen. Zetten
we, met A, B, C als boven,

m = AB,

dan kunnen we C opvatten als ondergroep van ZZ/mZ (de gehele getallen modulo
m) . We moeten dan wel ons afstandsbegrip aanpassen. Hiertoe maken we Z/mZ%

tot verzameling hoekpunten van een graph door (x mod m) en (x' mod m) te
verbinden met een kant als

-'I
X = x' = % c.r’ (mod m)

voor zekere c,j € Z, 0 < c < r, j 2 0. De modulaire afstand dm(;';) tussen
twee elementen x,y van Z/mZ is dan de afstand tussen x en y in deze graph,
en het modulaire gewicht wh(Qi is gedefinieerd door wh(;) - dm(E}(o mod m)).
Voor x,y € Z schrijven we in plaats van dm((x mod m), (y mod m)) en

W ((xmod m)) ook wel dm(x,y) en wm(x} . Merk op dat geldt
w (x) = min{w(y) | v e Z,y = x(mod m)}
d,(y) = w (x-y).

De code C kan nu gebruikt worden om twee getallen Nl en N2 modulo B op te

tellen. Hierbij kunnen alle combinaties van ten hoogste e fouten hersteld

worden dan en slechts dan als geldt
da . (C) =22+ 1
min
waar d . (C) de minimun-afstand van de code is:
4 in(© =min{w (x)[x € C, x # (0 mod m)}.

Niet iedere keuze voor m is zinvol. Als bijvoorbeeld m een priemgetal

is waarvoor r een primitieve wortel is, dan geldt wm(x) £ 1 voor alle x € 2

Wij zullen ons in het vervolg beperken tot getallen van de vorm

1n=rn--1,neZ, noE 2y
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Deze keuze is voor de praktijk van belang, aangezien vele computers modulo
2"-1 rekenen.

Elk geheel getal x kan modulo s | eenduidig geschreven worden als

n-1 X
x = I c.r” (mod (xr"-1))
i=o *

met c; € {0,1,...,r-1} (0<i<n), niet alle c; = 0. pus 2/ (xr™-1) is op te
vatten als de verzameling woorden ter lengte n gevormd uit r letters, met

uitzondering van het woord 00...0.

Deze laatste uitzondering zou overbodig geweest zijn als we hadden ge-
nomen m = ¥°; dit is voor de praktijk eveneens een zinvolle keuze, daar ook
vele computers modulo 2" rekenen. Goede codes zijn voor r = 2, m =2" echter
niet te verwachten: uit AB = m = Zn volgt immers A = 2k voor zekere k, en

de code bestaat dan uit de getallen

n-1 i
Lo ci2 ) cy € {0,1}

n-k-1 ,
WAArvoor C, = ... = C = 0; het coderen van een getal z a2t
0 k-1 i20 i

modulo B (=2n_k] {die{o,l}) pestaat dan uit het achterplaatsen van k nullen,
die niet eens een parity-check functie vervullen: Analoge bezwaren zijn er
voor algemene r.

In het vervolg verstaan we onder een cyclische AN-code een ondergroep
C van %/ (r®-1); hieris n een geheel getal 2 2, de woordlengte van de code.

Bij zo'n C is er steeds een eenduidig bepaald paar natuurlijke getallen A,
B met

aB = r-1

¢ = {(AN mod(z"-1))| N € Z, 0 < N < B}.
We noemen A de voortbrenger van de code. We zijn primair geinteresseerd in
codes waarvan de rate %--rlog B en de minimum-afstand "groot" zijn.

Als abelse groep is C cyclisch van orde B. De penaming "cyclische

AN-code" slaat echter op een andere eigenschap, die doet denken aan de cy-
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clische codes over eindige lichamen: is (x mod(rn—l)) een element van C,

n-1 i

xz J cx' (mod(x™-1)),
’ i
i=0

dan geldt

n=1 i

= ] e r (mod("-1))
i=0 -7

(indices modulo n), en (rx mod (r™-1)) is een element van C omdat C een onder-
groep is. Dus de "cyclische opschuiving" van een codewocord behoort weer tot
de code. De analogie met cyclische codes over eindige lichamen gaat verder:
eén cyclische AN-code is een ideaal van de ring 22/ (rn—l), een cyclische
code over GF(q) is niets anders dan een ideaal in GF (q) [x]/(x"-1). Verder
kan men r met x laten corresponderen, A met g(x) (= het voortbrengend poly—
noom van de code), en B met h(x) (het "check polynomial™) . Op deze analogie
komen we nog terug.

Men verkrijgt negacyelische AN-codes door m = r® + 1 te nemen, en onder-
groepen van Z/ (rn+1) te beschouwen. We laten het aan de lezer over, de re-
sultaten van §§ 10.2 t/m 10.4 voor het negacyclische geval te formuleren en
te bewijzen.

Referenties voor deze paragraaf: PETERSON & WELDON (1972), MASSEY &
GARCIA (1972), RAO (1974) en de daar aangegeven literatuur. Deze auteurs be-

schouwen voornamelijk het binaire geval.
10.2. PERFECTE CYCLISCHE AN-CODES VAN ORDE 1

Zij cc z/ (rn—lj een cyclische AN-code en e een geheel getal =z 1. We
noemen C perfect van orde e als er voor elke x € &/ (rn—I) een eenduidig
bepaald element ¢ ¢ C bestaat met dm (x,c) < e; hier m = r™-1. Zetten we

S, = {x e =/ (x"-1)| w o (x) < e}

dan betekent dit dat elk element x ¢ Z/ (rn—I} een eenduidige voorstelling
X=c+y, mtcecC, ye Se heeft. Anders geformuleerd: de natuurlijke af-
beelding

"
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s, — (=/ ("-1))/C = z/rz

moet bijectief zijn. Hier geeft A de voorbrenger van de code aan, als in
10.1. Merk op dat een perfecte code van orde e alle ten hocgste e-voudige
fouten kan corrigeren, dus dmin (C) 2 2e + 1.

We beschouwen in deze paragraaf het geval e = 1. Dan geldt dmin(c} e
Heeft C meer dan &&n element, dan hebben we bovendien dmin (C) £ n, dus we
mogen ons beperken tot het geval nz 3. Het is eenvoudig na te gaan dat 51 dan

precies 1 + 2(r-1)n elementen heeft, namelijk

0 mod@ (r™-1),
3 n : 2
c.r” mod (r -1),¢,j € Z,0 < |e|] <z, 0 £ 3 <n.
De bijectie Sl + /A% levert dus A = 1 + 2n(r-1), waaruit volgt dat
1 + 2n(r-1) een deler is van r -1 zodra er een perfecte code C c Z/ (r"-1)

van orde 1 is: de "sphere packing condition".

(10.2.1) STELLING. (zie GOTO & FUKUMURA (1975)). Stel Cc < z/ (x"-1) is een
perfecte cyclische AN-code van orde 1 met voortbrenger A en woord—
lengte n 2 3. Dan is A een priemgetal > r2, de woordlengte n is on—
even, en de ondergroep H c (=/az) " (= multiplicatieve groep van
het lichaam 7Z/AZ) voortgebracht door (r mod A) heeft orde n en

index 2(r-1). Bovendien vormen de elementen (+ c mod B), c

1,2,..., * - 1, een volledig representantensysteem voor de neven—
klassen van B in (z/3Z)".

Omgekeerd, als B een priemgetal > £ is met de etgenschap dat
de ondergroep H < (z=/az) " voortgebracht door r index 2(x-1) heeft,
met {+ ¢ mod A| ¢ = 1,2,...,r-1} als volledig representanten—
systeem voor de nevenklassen, dan is de orde n van H oneven, en de
ondergroep ¢ van z/ (x"-1) voortgebracht door A mod(r"-1) is een
perfecte cyelische AN-code van orde 1.

BEWIJS. Als A = r’-1 dan is A > r? duidelijk. Als A < r"-1 dan is (A mod
r™-1) een element ongelijk aan nul van C, dus dmin(C} = 3 impliceert
w(a) =2 w (a) 2 3, waaruit volgt A > r?. Is A niet priem, dan A = k.l met
k,1 > 1; we mogen aannemen k > r. Wegens de bijectie S, — Z/B%Z is er
precies &&n geheel getal van de vorm c.rj, c,j € B, |e] < xr,320met

k = c.r? mod A. Kennelijk ¢ # 0. Er volgt k|c.rj. Ook k|3\1rn—1, dus (k,x) =
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=1 en k|c. Dit is in tegenspraak met k > r, 0 < |c| < ¥. Dus A is priem.

De bijectie Si —+ ZZ/A% levert nu een bijectie
{tecxd| e=1,2,...,0-1, § = 0,1,...,n-1} — (z/27)".

Het beeld van {rj| j =0,1,...,n-1} is net de ondergroep H voortgebracht
door (r mod A), want =1 mod A. Deze ondergroep heeft dus orde n, en

kennelijk is {*# ¢ mod A] ¢ = 1,2,...,r-1} een representantensysteem voor
(Z/AZ)*/E. In het bijzonder geldt (-1 mod A) ¢ H, dus de orde n van H is
oneven. Dit bewijst de eerste helft van de stelling. De omkering laten we

aan de lezer over. O

(10.2.2) GEVOLG (zie PETERSON & WELDON (1972)). Stel p is een priemgetal

2 3 (mod 4) waarvoor -2 een primitieve wortel is. Dan is de onder-
groep C < &/ {2“9_1}—1) voortgebracht door p mod (2i(p-11_” een
perfecte binaire cyelische AN-code van orde 1. Bovendien is elke

perfecte binaire cyclische AN-code van orde 1 van deze vorm.

BEWIJS. Dit volgt direkt uit (10.2.1). De voorwaarde op p is slechts een ver-
taling van de eis dat (2 mod p) e (2Z/ pz)* een ondergroep van index 2 voort-
brengt waar (-1 mod p) niet in zit. ]

Priemgetallen p die aan de voorwaarden van (10.2.2) voldoen zijn bij-
voorbeeld: p = 7 (levert een triviale code), p = 23, p=47, p=171, p=79.
Merk op dat p noodzakelijk 7 mod 8 is.

Priemgetallen p waarvoor 2 een primitieve wortel is geven aanleiding
tot perfecte negacyclische codes, cf. PETERSON & WELDON (1972). Vergelijk
dit met de cyclische beschrijving van binaire Hamming codes: is
g(x) € GF(2)[x] een irreducibel polynocom zodat x een primitieve wortel
mod g(x) is, dan brengt g(x) in GF(2}[x]/(xn—l), n= 2';‘:':52'3“5(‘”—1,r een per-
fecte code van orde 1 voort.

Het volgende gevolg bewijst men als het vorige.

(10.2.3) GEVOLG (zie GRITSENKO (1969)). Stel p is een priemgetal = 5 mod 8
zodat (3 mod p) € (Z/pZ)" een ondergroep van index 4 voortbrengt.
Dan brengt (p mod {3“9_“—1)) een perfecte ternaire cyclische
AN-code van orde 1 in z/ (3“p_1)—1) voort. Bovendien is elke per—
fecte ternaive cyelische AN-code van orde 1 van deze vorm. a
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Elk priemgetal p dat aan de voorwaarden van dit gevolg voldoet is con-
gruent met 13 modulo 24; voorbeelden zijn p = 13, p = 109, p = 181.

Niet voor elke r bestaan er cyclische AN-codes van orde 1:

(10.2.4) GEVOLG (zie BOYARINOV & KABATYANSKY (1973)). Er bestaat geen per—
fecte AN-code ven orde 1 met r = 2k, XoEe By X L

BEWIJS. Stel C is zo'n code, met voortbrenger A. Zij H' ¢ (Z/AZ)" voortge-
bracht door (r mod A) en (-1 mod A). Wegens de stelling heeft (m/m)*/n'
orde r - 1 = 2% = 1 en een volledig representantensysteem { (1 mod A),

(2 mod BA),...,(r-1 mod A)}. Hieruit ziet men dat de orde van het beeld van
(2 mod &) in (z/AZ) /H' gelijk is aan k. Omdat de orde van een element de
orde van de groep deelt, volgt k]2k - 1. Zij nu g het kleinste priemgetal
dat k deelt. Dan 2% = 1 mod q, 29! = { mod q (Fermat), en (k, q-1) = 1,
dus 2! = 1 mod g, tegenspraak. O

(10.2.5) GEVOLG (zie GOTO (1975)). Er bestaat geen perfecte decimale
eyelische AN-code van orde 1.

BEWIJS. Brengt A zo'n code voort, en is H' < {zz/m)* voortgebracht door de
restklassen van 10 en -1, dan heeft {ZZ/AZ)*/H' orde 9. Geven we het beeld

van (i mod A) in deze groep aan met I, dan

(z/pz)*/u' = (1, 2, 3, 2, 5, 6, 7, 8, 9}.

_3 —_—

Uit 2° = B # 1 volgt orde (2) = 9, dus 2 brengt de groep voort. Verder

35 =1T0=Tdus5 =73 2ij3=2%, met 0<x<9.Alsx=0,1, 2, 3 0f 8,
dan 3 =1, 2, 4, 8 of 5, respectievelijk, een tegenspraak. Als X = 4, 5 of 6
dan 9 = 27 = .5_, 2 of 8, weer een tegenspraak. Tenslotte levert ook X = 7
een tegenspraak: 6 = ?ﬂi = 5. ]

Meer non-existentiestellingen van dit type vindt men in GOTO & FUKUMURA
(1975); hier worden ook negacyclische codes beschouwd. Perfecte codes van
orde 1 met r = 4, 5, 8, 9 of 10 bestaan niet; voor r = & of 7 worden per—

fecte cyclische codes van orde 1 geleverd door:
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3 A n

6 18191 1819
6 20611 2061

7 19237 1603

7 30013 2501.

Voor hogere r zijn er geen voorbeelden bekend; deze bestaan echter waar-
schijnlijk wel, bijvoorbeeld voor r = 11, 12, 14, 15, 17, ... . Deze ver-
wachting is gebaseerd op overwegingen uit de algebraische getaltheorie,
waar we hier niet verder op ingaan.

Voor niet-perfecte AN-codes die enkelvoudige fouten kunnen corrigeren
zie men GRITSENKO (1969) en NEUMANN & RAO (1975).

10.3. BEREKENING VAN HET ARITHMETISCHE EN MODULAIRE GEWICHT

Voor het construeren van AN-codes die meer fouten kunnen corrigeren
hebben we een goede manier nodig om het arithmetische of modulaire gewicht
van een geheel getal te bepalen.

Elk geheel getal x kan, per definitie van W, geschreven worden als

w(x)

x =0 Y g
=1 1

rn(i)

met a, n(i) € 22, |ai| <r, n(i) 2 0 (i=1,...,w(x)). Aan de hand van voor-
beelden ziet men gemakkelijk in dat deze schrijfwijze niet eenduidig hoeft
te zijn. Er is echter één zo'n representatie die bijzonder eenvoudig te be-

palen is; deze is als volgt gedefinieerd.

Laat b, ¢ € Z, |[b|, |¢| < r. We noemen het paar (b,c) toegelaten als
geldt:

als be > 0 dan |b+c| < r,

als bc < 0 dan |b| > |c|.
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=r+l

-r+1

Het toegelaten gebied.

Een schrijfwijze

o« -
(10.3.1) x= ] erx

met ¢, € Z, |ci[ < r voor alle i, en c; = 0 voor i groot genoeg, heet een

NAF voor x als voor elke i = 0 het paar (Ci+1
fe S 0 voor alle i, oftewel: twee naburige
"cijfers" mogen niet allebei ongelijk aan nul zijn. De afkorting "NAF", aan

,ci] toegelaten is. In het bi-
naire geval betekent dit c

het binaire geval ontleend, betekent dan ook "non-adjacent form".

(10.3.2) STELLING. Elk geheel getal x heeft precies één NAF; bovendien,
als (10.3.1) een NAF is voor x, dan is

wix) = [{1]1 2 0, ¢, # 0}

Voor een (onnodig lang) bewijs van deze stelling verwijzen we naar
CIARK & LIANG (1973). Daar vindt men ock een algoritme om een NAF voor x te
berekenen uitgaande van een willekeurige representatie (10.1.1): men zorgt
er eerst voor dat alle n(i) verschillend zijn, zodat de representatie de
vorm x = Z birl heeft (|bi] <r,enb, = 0 voor i groot genoceg), en dan

i=0
maakt men, te beginnen bij i = 0, achtereenvolgens alle paren (bi+1'bi) toe-

gelaten, door zo nodig zo'n paar te vervangen door (bi+1il.bilr). We laten
de details aan de lezer.
De volgende stelling geeft een andere manier om een NAF voor X te be-

rekenen:



146

(13.3.3) STELLING. ZZj x € Z, x 2 0. Sehrijf (rx+l).x en x in het r-tallig

stelsel:

Y
j=0

J

]

(r+l).x

T g o
x= )} b.r
j=0 7

met aj,h_ e {0,1,...,x-1} voor alle j, en ay = hj = 0 voor j groot
J

genoeg. Dan wordt de NAF van x gegeven door

Definiéren we de graad gr(x) van een geheel getal x door

[}
|
-

gr(0)

gr(x) rna.x{ilci # 0}, x # 0,

als (10.3.1) een NAF voor x is, dan kan men eenvoudig bewijzen:

(10.3.4) STELLING. 2¢j k € Z, k 2~ 1, en x ¢ . Dan geld:

k+2
r

gr(x) < k <= jx[ < =1

O

Vervolgens beschouwen we de analoge stellingen voor het modulaire ge-
wicht wm, met m = ¥" - 1, n=i2.

We noemen een representatie

n-1 .
(10.3.5) x= ] c.r' modm
i=0

met ¢, € Z, !ci] < r een CNAF (= cyclische NAF) voor x moduloc m, als
(ci+1’ci) toegelaten is voor i = O,1,...,n = 1; hier is ¢ = o~

(10.3.6) STELLING. Elk geheel getal x heeft een CNAF modulo m; deze CNAF
is uniek behalve als

(r+1)x = 0 # x mod m
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in welk geval er twee CNAFs voor x modulo m zijn. Is (10.3.5) een
CNAF voor x modulo m, dan geldt

w (x) = |{i] 0 s i < n, eh # 0}]. O

(10.3.7) STELLING. Als (r+1)x = 0 % x mod m, dan geldt w (x) = n, behalve
als

- ) m
n:OmodZenx_ir+1madm,

in welk geval geldt W (%) = %n. O

We verwijzen naar CLARK & LIANG (1874) voor meer over CNAF's ©0.a. vVoor
een algoritme om een CNA? van een geheel getal te bepalen.

Stelling (10.3.4) impliceert gemakkelijk:

(10.3.8) STELLING. Een geheel getal x heeft een CNAF (10.3.5) met c 4 =0

dan en slechts dan als er een y € Z 18 met

x = y(mod m), |y| < ;%T . O

Heeft x een CNAF (10.3.5), dan wordt een CNAF voor rx gegeven door

1—1ri (mod m) (indices medulo n).

Uit stelling (10.3.6) wvolgt dus
(10.3.9) wm(rx} = wm{x),

hetgeen ook direct in te zien is.

Op dezelfde wijze ziet men dat de kopcoéfficiént c;_l van de CNAF van
rj.x gelijk is aan de n-l-j-de coéfficiént cn-l—j van de CNAF van x (aan-
gencmen dat deze CNAF uniek is). Het al of niet nul zijn van cn-l-j kan men

dus bepalen door (10.3.8) op rj.x toe te passen, en men vindt:

(10.3.10) STELLING. Voor x e Z geldt
w (x) = |[{j] 03 <n, ener is een y € Z,

— . % = ]
i el S a7 e met rix = y mod m}| 0



148

10.4. MANDELBAUM-BARROWS CODES

(10.4.1) STELLING. Z%j C c 2/ (r"-1) een cyclische ANl~code met veoortbrenger
A, en 3t B = (r"-1)/A = |c|. Dan geldt

cnZE . B
Lm0 = n S - 2 -

BEWIJS. Schrijf elke x € C in CNAF:

n-1 ;
x = { z ey xrl mod (x™-1)),
i=0 °*

dan moeten we het aantal co&fficiénten ongelijk aan nul van de matrix

€5, %) 0sisn-1, xec PePalen.

Neem voor de eenvoud aan dat elke x € C een unieke CNAF heeft. Dan bevat elke
kolom van de matrix (ci x} evenveel nullen, wegens het cyclische karakter

van de code. Dus het gevraagde aantal is
n. l{x € C[ cn—l,x # 0}|.

Bezit x een unieke CNAF, dan is wegens (10.3.8) de kopco&fficiént Gy

hiervan ongelijk aan nul dan en slechts dan als er een y € Z is met

x = (y mod rn—l), ;E—

<
ol I

.

mr
r+l1

Schrijven we x = (AN mod rn—l), 0 £ N < B, dan betekent dit

Bx B
Het z is k ij —_— - | — -
et aantal van zulke N is kennelijk Lr+1J Lr+1J
Het geval dat C een element met twee CNAFs bevat vereist enige extra

zorg, die aan de lezer toevertrouwd kan worden. O

De uitdrukking in (10.4.1) is ongeveer gelijk aan
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Vergelijk hiermee het analoge resultaat voor cyclische codes over GF(qg):

is C zo'n code, met woordlengte n, dan

} w_ (x) = n. |C| gk (w,_, = Hamming—gewicht) .
xec B 4 B

De volgende stelling beschrijft de gegeneraliseerde Mandelbaum-Barrows
codes, zie MASSEY & GARCIA (1972) voor referenties voor het binaire geval.
Een code heet equidistant als a (x,x') = dm{y,y') voor alle x,x',y,y'

eC, x#gx", vy#y'.

(10.4.2) STELLING. 27j B een priemgetal dat r niet deelt, met de eigenschap
dat (z/BZ)” wordt voortgebracht door de restklassen van r en -1.
Z2ij n een positief geheel getal met r® = 1 mod B, en laat A =
= (£™-1)/B. Dan is de code ¢ c =/ (x"-1) voortgebracht door A equi-
distant met afstand

n_  xB B
B-1 ‘[x+1] ~ |=1) "

BEWIJS. Zij x ¢ C, x # O willekeurig; dan geldt x = (AN mod r'~-1), met

+ rJ mod B voor

N # 0 mod B. De aannamen van de stelling impliceren dat N =
zekere j, dus wm(x) = wm(irJA) = wm(A) (wegens (10.3.9)). Hieruit blijkt
dat alle elementen van C ongelijk nul hetzelfde modulaire gewicht hebben,

dus C is equidistant. De afstand berekenen we met (10.4.1):

1 n rB B
w (A) = — y w (%) = ._.__( —_— - ). D
m BrE.utn ain B B-1|z+1| ~ |x+1]

We merken op dat de woordlengte n in (10.4.2) ten minste % is; dit
is nogal groot ten opzichte van het aantal codewoorden, nl. B. Voor de
praktijk lijken de Mandelbaum-Barrows codes dan ook niet belangrijk.

De Mandelbaum-Barrows codes corresponderen met de "maximum-length"
codes over eindige lichamen. Dit zijn cyclische codes met woordlengte qk—l
waarvan het check polynoom h(x) een primitief irreducibel polynoom van
graad k is (primitief betekent dat de nulpunten van h(x) multiplicatieve
orde qf-1 hebben). Deze codes zijn equidistant met afstand (G=1) g5 2.

(Zie § 5.2).
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Er bestaan generalisaties van (10.4.2) voor het geval B een natuurliijk
getal, relatief priem met r, is, met de eigenschap dat de groep van eenheden
(Z;’BZ)* van de ring Z/BZ wordt voortgebracht door (r mod B) en (-1 mod B).
In dit geval hoeft de verkregen AN-code C niet equidistant te zijn, maar
wel is het zo dat het modulaire gewicht van een codewoord alleen van zijn
orde in de groep C (¥ Z/BZ) afhangt. Door (10.4.1) op subcodes van C toe
te passen kan men dan met Moebius-inversie de gewichtsenumerator van C op-
stellen; vergelijk TSAO-WU & CHANG (1969) voor het binaire geval. Voor deze
codes geldt hetzelfde als voor de Mandelbaum-Barrows codes: een grote
woordlengte en slechts weinig codewocorden.

Tenslotte noemen we een methode waarmee men de gewichten van een ge-
geven cyclische AN-code C © 22/ (r"-1) kan bepalen. Zij A de voortbrenger,
en AB = r’ =1 = m. Met H geven we de ondergroep van (Z/BZ)* aan die wordt
voortgebracht door de restklassen van r en -1. De groep H werkt op 2Z/BZ
door vermenigvuldiging; voor N € Z geven we de baan van (N mod B) onder H

met H.N aan:
H.N = {¢+ r) Nmod B| j = 0,1,2,...} < =/B2Z.

(10.4.3) STELLING. Het modulaire gewicht w (AN) hangt alleen van de baan
H.N af; er geldt

|EN o {y mod B| %cy s-r%}!
w_(AN) = n.
m | e |
BEWIJS. Dit is in essentie een herformulering van (10.3.10). O

(10.4.4) VOORBEELD: r = 2, B = 109, n = 36. De groep H © (Z/ 109 ZJ* heeft
orde 36, en %/ 109 Z valt onder H in vier banen uiteen:

H.0, H.1, H.3, H.9.

Doorsnijdt men deze banen met {y mod 109| —129 <ys< 2.109}

= {37, 38, ... ,72}, dan vindt men
@, {+38, =41, +43, +45, +46, +54},

{40, *48, %51, 52, 53}, {37, +39, 42, +44, *47, *49, +50},
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dus de AN-code C © Z&/ (236—1) voortgebracht door A = {236—1)/109 heeft één
element met gewicht 0O (het nul-element van C); 36 elementen met gewicht 12;
36 elementen met gewicht 10; en 36 elementen met gewicht 14. Er volgt
dmin(c) = 10. Zie MASSEY & GARCIA (1972) § 3.6 voor meer voorbeelden.

In SEGUIN (1973) vindt men een manier om uit (10.4.3) een ondergrens

voor d ., (C) af te leiden.
min
10.5. CHEN-CHIEN-LIU CODES

De reeds vaker vermelde analogie met cyclische codes over een eindig
lichaam heeft de gedachte in het leven geroepen dat er een klasse AN-codes
bestaat die correspondeert met de klasse der BCH-codes. Voor een inmiddels
weerlegd vermceden hierover zie men MASSEY & GARCIA (1972) § 3.7.

De enige bekende klasse AN-codes die enigszins doet denken aan BCE-
codes wordt beschreven door de volgende stelling, die men voor r = 2 kan

wvinden bij CHEN, CHIEN & LIU (1974).

(10.5.1) STELLING. Laten a en b twee onderling ondeelbare getallen = 2 zijn.
Dan heeft de cyclische AN-code C < Z/ (x®P-1) voortgebracht door

(x2P-1) (z-1)
(x*-1) («P-1)

A =

minimum-afstand gelijk aan min {a,bl.

Dat de minimumafstand van C ten hoogste min{a,b} is blijkt uit de aan-
b-1
i b
wezigheid van de codewoorden (rab—l)/(ra'-l) = E 2 en (rab-.'l)/(r -1) =

xr

a-1 =0
= }‘ rjb. De andere ongelijkheid is minder evident. Beneden schetsen we een

3=0
bewijs voor het binaire geval, uitgaande van de onvolledige argumentatie van
CHEN, CHIEN & LIU (1974), § 4. Het algemene geval laten we aan de lezer over,
=ie (10.6.3).

De analogie met BCH-codes is als volgt. Is g een priemmacht, en zijn

a, b twee onderling ondeelbare getallen = 2 met (ab,q) = 1, dan heeft het
Ppolynoon

(x2P-1) (x-1)

g(x) =
(x2-1) (1>-1)

€ GF(q)[x]
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min {a,b} - 1 "opeenvolgende" nulpunten

2 min{a,b} -1
a, &, ... , &

waar o een primitieve ab-de eenheidswortel in een uitbreiding van GF(q) voor-

stelt. De BCH-grens impliceert dan dat de code
(g(x)) = GF(q) [x]/(x*P-1)

minimum-afstand = min{a,b} heeft. In feite is de minimum-afstand gelijk aan

. a-1

ia ib

: b-1
min{a,b}, want (g(x)) bevat de codewoorden T x*® en Z x5
i=0 4=0

We merken op dat de voorwaarde (ab,q) = 1 overbodig is: dit blijkt te vol-

gen uit de methode waarmee (10.5.1) bewezen wordt.

BEWIJS van (10.5.1) voor r = 2. Zij m = 2ab—1, eny =2AN€ C, vy # (0 mod m).
We moeten bewijzen dat wo(y) 2 min{a,bl.

Zetten we x = (2a—1).y = 2a.y—y, dan geldt wegens (10.3.9):
a —
(10.5.2) wolx) = wh(Z .y) o+ wh(y} - 2-wm{y)-

Verder x = N.(2%P-1)/(2°-1), aus

Eb.m = X mod m.

Dit betekent dat we, door de cijfers van een CNAF van x modulo m over b
plaatsen op te schuiven, opnieuw een CNAF van x modulo m krijgen. Heeft x
een unieke CNAF modulo m, dan kan dit alleen als deze CNAF periode b heeft:

1
ab- i

xziz c,2 mod m, e =cy, als 0 < i < ab-b.

In het uitzonderlijke geval dat x twee CNAF's modulo m bezit blijkt deze
periodiciteit voor beide te gelden. Dus

w (x) = a.|[{il0o = i < b, c; # 0}
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en dit is deelbaar door a. Als wm(x) 2 2a, dan wm(y} = a wegens (10.5.2), en
we zijn klaar. Als wo(x} =0, dan x = 0 mod m, dus Zay = y mod m, en hier-
uit volgt op analoge wijze dat wm(y) deelbaar is door b, dus inderdaad

w(y) 2b2 min{a,b} als w (¥) # 0. We concluderen dat we alleen blijven
zitten met het geval wm(x) = a.

Dan

1, 2%

2=0 2°_4

mod m

voor een £ € {*1} en een i ¢ {0,1,...,b-1}. Wegens x = N - (Zab—l)/(Zb-l)
impliceert dit
i

N = e2b  mea (2P-1).

Verwisseling van a en b toont aan dat we ook mogen aannemen
N =ne2) moda (2%-1)

voor een n € {#1} en een j € {0,1,...,a-1}. Kies nu k ¢ {0,1,...,ab-1} met
k = -imod b en k £ -j mod a, en vervang N door e-rk-N. Dit verandert wh(Nﬁl

niet, en we krijgen
N = 1 mod (2P-1), N=+1mod (22-1).

Wegens (22-1,2P°-1) = 1 blijven er voor N dan slechts 2 waarden over modulo
(22-1) (2P-1); en omdat (NA mod m) alleen afhangt van (N mod (22-1) (2°-1)),
zien we dat we nog slechts met twee codewoorden y te maken hebben. Het eerste
correspondeert met N = 1, en is de voortbrenger van de code: y = A. Het
tweede noemen we A'; het is bepaald door

(10.5.3) a' = a mod (22°-1)/(22-1)

(10.5.4) A' = -A mod (22P-1)/(2°-1).
We moeten bewijzen

w_(A) 2 min {a,bl}, w_(a') = min {a,b}.
m m
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ab-1 :
(10.5.5) LEMMA. Stel x = z si2l mod m, met €, € {0,1,-1} voor alle i, en
i=0
€. = 0 voor ten minste één i, zodanig dat

i
(10.5.86) er is geen i met €5 = €544 #0

(indices modulo ab). Dan geldt
wo(x) 2 [{ile; = 1}].

BEWIJS (schets): roteer x zd, dat eab—l = 0, en bereken de NAF wvan E gizi
volgens de algoritme gegeven na (10.3.2); dit blijkt een CNAF ZciZi voor x
mod m te leveren met de eigenschap €, = 1 = < # 0 of S5 # 0. O

Kies gehele getallen A en p met

Aa = 1 mod b, 1:2 X =b;
ub

1

1 mod a, 1l =y =<a.

Eenvoudig bewijst men
Aa + yb =1 + ab
(10.5.7) A*u 2 min{a,b}.

Verder zetten we

_ 1) x-1)
(x*-1) (xP-1)

(10.5.8) LEMMA. (a) Er geldt

_ Aii “El ciatib _ L afl cia+ib-ab

i=0 j=0 i=A g=p

h

(b) BAls V = {sa+tb|s,t Z_,}, dan

£=(1-x)- ] x".
veV
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(¢) £ is een polynoom van de graad (a-1) (b-1), en de coéfficiénten van £

die ongelijk aan nul zijn, zijn afwisselend +1 en -1.

BEWIJS: overgelaten aan de lezer; de laatste bewering van (c) volgt uit
(b) . ]

Het bewijs wvan wm(n) > min{a,b} is nu niet lastig meer: we hebben A =
= £(2), en wegens (10.5.8) (c) geeft dit een representatie van A waarop we
lemma (10.5.5) kunnen toepassen. Met behulp van (10.5.8) (2) en (10.5.7) vin-

den we dan
w (A) = Aoy 2 min{a,b},

zoals verlangd.

Om A' te kunnen behandelen voeren we een nieuwe notatie in. We zeggen

dat een bxa-matrix (eij)OSi<b, 0<j<a

getal x representeert als

met gehele coéfficiénten esen geheel

bfl agi
x = e, .2
i=0 =0 *J

iatib  oa (2%P-1).

Omdat elk geheel getal k modulo ab eenduidig te schrijven is als ia + Jjb,

met 0 < i <benO<3j < a, kunnen we elke "gewone" ontwikkeling

ab-1
x = z ekzk mod (2ab»1) in matrix-vorm brengen, en omgekeerd. Het getal
k=0
A = £(2) kunnen we wegens (10.5.8) (a) bijvoorbeeld representeren door de
matrix
3
1 0 } A
(10.5.9)
0 -1 } b-A
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(de "1" linksboven slaat hier op een Axpu-matrix vol met enen, etc.). De

Antuls mod (ZGh—l) toont dat het "cyclisch opschuiven" wvan

congruentie 2 = 2
een schrijfwijze Eekzker in matrix-notatie op neerkomt dat de rijen over een
verticale afstand A cyclisch worden opgeschoven, en de kolommen over een

horizontale afstand p. Bovenstaand voorbeeld geeft dan

0 1 0) 2i-b
-1 o |-1 b=
0 1 0 b=A
u M a-2yp

We zien dat deze matrix en matrix (10.5.9) op geen enkele plaats dezelfde
coéfficiént # 0 hebben staan. Dit bewijst opnieuw dat de representatie
(10.5.9) voor A voldoet aan conditie (10.5.6) van lemma (10.5.5). Ter recht—
vaardiging van het plaatje merken we op dat we zonder verlies van algemeen-

heid mogen aannemen
A >4 b, H<ioa,
zoals de lezer eenvoudig nagaat.

Het blijkt dat deze techniek zich ook laat toepassen op A'. We kunnen

A' laten representeren door

(10.5.10)

H a-u
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Immers, trekken we deze matrix af van (10.5.9), dan vinden we een matrix
waarvan alle rijen gelijk zijn, en die dus een getal representeert dat deel-

paar is door (2P

-1)/(2*-1), in overeenstemming met (10.5.3). Evenzo contro-
leert men (10.5.4) door beide matrices op te tellen.
De bovenbeschreven cyclische opschuiving geeft ons de volgende re-

presentatie voor 2.A':

1 0 1] 2)-b

(10.5.11) 0 -1 0 b-A
1 0 1 b-A
1] u a-2yp

De 1 rechtsboven laat evenwel zien, dat (ingeval u<}a) de representatie
(10.5.10) niet aan conditie (10.5.6) voldoet. Trekken we (10.5.10) af van
(10.5.11) dan krijgen we de matrix

1 -1 ol

o} -2 |-t

2 0 1
{ J

die het getal 2A'-A' = A' representeert. De 2 linksonder valt gelukkiger-
wijze weg tegen de helft van de -2 in het midden, dus A' wordt ook gere-—

presenteerd door

1 1 0]
A
<t =
(10.5.12) =
0 0 1
N —
"

tatie voor A' inderdaad aan (10.5.6) voldoet. Passen we dus (10.5.5) toe
Een ogenblik staren op deze matrix voert tot het inzicht dat deze represen-
tatie voor A' inderdaad aan (10.5.6) voldoet. Passen we dus (10.5.5) toe

(met x = -A') dan vinden we dat wm(A'] ten minste gelijk is aan het aantal
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cogfficiénten -1 in (10.5.12), en dat is 2 A*y 2 min{a,b}, wegens
(10.5.7). a

10.6. OPGAVEN

(10.6.1) Bewijs dat
min{w(AN) | N € Z,N # 0} < 2

voor alle A € Z.

(10.6.2) Generaliseer de resultaten van §§ 10.2 t/m 10.4 voor het nega-

cyclische geval.

(10.6.3) Voer het bewijs van (10.5.1) door voor r > 2.



159

LITERATUUR

AX, J., Zeroes of polynomials over finite fields, Am.J.Math. 86 (1964),
255-261.

BAUMERT, L.D. & R.J. McELIECE, A note on the Griesmer bound, IEEE Trans.
Inform. Theory 19 (1973) 134-135.

BERLEKAMP, E.R., Algebraic Coding Theory, McGraw Hill, New York (1968).

BERLEKAMP, E.R. and O. MORENO, Extended double-error—correcting binary
Goppa codes are cyclic, IEEE Trans. Inform. Theory 19 (1973)
817-818.

BEST, M.R. & A.E. BROUWER, The triply shortened Hamming code is optimal,
Discr. Math., to appear.

BEST, M.R., A.E. BROUWER, F.J. MacWILLIAMS, A.M. ODLYZKO & N.J.A. SLOANE,
Bounds for binary codes of length less than 25, to appear.

BLAKE, I.F. & R.C. MULLIN, The mathematical theory of coding, Academic Press,
New York (1975).

BOYARINOV, I.M. & G.A. KABATYANSKY, On perfect arithmetic AN-codes, Int.
Symp. Inf. Theory Talin, SSSR, (1973), pp. 41-43 (Russisch).

CAMERON, P.J. & J.H. VAN LINT, Graph Theory, Coding Theory and Block Designs,
London Math. Soc. Lecture Note Series 19, Cambr. Univ. Press,
(1975).

CHEN, C.L., R.T. CHIEN & C.K. LIU, On the binary representation form of
certain integers, SIAM J. Appl. Math. 26 (1974), 285-293.

CHEVRALLEY, C., Demonstration d'une hypothése de M. Artin, Abh. Math. Sem.
Hamburg il'(1936), 73-75.

CHIEN, R.T. & D.M. CHOY, Algebratc generalization of BCH-Goppa-Helgert
codes, IEEE Trans. Inform. Theory (1975), pp. 70-79.

CLARK, W.E. & J.J. LIANG, On arithmetic weight for a general radix repre—
sentation of integers, IEEE Trans. Inform. Theory IT-19 (1973),
823-826.

—_ On modular weight and eyclic nonadjacent forms for arithmetic
codes, IEEE Trans. Inform. Theory IT-20 (1974), 767-770.

DELSARTE, P., Bounds for unrestricted codes, by linear programming, Philips
Res. Repts. 27 (1972), 272-289.



160

DELSARTE, P., An algebraiec approach to the association schemes of codipng

theory, Philips Res. Repts. Suppl. (1973) no. 10.

DELSARTE, P., J.M. GOETHALS and F.J. MAC WILLIAMS, On generalized Reed—
Muller codes and their relatives, Inf. and Control 16 (1970),
403-442.

DICKSON, L.E., Theory of Numbers, Vvol. I, p. 271, Chelsea (1952).
FORNEY, Jr. G.D., Concatenated Codes, M.I.T. Press, Cambridge, Mass. (1966).

GILBERT, E.N., A comparison of signalling alphabets, Bell Syst. Tech. J. 31
(1952), 504-522.

GOETHALS, J.M., On the Golay perfect binary code, J. Comb. Theory 11 (1971),
178-186.

GOETHALS, J.M. & H.C.A. VAN TILBORG, Uniformly packed codes, Philips Res.
Repts. 30 (1975), 9-36.

GOLAY, M.J.E., Notes on digital ecoding, Proc. IRE. 37 (1949), 657.

GOPPA, V.D., A new class of linear error-correcting codes. Problems of In-
formation Transmission (1973), pp. 207-212 = Problemy Peredachi
Informatsii 1970, Vol. 6, No. 3, pp. 24-30.

- A rational representation of codes and (L,g)-codes. Ibid (1973),
pp. 223-229 (1971, Vol. 7, No. 3, pp. 41-49).

- Codes eonstructed on the base of (L,g) codes. Ibid (1974),
pp. 165-166 (1972, Vol. 8, No. 2, pp. 107-109).

GOTO, M., A note on perfect decimal AN codes, Inform. & Control 29 (1975)
385-387.

GOTO, M. & T. FUKUMURA, Perfect nonbinary AN codes with distance three,
Information and Control 27 (1975), 336-348.

GRIESMER, J.H., A bound for error correcting codes, IBM J. Res. & Dev. 4
(1960), 532-542.

GRITSENKO, V.M., Nonbinary arithmetic correcting codes, Problems of Infor-

mation Transmission 5 (1969), 15-22.
HALL, Jr, M., Combinatorial Theory, Blaisdell, Waltham, Mass. (1967).

HAMMING, R.W., Error detecting and error correcting codes, Bell Syst. Tech.
J. 29 (1950), 147-160.



161

HARTMANN, C.R.P. & K.K. TZENG, Generalization of the BCE bound, Inf. &
Control 20 (1972) 489-498.

HELGERT, H.J. & R.D. STINAFF, Mintmun—-distance bounds for binary linear

codes, IEEE Trans. Inform. Theory 19, no. 3 (1973), 344-356.

JOHNSON, S.M., 4 new upper bound for error correcting codes, IRE Trans.
Inform. Theory 8 (1962), 203-207.

- Improved asymptotie bounds for error correcting eodes, IEEE
Trans. Inform. Theory 9 (1963), 193-205.

= On upper bounds for unrestricted binary error-correcting codes,
IEEE Trans. Inform. Theory 17 (1971), 466-478.

JoLY, J.R., Equations et variétés algebriques sur un corps fini, Enseign.
Math. 19 (1973)

JUSTESEN, J., A Class of Constructive Asymptotically Good Algebraic Codes,
IEEE Trans. on Inform. Theory, IT 18, 1972, 652-656.

KASAMI, T., An upper bound on k/n for affine invariant codes with fized
d/n, IEEE Trans. Inform. Theory 15 (1969), 171-176.

LEVENSHTEIN, V.I., On the Minimal Redundancy of Binary Error-Correcting
Codes, Inf. and Control 28 (1975), 268-291.

LIN, S. & E.J. WELDON, Long BCH codes are bad, Inf. and Control 11 (1967),
455-451.

LINDSTROM, K., The nonewistence of unknown nearly perfect binary codes,
Ann. t..lniv. Turku A 1_69_ (1975).

VAN LINT, J.H., Coding Theory, Lecture Notes in Math. 201, Springer Verlag,
Berlin etc. (1971).

= Recent vesults on perfect codes and related topics, Combinatorics
Part 1, Math. Centre Tracts 55 (1974), 158-178.

- A survey of perfeect codes, Rocky Mount. J. of Math. 5 (1975),
199-224.

LLOYD, S.P., Binary block coding, Bell System Tech. J. 36 (1957), 517-535.

McELIECE, R.J., E.R. RODEMICH, H.C. RUMSEY jr. & L.R. WELCH, New upper
bounds on the rate of a code via the Delsarte-MacWilliams in—

equalities, to appear.



162

MacWILLIAMS, F.J., A theorem on the distribution of weights in a systematic
code, Bell System Tech. J. 42 (1963), 79-94.

MASSEY, J.L., Threshold Decoding, M.I.T. Press, Cambridge, Mass. (1963).

MASSEY, J.L., D.J. COSTELLO & J. JUSTESEN, Polynomial Weights and Code
Construction, IEEE Trans. on Inform. Theory, IT-19 (1973),
101-110.

MASSEY, J.L. & O.N. GARCIA, Error-correcting codes in computer arithmetic,
Advances in Information Systems Science (J.T. Tou, ed.), 4,

Ch. 5 (273-326), Plenum Press, (1972).

NEUMANN, P.G. & T.R.N. RRO, Error-correcting codes for byte-organized
arithmetic processors, IEEE Trans. Computers C-24 (1975),
226-232.

NORDSTROM, A.W. & J.P. ROBINSON, An optimal nonlinear code, Inform. Contr.
11 (1967), 613-616.

PETERSON, W.W. & E.J. WELDON, JR., Error-correcting codes, Second edition,
The MIT Press, (1972).

PLOTKIN, M., Binary codes with specified minimum distance, IEEE Trans.
Inform. Theory & (1960), 445-450.

POSNER, E.C., Combinatorial Structures in Planetary Reconnaissance,
p. 15-46 in H.B. MANN, Error correcting codes, Wiley, New York,
1968.

RAO, T.R.N., Error coding for arithmetic processors, Academic Press, New
York-London, (1974).

RETTER, C.T., Decoding Goppa codes with a BCH decoder, IEEE Trans. Inform.
Theory 21 (1975), 1i2.

SEGUIN, G., Bounds for certain cyelic AN-codes, Information and Control 23
(1973), 41-47.

SHANNON, C.E., Mathematical Theory of Communication, Bell System Tech. J.
27 (1948) 379-423.

SIDELNIKOV, V.M., Upper Bounds on the Cardinality of a Binary Code with a
Given Minimum Distance, Inf. and Control 28 (1975), 292-303.

SLOANE, N.J.A., A4 survey of constructive coding theory, and a table of bi-
nary codes of highest known rate, Discrete Math. 3 (1972),
265-294.



163

SLOANE, N.J.A., S.M. REDDY & C.L. CHEN, New binary codes, IEEE Trans. Inform.
Theory IT-18 (1972), 503-510.

SLOANE, N.J.A. & D.S. WHITEHEAD, 4 new family of single—error—correcting
codes, IEEE Trans. Inform. Theory, IT-16 (1970), 717-719.

SZEGO, G., Orthogonal polynomials, A.M.S. Coll. Publ. 23 (1959).

VAN TILBORG, H.C.A., ALl binary (n,e,r)-uniformly packed codes are knoum,
Memorandum 1975-08, T.H. Eindhoven (1975).

TSAO-WU, N.T. & S.-H. CHANG, On the evaluation of minimum distance of binary
arithmetic eyelie codes, IEEE Trans. Inform. Theory IT-15 (1969),
628-631.

TZENG K.K. and K. ZIMMERMAN, On extending Goppa codes to cyclic codes, IEEE
Trans. Inform. Theory 21 (1975), 712-715.

WARNING, E., Bemerkungen zur vorstehenden Arbeit von Herrm Chevalley, Bbh.
Math. Sem. Hamburg £ (1936), 76-83.



