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Voorwoord 

Deze tweede uitgave in de Syllabusreeks van het Mathematisch Cen­

trum is samengesteld uit de stof van de voordrachten gegeven in het 

Colloquium "stabiliteit van differentieschema's", dat in 1965/'66 plaats 

vond op het Mathematisch Centrum onder leiding van Prof.dr. H.A. Lauwe­

rier en Prof.dr.ir. A. van Wijngaarden. 

Het eerste deel is gewijd aan de algemene theorie van differentie­

schema' s, ontleend aan de voordrachten van Drs. G.J.R. Forch, Drs. P.J. 

van der Houwen en Drs. R.P. van de Riet. In hoofdstuk 1 worden de ver­

schillende aspecten van de differentiemethode aan de hand van voorbeel­

den toegelicht. De volgende twee hoofdstukken geven voor gewone respec­

tievelijk partiele differentiaalvergelijkingen een meer algemene en 

strengere formulering van differentieschema's. De stabiliteit van dif­

ferentieschema's blijkt een belangrijke plaats in te nemen. Door de 

invoering van enkele nieuwe notaties kan de theorie bijzonder compact 

weergegeven worden. In hoofdstuk 4 worden de begrippen zwakke en 

sterke stabiliteit, die hun oorsprong in de rekenpraktijk hebben, 

nader onderzocht. Het eerste deel wordt besloten met enkele methoden 

om de stabiliteit van lineaire differentieschema's te onderzoeken. 

De stof voor het tweede deel is ontleend aan de voordrachten 

van Dr. L. Dekker, Dr. T.J. Dekker, Drs. P.J. van der Houwen en 

Drs. M.N. Spijker. Er worden een aantal afzonderlijke onderwerpen 

besproken, waarbij aan de orde komen een parabolische vergelijking 

(diffusieproblemen), een hyperbolische vergelijking (Noordzeeprobleem) 

en elliptische randwaardeproblemen. Voorts de numerieke bepaling van 

eigenwaarden en eigenvectoren en een methode, waarmee het mogelijk is 

het stabiliteitsonderzoek uit te breiden tot niet-lineaire vergelij­

kingen. 
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L 

De problemen uit de mathematische fysica leiden vaak tot het op­

lossen van differentiaalvergelijkingen met rand- en beginvoorwaarden. 

De analyt1sche oplossingsmethoden zijn in het algemeen slechts toepas­

baar voor een beperkte klasse van differentiaalvergelijkingen en boven­

dien wordt de oplossing dikwijls verkregen in de vo1'l!l van een reeks met 

weinig toegankelijke speciale functies. Het is dan moeilijk de getallen 

te berekenen waarin de fysicus gefnteresseerd is. 

De methoden die in deze syllabus t.e:r sprake zullen komen, de zoge-

naamde 

van differentiaalvergelijkingen en zijn meer geschikt om kwantitatieve 

gegevens te verkrijgen. 

In deze inleiding zullen begrippen als differentieschema, conver-

aan de hand van voorbeelden toegelicht warden 

Stel dat gev:raagd wordt de functie U(t), die voldoet aan de diffe­

rentiaalve:rgelijking 

(1.1) 
dU 
- + U = F(t) dt 

voor t .:_::_ O, en aan de beginconditie 

(L2) U(O) = L 

dU Men kan dan als volgt te werk gaan. De afgeleide dt wo:rdt vervangen door 

de uitdrukking 

(L3) 
u 

T 

waarin T > O, zodat (1.1) overgaat in de vergelijking 

u 
+ t) = F(t)~ 

1 

De oplossing van (1.1) zal in het algemeen niet aan (1 A) voldoen. Stel 

namel:i dat U aan (1.1) voldoet en een continue tweede afgeleide bezi t, 

men met de Taylor-ontw:ikkeling voor U 



(1. 5) U(t+T) U(t) + 

4 

dU 
dt 

+ 
2 

2-
1 d u -- T 
2 

dt 2 I t+6T' 

met 0 < 8 ~ 1, voor U de vergelijking 

(L6) U(t+T) - U(t) + iiCt) = -
T 

-
+ u + 1:.,u-:' I 

2 tt t+81 

1 
F'(t) + z T u I . tt 

t+8T 

Voor T ·+ 0 gaat vergelijking (1.4) echter in (1.1) over. Men noernt (1.4) 

consistent met (1.1). 

We zullen vergelijking (1.4) iets anders schrijven; daartoe markeren 

we op het t interval (0, 00 ) de equidistante punten t = kT en we noteren 

de getallen U(tk) met uk. Het di~cherna voor (1.1.) is nu 

(L7) F' ( 

De verzameling getallen uk zullen we de diffcrentie_?plossin_g; noemen. 

Combineren we vergelijking (1,7) met de beginconditie 

(1, 8) u = 1 
0 ' 

dan zijn we in staat alle uk's te berekenen volgens de eenvoudige recur­

rente betrekking 

(L9) U = U + T(fk - Uk), 
k+l k 

We zullen nog enkele algemene eigenschappen van differentieschema's 

vermelden, Voor een grondige behandeU.ng van di.fferentieschema's zij ech-

ter verwezen naar Milne 

Beschouw het iets algemenere schema 

(1,10) 

waarin k 2-. 0, Als 

f 
k 

- 0 dan is de algernene oplossing voor k > 0 
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k 
( - b ) 

a 

Wanneer fk f 0 is een algemene oplossing aan te geven zodra een particu­

liere oplossing uk bekend is; voor k > 0 geldt 

(1.12) 

de 
Voor een n orde differentievergelijking 

(1. 13) f 
k 

is op analoge wijze uit de algemene oplossing van de homogene vergelijking 

en een particuliere oplossing uk, de algemene oplossing semen te stellen. 

De oplossing van de homogcne vergelijking vinden we door te substitueren 

uk is een oplossing wannecr a voldoet aan 

n 

l 
i=O 

i 
a o. 

Wanneer (1.12) n verschillcndc wortels a 1 heeft geldt voor de algemene 

oplossing 

(1 .15) u 
k 

waarin c1 , c 2 , ... , en constanten zijn. 

Wanneer er samenvallende wortels zijn is (1.3) niet de algemene oplossing. 

Voor dit geval verwijzen we naar de literatuur. 

De oplossing van de inhomogene vergelijking wordt 

ll 

(1.16) l 
i=l 

De n constanten c 1 kunnen bepaald warden door n extra voorwaarden op te 

leggen b.v. door u0 , , ..• , u 0 _ 1 voor te schrijven. 
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Convergentie van de differentieoplossing naar de analytische oplossing 

Aan de hand van vergelijking (1.1) met F(t) = 0 en beginvoorwaarde 

(1.2) zullen we het begrip convergentie aanschouwelijk maken. 

Veronderstel dat we de oplossing voor bet tijdsinterval 0 ~ t ~ 1 

willen berekenen. Met behulp van schema (1.9), waarin 

{1.11), vinden we als u 0 = 1 

(L17) 

Kiezen we 1 1/N, dan geldt 

(1 -
1 k 

exp [k - 1 J Uk -) ln(l 
N 

= O, en formule 

exp[k (-
1 l + O(N- 3 ) )J 
N 

2N2 

k k 
exp(- "N> exp(-

2 
2N 

exp(-· ~) . (1 -
k 

N 2 
2N 

De analytische oplossing luidt 

U(t) = U(t) exp(-t), 

dus 

(1.18) U(k1) - u 
k 

k k 
exp(- N) · (- 2 + kO(N 

2N 

+ kO(N- 3)) 

+ kO(N ). 

tk 2 
= exp(··t ) • (- + O(N- )) • 

k 2N 

De differentieoplossing convergeert dus naar de analytische oplossing, 

wanneer N + 00 o: 1 + O. De nauwkeurigheid, ofwel de _d_i_s_c_r_·e:c..t_·i_· ......:...--""---'--'­

is van de orde N T. We merken op dat ook de nauwkeurigheid van het 

differentieschema (benaderingsfout) volgens (1.6) van de eerste orde in 

T was. 

Vervolgens bespreken we een differentieschema voor vergelijking (1.1) 

waarvoor de benaderingsfout en de discretiseringsfout van de oplossing 

beide van de tweede orde :in 1 zijn. 
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Beschouw het schema 

(1.19) 

De benaderingsfout vinden we door de analytische oplossing U(t) te 

substitueren: 

(1.20) 

waarin 0 _::. Gk _::. 1, De nauwkeurigheid is dus van de tweede orde in T, 

De differentieoplossing van (1.19) vinden we door substitutie van 
k . 

uk a . D1t geeft voor a de vergelijking 

met aplossingen 

(1.21) - T + I !2---: v T + 1. 

De algemene oplossing is 

(1.22) 

De constanten en c 2 moeten gevonden warden uit twee extra voorwaarden, 

b.v" uo = 1 en ul = a. De waardc voar a kan gevanden warden door schema 

(1. 9) voor k 0 toe te passen. Substitutie van deze voorwaarden in 

(1. 22) geeft voar cl en c2 de betrekkingen 

+ c2 -· 1.' Cl(\ + c2a2 a, 

zodat 

a - a a - a 
(1.23) 2 c2 

l ----a a a - a 
2 1 2 1 

We ontwikkelen en in machten van T 



1 a - T + 
1 

(1.24) 

a - 1 - T -
2 

zodat 

1 
c (1 + a) 

1 2 
(1. 25) 

1 
(l a) c2 = -

2 

De oplossing Uk ontwikkeld in T is 

(1.26) (.!. (1 + a) + 1 
2 2 

T + 

8 

1 2 
T 

2 

1 2 
T 

2 

1 
+ - T 

2 

1 
- - T 

2 

dan 

1 
T + 

2 

+ 0(T 3 ) 

3 
+ O(t ), 

+ 
') 

O(t~) 

+0(1 2). 

bestaat uit een dalende e-macht en een stijgende oscillerende functie. 

Ten gevolge van deze laatste term zal de discretiseringsfout voor wille­

keurige a niet naar nul convergeren als T ~ 0. Uit (l.23) volgt echter 

dat als a = a1 de oscillerende functie niet optreedt en dan is de discre­

tiseringsfout 

(1.27) 

Berekenen we a volgens schema (1.9) dan vinden we met behulp van (1.17) 

a= 1 - T 1 

en dus 

(1. 28) 

Voor berekeningen over eindige intervallen is dit eveneens 0( 

Stabiliteit van differentie schema's 

We beschouwen nogmaals schema (1.19), maar we veronderstellen nu 

niet dat uk exact berekend wordt, maar dat er afrondingsfouten gemaakt 

* 
worden. We vinden dus n:i.et uk maar de numerieke oplossing . De afron-
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* dingsfouten kunnen als een inhomogene term dk opgevat worden, zodat uk 

aan een schema voldoet van de vorm 

(1.29) 

* De numerieke fout u - uk voldoet ook aan (1.29), maar heeft homogene 
k 

beginvoorwaarden. 

(1.30) 

* We kunnen de oplossing uk - uk vinden door te stellen 

(1. 31) 

waarin a1 en a2 door (1,21) gegeven zijn, 

Introduceren we de differentie-operator LI gedefinieerd door 

dan kunnen we (1.29) ook schrijven als 

(1.32) 

Gebruik makend van de identiteit 

vinden we 

ct-1 LICl k-1 + C Llak-1 
l ' 1,k 1 

We eisen nu dat 

(1.33) 

Voor vergelijking (1,32) kunnen we dan schrijven 

2 k-1 k 2 k-1 Cl kLI <\ + (Lia l) LIC1 k + C2 ,kLI cx2 + (Lia k) Lie + ' ' 2 2,k 

+ 2Cl k 
Llcxk-1 

+ 2C2 k 
Llcxk-1 2TC a k 2TC ak dk. 1 2 + 1,k 1 + 2,k 2 • ' 
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k k 
Nu zijn '\ en a 2 oplossingen van de homogene vergelijking (1.19), zodat 

we vinden 

(1. 34) 

Combinatie van (1.33) en (1.34) geeft 

ilCl k 
' 

en 

Dus 

(1. 35) 

k 
-dk0:2 

ak . ilak -
1 2 

-d a 
-k 

k 2 
Cl -a. 

1 2 

cl k 
' 

c1 o 
' 

c2 k "' c 
' 

2,0 

+ 

ak 
2 

k-1 

I 
i=O 

k-1 

I 
i=O 

ilak 
1 

Cl -a. 
1 2 

-i 
dia.2 

al -a2 

Blijkens (1.30) moet nu gelden 

do 
+ (C - --)a 

2,0 -a 2 2 

Aangezien do o, volgt cl o c = o, dus 

' 
2,0 

Cl-i 0:-i 

-k 
= dk al 

a. -a. 
1 2 

o. 

k-1 d. k-1 d. 
(1.36) 

-><· I 1 1 ak I l 2 ak 
Uk - u 

k 0: -Ci. 1 
i=l 1 2 

Als voor alle k geldt dk = d, dan is 

{ 0: 
1 

a -Ci. 2· 
i=O 1 2 
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Met behulp van (l.24) volgt tenslotte 

(1.37) 
1 
2 d T 

l+T 
+ - (1 + (-1) 

2+T 
+ 

In tegenstelling tot de discretiseringsfout (gegeven door (1.28)), 
2 

welke O(r ) was, kan de numerieke fout niet zo klein gemaakt warden als 

men wil door T maar klein te kiezen, Men moet er zelfs voor zorgen da.t 

Men kan de numerieke fout wel verkleinen door de rekenprecisie te 

verhogen (d-+ 0). De conclusie is dus dat de fout over 

een begrensd interval 0 .::_ t .::_ T zo klein gemaakt kan worden als men wil 

door T en d maar klein te maken. We noemen schema (1.19) stabiel voor 

berekeningen over een eindig tijdsinterval, maar instabiel voor bereke­

ningen over een oneindig tijdsinterval. 

We ontlenen a.an Godunov en Rjabenki het volgende differentie-

schema voor vergelijking (1.1), waarin weer F(t) ~ O. 

(L38) - 3 + o. 

De analytische oplossing U(t) voldoet a.an het schema 

(1.39) 4 
- Uk 3 

ekd + Uk + . T 
T 2 

2 u ( 8 kT) 
2 

+ + T 
3 ttt 

waarin 0 < < 1 en 0 < < 1 is. De nauwkeurigheid s blijkbaar van 

de eerste orde in'~ We stellen weer en vinden voor a de verge-

lijking 

- (3 + r)a + 2 O 

met oplossingen 

(l AO) I 
1 -

2 3 
T + 2T + O(T ) 

2 + 2T - + 
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De algemene oplossing is van de vorm 

Stellen we u0 1 en u1 =a dan warden c1 en c 2 volgens (l.23) 

c1 (2-a) + (3a-4)T + 

(1. 41) 

c 2 (a-1) + (3a-2)T + O( 

Voor uk vinden we 

(L42) uk = (2 - a+ (3a-4)t + 0(12 ))(1 + O(t) ' • exp(-t ) + 
k 

2 - k (a -- l + (3a-2)1 + O(r )) (1 + O(t) • tk) • 2 exp tk. 

Kiezen we voor a weer 1-T, dan wordt de discretiseringsfout 

(1. 43) 

!-let is blijkbaar niet mogelijk de fout te verkleinen door T naar nul te 

laten gaan, want k gaat dan naar oneindig in elk punt = constant i 0 
k 

en de discretiseringsfout wordt van de orde 2 . Alleen wanneer a exact 

gelijk aan a1 gekozen wordt en er geen afrondingsfouten in de verdere 

berekeningen optreden, is de discretiseringsfout O(T), In de praktijk 

is dit niet te verwezenlijken. Stel dat er een fout d gemaakt wordt in 

a, dus a = ~ + d, dan is 

(L44) d • exp 

zodat voor vaste en T + 0 de discretiseringsfout naar oneindig gaat, 

We noemen schema (1.38) instabiel voor berekeningen over een willekeurig 

tijdsinterval 0 ~ t ~ T. 

Tot dusver zijn steeds gewone differentiaalvergelijkingen beschouwd, 

We zullen nu wat nader ingaan op partiele differentiaalvergelijkingen. 
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Voorbeelden van partiele differentiaalvergelijkingen zijn de 

diffusie-vergelijking 

(1.45) 

de golf-vergelijking 

(1.46) 

en de Laplace-vergelijking 

(1.47) 

u • xx 

u • xx 

u + u ::: o. 
xx yy 

De vergelijkingen zijn resp. van het pa:rabolische, het hyperbolische 

en het elliptische type. In het tweede deel van deze syllabus zullen 

deze of soortgelijke vergelijkingen uitvoerig behandeld worden. We 

volstaan in deze inleiding met enkele algemene opmerkingen. 

In het (x,t) vlak kiezen we de punten (xj,tk) = (j s, kT), waarin 

s en T positieve getallen zijn, j de waarden O, 1, 2, m en k de 

waarden O, 1, 2, .•. , N doorloopt. We geven het getal U(xj,tk) aan met 

uj,k' 

De diffusie-vergelijking 

We beschouwen het schema 

(1.48) 
u - u j,k+l j,k 

T 

Dit wordt het klassieke expliciete differentiescherna voor de diffusie­

vergelijking genoernd. De analytische oplossing U(x,t) voldoet aan het 

schema 

- -
(1 ,49) 

uj,k+l - uj,k UJ.+1,k - 2u. k + UJ.-1 k 
J' ' 

T 

• T - 1 - 2 - u (x + e s t ) ' s 
12 xxxx j j ' k ' 

waarin 0 < 6 < 1 en 0 <e. 2_1, De benaderingsfout is dus O(T) + O(s2), 
- k - J 

zodat (1,48) consistent is met (1,45), 
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Schema (1 .48) kan geschreven warden als 

(L50) 
k+l 

+ 
-1,k 

+ 
,k k' 

.! 

I 2 
waarin r = T I; , Stel dat u , u en u voor alle J en k gegeven zijn, 

j,O O,k m,k 
dan is k in alle punten (j ,k) met (1.50) te berekenen. 

' 1 
We gaan na. wat er kan gebeuren wanneer men in (1~50) r > 2 kiest~ 

Stel dat we als beginfunctie kiezen 

waarin we de j waarden uitbreiden tot j o, :!:: 1, 2, .•• , .:!:: m en waarin 

6 de Kronecker delta is. Het is eenvoudig met behulp van (1.50) in te zien 

dat als r > !. de tekens van u en en de tekens van 
2 ,k' j,k ,k ,k 

en voor k .::_ 1 en -k .::_ j .::_ k alterneren. Met deze eigenschap bewij-
,k+l 

zen we de relatie 

Immers 

k+l 

I 
j"'-(k+l) 

Hieruit volgt 

Dus 

Max 
-k <k 

k+l 
I 

j=- (k+l) 

k 
\" 
L. 

' 
k+1 I 

j=-k 

k 
(4r-l) L lu.kl. 

j=-k Ji 

- u + u 
,k+l -k,k+l -k+l,k+l 

ru - {l-2r)u + 
-k,k -k,k ,k 

+ ru + (1-2r)u + 
-k,k -k+l,k 

k 
(4r-u I 

j=-k 

k 
(4r·-l) s, 

k 
kl > c2k+1 -i I 

I j=-k 

k 

k + ••• 
' 
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en zeker 

(1 .51) 
k 

11 11 > <4 r-i> 
uj,k --~ E, 

waarin I I I I de maximum norm van u. k voor constante k voorstelt. 
1 J, 

We zien dat voor k + 00 en r > 2 geen goede resultaten te verwachten zijn. 
1 

We noemen het schema instabiel voor r > z• 

De golf-vergelijking 

We beschouwen het schema 

(L52) 
u - 2u + u 

j,k+l j,k j,k-1 
2 

- 0 
T 

waarvoor de benaderingsfout is 

(L53) 
1 
12 (Utttt 

waarin ek en 8. weer tussen 0 en 1 liggen. Deze fout is van de orde 2 
J 

in Tent;. uj,k berekenen we volgens de formule 

(1. 54) 
,k+l 

+ 2(1-r)u. k + ru. 1 k -
,k J, J+ ' k-1' 

waarin r == TIC De waarden u0 k, u k, u . 0 en u . 1 vormen de rand- en 
' m, J' J ,. 

beginvoorwaarden van het probleem. 

De waarde van r wordt weer bepaald door stabiliteitsoverwegingen. 

Karakteristiekencriterium 

Uit de theorie van hyperbolische differentiaalvergelijkingen ontle­

nen we een eigenschap, welke ook van belang is voor differentieschema's, 

welke hyperbolische vergelijkingen benaderen. We lichten deze eigenschap 

toe aan de golf-vergelijking, 

De ~~ van de golf-vergelijking worden gegeven door 

x + t = constant, 

zodat de karakteristieken door het punt gegeven worden door 

x + t x + 
.j 
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Er geldt nu de eigenschap dat U(x.,t1 ) afhangt van de beginwaarden op 
J ' 

het interval 

x - t < x < x + t 
j k - - j k' 

het zogenaamde afhankelijkheidsgebied van het punt 

t 

karakteristieken 

T 

---·--- -,---+---7 
/

/ : I I 

' I ' 
' E; ' : ~ 

.. , ·~·-----f x 
x 

fig. 1.1 

Karakteristiekencriterium 

Voor het differentieschema betekent dit dat u. k berekend wordt 

"t d lk .. · ('kJ)O'.O f u:i. wear en u. k we e gegeven z1Jn in punten J, b1nnen o· op de 
.J' 

karakteristieken door het punt (j0 ,k0 ) (zie figuur l.1}, Toepassing op 

schema (l.52) geeft 

r < 1. 

Laplace-verge H jki nli 

Het oplossen van elliptische vergelijkingen, zoals de vergelijking 

van Laplace, leidt tot zuivere randwaardeproblemen, in tegenstelling tot 

de vergelijkingen van het parabolische en hyperbolische type, welke tot 

begin-randwaa.rdeproblemen lei den. In het tweede deel van deze syllabus 
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zullen we zien dat dergelijke zuivere randwaardeproblemen te formule­

ren zijn als begin-randwaardeproblemen voor vergelijkingen van het 

parabolische of hyperbolische type. We zullen ons dus in dit deel 

uitsluitend bezig houden met begin-randwaardeproblemen. 



18 

2. Differentieschema's voar gewone differentiaalvergelijkingen 

In dit hoofdstuk warden de begrippen, die in het eerste hoofdstuk 

aan de hand van voarbeelden zijn toegelicht, voar gewone lineaire diffe­

rentiaalvergelijkingen gedefinieerd. Verder warden er enkele stellingen 

gegeven. 

Benadering van de differentiaalvergelijking 

We beschouwen een lineaire ruimte E van vectarfuncties U, welke af­

hangen van een variabele t uit het reele interval [o,T]. T is een vast 

gekazen getal. Alle vectoren U(tk), waarin tk een getal uit het interval 

fu, is, worden verandersteld in een Euclidische vectorruimte te 

liggen. We notoren U( met l\. 
We zullen differentiaalverg-elijkingen beschouwen voor onbelwnde 

vectorfuncticc> U EE met heginvoorwaarden U((1) 0 ' T.J 0 E E0 en inhomogene 

termen FE E. Bovenclien zullen deze vergelijkingen lineair zijn, Bijvoor-

beeld de in de inleiding behandelde vergelijking-

U + U = F 
t 

u 

0 < t < T, 

t o. 

Hie1·voor is E een ruimte van scalarfuncties en E0 de ruimte der retile 

of cnmplcxe getallen. We kunnen deze vergelijking opvatten als een 

..!J~'::'..::'...!:_1:.~' a fbeelding L van U E E op het paar (U0 , F) " E0 * E, dus 

(2 .1) 

Alle hier beschouwde differentiaalvergelijkingen zullen afbeeldingcn van 

het type (2.1) zijn, We geven het definitiegebied van L met 

becidgebi cd met en we kiezen E0 * E 

We normcrcn de ruimten E en .x- E en geven de noTmct< aan met 

1/oor I ii , F) 11 kunnen we kl.ezen 

(2 .2) 11 
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Uit de norm-eigenschappen van I lu0 1 J en I I IF 111 volgt direct dat (2 .2) 

inderdaad een norm voor de elementen van E0 *E definieert. 

Er zal steeds verondersteld worden dat L een eenduidige inverse 

bezit, welke continu is in (U0 ,F), dus 

(2. 3) 

We gaan nu over op het differentie-analogon van de differentiaal­

vergelijking (2.1). Daartoe definieren we eerst een rooster Q van N+l 

punten tk, k = O, 1, .•. , N, met O = t 0 < t 1 < t 2 < ••• < tN =Ten een 

discretiseringsoperator [ ]d, welke aan een op [p,T] gedefinieerde 

functie U de waarden Uk = U(tk) toevoegt. De verkregen roosterfunctie 

noteren we met u, dus 

u wordt ook wel de discretisering van U genoemd. De discretiseringen 

* van de functies U EE liggen in een ruimte E • De vectoren in de rooster-

punten tk van Q liggen in E0 en vallen samen met de vectoren U(tk). Orn 

alvast dezelfde notatie te gebruiken, welke voor partiele differentiaal­

vergelijkingen ingevoerd zal worden, zullen we de vectoren in de punten 

* tk met uk aangeven en de ruimte, waartoe ze behoren met E0 • De ruimten 

E* en E; normeren we met normen 11lu111 en I luk I I, waarbij we eisen 

(2.4) I llu 111 -+ 11lu111, I luk 11 -+ IJuk 11 als \ -+ O voor alle k=l ,2, ... ,N. 

Hierin is Tk gedefinieerd als Tk = tk - tk-l' In het vervolg laten we de 
* * toevoeging "voor alle k" weg. Het Cartesisch product E0 * E normeren we 

door middel van 

(2 .5) 

We zijn nu in staat differentieschema's te definieren en wel in 

* analogie met (2.1) zullen die zijn lineaire afbeeldingen R van u EE 

* * op (u0 , f) E E0 * E , dus 

(2 .6) 

Het schema (1.10) bijvoorbeeld, in de vorm 
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k 1, 2, .•. , N, 

k o, 

laat zien, dat door lineaire bewerkingen op u toe te passen het paar 

(u0 ,f) verkregen wordt. 

We eisen steeds dat R uit algebrafsche operaties bestaat en dat R 

een eenduidige inverse bezit. Deze inverse vinden is dan een algebraische 
-1 

kwestie geworden, in tegenstelling tot het vinden van I, dat in de ana-

lyse thuishoort. In het vervolg veronderstellen we R-l expliciet bekend. 

Tot dusver is het differentiescherna forrneel ingevoerd. Het doel is 

echter een differentieschema te vinden, zodanig dat de differentieoplos­

sing u van (2.6) voor Tk -+ 0 naar de oplossing U van (2.1) convergeert: 

(2. 7) 11 lu - u 111 _,. o als Tk _,. o. 

We illustreren dit met de volgende figuur. 

u L *E 

R 

R 

,f) 

fig. 2 .1 

Uitgaande van de gegevens (U0 ,F) vinden we enerzijds doo~ toepassing van 
-1 

L de exacte oplossing U (waarbij we opmerken dat u0 = U0 ), anderzijds 

vinden we na discretisering van cu0 ,F) tot (u0 ,f) en toepassing van de 
-1 

differentieoperator R , de differentieoplossing u. In de ruimte kunnen 
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de analytische oplossing en de differentieoplossing vergeleken worden, 

dus we discretiseren U tot u. Stel dat u oplossing is van het schema 

(2. 8) 

dan geldt (zie figuur 2.1) 

(2. 9) u - u 

-1 - r; J = R (Ru - LLU d), 

-1 
Wanneer we voor R def inieren de norm 

(2.10) ~up 
UEC 

111R-1 <R~ - [Lu]d) 111 

I IR~ - [LuJ011 

waarin C de klasse van de beschouwde functies U is, dan vinden we voor 

het verschil 11 lu - u 111: 

Naar aanleiding van deze ongelijkheid geven we een aantal definities. 

Definitie 2.1 

De waarde van I IRt~ -- [Lu]d 11 is de benaderingsfout van het schema 

Ru (u0 ,f) voor de vergelijking LU= (U0 ,F). 

De waarde van I I I~ - u I I I is de discretiseringsfout van de diffe­

rentieoplossing. 

Definitie 2. 3 

Een differentieschema is consistent met een differentiaalvergelijking 

over een klasse Cc DL n E, wanneer voor alle U EC de benaderingsfout van 

het differentieschema voor ~ 0 naar nul gaat. 
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Definitie 2.4 

De differentieoplossingen convergeren over de klasse Cc DL n E naar 

de analytische oplossingen U EC, wanneer voor alle U EC de discretiserings­

fout van de differentieoplossingen voor Tk 7 0 naar nul gaat. 

Uit (2.11) volgt nu dat de differentieoplossingen naar de analytische 

oplossing convergeren, wanneer het rechterlid voor Tk -> 0 naa1· nul con­

vergeert; dit hangt dus af van llR-1 11 en de benaderingsfout. We zullen 

eerst de benaderingsfout wat nader beschouwen en wel aan de hand van het 

volgende voorbeeld: 

Voorbeeld 2.1 

Beschouw het al eerder genoemde beginwaarde-probleem 

t\ + ii -- F 0 < t < T, 
-

u = uo t o. 

T 
We kiezen hierbij een rooster Q met punten tk = k N, k = O, ... , N en 

een differentieschema Ru = (u 0 ,f) dat beschreven wordt door de verge-­

lijkingen 

au + 
k+l 

+ Yu = 
k-1 

k l, 2, .•. , N, 

Hierin is p > 0 en T =TIN, De waarde van u1 kan verkregen worden door 

met een eerste orde schema met 7 = TP, u op t = T uit te rekenen (zie 

inleiding). 

We willen a, 8 en Y zodanig kiezen, dat de benaderingsfout bij een 

gegeven T zo klein mogelijk is. Daartoe substitueren we u in het diffe­

rentieschema en ontwikkelen met behulp van de Taylor-formule, waarbij 

we veronderstellen dat DL uit oneindig aantal malen differentieerbare 

functies bestaat, Dus 
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(2 ,12) 

2 
( .L l 2a ~ 

+ y l - T at+ 2 T Z - ,,,)Uk 

an 
waarin k = 1, 2, ••. , N en~- u 

<ltn k 

Hieruit volgt 

(2.13) 

at 

1 2 a2 1 3 a3 
+ -2 (a + y) T -2 uk + 3 .' (a - y) T -- u· + • '. , 

<lt dt3 k 

De benaderingsfout zal blijken af te hangen van de klasse C, waartoe we 

de functies U beperken. In het bijzonder geldt dit wanneer C al of niet 

bevat is in de ruimte NL. De ruimte NL bestaat uit alle U met 

LU == cu0 ,o), 

dus NL bevat de oplossingen van de homogene differentiaalvergelijking. 

(a) C is uitgebreider dan NL 

We stellen 

(2,14) { <l-Y-.!_T 0 

o.+B+y-1 

waarmee (2.13) overgaat in 

o, 

• 

(2 .13a) f - f 
k k 

1 a2 ~ 2 
2 (20.T - 1) T 2 Uk + O(T ) ' k 

at 
2,3, ... ,N. 

-1 
Kiezen we o. = O(T ) en p = 1 dan hebben we een hele klasse van differen-

tieschema' s verkregen welke over C een benaderingsfout van O(T) hebben. 
2 

Kiezen we echter 2aT - 1 = O(T) en p = 2, dan is de benaderingsfout 0(1 ), 

Dit geval komt voor 20.1 - 1 = 0 overeen met schema (1.19), We hebben dus 



24 

O(T) over C als a 
-1 

O(T ) en p > 1 

1 
+ 0(1) en p > 2. 

2T 

(b) C ligt in NL 

We mogen nu gebruik maken van het feit dat Ut 

volgt dan 

- U. U:i t (2 .12) 

(2.13b) - f 
k 

1 1 
((ex + 13 + y - 1) - (ex - y - T + 2 (ex + y) 

1 3 
3 ! (a - y) T + , .• ) Uk. 

Jn di t eenvoudige gcval is het mogelijk een keuze voor ex, B en y te 

maken, zodanig dat de coefficient van uk nul wordt nl. 

a. = 1 , s = - y = 0. 

Het differentieschcma wordt dan beschreven door 

-T 
e 

Dit schema levert de analytische oplossing van de homogene vergelijking. 

Ook echter met de onder (a) gedane keuze voor a, B en Y is er een 

schema te construeren, dat de different:iaalvergelijking exact oplost. 

Substitutie van de rclaties (2.14) in (2,13b) geeft 

1 1 2 + 2CtT - ~ 1 3 
3: 4: 

1 

5 ! 
t ••• 

De benaderingsfout voor de homogene vergelijkinp; is nul wannccr we 

kiezen 

,2 

3! 
+ 

5 ! + ... 
2cn l sinh T -· T - ----·----

T 13 cosh 1 - 1 

2 ! + 4: + ... 

Defin:i eren we P = 2 aT - 1 en drukkcn we met behulp van (2 ,14) s en 
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Yin P ui t, dan is de conclusie voor di t voorbeeld, dat het schema 

(2 .15) 

voor 

(2 .16) p 
sinh T - T 
cosh T - 1 

de homogene differentiaalvergelijking exact oplost, en de inhomogene 
2 

vergelijking tot op O(T ) benadert. 

Stabiliteit van differentieschema's 

-1 
In het volgende zullen we aandacht besteden aan de operator R · 

Daartoe beschouwen we eerst de vergelijking 

Er is verondersteld dat de oplossing U continu afhangt van (U0 , !''). Wanneer 

U de toestand van een systeem beschrijft, u0 de begintoestand is en F een 

ui twendige befnvloedi.ng voorstel t, dan betekent deze continuitei t dat een 

verstoring van u0 en F een toestandsverandering van de toestand U tot 

gevolg heeft, welke zo klein gemaakt kan worden als men wil door er voor 

te zorgen dat de verstoringen voldoende klein zijn. Men zou de toestand 

U stabiel kunnen noemen. Bet ligt voor de hand differentieoplossingen u, 

of het schema Ru= (u0 ,f), stabiel te noemen wanneer u continu is in het 

paar (u0 ,f). We zullen eisen dat deze continui:tei.t uniform geldig is voor 

Tk ··>· 0, (Voor eindige waarden van T en vaste Tk' s, is hi er in het alge­

meen wel aan voldaan, omdat R dan uit een eindig aantal algebral'.sche be­

werkingen bestaat.) 

5 

[o, uniform ---·· Het differentieschema Ru "' (u0 , f') is over het interval 

*" * stabiel t.o.v. _het paar (u0_LQ_, wanneer u continu is in (u0 ,f) E E0 * E 

en wel uniform op 0 < Tk _:::. T 

In deze vorm wordt de stabiliteit door Rjabenki en Filippow ge-

definieerd. De tocvoeging uniform laten we in het vervolg weg en we zullen 

spreken van _R_-_F __ ~~~l_i_t_c_i_·t_. 
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Men spreekt ook wel van R-F stabiliteit t.o.v, de beginvoorwaarden 

of t,o,v, de inhomogene term f, wanneer men continuiteit in ,O) 

resp. (O,f) bedoelt, We merken op dat ten gevolge van de norm definitie 

(2,5) voor (u0 ,f) deze beide laatste vormen van stabiliteit tezamen de 

stabiliteit t.o,v. , f) garanderen, 

Een equivalente, maar mee:r concrete stabiliteitsdefinitie verkrij­

gen we door gebruik te ma.ken van de stelling, dat continue lineaire 
-1 

operato:ren begrensd zijn, Nu is R lineair dus ook R is lineair en 

bovendien continu, dus I IR-1 11 is begrensd en wel uniform in Uit 

de norm-defi.nitie (2.5) volgt dan voor de R-F stabiliteit Lo,v. (u0 ,f} 

(2 .17) 11 + lllfl\I), 

waarin de constante uniform begrensd blijft voor + 0, 

In deze vorm wordt de stabiliteit in Godunov en Rjabenki [%] gedefinieerd. 

We kunnen weer stabiliteit t,o,v. de beginvoorwaarden en t.o.v. de i.nho-
-1 

mogene term onderscheiden, wanneer de operator R uniform begrensd is 

voor ~ 0 voor de elementen 

Converg;entie van de differentieoplossin_gen 

Ui t (2 ,11} volgt direct dat een consistent different:leschema dat 

R-F' stabiel is t.o,v. de inhomogene term,een naar de analytische oplos-

sing convergerende differentieoplossing heeft, Er geldt dus 

Een consistent differentieschema, dat R-F stabiel i.s t.o.v. in-

homogene term, heeft een oplossing welke voor T k -> 0 naar de analyti.sche 

oplossing convergeert. 

We merken op dat de stabiliteitsvoorwaarde ls 

voor convergentie, omdat de verstoring, welke de benaderingsfout vormt 

van een gegeven orde in is. Wanneer 11 R-1 11 nu maar van een lagere 
-1 

orde in is, kan men de toestandsverandering, zoals de discretiserings-

fout opgevat kan worden, toch zo klein ma.ken als men wil vol-

doende klein te kiezen~ De stab:l.li teitsvoorwaarde is echter niet alleen 
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gesteld om convergentie te verzekeren, maar ook om een zekere ongevoe­

ligheid te verkrijgen voor verstoringen van een ander soort dan bena­

deringsfouten. Hierop gaan we later nog nader in. 

We zullen wat nader ingaan op schema's van de vorm 

(2.18) A u + aTf 
k k k 

k O, 1, ... , N-1. 

u0 wordt weer bekend verondersteld. De matrices Ak zijn de z.g. _§!.mplifi­

en a is een constante. De tot dusver besproken voorbeelden 

waren alle van dit type of als zodanig te schrijven. Bijvoorbeeld het 

eerste orde schema (1,9) is te schrijven als 

uk+l = (1 - + 

en het tweede orde schema (2.15), waarvan de schema's (1.19) en (1.38) 

bijzondere gevallen zijn, is equivalent met 

p-1 
""2 -­p+l 

l 
Vk+l "'- b Uk. 

1-
+ b 

0 

21 
+ -­p+l 

Hierin warden P ~ -1 en b ~ 0 verondersteld en zijn 

voorwaarden, In matrixvonn krijgen we 

(:Ll9) 

p-1 
2-

p+l 

1 
b 

en dit is van de vorm (2.18). 

en de begin-

2 
p 

Voor schema's van het type (2,18) is eenvouctig een bovengrens voor de 

R-l af te leiden, Daartoe voeren we een functie a(T) in, die het 

maximum is alle normen van de amplificatie-matrices, dus 

a( T} = Max 11. 
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Verder z.ullen we de normen 11 11 en 111 11 J met elkaar moeten kunnen 

vergelijken. In het vervolg zullen we kiezen: 

(2.21) I 11 u II I = Max I I uk 11 · 
O<k<N 

Stelling 2.2 

Op de verzameling { (u0 ,0) I u 0 EE~ wordt R-1. begrensd door 

k { I ""-l -1 Max (a ) en op de verzameling (O, f) f E E J wordt R · begrensd door 

O<k<N 
1.-ak 

Max <laJ 1 1 _a ). 
O<k<N 

Uit (2.18) volgt 

k 

uk+l = AkAk-1 ... Aouo + ar(fk + I Ak 
n=l 

dus volgens (2.20) en (2.21) gcldt 

k+l 
! !uk+ 1 11 .::. a I 

111r111. 

In het bijzonder geldt 

k 

!!lull!::_ Max (ilu0 ll, 1Xk+lllu0 11+lal 1 ~=~ lllrlll;, 
O.'.:_k_:'.}1-1 

Vergelijking met (2.17) levert tcnslottc bovenstaande bovengrenzen. 

Met behulp hiervan bewijzen we de volgende stelling 

Schema (2.18) is R-F stabiel t.o.v. het paar (u0 ,f), wanneer 

a = 1 + O ( T) voor 1 _, 0. 
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Bewijs 

Indien a(T) < 1 op het interval O < T < T, dan volgt uit 

1-ak 
Liml-a k, 
a-+1 

dat 

(2.22a) J IR-1 11 = O(T). 

Indien a > 1, is I IR-l I I uniform begrensd voor 1 -+ O als aN : 1aT/T 

uniform begrensd is. Nu geldt 

exp [N ln(l + (a-1))] 

= exp LN(a-1) (1 + O(a-1))] = exp [r • a~l • (1 + o(a-1))], 

Wanneer dus a(T) 1 + O(T), vinden we 

(2 .22b) I IR-1 11 = exp lo(T)I, 

en dit is uniform begrensd, want T is constant verondersteld. 

Alvorens deze stelling toe te passen geven we een criterium, waarvan 

in het volgende veel gebruik gemaakt zal worden in verband met het vinden 

van schattingen voor eigenwaarden. 

Criterium 2,1 

De wortels van de vergelijking x2 - Sx + P = 0 liggen op of binnen 

de eenheidscirkel, wanneer S en P voldoen aan de ongelijkheden 

p < 1 1-S+P>O 1 + s + p .::._ o. 

Bewijs 

Zijn de wortels complex dan worden deze gegeven door 

x2 = re-icp• Nu stelt P het product der wortels voor dus P 

de bewering volgt. 

ic/J 
x1 = re en 

r 2 , waaruit 
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Zijn de wortels reeel, dan volgt uit figuur 2.2 dat aan de 2 

laatste voorwaarden van het criterium voldaan moet worden. 

~'-~,_/x2-sx+P x2-s~ 
___,.- ' 

I 0 

-t +11 

fig. 2 .2 fig. 2 .3 fig. 2 .4 

Orngekeerd volgen uit deze 2 voorwaarden een van de drie figuren 2.2, 

2.3 en 2.4. Alleen de situatie in figuur 2.2 is consistent met P .'.:_ 1, 

waarmee het criterium bewezen is. 

We geven nu enkele toepassingen van slclling 2.3, 

Voorbeeld 2.2 

We beschouwen schema (1.9). Hiervoor zijn de amplificatie-matrices 

allen gelijk aan de factor 1-1, dus a= 1-1 m.a.w. schema (1.9) is 

R-F stabiel. 

Voorbeeld 2.3 

Schema (2.19) heeft de amplificatie-matrix 

A 

b 1-P ) l+P 

0 

Voor de berekening van a(1) moeten we een norm voor de matrix A kiezen. 

We zullen hier alleen beschouwen de z.g. maximum-norm I IA I J1 en spectrale 

norm I IA I I (zie hfdst. 1 deel 2). Deze worden respectievelijk gedefinieerd 
-- 2 
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als 

(2.23) max 
j 

(2.24) 

.de .de 
Hierin stelt a .. het matrixelement op de i rij en de J kolom voor, 
* lJ * 

A de getransponeerde van A en O(A A) de grootste absolute waarde van 

* de eigenwaarden van A A. 

In het geval van de maximum-norm is eenvoudig na te gaan, dat a > 1 

voor t-+ 0 als P < 0 of P > 1. Voor 0 < P < 1 geldt, als web"' 1 kiezen 

[ 
0: ( t) (1, 

1-3;> 2 
T) als 0 < = Max + p < T 

(2.25) 

Cl(t) Max (1' 1 
2 

T) - als T < p < 1 
l+P 

In het geval van de spectrale norm kiezen we b =~ , p ~ 1 

en P ~ -1. De matrix A is nu syrnmetrisch en dus [[A[ [2 = o(A). De eigen­

waardenvergelijking bij A is 

.\ 2 2 
P-T 

\ o. - -
~ +1 l+p 

We gebruiken nu het criterium 2.1 met 

(2.26) s 2 
p -T ;i ·-1 
,J+l 

en p 
p +1 

Wanneer aan de voorwaarden van het criterium voldaan is voor 1 0, geldt 

a0) ~ 1 + O(T). We vinden 

a (t ) < 1 + 0 (1 ) als ri > o. 

We zien in de eerste plaats dat stabiliteit afhankelijk is van de 

normen, die gebruikt warden: t.o.v. zowel de maximum-norm als de spec­

trale norm zijn de schema's met 0 ~ P < 1 R-F stabiel, terwijl de sche­

ma's met p > 1 alleen t.o.v. de spectraal-norrn R-F stabiel zijn. 
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In de tweede plaats volgt uit deze kwalitatieve analyse direct 

dat de in de In lei ding behandelde schema's (1.19) en (L 38) welke 

ontstaan als men P = 0 en P = -3 kiest, respectievelijk -------­

instabiel zijn. 

Stabili_tei.:..t van berekeningen over lange tijdsi11:tervallen 

en 

In de Inleiding is reeds ter sprake gekomen, dat de stab1li.tei t 

over eindige en oneindige tijdsintervallen verschillend is. De kwanti­

tatie~~ehandeling van schema (1.19) toonde aan dat zowel de discreti­

seringsfout (t.g.v. de benaderingsfout) als de numerieke fout (t,g.v. 

afrondingsfouten) exponentieel met T samenhangen. Inderdaad volgt uit 

(2.22), dat een dergelijk exponentieel gedrag niet uitgesloten wordt 

door de R-F stabiliteitsvoorwaarden. Wanneer er dus berekeningen ge­

maakt moeten worden over zeer lange tijdsintervallen (T groat) dan zou 

men de tijdstap heel klein moeten kiezen. We zullen nu een stabiliteits­

definitie geven, welke zo'n exponentieel gedrag bij voorbaat uitsluit. 

Defini.tie 2.6 

Het differentieschema Ru = (u 0 ,f) is over het interval [9, 
stabiel in de zin van O'Brien, Hyman en Kaplan [1], wanneer u continu 

is in (u0 ,0) voor vaste waarden van de tijdstappen Tk en wel uniform 

op het interval 0 < T < oo. 

We zullen een dergelijke vorm van stabiliteit in het vervolg O'B-H-~ 

s t noemen. Uit de equivalentie van continue en begrensde 

lineaire operatoren volgt dat de O'B-H-K stabiliteit betekent dat I IH-1 11 

uniform begrensd is voor T ~ 00 (i.p.v. Tk + 0). Uit (2.20) en stelling 

2.2 volgt dan voor schema (2.18) 

2 4 

Schema (2.18) is O'B-H-K stabiel t.o.v. het paar (u 0 ,0), wanneer 

a < 1 voor T ~ oo. 
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We merken op da t er voor a .::_ 1 (T ->- 00 ) geen 0' B-H-K stabi Ii tei t 

t.o.v. de inhomogene term mogelijk is, omdat volgens (2.22a) voor 
-1 

R geldt 

maar i.p.v. het exponentiele gedrag, dat optreedt voor a > 1, hebben we 

nu te maken met een lineaire aangroeiing. 

Voorbeeld 2 .4 

We beschouwen nogmaals schema (2.19) en in het bijzonder de sta-· 

biliteitsvoorwaarden (2.25). We zien hieruit data< 1 wanneer Pen T 

voldoen aan 

(2.28a) 2p - T .::_ 0 , p 2_ 1 , T > 0. 

T.o.v. de spectraal-norm vinden we (toepassing van criterium 2.1 met 

T i 0) de voorwaarden 

(2 .28b) 2P-T>O, t>O, 

Schema (1.19), dat ontstaat voor P = 0, is dus niet stabiel voor bere­

keningen over oneindige tijdsintervallen. Dit volgde reeds uit de 

kwantitatieve analyse uit hoofdstuk 1 (zie formule (1.37)). Ook het 

schema met (zie voorbeeld 2.1) 

sinh T - T 1 
P cosh T - 1 - 3 T 

is niet O'B-H-K stabiel. 

Elk schema echter met p > 0 voor T = 0 is stabiel te maken voor berekeningen 

over oneindige tijdsintervallen, door T .::_2 p te kiezen. 

5 

Beschouw de differentiaalvergelijking 

{ 
-
Utt - u = 0 0 < t .::_ T 

(2.29) 

u uo ' 
t o. 
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We schrijven dit als 

+ -+ 

(2.30) w w0 als t o. 

Een consistent schema hiervoor is 

(2. 31) 

De arnplificatie-matrices hebben de vorm 

met eigenwaarden .\ 1 + T, 

Het is duidelijk dat 

ex = ! JA 11 = I IA 11 = 1 + T, 
1 2 

zodat schema (2.30) R-·-F stabi.el is, maar niet O'B-H-K stabieL 

De stabiliteitsstellingen 2.3 en 2.4 stellen in sommige gevallen 

een te zware voorwaarde. In het tweede deel van deze syllabus zullen 

problemen behandeld warden, waarvoor verscherpte stabiliteitsstellingen 

nodig zullen zijn. 

Opmerking 2.~ 

In de literatuur komt men vaak stabiliteit in de zin van Lax en 

Richtmyer [7] tegen. Deze vorm van stabili tei t is equivalent met de 

R-F stabil:iteit Lo.v. de beginvoorwaarden en wordt gedefinieerd voor 
T/c 

schema's van de vorrn uk+l . Men eist dan dat de operatoren (A) 

voor T -+ 0 en T constant, uniform begrensd blijven. 
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Stabiliteit in de zin van Forsythe en Wasow 

In de praktijk zal de differentieoplossing u nooit exact berekend 

kunnen worden, omdat er afrondingsfouten zullen optreden. Dit geeft 

* aanleiding tot een numerieke oplossing u • In analogie met de benade-

ringsfout en de discretiseringsfout defini~ren we: 

Definitie 2.7 

De norm van de roosterfunctie d, welke gevormd wordt door alle af­

rondingsfouten noemen we de totale afrondingsfout. 

Definitie 2.8 

De waarde van 11 lu - u -><-111 noemen we de rek~n~_9Ut van het differen­

tieschema t.g.v. de afrondingsfouten. 

Forsythe en Wasow geven m.b.v. deze begrippen een meer op de prak­

tijk afgestemde stabiliteitsdefinitie, welke op het volgende neerkomt: 

Defini tie 2. 9 

Het differentieschema Ru = (u0 ,f) is over het interval [o,T] stabiel 

in de zin van Forsythe en Wasow [2], wanneer u* continu is in d en wanneer 
-1 

de rekenfout niet sneller aangroeit dan een of andere macht van T voor 

T -+ 0. 

Forsythe en Wasow [2] betogen, dat in alle problemen, die mathema­

tisch geanalyseerd zijn, de grootteorde van de rekenfout of een lage 
-1 -1 

macht van T of een exponenti~le functie van T is. In het laatste 

geval zijn de differentieschema's ongeschikt voor werkelijke berekening; 

dergeli jke schema's word en door Forsythe en Was ow ins tabi.el genoemd. 

In analogie met de stellingen 2.3 en 2.4 voor de R-F en de O'B-H-K 

stabiliteit bewijzen we voor de F-W stabiliteit (stabiliteit in de zin 

van Forsythe en Wasow) 

2 5 

Schema (2.18) is F-W stabiel, wanneer a< 1 + O(T ln T). 
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Bewijs 

·)<. 

De numerieke oplossing u van schema (2.18) kunnen we beschrijven 

met het schema 

(2.32) 

Hierin is dk de afrondingsfout, die op het tijdstip tk kT gemaakt 

wordt. We kunnen deze afrondingsfouten interpreteren als een verstoring 

(aT) -ld van de i.nhornogene term, dus 

(2.32') * u 
-1 -1 

R (u0 ,f+(aT) d). 

Voor de rekenfout vinden we 

* u -· u 

zodat analoog aan (2.11) geldt 

(2.33) 

-1 -1 
R (O, (aT) .d), 

-1 
Volgens stelling 2.2 wordt R in dit geval begrensd door 

Max 
O<k<TIT 

Substitutie van a = 1 + 0(1 In t) geeft analoog aan bet bewijs van 

stelling 2.3, dat 

I IR-l \I < \a\ T • T 
T 

als a t 1 voor T -> 0 

als a + 1 voor T -+ O, 

waarin q = O(T). 

Hieruit en uit (2.33) volgt de stelling. 

3 

Stel dat 
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en dat 

I I It - f 111 = O(Tp) ' T + o, 

dan ge~dt volgens (2.11) voor de discretiseringsfout 

I I Iii - u 111 = o(Tp-q>. 

Dus wanneer q < p sluit F-W stabiliteit convergentie van de differentie­

oplossingen niet uit (vergelijk de toelichting bij stelling 2,1). 

Met behulp van (2.33) kunnen we een bovengrens geven voor, waar bet 
~ * ons in de praktijk uiteindelijk om gaat, het verschil u - u • Hiervoor 

def inieren we 

Definitie 2.10 

De waarde van 111~ - u *111 noemen we de totale fout van het diffe-

rentieschema. 

Uit (2.11) en (2.33) volgt met behulp van de driehoeksongelijkheid 

(2 .34) 111; - u *111 = 111 (~ - u) + (u - u *> 111 2_ 11 li::i - u 111 + 11 lu - u *111 
dus 

de:rhalve 

(2. 35 ') 

waarin p de o:rde van benadering is. 

Het verkleinen van T reduceert de benaderingsfout maar vergroot de reken­

fout, In de praktijk is I I !di I I echter zo klein, dat men in het algemeen 

T geen bepf'rkingen hoeft op te leggen, mits het schema F-W stabiel is. 

Men kan zich echter voorstellen, dat voor een exponentieel gedrag in T-l 

van I IR-1 11 (instabiliteit), of de benadering zo grof is of I IR-1 11 z6 

* groot is, dat de oplossing u onbruikbaar is, 
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Voorbeeld 2.6 ---------
In de Inleiding is voor schema (1.19) een expliciete uitdrukking 

afgeleid voor de rekenfout als functie van ! [ Jd j j j, 1 en T (vergelijk 

(1.37)). We zien hieruit dat de rekenfout 0(1-l) is. 

We besluiten dit hoofdstuk met een overzicht van de gegeven stabi­

li tei ts defini ties in de vorm van voorwaarden voor et ( L) • 

Schema (2.18) is stabiel in de zin van 

lo. Rjabenki en Filippow als a < 1 + O(T) voor 1 -> 0 en T constant 

20. O'Brien, Hyman en Kaplan als a < 1 voor T + en T constant 

30. Forsythe en Was ow als a < 1 + 0( 1 ln 1) voor '! + 0 en T constant 

40. Godunov en Rjabenki als het R-F stabiel is 

Lax en Richtmyer als het R-F stabiel is t.o.v. beginvoorwaarden 
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3. Differentieschema's voor partiele differentiaalvergelijkingen 

De voor gewone differentiaalvergelijkingen gegeven beschouwingen 

worden in dit hoofdstuk uitgebreid tot partiele differentiaalvergelij­

kingen. Daar waar de theorie vrijwel analoog is zal volstaan worden 

met het geven van de overeenkomstige definities en stellingen. 

Defini ties 

Beschouw een reeel interval [o,T], een Euclidische ruimte.?l van 
m 

de dimensie m, en een gebied Gc1l met rand r. Analoog aan hoofdstuk 2 
m 

voeren we in, een lineaire ruimte E van op (Gu r) * [o,T] gedefinieerde 

vectorfuncties U, en een lineaire ruimte E0 van op Gu r gedefinieerde 

vectorfuncties u0 • Voorts definieren we een lineaire deelruimte Er van 

E, welke alle elementen U EE bevat, die nul zijn op G * [o,T]. We note­

ren de elementen uit Er met Griekse hoofdletters (~ r). Interpreteren 

we de variabele t E [o,T] als de tijd en de punten x E Gu r als plaats­

vector, dan zou men de elementen van E0 als niveaufuncties behorend bij 

E kunnen opvatten en Er als de verzameling randfuncties uit E. 

Met behulp van deze ingevoerde ruimten willen we de begin-randwaar­

deproblemen voor lineaire partiele differentiaalvergelijkingen abstract 

definieren. 

Definitie 3.1 

Een begin-randwaardeprobleem voor een stelsel lineaire partiele 

differentiaalvergelijkingen is een lineaire afbeelding L van een (onbe­

kend) element U EE op een (bekend) element (U0 , F, <!>) E E0 * E * Er. 

We noemen u0 de beginfunctie, F de inhomogene term en <!> de randfunctie. 

Indien r leeg is en G uit een punt bestaat, definieert definitie 3.1 een 

beginwaardeprobleem voor een gewone differentiaalvergelijking. We noteren 

in het vervolg een partiele differentiaalvergelijking als 

(3.1) 
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Het volgende begin-randwaardeprobleem voor de diffusie-vergelijking 

is op te vatten als een lineaire toevoeging van de oplossing U aan de 

drie functies u0 , F en ~ 

ut - u F voor 
xx 

(x, t) E (Gu r) * CTJ,T] 

u ~ voor (x, t) E f -><- [o,T] 
x 

u == u0 voor (x, t) E (GU r) * [o,ol 

Hierin zijn U, F en ~ scalarfuncties van de reele variabelen x en t en 

is u0 een functie van x. G bestaat uit een open interval van de x-as en 

r bestaat uit de 2 randpunten van G. 

We normeren de ruimten E en E0 met normen 11 lu 111 en I lu0 J I en met 

behulp hiervan ma.ken we ook E0 * E * Er tot een genormeerde ruimte door 

te definieren: 

Aan L leggen we twee eisen op: 

-1 
L heeft een ~enduidige inverse L • 
-1 

L is continu in (U0 ,F,~). 

-1 
In het algemeen kennen we L niet, maar zijn eenduidige existent.ie is 

-l 
in vele gevallen wel te bewijzen. De continufteit van L is op te vatten 

zoals in het voorgaande hoofdstuk al opgemerkt is, als een stabiliteits­

eigenschap van de oplossing U t.o.v. de gegevens u0 , Fen qi, 

In het vervolg geven we het definitiegebied van L met DL aan, het 

beeldgebied met en we veronderstellen 

6 = L(D ) = E * E ><-Er. 
L L 0 

Op analoge wijz.e willen we nu abstract differentieschema's definieren. 

ln plaats van het interval [o, T J beschouwen we de verz.ameling pun ten uit 

r 
[.O, , we lke gegeven worden door 
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{tk t 0 = O, tN = T, k = 0,1, ..• ,N}. 

We noteren tk+l - tk met Tk en de grootste Tk met T. We kiezen bij elke 

rij {Tk} in G een verzameling punten GT en op r een verzameling punten 

r . 
T 

Definitie 3.2 

De puntverzamelingen Q - {t }N * (G u r ) , met 0 < 1 < "T, noemen T- kO T T -
we een verzameling roosters, wanneer ze de eigenschap hebben, dat in 

elke omgeving van een punt uit Gu r voor voldoend kleine T een punt van 

GT Ur T ligt. 

* Verder definieren we een lineaire ruimte E van op QT gedefinieerde 

* vectorfuncties u, een lineaire ruimte E0 van op GT u rT gedefinieerde vec-

* * torfuncties u0 en een lineaire deelruimte Ervan E van vectorfuncties 

op {tk}~ *GT. Wanneer U EE, u0 EE0 of met de eigenschap dat 4i nul is 

<I> E Er, dan noteren we 

[u]d == u ' 

Hierin is [ ]d een discretiseringsoperator, welke aan functies gedefini­

eerd op "niet-discrete" verzamelingen, de roosterwaarden toekent. 

In analogie met definitie 3.1 volgt nu 

Defini tie 3. 3 

Een differentieschema voor een begin-randwaardeprobleem is een line­

* aire afbeelding R van een (onbekend) element u EE op een (bekend) element 

-1 
We veronderstellen dat R bestaat, eenduidig is en expliciet bekend is. 

De oplossing van het begin-randwaardeprobleem LU= (U0 ,F,<I>) wordt 

in het vervolg de exacte of analytische oplossing genoemd en met U aange­

geven, de oplossing u van Ru= (u0 ,f,4i) wordt differentieoplossing ge­

noemd en de tengevolge van het afrondingsfoutenveld d berekende oplossing 

* u zal numerieke oplossing genoemd worden. 
~ * * +{ De ruimten E , E0 en E0 * E * * Er normeren we met normen 
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(3.3) 11 u 0 11 + 111 f 111 + 111 qi 111 

en we eisen dat 

(3. 4) 

We kunnen nu alle nodige begrippen definieren. De definities lopen 

parallel met de in hoofdstuk 2 gegeven definities. 

Defini tie 3 .4 

De waarde van I IRu - [Lii]d 11 is de benaderingsfout van het schema 

Ru (u0 , f, qi) voor het begin-randwaardeprobleem LU = (u0 , F, lj;). 

Definitie 3.5 

De waarde JI Ii:; - u 111 is de discretiseringsfout van de differentie-

oploss:i.ng. 

tie 3 6 

Een differentieschema is consis met een differentiaalvergelijking 

over een klasse Cc D1 n E, wanneer voor alle Uc C de benaderingsfout van 

het differentieschema voor T + 0 naar nul gaat. 

3 7 

De differentieoplossingen convergeren over de klasse Cc D1 n E naar 

de analytische oplo.ssingen Uc C, wanneer voor al le U EC de discretiserings­

fout van de differentieoplossingen voor T ~ 0 naar nul gaat. 

t:i 3 8 

Het differentieschema Ru = (u0 , f, qi) is over het interval [o, 
biel in de zin van Rjabenki en Filippow, wanneer u continu is in 

* * * ,f,<P)E *E *Er enweluniformin0<1k<T. 

tie 3 9 

Het di fferenti eschema Ru = (u0 , f, qi) is over het interval [o, 
stabiel in de zin van Godunov en Rjabenki, wanneer geldt 
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111 ~I ! I, 

waarin N1 , N2 , N3 onafhankelijk van Tk en (u0 ,f,~) zijn. 

Defini tie 3.10 

Het differentieschema Ru= (u0 ,f,~) is over het interval [0, 00] 

stabiel in de zin van O'Brien, Hyman en Kaplan, wanneer u continu is 

in (u0 ,0,0) voor vaste waarden van de tijdstappen Tk en wel uniform 

op het interval 0 < T < 00 

Defini tie ~Lll 

Het differentieschema Ru = (u0 ,f,~) is over het interval [ci,T] 
* st:i.:.!Jiel in de zi n van Forsythe en Wasow, wanneer de rekenfout u ··· u 

* * * 1 voldoet aan het schema R (u ·· u ) = d met 11 (R ) - 11 = O(T , q :::_ 0 

voor T ->· O. 

Stellingen 

De in hoofdstuk 2 gevonden resultaten zijn zonder meer over te 

dragen op differentieschema's van het type Ru= (u0 ,f,~). Zander bewijs 

vermelden we de volgende drie stellingen 

Voor de benaderingsfout en de discretiseringsfout geldt 

(3.6) 
- -1 

11 iu - u 111 ~ I IR I le • I !Ru -

waarin C de beschouwde klasse van functies fi is (vergelijk (2.10)), 

3 2 

De stabiliteitsdefinities van Rjabenki-Filippow en Godunov-Rjabenki 

jn equivalent. 

3 3 

De differentieoplossingen van een consistent R-F stabiel schema 

convergeren naar de exacte oplossing als T + 0, 
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Vervolgens bewijzen we de volgende zeer belangrijke stelling. 

Stelling 3 .4 

Stel dat voldaan wordt aan de volgende voorwaarden 

(1) Voor de benaderingsfout over de klasse C geldt 

waarin p > 0 en (O, H, 'Ji) E L(C). (L(C) is het bee Id van C onder L.) 

(2) W is de oplossing van LW = (O,H,'l'). 

(3) Het schema is H-F stabiel. 

Onder deze voorwaarden geldt 

(3. 7) 

Uit stelling 3.1 volgt (zie ook formule (2.11)) 

zodat volgens voorwaarde (1) 

Volgens voorwaarde (2) 

u - u 

Uit voorwaarde (1) volgt dat de benaderingsfout van de orde 

Rw - [Lw]d = Ohp). 

Hieruit volgt 

Tp -1 + 0 (T p) 0 (1)) u - u R (Rw + 

TpW + Tp R-l (O(Tp) + 0 (1)) 

Tpw + Tp -1 
R (o(l)). 

is, dus 
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Volgens voorwaarde (3) 
-1 -1 

is R continu, dus R (o(l)) o(l) voor T + 0, 

Hiermee is de stelling bewezen. 

Opmerking 3.1 

De stelling beschrijft een asymptotische voorstelling voor u - u, 

We zien dat de locale discretiseringsfout van dezelfde orde in T is 

als de benaderingsfout. 

Opmerking 3.2 

Voorwaarde (1) is geenszins triviaal; de bewering is dat het linker-

lid voor T + 0 een discretisering is van een element uit L(C) op de li-

{ }T=O 
miet van de verzameling roosters QT T=T Aangezien Q0 een echte deel-

verzameling van Gu r kan zijn (Q0 ligt dan dicht in Gu r volgens defini-

tie (3.2)), is niet altijd aan voorwaarde (1) voldaan. Bijvoorbeeld, 

wanneer L(C) uit continue functie-tripels bestaat, moet T-p(R~ - [Lu]d) 

voldoende "glad" zijn op Q0 om een discretisering te kunnen zijn van een 

element uit L(C). 

Opmerking 3.3 

We kunnen w elimineren wanneer we twee differentieoplossingen u1 

en u2 kennen. Op de doorsnede van de roosters Q1 en Q2 geldt dan 

(3 .8) -u 

Door deze extrapolatie kan een aanzienlijke verhoging van de nauwkeurig­

heid verkregen worden. 

We zullen het volgende schema nader beschouwen 

0,1, ••• ,N-1 

(3 .9) 
~· D en B lineaire operatoren 
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De meeste lineaire partiele differentiaalvergelijkingen geven aanlei­

ding tot dergelijke schema's. 

Voorbeeld 3.2 

We beschouwen het volgende begin-randwaardeprobleem voor de 

diffusie-vergelijking 

ut - u F voor 0 < x ::._ 1, 0 < t < T 
xx 

u -<!> voor x o, 0 < t < T 
x 

u <!> voor x 1, 0 < t < T 
x 

u -- uo voor 0 < x < 1, t o. 

We kiezen een rooster Q1 bestaande uit punten (x.,tk) = (js, k1), 
1J 

waarin j de waarden O, 1, 2, ... , m aanneemt en s = · is. We drukken 
m 

s in t uit door middel van de relatie 

waarin r constant verondersteld wordt. De puntverzamelingen Q vormen nu 
T 

inderdaad een rij roosters in de zin van definitie 3.2. 

Op het rooster.Q1 definieren we het schema 

+ 1 f2: • <I> in het punt x. v r k+1 J 
0 

in het punt x. 
J 

x . 
m 

Hierin stelt X+ een verschuivingsoperator voor welke aan de functiewaarde 

in een punt (x~,tk) de functiewaarde in het punt (xj±l' toevoegt. 

Dit schema verkrijgen we door vervangen van de afgeleiden door differentie­

quotienten (vergelijk schema (1.48) uit de Inleiding). 

We vormen bovenstaand schema om tot 
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(1 - 2r)X+uk 
2 

+ TX+fk + \fl;'E+~k' j 0 uk+l ruk + + rX+uk 

(3 .10) uk+l rX_uk + (1 - 2r)uk + rX+uk + Tfk' j = 1, ..• ,m-1 

uk+l == 
2 

rX_uk + (1 - 2r)X_uk + ruk + TX_fk + \}-;; E+~k' j m, 

waarin E+ gedefinieerd wordt door E+~k = $k+l • 

Uit deze differentieformules kan men direct de operatoren A, Den B af­

lezen. 

Voorbeeld 3.3 

Vervolgens beschouwen we een zuiver beginwaarde probleem (Cauchy­

probleem) voor de golf-vergelijking. 

voor -"" 

voor _oo 

< 00 

' 
< 00 • t = 0, 

We voeren (U,Ut) = (U,V) als nieuwe afhankelijke (vector-)variabele in 

en definieren op het rooster QT= {Cxj,tk) I xj = j~ = j ~, tk = kT, 

r constant} het differentieschema: 

ofwel 

(3.11) (:t ( 1 

r(X 

- 2 + X )u + Tfk 
+ k 

Hierin stelt X+ weer dezelfde verschuivingsoperator voor als in voorbeeld 

3,2, 

Opmerking 3,4 

Sommige schema's zijn van de vorm 
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dus 

-1 
Wanneer men Ck niet expUciet kent, wordt het schema impliciet genoemd. 

In alle andere gevallen spreekt men van expliciete schema's. 

Stabiliteit van schema (3.9) 

-1 
We brengen de norm van R in verband met de normen van Ak, D en B. 

Door :i.teratie verkrijgen we uit (3.9) 

u =A A 
k+l k k-1 

k 

+ T (Dfk + I Ak ... A lDfk ) 
n=l · k-n+ -n 

k 

+ B~k + L Ak ... Ak-n+lB 
n=l 

We defini~ren de operatoren Pk, Qk en Sk door de formulas 

(3.12) 

(3.14) 

k 

1 (Df + ;" A ., ,. ~ A Df ) 
k · k k-n+l k-n 

M + 
k 

n=l 

k 

l \, ... Ak--n+l B 
n=l 

Hiermee kan schema (3.9) in de volgcnde vorm gcschreven worden 

(3.15) u = 
k+l 

We kiezen weer (vergelijk (2.21)) 

lllulll = Max llukll 
0 .'.::_k .::_N 

en in analogie voor de operatornormen I IPkl I, I IQkl I en 11 

grenzen 111P111, 1 J IQ 111 en 111S111 volgens de formule: 

11 de boven-· 
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(3 .16) Max lfPkjj. 
O<k<N 

Aldus verkrijgen we de ongelijkheid 

(3,17) !!lull!~ l!IPlll • llu0 ll + ll!Qlfl • lllflll + 111 8 111·111~111· 

Analoog aan stelling 2 .2 geldt nu de stelling 

Voor schema (3.9) geldt 

-1 
(b) llR lie 

< Max 
O<k<N 

< Max 
O<k<N 

-1 ( c) 11 R 11 C _::. Max 
O<k<N 

k 
a. als C 

<rllnll~=a. als C 

als c = {<o,o,qi) I ~E r 

waarin a weer de maximale amplificatie-factor voorstelt. 

Stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden 

Uit stalling 3,5 (a) volgen direct de volgende twee stellingen (ver­

gelijk de stellingen 2.3 en 2.4) 

Schema (3.9) is R-F stabiel t.o,v. de beginvoorwaarden wanneer 

a 1 + 0(1) voor t ~ 0, 

3 7 

Schema (3,9) is O'B-H-K stabiel, wanneer a .::.i voor T ~ 00 

3 4 

We voegen in voorbeeld 3.2 nog een term aU aan het linkerlid toe. 

ln de punten , j "' 0 l, . , . , m geldt dan 
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0 

(3.18) 1, ••• , m-1 

waari.n de inhomogene term en de randfunctie bui. ten beschouwing gela ten 

zijn. 

Wordt voor 11 u1 11 en I IA 11 de 
' k 

I luk 11 Max 
O_::_J::_m 

Ju1 (x JI, 
' J 

maxirnumnorm gekozen, 

waarin j J 11 1 door (2 .23) gedefin:ieerd wordt, dan geldt 

a( T) = r + 11 - 2r - a T I + r. 

We passen stelling 3.6 toe. Dit levert 

11 - 2r - a 1 I .::_ 1 - 2r + c-r, 

waarin c een constante is. Uitwerking geeft 

(3.19) a > - c 

(3.20) 

1 1 
r<-+-4 (c-a)1. 

-2 

1 
r < 

-2 

Vervolgens passen we stelling 3.7 toe, dus c = 0 en t 

Uit (3.19) volgen de O'B-H-K stabiliteitscondities 

(3.21) a > 0 

Voorbeeld 3 .5 . 

1 < 
' 

2 1 - 2r 
a 

constant. 

We beschouwen voorbeeld 3.4, maar kiezen een andere randvoorwaarde 

in x = 0, namelijk 

+ bU O. 
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Een consistente differentieformule hiervoor is 

l Xu 
{{ 

+ k+l 
1 - b 

r 

x. = o. 
J 

Dit kan m.b.v. de in x1 geldende differentieformule geschreven warden 

als 

Vr - bv; 
Behalve de voorwaarden (3.20) of (3.21) moet nu ook gelden 

(3.22) jl - 2r - at j < (l + cT) - 2r. 

We beschouwen de R-F stabiliteit van het schema als r 
l 2' Voorwaarde 

(3.22) luidt dan 

I a IT < J 1 - b \/'""27 [ (1 + cT) - 1 

ofwel voor T ..,. 0 

l - b'\f"2; > 1 + O(T) 

waaruit volgt 

(3 .23) b < o. 

Vervolgens beschouwen we de O'B-H-K stabiliteit. Uit (3.21) volgt 

dat 1 - 2r - aT niet negatief is, zodat (3.22) overgaat in (c = 0) 

Vr (1 - aT) < IVr - bVrl · 

We werken dit uit voor b < 0 en vinden dan voor a ~ 0 

(3.24) 

Indien a 

b2 
T > --

2 
a r 

0 wordt er geen verdere voorwaarde gevonden, 
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Stabiliteit t,o,v. de inhomogene term 

Uit stelling 3,5 (a) en (b) volgt direct de volgende stelling. 

Stelling 3,8 

Schema (3.9) is stabiel t,o.v. de inhomogene term, wanneer het 

stabiel is t.o.v. de beginvoorwaarden en wanneer [ !n[ I uniform begrensd 

is voor T -> O. 

Voorbeeld 3.6 

Aan Rjabenki en Filippow [s, p. 38] ontlenen we het volgende begin­

randwaardeprobleem 

a3 u au 
+-

a tax2 at 
F ,O<x.::_11,o<t<n 

u 0 x = 0,11 0 < t < 1T 
~ -- -

u u0 (x) , 0 < x ::_ 11, t = O. 

Op het rooster Q~, bestaande uit punten (x., tk) 
' J 

t: = K , defini~ren we het differentieschema: 
m 

in het punt = o, 

in de pun ten x. 
J 

0 in het punt x. 
J 

We hebben met een impliciet schema te maken 

j t:. j 

(jt:, kl) met 

1, ,., m-1, 

Op operator D is van de vorm T2C-l We zullen hiervan bewijzen dat deze 

niet uniform begrensd blijft als T naar nul gaat. 
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Beschouw de roosterfunctie 

g0 = (O, sin 1, sin 21, ... , sin m1), 

waarin de tussen haakjes voorkomende waarden de waarden van g0 in 

x. j~ voorstellen. Uit bovenstaand schema zien we direct dat 
J 

Cg0 (O, Cr 2 - 2)sin 1 +sin 21, .,,, sin(j-:-lh + (1 2 - 2)sin jT + 

+ sin(j+l)T, sin m1), 

Uitwerking geeft 

2 
cg0 = (1 - 2 + 2 cos T)g0 • 

Blijkbaar is g0 een eigenfunctie van C met eigenwaarde 
2 -1 :\ = (1 - 2 + 2 cos 1). Hieruit volgt dat A eigenwaarde van is en 

aangezien I lc-1 1 I groter dan of gelijk aan zijn eigenwaarden is t.o.v. 

geschikt gekozen normen, geldt 

D is dus niet uniform begrensd voor 1 -+ 0 en daarmee is het schema in-

stabiel t.o.v. de inhomogene term. Het schema is wel stabiel t.o.v. de 

beginvoorwaarden (zie l~, p. 38 J). 

Stabiliteit t.o.v. de randvoorwaarden 

Aan deze vorm van stabiliteit is over het algemeen heel moeilijk te 

voldoen. In de opera tor ontbreekt namelijk de factor 1 zoals die in 

de operator Qk optreedt. 

Stelling 3. 9 

Schema (3,9) is stabiel t.o.v. de rapdvoorwaarden in de volgende 

twee gevallen: 

(a) De randvoorwaarden zijn van de eerste soort en 11 BI I is uniform 

begrensd voor T + O. 

(b) a < 1 en I IBJ I is uniform begrensd voor T -+ O. 
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(a) Wanneer de randvoorwaarden van de eerste soort zijn hebben de 

operatoren ~in de randpunten een "nulwerking", zodat uit de definiti.e 

van Sk (formule (3.14)) volgt 

Uit (3.17) en de uniforme begrensdheid van B voor t ~ 0 volgt het eerste 

deel van de stelling, 

(b) Dit volgt direct uit stelling 3.5 (c). 

Voorbeeld 3,7 

We beschouwen nogmaals het begin-randwaardeprobleem voor de diffu­

sie-vergelijking uit voorbeeld 3,2. Uit schema (3.10) volgt, dat voor 

de randoperatoren geldt 

zodat de stabiliteit t.o.v. de randvoorwaarden niet vast staat, 
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4. Zwakke en sterke stabiliteit 

In dit hoofdstuk zullen we de invloed van afrondingsfouten op het 

rekenproces onderzoeken, en wel aan de hand van een artikel van O'Brien, 

Hyman en Kaplan [l]. Een en ander zal in verband gebracht worden met 

de stabiliteitsdefinities die we hebben leren kennen. We zullen dit weer 

abstract formuleren met behulp van de in hoofdstuk 2 en 3 ingevoerde 

notaties • 

.Q_edrag van de rekenfout 

Evenals in hoofdstuk 2 voor het differentie-analogon van gewone 

differentiaalvergelijkingen, zullen we in het geval van partiele dif­

ferentiaalvergelijkingen definieren de totale afrondingsfout I I Jct! I!, 
de rekenfout 11 lu - u *111 en de to tale fout 111~ - u *I J I. Analoog aan 

(2.34) kunnen we de totale fout begrenzen door de som van de benaderings­

fout en de rekenfout: 

(2 .34) 11 iu - u *I ! I _:_ 11 lu - u I 11 + 11 lu - u *111 • 
We gaan nu nader in op het gedrag van de rekenfout als functie van Tk 

en T, In de praktijk zou men wensen dat voor vaste tijdstappen Tk en 

een willekeurig foutenveld d, de rekenfout uniform begrensd blijft voor 

T + 00 en dat deze grens naar nul gaat als I I ldl I I + 0, Hieraan beant­

woordt de volgende definitie (O,Brien, Hyman en Kaplan). 

Definitie 4.1 

Het differentieschema Ru= (u0 , f, ~) is sterk stabiel [1], wanneer 

de rekenfout I I lu - u*! JI voor een willekeurig foutenveld den voor vaste 

tijdstappen Tk uniform begrensd blijft als T + 00 , 

Naast deze sterke stabiliteit voeren O'Brien, Hyman en Kaplan ook 

het begrip zwakke stabiliteit in. 

Defini tie 4. 2 

Het differentieschema Ru = (u0 , f, ~) is zwak stabiel [1], wanneer 

de rekenfout I I lu - u I I voor het foutenveld d, met dk = 0 als k ~ O, 

en vaste tijdstappen 'k' uniform begrensd blijft als T + 00 
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Het is duidelijk dat sterke stabiliteit een veel zwaardere eis is 

dan zwakke stabiliteit. Slechts begin-randwaarde problemen welke een 

stationnaire oplossing hebben als t + w laten zich door sterk stabiele 

schema's beschrijven. Hierop komen we in het tweede deel van deze 

syllabus nog terug. 

O'Brien, Hyman en Kaplan bepalen zich tot een onderzoek naar zwakke 

stabiliteit, Zij rechtvaardigen dit door de aanname dat de afrondings­

fouten "at random" optreden, zodat geen accumulatie verwacht hoeft te 

worden. 

Stelling 4 ,1 

Schema (3.9) is zwak stabiel, wanneer het O'B-H-K stabiel is. 

Bewijs 

In het differentieschema (3.9) 

(3,9) 

introduceren we voor k = 0 de afrondingsfoutenfunctie d0 , dus 

(4,1) 

*-
Vo or de verdere berekeningen mogen we de nu ontstane u1 als beginfunctie 

zien, zodat het effert van de eenmalige afrondingsfout opgevat kan warden 

als een yerstoring van de beginvoorwaarden. 

We kunnen dit ook inzien door (4,1) te schrijven als 

(4.1') 

waarin A~1 ct0 een verstoring van u0 betekenL 

Uit definitie 3,10 volgt nu de stelling. 

Tot zover de beschouwingen van O'Brien, Hyman en Kaplan. 

We zullen nu de sterke stabiliteit van differentieschema's onder-

* * 
zoeken; daartoe voeren we een deelruim te E G van E in, bestaande ui t 

roosterfuntties welke op de randpunten nul zijn" We bewijzen nu de 

volgende stelling 
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Stelling 4.2 

Schema (3.9) is sterk stabiel, wanneer de maximale amplificatie­

factor a kleiner is dan 1. 

Bewijs 

Bij het begrip sterke stabiliteit neemt men als uitgangspunt de 

situatie, dat bij elke berekening afzonderlijk, afrondingsfouten ge­

maakt worden. We kunnen di t weerg·even door in schema (3. 9) een term dk 

toe te voegen; we krijgen dan 

(4,2) 

We kunnen nu de invloed van de afrondingsfouten niet zien als een ver­

storing van de beginvoorwaarden. We splitsen het foutenveld d volgens 

d b + B, 

* * waarin b EEG en BE Er, dan kan vergelijking (4 .2) worden geschreven als 

(4 .3) 

Indien we de operatoren D beperken tot niveaufuncties waarvan de 

* bijbehorende roosterfuncties in EG liggen, kunnen we D inverteren. Omdat 

ook B inverteerbaar is, kunnen we vergelijking (4,3) schrijven als 

(4. 3 ') 

* We voeren in de roosterfuncties e en E uit E , door de volgende relaties 

* voor de bijbehorende niveaufuncties uit E0 : 

(4.4) e = 
k 

-1 -1 
1 D bk E 

k 

We zien dat het foutenveld d op te vatten is als een verstoring e van de 

inhomogene term en een verstoring E van de randvoorwaarden. 

In de notatie van het voorgaande hoofdstuk heeft vergelijking (4,3') 

de vorm 

* ' (4 ,5) Ru= (u0 , f+e, <P+E), 
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De differentieoplossing u voldeed aan een schema van de vorm 

Ru= (u0 , f, c/J), 

dus voor de discretiseringsfout vinden we (R is lineair en inverteer-

baar) 

derhalve 

* u - u 

-*• """ We zullen de norm in E in die van E0 ui tdrukken met de relatie (vergelijk 

(2.21)) 

111f111 = Max 11fk11. 
k 

.Met behulp van stelling 3,5 (b) en (c) vinden we 

k 
(4,7) IJJu - u ... 1/1 <Max (l-a) • (1Jlnll + llBll) • <lllelll + lllEIJI>. 

k 1-a 

Substitutie vane en E geeft tenslotte 

k 
(4.7') lllu - u*lll 2Max (~=~) • hllnll + IJBll)o(1-1 lln-1 ll + llB-1 11>· 

k 

• 11lctl11. 

waaruit de stelling direct volgt. 

Opmerking 4.1 

De ongelijkheid (4.7') geeft geen uniforme bovengrens als T ~ 0 en 

T constant. We kunnen bewijzen, dat een schema Ru = (u0 , f, cjJ) met een 

in T uniform begrensde rekenfout 11 lu - u *I! I niet consistent kan zijn 

met een differentiaalvergelijking. Daartoe schrijven we 

* -1 -1 -1 
u - u R (O,e,E) = T R (O,Te,TE) 

-1 -1 - -
T R (O,e,E), 
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waarin e = Te en E TE. Nu geldt 

e D-l b 
k k' 

dus voor T + 0 gaat ek niet naar nul. 

Stel dat het differentieschema consistent is met het begin-rand­

waardeprobleem 

Verder veronderstellen we het foutenveld d zodanig 1 dat voor T + 0 de 

foutenvelden convergeren naar een continue functie. We zullen de con­

tinue functies waartoe e en E naderen voor T + 0 resp. E en e noemen. 

Uit de vergelijking 

* -1 - -
T(u - u) = R (O, e, E) 

volgt dat dit voor T + 0 overgaat in de relatie 

LO (O, E, 

waarin in elk geval E i O. 

Nu is L lineair, zodat er een tegenspraak bereikt i.s. 

We kunnen dus besluiten dat een willekeurig foutenveld een versto­

ring van bet rekenproces vormt, welke geen R-F stabiliteit toelaat. 

Daarentegen laat een eenmalige afrondingsfout ct0 wel R-F stabili tei t toe. 

Uit (4.7') volgt voor de rekenfout een gedrag als functie van t 

(T constant) van de vorm 

* 1-ak 
f 11 u - u 111 - t -q Max - • 111 d 111 , 

O<k<N 1-a 

waarin q > O. Indien a ~ 1 + O(r ln r) is dit het gedrag dat nog net 

de F-W stabiliteit garandeert (vergelijk definitie 2,9 en 3.10). 



60 

5. Enkele methoden voor stabiliteitsonderzoek 

In het voorgaande hoofdstuk hebben we gezien wat voor verandering 

in de differentieoplossing u optreedt ten gevolge van een verstoring 

door afrondingsfouten. Het bleek dat de maximale amplificatie-factor 

a hierin een bel.angrijke rol speelde. We zullen nu enkele methoden be-

schrijven, waarmee deze a geanalyseerd kan worden m.a.w. we zullen ons 

met de stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden bezighouden. 

(a) Directe methode van Todd 

Zij gegeven een homogene partiele differentiaalvergelijking met 

begin- en randvoorwaarden. We denken hierbij in het bijzonder aan een 

parabolische vergelijking met homogene randvoorwaarden van de eerste 

soort, bijvoorbeeld de diffusie-vergelijking 

u 
xx 

op het gebied 0 < x < 1 en 0 < t < T met de beginvoorwaarde 

en de randvoorwaarde 

U(O,t) = U(l,t) = O. 

Een dergelijk probleem geeft aanleiding toteen schema van de vorm 

l\+1 = A Uk I k = 0' 1' ..• ' N' 

waarin A een lineaire <lifferentie operator is. 

Met behulp van de directe methode (Todd ~o], Godunov··Rjabenki [4]) 

tracht men de norm van de operator A zonder omwegen te bepalen. 

Wanneer het interval op de x-as (m+l) roosterpunten bevat kan A 

weergegeven worden door een (m-l)X(m-1) matrix. Bij een expliciet schema 

is dit bovendien in het algemeen een bandmatrix. 

We zullen bier uitsluitend z.g. normale matrices beschouwen. 

is een matrix die commuteert met zijn geconjugeerd 

getransponeerde. 
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Bijvoorbeeld alle symmetrische matrices zijn normale matrices. 

T.o.v. normen, welke afgeleid zijn van een inwendig product, heb­

ben symmetrische matrices de eigenschap dat de matrix-norm gelijk is 

aan de spectrale norm (grootste eigenwaarde in absolute waarde). lets 

dergelijks geldt voor norrnale matrices. 

Stelling 5 .1 

T.o.v. een inwendig-product-norm is de norm van een normale matrix 

gelijk aan zijn spectrum-norm. 

Verder zullen we gebruik maken van de stelling: 

Indien de matrix A eigenvectoren nv heeft en eigenwaarden \v' dan 

heeft de matrix Ak dezelfde eigenvectoren en eigenwaarden \~ voor alle 

gehele waarden van k. 

Voor het bewijs van deze stellingen zij verwezen naar de literatuur ~]. 

De directe methode is toe te passen, wanneer we A kunnen uitdrukken 

in eenvoudige standaardmatrices, waarvan we de eigenwaarden kennen. In 

de theorie van Todd ~o] neemt de symmetrische (nxn) matrix 

(5.1) T 
n ( ... ' 1 -2 1 ' ... ) 

een centrale plaats in. We ontlenen aan Todd [10] de volgende stelling: 

5.3 

De matrix Tn heeft eigenvectoren nv en eigenwaarden Av' welke gege­

ven worden door 

(5. 2) _:;_j_:i: \ 
2 v1r 

sin -4 sin 2 (n+l)·-n+l v 

j = 1, 2, ,, ~ .. ' n· 
' 

v = 1, 2, "' ., ~ ' n. 

Uit stelling 5~2 en 5,3 volgt nu direct dat de matrix T2 eigen-
n 

Vf)Ctoren en eigenwaarden heeft, welke gegeven worden door 



n v 
Vj11 

sin n+l 
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16 
. 4 

Sl.!1 
2 

V1T 
j,V 

Volledigheidshalve geven we hier ook de expliciete vorm voor T2 : 
n 

(5.4) ( •.• ' 1 -4 6 -4 1 ' •.. ) 

waarbij het eerste en laatste diagonaalelement van T2 niet 6 maar 5 is. 
n 

Bij de toepassing van de directe methode zullen we de matrices 

welke door Tn gegenereerd worden laten werken op vectoren, die gevormd 

worden door de waarden in de inwendige roosterpunten (GT) van het be­

schouwde niveau. Dit is mogelijk omdat we ons hier beperken tot rand­

waarden van de eerste soort, dus de differentieoplossing is op de rand 

gegeven, 

Wanneer we b,v. Tn bekijken, dan zien we dat de werking van Tn overeen­

komt met het differentieschema 

in " ... 1 x • 
n 

De homogeniteit van de randvoorwaarden zorgt ervoor dat de waarden van 

uk in de randpunten x0 en xn+l' die nodig zijn voor de berekening van 

uk in x1 en xn' weggelaten kunnen worden. Hierdoor is het differentie­

schema inderdaad door de symmetrische matrix T11 voor te stellen. 

De toepassingsmogelijkheden van de directe methode laten zich het 

best duidelijk maken aan de hand van enkele voorbeelden. 

Voorbeeld 5,l 

We beschouwen weer het klassieke expliciete differentieschema voor 

de diffusievergelijking met homogene randvoorwaarden in x = 0 en x = l. 
Dit kan geschreven warden als 

T 
waarin r (vergelijk voorbeeld 3.2) en waarin X en in de punten 

resp, aan de waarde nul toekennen, 

We schrijven dit schema als matrix-vergelijking: 
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waarin 

A= I+ r Tm-l" 

Volgens stelling 5.3 zijn de eigenwaarden av van deze matrix 

Voor a 

()! 
\) 

= 1 - 4r sin2 V1T 
2m ' 

I IAJ J = Max lav ! vinden we 
\) 

v = 1, 2, ••• , m-1. 

I 2 11 I I 2 m-1 I a = Max ( 1 - 4r sin 2m , 1 - 4r sin 2m 1T ) 

I 2 11 I I 2 11 I Max ( 1 - 4r sin 2m, 1 - 4r cos 2m ), 

Voor a < 1 is het schema zowel R-F stabiel als O'B-H-K stabiel. Dit 

betekent 

(5.5) r < 

Voorbeeld 5,2 

1 
2 

2 cos 1T 

2m 

We zullen nu een impliciet differentieschema voor de diffusie­

vergelijking analyseren: 

(5.6) 
(X_ - 2 + X )u + (X_ - 2 + X )u 

+ k+l + k 

T We stellen weer r = 2 . Schema (5.6) kan geschreven worden als 
t; 

(5,6') - (rX_ - 2(l+r) + rX+)uk+l = (rX_ + 2(1-r) + rX+)uk' 

We definieren een matrix B door 

(5. 7) B = 21 - rTm_1 • 

Hiermee kan (5,6') als de volgende matrix-vergelijking geformuleerd 

worden 

(4I - B)uk, 
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dus 

-1 
De eigenwaarden a\! van (4B - I) zijn volgens stelling 5.3 

1 2r 
2 \J1T 

4 
sin 

2m 
(J, ----·----·-·-~---- - 1 ' 

v=l, 2, •. , , m-1 , 
\) 2 \!11 2 \J1T 

2 + 4r sin 
2m 

1 + 2r sin 
2m 

Blijkbaar is dit schema onvoorwaardelijk stabieL 

We merken op dat men deze stabiliteit rnaet bekopen met het inverteren 

van de matrix B. In numerieke berekeningen betekent dit dat er meer 

rekentijd per tijdstap nodig is, maar men kan de tijdstappen veel gra­

ter kiezen dan in het klassieke expliciete schema. In het tweede deel 

van deze syllabus zal de diffusievergelijking nauwkeuriger ondc~rzacht 

warden. 

5 3 

We passen nu de directe methode toe op een 3-niveau-schema. 

Beschouw de differentiaalvergelijking 

(5. 8) 

welke optreedt bij de beschrijving van transversale trillingen in een 

staaf, Als beginvoorwaarden kiezen we 

v0 (x) 

en voor de randvoorwaarden nemen we 

U(O,t) = U (O,t) = U(l,t) = U (1,t) = 0, 
xx xx 

De afgeleiden in (5.8) vervangen we door centrale differentie quoti~nten, 

zodat de volgende differentievergelijking ontstaat. 

(5.9) [ .2 -·2 2] 
~ - 4X + (6-2r ) - 4X + X 
- - + + 

wordt dit 
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(5,9') 

waarin 

(5 ,10) 

Met behulp van (5,9') kunnen we uk uitdrukken in u0 en u1 (u1 _volgt 

uit v0 = [v0]d). We vinden 

(5,11) 

P~k) en P;k) zijn polynomen van de graad (k-2) resp. (k-1) in D. 

We zullen eerst deze polynomen nader onderzoeken. 

Er geldt: 

(D) + p(k) 
uo 1 

Substitutie hiervan in (5.9') geeft 

Po(k) (D)uo P(k) (D) + 1 ul 

_ p(k-2) (D)u _ p(k-2) (D) 
O O 1 ul, 

Voor de beide polynornen P(k) en P(k) volgt hieruit de recurrente betrek-
0 1 

king 

o, k 2, 3, ••• 

Deze recurrente betrekking heeft oplossingen van de vorrn (vergelijk 

inleiding) 
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(5.12) 

waarin (x) en µ 2 (x) de wortels zijn van de vergelijking 

(5 13) 
2 2 

µ + r xµ + 1 = 0. 

Het differentieschema (5.9) is stabiel (zie (5.11)) wanneer de operatoren 

P6k) (D) en P~k) (D) uniform begrensd zijn voor alle k, Ui t (5.10} volgt 

dat Deen symmetrische operator is, zodat P6k) (D) en (k)(D) ook symme­

trisch zijn. Beschouwen we de inwendig-product-norm voor deze operatoren 

dan wordt de stabiliteitseis de uniforme begrensdheid van de spectrale 

normen, dus 

(5.14) a(P~k) (8)) en o(Pik) Co)) uniform begrensd voor alle k. 

Hierin zijn de eigenwaarden van D. 

Uit (5,12) volgt dat µ1 en µ2 binnen of op de eenheidscirkel moeten 

liggen. Toepassing van criterium 2.1 met S -r2 6 en P = 1 geeft 
v 

(5.15) 

Nu wordt 

o - 2 < 0 voor v 
\) 

gegeven door 

1, 2, 

Substitutie in (5.15) geeft 

(5.15') 16r2 sin4 vn - 4 < 0 voor v 
2m 

Hieraan is voldaan voor 

r < 

2 
TI 

2m 

m-L 

Onder deze voorwaarden is het schema zowel R-F stabiel als O'B-H-K sta-

biel (vergelijk voorbeeld 5.1). 
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We merken op dat deze directe methode alleen bruikbaar is in heel 

speciale gevallen (zie ook Godunov en Rjabenki [4]). 

(b) Fourier methode van von Neumann 

In het artikel "A study of the numerical solution of partial diffe­

rential equations" van O'Brien, Hyman en Kaplan [1] wordt een basis ge­

legd voor het gebruik van Fourier methoden bij het onderzoek van de sta­

bili tei t van differentieschema's. Dit artikel is voor een groot deel een 

uitwerking van de ideeen van J. von Neumann, zoals deze door hem tijdens 

de oorlog ontwikkeld zijn, maar die hij zelf niet heeft gepubliceerd. 

We geven hier een samenvatting van deze methode. 

Zij gegeven een lineaire scalaire differentievergelijking van de 

vorm (3.9), waarin de coefficienten constant zijn: 

We zullen alleen stabiliteit t.o.v. de beginvoorwaarden beschouwen. 

Veronderstel dat op t = O een fout d0 gerntroduceerd wordt, zodat 

niet de differentieoplossing u met beginvoorwaarde u0 , maar de nume-.,. 
rieke oplossing u met beginvoorwaarde u0+d0 verkregen wordt. De rooster-

* functie v = u - u voldoet wegens de lineariteit van het schema aan de-

zelfde differentievergelijking maar met beginvoorwaarde d0 . 

We gaan nu voor elke k, vk ontwikkelen in een Fourierreeks, waarbij 

we veronderstellen dat vk van de eendimensionale plaatsvariabele xj af­

hangt. Op t = 0 zij 

(5.17) 
iWX. 

v0 CxJ.) = d (x.) = l A e J 
O J w n 

Omdat d0 reeel is, is deze reeks eigenlijk een sinus-cosinus reeks. Als 

bijvoorbeeld de randvoorwaarden van de eerste soort zijn, zodat in de 

randpunten geen afrondingsfouten optreden, is de reeks (5.17) equivalent 

met de reeks 

m-1 
(5 ,18) I 

n=l 
a 

n 
. nj7T 

sin -­
m 
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Orn zo nauw mogelijk aan te sluiten aan bet artikel van O'Brien, Hyman 

en Kaplan stellen we v0 (xj) steeds voor door (5.17), 

In bet algemeen zijn de frequenties w en het aantal termen van de reeks 

(5.17) tamelijk willekeurig, Orn de ontwikkeling in de tijd van de reken­

fout vk te onderzoeken is het vanwege het superpositiebeginsel voldoende 

het gedrag van de terrnen van (5.17) afzonderlijk na te gaan. We beschouwen 
1WX. 

dus een beginfunctie e J en onderzoeken bet gedrag in de tijd van de 

bijbeborende oplossing. 

Indien de randvoorwaarden van de eerste soort z1Jn of algemener, 

te vervangen zijn door periodici tei tsvoorwaarden (zie Richtmyer [7]), 
iwx 

wordt de door e j voortgebrachte oplossing gevonden in de vorm 

iWX 

(5.19) e j kY 
e 

waarin y een functie is van ui, maar ni.et van j afhangt. vk wordt als een 

som van dergelijke termen gevonden. 

O'Brien, Hyman en Kaplan stellen nu de stabiliteitsvoorwaarde 

le y I .:-:_ 1 11 w ... voor a e . 

Het is duidelijk dat dit O'B-H-K stabiliteit (zie definitie 3.10) garan­

deert. 

Opmerking 5.1 

lndien we (5,20) vervangen door 

T y (tu) 

le T J uniform begrensd voor alle w en T ~ 0 

krijgen we de R-F stabiliteitsvoorwaarde t.o.v. de begi.nvoorwaarden (zie 

Richtmyer 

5 2 

Men past de criterja (5.20) en (5.21) ook wel toe op schema's met 

varierende coefficienten en niet-periodieke randvoorwaarden door de parti­

culiere oplossing (5.19) in een vast punt x. te beschouwen. De crite-
JO 

ria (5,20) en (5.21) worden dan plaatsafhankelijk en zijn als het ware 
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locale stabiliteitscriteria. Alhoewel zulke locale stabiliteitscriteria 

geen "overall-stabiliteit" garanderen worden ze in numerj_eke berekeningen 

veelvuldj_g gebruikt. We komen hier in het tweede deel nog op terug. 

Oprnerking 5. 3_ 

O'Brien, Hyman en Kaplan passen de Fouriermethode ook toe op hogere 

orde (scalaire) differentieschema's. Omdat in deze syllabus alle schema's 

als eerste orde {vector) schema's geformuleerd worden, zullen we in de 

beschrijving hiervan (einde van dit hoofdstuk) afwijken van het oorspron­

kelijke artikel (zie ook Richtmyer [7]). 

Voorbeeld 5.4 

Evenals in de toepassing van de directe methode beschouwen we het 

klassieke expliciete differentieschema voor de homogene diffusieverge­

lijking met homogene randvoorwaarden van de eerste soort (voorbeeld 5,1), 

u -
k+l 

T 

Substitutie van (5.19) voor uk(xj) geeft 

T 

dus 

ey 1 4 . 2 1 
- r s1n 2 0v~ 

waarin r = T • We vinden de bekende voorwaarde r ~!2 1 wanneer we w 
[2 

alle re~le ~aarden laten aannemen. 

(c) Methode van -~~din~ der variabelen 

De hierboven beschreven methode was in wezen gebaseerd op de schei-

ding der variabelen en ontwikkeling naar de eigenful;lcties van de operator 
l.WX. 

Deze eigenfuncties waren de complexe e machten e J 

We zullen nu dit scheiden der variabelen algemener formuleren en 
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tevens uitbreiden tot het geval van een stelsel differentievergelijkingen. 

We beschouwen eerst een scalair differentieschema van de vorm 

(5.23) 

met een beginvoorwaarde u 0 • 

We zoeken een particuliere oplossing voor (5,23) in de vorm 

(5,24) 

Substitutie in (5,23) geeft 

ofwel 

(5,25) 
A n (j) 
-nu> . 

Het linkerlid is alleen afhankelijk van k, het rechterlid alleen van j, 

dus beide leden zullen gelijk zijn aan een constante a: 

A n(J) 
-n(j) • 

We zien dat a de groei van het tijdsafhankelijke deel van de onderzochte 

particuliere oplossing bepaalt, Verder is a een eigenwaarde van A en 

n(j) een eigenfunctie van A: 

(5,26) A n(j) = a n(j). 

We zullen nu aannemen, dat A een stelsel eigenfuncties 

zodanig dat we de beginfunctie u 0 kunnen schrijven als 

(5 ,27) (j)' 

(j) heeft, 

waarin e~n) de coefficienten van de ontwikkeling zijn. We zien nu dat 

u1 , u 2 , , •. , uk gegeven worden door: 
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ul I 8 (n) 
Cl nn (j) I 8 (n) n (j) 

0 n 1 n 
n n 

I 8 (n) 
nn (j) 

I" 8 (n) 
nn (j) u2 a L 

(5. 28) 1 n 2 
n n 

u == 
k 

Het verband tussen de coefficienten 8~n) en de amplificatie·-factoren an 

wordt gegeven door 

(5 ,29) 

Uit (5.28) en (5,29) volgt 

k 8 (n) 
an 0 • 

(5,30) lk [e~n)nn(j) l < ok(A) L I (n) (j) [, 
n 

waarin o{A) de spectraal-norm van A is. 

We hebben dus de volgende stelling bewezen 

Wanneer de beginfunctie u0 te schrijven is als een lineaire combi­

na tie van de eigenfuncties van de operator A en wanneer de eigenwaarden 

van A binnen of op de eenheidscirkel liggen, dan is het schema 

uk+l =A Uk O'B-H-K stabiel. 

Opmerking 5,4 

Het is niet zonder meer mogelijk om een equivalente stelling voor de 

R-F stabili tei t ui t te spreken, omdat als T -> 0 (T constant) het aantal 

eigenfuncties (j) onbeperkt toe kan nemen, zodat in (5.30) een onein-

dige som optreedt, Indien echter 

n(j)=e 
n 

dan is er wel een dergelijke stel1ing te formuleren, waarin dan de eigen-
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waarden a binnen cirkels met stralen l + O(T) voor T -+ 0 moeten liggen 
n 

(vergelijk opmerking 5.l). 

Verder merken we op dat de eis o(A) .::._ l in stelling 5.1 in het al-

gemeen minder streng is dan de eis a = ! IA 11 :':__ l, welke per defini tie 

O'B-H-K stabiliteit impliceert; echter stelling 5.1 eist verder dat de 

eigenfuncties van A een volledig stelsel vormen. 

Voorbeeld 5,5 

Beschouw het differentieschema uit voorbeeld 5,4, De eigenfuncties 

van de differentieoperator zijn 

nj1r 
11 (j) =sin , n = 1, 2, ,.., m-1, 
n m 

Inderdaad kan elke beginfunctie u 0 (j) met u 0 (0) = u0 (m) = 0 als een 

s:inus-reeks geschreven worden, zodat men alleen hoeft te eisen dat de 

corresponderende eigenwaarden binnen of op de eenheidscirkel liggen. 

Overigens is dit een bijzonder geval van de Fourier-methode. 

Voorbeeld 5,6 

Vervangen we in voorbeeld 5,4 de differentieformules in de rand­

punten door 

dan is het stelsel 

njTI 
T) (j) = cos --
n m 

(l) en uk (m-1) 

n 1, 2, ••• , m-1 

een volledig stelsel eigenfuncties voor alle beginfuncties, die aan boven­

staande randvoorwaarden voldoen. Ook dit is een bijzonder geval uit de 

Fourier-methode, 

We zullen nu het voorgaande generaliseren, zodat de theorie toepas­

baar is op schema's van de vorm 

+ 
(5~31) 

waarin nu een vectorfunctie voorstelt, Eenvoudigheidshalve beschouwen 
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we het geval van een plaatsvariabele x., dus 
-> J 

+ 
uk(j), Het aantal 

componenten van noemen we s. 

In analogie met het voorgaande zoeken we weer naar een particulie-

re oplossing van (5,31) van de vorm 

(5.32) 

-+ 
Hierin is ek een vector met s componenten, welke alleen van k afhangen 

en n(j) een scalarfunctie die alleen van j afhangt. 

Substitutie van (5.32) in (5,31) geeft 

(5.33) 

We kunnen nu niet voor A Bk n (j) schrijven ek A n (j), omdat de operator _,. 
A zowel op 8k als op n(j) werkt, Orn deze werkingen te kunnen scheiden 

zullen we de structuur van A nader onderzoeken. 

A is in wezen een operator die voor te stellen is door een matrix 

van plaatsdifferentieoperatoren A 
pq 

1\1 A12 . "" ''''' '' '. J\s 

A 

De operatoren werken uitsluitend op n(j). 

De plaatsfuncties n(j) moeten nu zodanig zijn, dat de operatoren­

matri.x A in een gewone matrix B met elernenten b overgaaL Er moet dus 
pq 

gel den 

(5,34) A n(j) = b n(j), 
pq pq 

. .w. de functie n moeten eigenfuncties zijn van de operatoren 

voor elke p en q. De matrix B wordt amplificatie-matrix genoemd en ook 

wel met ~ aangegeven" 

We nemen nu aan dat de operatoren inderdaad een gemeenschappe-· 

stelsel eigenfuncties { (j)} hebben zodanig dat we de oplossing 
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van het stelsel differentievergelijkingen (5,31) kunnen schrijven als 

(5,35) \' +(n) 1'1 (j) • 
L ek n 
n 

Wegens de lineari tei t van het probleem i.s het voldoende om de termen 

in (5.35) afzonderlijk te beschouwen. Voor elke n geldt 

zodat 

waarin B de elementen b(n) heeft. 
n pq 

Omdat B11 onafhankelijk van k is geldt 

(5.36) 

Deze betrekking is het analogon van (5.29) voor scalaire differentie­

vergelijkingen. Uit (5,35) en (5.36) volgt de stelling: 

_Stelling 5.2 

Wanneer de eigenfuncties van de operatoren A een gemeenschappelijk 
pq 

stelsel eigenfuncties bevatten, welke een volledig stelsel vormen voor 

-'> 
de beginfunctie u 0 en wanneer de normen van de amplificatie-matrices Bn 

binnen of op de eenheidscirkel liggen, dan is het schema = A ~ 
k 

O'B-H-K stabiel. 

Opmerking 5,5 

In het voorgaande hebben we steeds verondersteld dat we slechts met 

een plaats variabele X. te doen hebben. Alle beschouwtngen gaan echter 
J 

door voor een meerdimensionaal plaatsrooster met roosterpunten ' '' .x ) . r 

We noteren zo'n roosterpunt met ;t .. Ook de tndex van de eigenfuncties 
,J 

van wordt een vector-index, dus (j) gaat over tn nri(J), waarin j 

het vector-karakter van aanduidt, Het in de praktijk veel optredende 

stelsel 
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{exp i w x.} 
n .J 

zullen we in meerdimensionale roosters noteren met 

(5,37) {n+(J)} ={exp i ~ • ;.}. 
w J 

Opmer_king 5. 6 

Een verdere generalisatie bestaat uit het toelaten van schema's, 

waarin de operator A van k afhangt. Bovenstaande beschouwingen blijven 

vrijwel ongewijzigd, wanneer de eigenfuncties n niet van k afhangen, 

Relatie (5,36) gaat dan over in 

(5. 38) 

zodat 

e(n) 
k+l 

(k) +8 (n) 

k ' 

0 
IT 

l=k-1 
B (l) 

n 

Dit leidt tot beschouwingen van de amplificatie-matrix met de grootste 

norm. 

De von Neumann-voorwaarde 

Indien voor de eigenfuncties van de operatoren A het stelsel 
pq 

(5,37) gevonden wordt, dan is het schema R-F stabiel indien de normen 

van de amplificatie-matrices voldoen aan 

(5.39) I I B~(k) 11 .2- 1 + 0 (T) ' 1 -+ 0. 

Voor een bewijs van deze bewering zij verwezen naa.r de li teratuur [1]. 

lndien de operatoren B normaal zijn is het voldoende, dat de eigenwaarden 

B voldoen aan 

-+ lsl <i + 0(1) voor 1 ·+o en alle w. 

Dit is de z.g. von Neumann-voorwaarde. Voor niet-normale matrices is 

deze voorwaarde niet voldoende voor R-F stabiliteit, maar wel 
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Voorbeeld 5,7 

Tot slot zullen we het in voorbeeld 5,3 onderzochte schema m.b.v, 

bovenstaande methoden onderzoeken. 

Schema (5.9) schrijven we in de volgende equivalente vorm 

I ) ( 2 2 
(: k+l -r (X_ -

1 

4X 
-2 

+ 6 - 2r - 4X+ + 

O:mdat de randvoorwaarden periodiek zijn vormt het stelsel 

{exp(i w x J} "' {exp(i wj I)) 
J 

een volledig stelsel eigenfuncties van de operatoren A De amplificatie-
pq 

matrices worden: 

-· 8 cos wl; 

1 

-2 
+ 6 - 2.r ) 

Deze matr:l.ces zijn niet-normaal, dus de von Neumann-voorwaarde geeft 

nog geen uitsluitsel over R-F stabiliteit, Werken we (5.40) voor dit 

voorbeeld uit, dan vinden we 

We hebben met de directe methode gezien, dat dit voldoende is voor 

zowel R-F als O'B-H-K stabiliteit. 
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