




































































































































































We gaan nu na, dat ons probleem het optimaal stoppen van een Mar­

kovketen betref t. 

a) Neem 1,2, ••• ,n als toestanden en zeg, dat het trekkingsproces in 
d ' . 1 d .de kk' d f N toestan i is, a s e i tre ing een recor gee t. eem = 

plaats eerste record = nummer van de trekking, waarbij het eerste 
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record optreedt I, .!i = plaats tweede record, enz. Dan geldt voor 

r 0 en I sips n voor p = 0,1,2, .•. ,r (ga na!) 

met 
als l :> i < j < n, 

p (i ,j) 
anders. 

Hier is ••• een Markovketen, die met kans I in I start met P 

als boven en (ga na!) 

n 
l p(i,j) 

j=I 

i 
voor I s i s n. 

n 

Alle toestanden zijn dus doorgangstoestanden. 

Neem voor r(i) de kans, dat we bij het stoppen in toestand i 

het lot met de grootste waarde in handen hebben. Dan is (ga na!) 

r(i) i voor I s i s n. 
n 

b) Bepaal v (in de volgorde v(n),v(n-1), •.• ,v(I)) als minimale ex­

cessieve majorant van r voor n 3. Neem daarbij k het unieke na­
n 

tuurlijke getal met 

l-+_I_+ 
k k +I 

n n 

Ga na, dat 

v(i) 

i/n 

k -I 
n 
n 

I 
+ -- < n-1 

I I 
I < k - I + k + • • . + n-1 

n n 

als kn s i s n, 

als I s i < k . 
n 
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6) Als opgave 5, alleen met een andere kansverdeling voor de volgorden, 

waarin de getallen bekend worden. Alleen 1 2 3 ..• n (opklimmend) en de 

daarmee te maken cyclische permutaties (n in totaal) treden met gelijke 

kans op. 

7) Als opgave 5, weer met een andere kansverdeling. Alleen n n-1 ••• 2 

(dalend) en de daarmee te maken cyclische permutaties (n in totaal) tre­

den met gelijke kans op. 

8) Geef een voorbeeld van het optimaal stoppen van een Markovketen, waarbij 

r(i) < oo en v(i) = oo voor elke toestand i. Hier bestaat geen optimale 

strategie. 

Aanwijzing. Neem toestanden 1,2, ••• en (met p+q=1, p>q) 

p(i,j) 

alsj i+1, 

als j i-1, 

anders. 

9) Geef een voorbeeld van het optimaal stoppen van een Markovketen, waarbij 

de strategie "stop op de e:-steunverzameling" v e: (i) oplevert (voor e:>O) 

en optimaal stoppen v(i) met 

lim v (i) ~ v(i). 
e:-1-0 e: 

Bij begrensde r is dit niet mogelijk! 

Aanwijzing. Neem toestanden 0,1,2, ••• en 

{: als i 1,2, ... en 

p(i,j) als i O, j = 1, 

anders. 

(j-i) 

Neem r(O) 1 en r(i) i voor i 1,2, .... 

1, 

10) In voorbeeld 4.1 (blz.22) geeft stoppen op de steunverzameling geen op­

timale strategie. Bedenk een e:-optimale strategie voor e: > 0 en bewijs 

de bewering rechtstreeks. 
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II) Bij een quiz moeten n vragen beantwoord worden. Als de antwoorden van 

een deelnemer onafhankelijk zijn, hij met kans p. het goede antwoord 
l. 

op de ide vraag geeft en dan beloning v. > 0 krijgt, een deelnemer bij 
l. 

een fout antwoord moet vertrekken met het al ontvangene en hij zelf de 

volgorde der vragen kan bepalen, hoe zal hij dan de vragen ordenen? 

Aanwijzing. Verwissel in de verwachte opbrengst twee vragen. 

12) Doe onafhankelijke trekkingen x_1,x_2 .•. met kans pi op i voor i > 0 

(en\~ 1 p.=1) en eindige verwachting. De beloning bij accepteren na 
Li= i 

n trekkingen is max(x_1,x_2, ... ,1.u). Als we een trekkingsresultaat niet 

accepteren, moeten we een bedrag c > 0 betalen om de volgende trekking 

te mogen doen. Beschrijf het maximaliseren van de verwachte opbrengst 

als een optimaal stopprobleem met kosten en bepaal de oplossing ingeval 

Ex_1 > c en pi > 0 voor willekeurig grote i. 

13) Beschouw opnieuw opgave S. Is een rechtstreekse oplossing mogelijk, 

waarbij een Markovketen met toestanden (1,1), (2,12), (2,21), (3,123), 

(3,132), ..• gebruikt wordt en bijvoorbeeld p((l,J),(2,12)) = 
I I 

p((J,J),(2,21)) = z• p((2,12),(3,123)) ••• = 3, enz. met beginkans 

in (I , I)? 

14) Als opgave S, alleen zijn we nu tevreden als we de grootste of de op 

een na grootste waarde bemachtigen. 

Aanwijzing. Neem als toestanden (1,1), (1,2), (2,2), (1,3), (2,3), ..• , 

(l,n), (2,n). Registreer alleen records en records-op-een-na. Het 

trekkingsproces is in toes~and (l,i), als de ide trekking een record 

geeft, en in toestand (2,i), als de ide trekking een record-op-een-na 

geeft. 

JS) Neem onafhankelijke, niet-negatieve, geheelwaardige x_1,x_2 , •.• ,1.u voor 

een vaste n E JN. Neem voor I ,;; k ,;; n 

Bepaal 

max JE~ 
k -
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met [~Sk] in de kansruimte opgespannen door z.1,z.2, ••• ,l'.J.<. 

Aanwijzing. Beschouw het optimaal stoppen van een Markovketen met toe­

standen (k,i,j), waarbij k het aantal y's, i de som en j het maximum 

van die y's aangeeft. Neem 0 s k s n, i E 1N0 en j E 1N0 • Begin met kans 

I in (0,0,0). 

16) Beschouw de Markovketen met toestanden ••• ,-2,-1,0,l,2, ••• en 

- {p 
- p(i,j) = ~ 

als j i+I, 

als j i-1, 

anders. 

Hier is 0 < q = I - p < !. Neem r(i) = Iii voor i s 0 en r(i) = 0 voor 

i > O. Begin met kans in 0 en neem cn(i) c voor i s n en cn(i) = 0 

voor i > n als kosten per stap. Bepaal vn(O) en de optimale strategie 

voor n = 0 en zo mogelijk ook voor n = oo • 

. 'l. OPGAVEN OVER HOOFDSTUK 2 

I) Bepaal de Martinrand voor de Markovketen met Z als toestandsruimte en 

beginkans I in O. De overgangskansen zijn 

als j = i+I, 

p(i,j) 

als j = i-1, 

met 0 < q = I - p < !. Zijn de gevonden harmonische funkties extreem? 

Ook voor een stochastische wandeling in z2 kan men de harmonische funk­

ties bepalen (in geval van doorgangstoestanden). 

2) Bepaal de Martinrand voor de Markovketen met toestanden (n,i), waarbij 

n,i E JN0 met 0 s i s n. Neem 0 < q = I - p < I en 

--{ pq p((n,i),(n+l,j)) 

als j i+I, 

als j i. 
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Bepaal de extreme harmonische funkties. 

3) Bepaal de Martinrand voor de P6lya-vaas: (~n'~n) is het totale aantal 

resp. het aantal witte ballen in een vaas op tijdstip n, die op tijd­

stip 0 met w0 > 0 witte en u0 - w0 > 0 zwarte ballen gevuld is en op de 

tijdstippen 1,2, ••. van inhoud verandert op de volgende manier: er wordt 

ase1ect een bal getrokken uit de inhoud en die bal plus een extra bal 

van dezelfde kleur als de getrokkene worden in de vaas gedaan. Nu is 

(~,~),(~1 ,~1 ), ••• een Markovketen. Bepaal de extreme harmonische funk­

ties. 

4) Bepaal de Martinrand en de extreme harmonische funkties bij de volgende 

Markovketen: lN0 is de toestandsruimte, we starten met kans I in 0 en 

{
p. 
. l. 

p(i,j) = q. = I - p. 
l. l. 

0 

voor j i+ I, 

voor j O, 

anders. 

We veronderstellen O <pi< I en n7=o pi> 0 (waarom?). 

5) Bepaal de Martinrand en de extreme harmonische funkties bij de volgende 

Markovketen: I en (i,j) met I ~ i ~men j ~ I (met m,i,j€1N) zijn de 

toestanden, p(l,(i,1)) > 0, I7=l p(l,(i,1)) =I, 0 < p((i,j),(i,j+I)) < I 

en p((i,j),1) = 1-p((i,j),(i,j+I)). De keten heeft slechts doorgangs­

toestanden en start met kans I in J. 

6) Als opgave 5, maar met m 00 

7) Bepaal de Martinrand en de extreme harmonische funkties bij de volgende 

Markovketen: 0, 0, I, 00, 01, 10, 11, OOO, 001, 010, 011, JOO, IOI, 110, 

111, 0000, ••. zijn de toestanden, de keten heeft slechts doorgangstoe­

standen, 0 < p(0,0) < I, p(0,1) = l-p(0,0), voor toestand j F 0 geldt 

p(j,0) + p(j,jO) + p(j,jl) =I en p(j,0) p(j,jO) p(j,jl) > O. Begin met 

kans I in 0. 

8) Bepaal de Martinrand en de extreme harmonische funkties bij de volgende 

Markovketen: c0,a1,b 1,c 1,a2,b2,c2, •.• zijn de toestanden, de keten heeft 
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slechts doorgangstoestanden, p(c0 ,a1) = p(c0 ,h1) = !, p(ai,ai+I) = 

= p(b.,b. 1) = p., p(a.,c.) = p(b.,c.) = J-p. en p(c.,c. 1) =I voor i i+ i i i i i i i i-
i= 0,1,2, .•• Hierbij is 0 <pi< I voor i 0,1,2, •.• en we starten 

met kans I in c0 • Wat kunnen we zeggen van 9 = n00 I p ? n= n 

3. OPLOSSINGEN VAN DE OPGAVEN OVER HOOFDSTUK I 

I) Neem E.= I, als ~I =I, en E.= 2, anders. Dit is een Markovtijd voor de 

Markovketen 0,~1 ,~2 ••• met 

2) Schrijf vi voor v(i) en ri voor r(i). We mo;ten de 1 minima~e v0 ,v1 ,v2,v3 
vinden met v0 = 0, v 1 ~ I, v2 ~ 2, v3 ~ I, 8 v 1 - 2 v2 - 4 v3 ~ 0, 

I 2 0 . I I 7 0 B". . d" 1 - 3 v 1 + 3 v2 ~ en - 8 v 1 - 2 v2 + 8 v3 ~ . iJ ein ig vee toestan-

den is vi s max rj voor elke i. Dus v2 = 2. Nu is 7v 1 - 2v3 ~ 4v2 = 8 

en - v1 + 7v3 ~ 4v2 = 8, zodat ook 47v1 ~ 72 en 47v3 ~ 64. Maar dan 

kunnen we v 1 = 72/47, v2 = 2 en v3 = 64/47 nemen. De optimale strategie 

is hier "stop in 2" voor elke i E {1,2,3}. 

3) a) We zoeken v, de kleinste excessieve majorant van r. Dus v(i) ~ r(i), 

v(i) ~ LJ=I p(i,j) v(j), v(i) ~ 0 en v(i) minimaal voor I s i·S n. 

De gegeven Markovketen heeft alleen voorbijgaande toestanden. Neem 

v(O) = v(n+I) = O. Invullen van p(i,j) geeft v(i) ~ ! v(i-1) + 

+ ! v(i+I) voor I s i s n. Blijkbaar is een excessieve funktie hier 

een op [O,n+I] concave funktie met waarde 0 in 0 en {n+I). Bepaal 

v(i) door een touwtje over de punten (O,O),(l,r(l)), •.. ,(n,r(n)),(n+l ,0) 

strak te trekken (en in ieder geval door (O,O) en (n+J,O) te laten 

gaan). Ook r(i) < 0 is hier toegestaan. 

b) Nu is v(i) ~ r(i), v(i) ~ q v(i-1) + p v(i+J), v(i) ~ 0 en v(i) mini­

maal voor I s i s n, waarbij weer v(O) = v(n+I) = O. Tekenen we nu de 
2 n-1 punten (0,0),(1,r(l)),(l+q/p,r(2)), ••• ,(J+q/p+(q/p) + •.. +(q/p) ,r(n)) 

en (I +q/p+ (q/p) 2 + ••. + (q/p) n, O) in R 2, dan is een excessieve funk tie 

in deze f iguur opnieuw een concave funktie op 

{O,l,l+q/p, .•. ,l+q/p+(q/p) 2+ ..• +(q/p)n} met waarde 0 in 0 en 

I + q/p + (q/p) 2+ •.. +(q/p)n. Ter bepaling van v(i) kunnen we dus weer 



een touwtje strak trekken! Dit werkt voor 0 < p < I. 

c) Hier is v(i) ~ r(i), v(i) ~ q v(i-1) + p v(i), v(i) ~ 0 en v(i) mi­

nimaal voor i ~ I. Neem eerst q < p, zodat I + q/p + (q/p) 2 + .•• = 

= _.£__ < oo. Een figuur als bij b) en een touwtje geven opnieuw v(i). 
p-q 

Omdat we sup r(i) = 00 bebben toegelaten, is 
i€IN 

6f v(i) sup r(j) = 00 voor i ~ 1, 
j€IN 

6f v(i) ::;; sup r(j) < 00 voor i ~ I. 
j€IN 
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is + q/p + 2 werkt Neem nu q ~ p. Dan I (q/p) + ••• = oo. We er bet touw-

tje. Ga na, dat in geval c) bet touwtje soms nergens op de r(i)-waar-

den steunt! 

de 
4) Laat ~ de opbrengst van de eerste tot en met de n dag zijn. Dan geldt 

voor k,i0 ,i 1, ••• , ik E lN0 

met 

-als j > i, 

p(i,j) 

anders. 

De opbrengst bij stoppen in i is 

r(i) i voor i ~ Q. 

We zoeken v met 

00 

v(i) = max(i,(1-p) l 
j=i+I 

1T • • v(j)) 
J-l. 

voor i ~ 0. 

De constructie van de optimaliteitsvergelijking (zie stelling 5.1) geeft 

ons direct een deel der v(i)-waarden. Met x0(i) = 0 voor alle i en 

00 

xn+l(i) = max(i,(1-p) l 1TJ. xn(j+i)) 
j=I 

vinden we acbtereenvolgens 

voor alle i 
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x1 (i) i voor alle i, 
00 

x2(i) i voor alle i met (1-p) l 1f. (j+i) 
j=I J 

waarbij de ongelijkheid tot 

vereenvoudigd kan worden. Neem nu i* € JN met 

Dan geldt (gebruik herhaalde substitutie in (**)) 

zodat 

x (i) 
n 

i voor alle i :!: i* en alle n €JN, 

v(i) = i voor alle i :!: i* 

s i, 

Met volledige inductie volgt ver~er v(j) > j voor 0 s j < i*, zodat uit 

(*) achtereenvolgens v(i*-1), v(i*-2), ••• , v(O) bepaald kunnen worden. 

Ter bepaling van v(O), v(I), ••• , v(i*-1) moeten we i* lineaire ver­

gelijkingen met i* onbekenden oplossen. De hoofddeterminant is I en we 

vinden 

v(O) = 

met 

(1-p)a. I 
1 -

* 

0 

0 

-( l-p)1f 2 

-(l-p)7rl 

0 • • • • 0 

-(l-p)7r. 
1-I 

-(l-p)1f2 

-(l-p)7r I 

De optimale strategie is stoppen op {iJi :!: i*} met opbrengst v(O). Dit 



bewijzen we met stelling 4.1. 

5) We zoeken hier v met 

v(i) = i max[~. r ~] 
j=i+I (j-I )j 
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voor I s i s n. 

i Wegens de definitie van k is aan (*) voldaan door v(i) = - voor i ~ k n n n 
en vinden we de bijpassende waarden voor I s i < kn' die aan (*) vol-

doen, uit 

n 
_;r_ill v(i) i l 

j=i+I (j-l)j 

Nu is voor I < i < k n 

v(i-1) - v(i) 
n v1(1°)1 _ n (") 

( i - I ) \ --'--""'-'- i \ 21J..L. - 0 
j;i (j-I )j };i+I (j-I )j - ' 

zodat 

{' als k i s s n, n n 
v(i) 

k -I n 

---;-- jrk j ~I als I s i < k ' n 
n 

aan (*) voldoet. Als in opgave 4 blijkt de hier geconstrueerde v de ge-

zochte v te zijn. De optimale strategie is stoppen op {iii 

opbrengst v(O). Hier is v(O)' een dalende funktie van n met 

-I 
A~ v(i) = e 

6) Verloopt als opgave 5, waarbij nu 

{ 

n-i 
n-i+I 

p(i,j) = 0 

oli de beginkans is en 

als j i+I, J s i s n, 

anders, 

~ k } met 
n 
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r(i) als I :::; i :::; n. 

Oplossen van 

n 
(*) v(i) max[ r(i), l p(i,j) v(j)] 

j=i+l 
voor I $ i $ n 

geeft hier 

v(i) n-i+l voor I $ i $ n. 

De gezochte maximale kans op succes is ~' de optimale strategie is 
"direct stoppen" (als we stoppen bij het bereiken van de steunverzame­
ling). In dit geval kunnen we ook bij het bereiken van i stoppen; dit 

n-i+l I gebeurt met kans ~~- en levert dan met kans ~-.~1 de grootste waarde. n 1 n-1+ 
Ook nu komt met kans n het grootste getal te voorschijn. Omdat 
v(i) = r(i) voor alle i kunnen we verwachten, dat elke stopprocedure 

I met kans n de grootste waarde oplevert. Dat is niet juist, tenzij we 
het laatste getal steeds accepteren, als we geen eerder getal nemen. 
Hoe is dit in het algemeen bij v = r? 

7) Verloopt als opgave 5, waarbij nu 

--{ n:o1 p(i,j) 

als i I, I < j:::; n, 

anders, 

oli de beginkans is en 

--{ ~ r(i) 

voor i 

voor I < i :::; n. 

Oplossen van 

n 
v(i) max[r(i), l p(i,j) v(j)] 

j=i+l 
voor l :::; i :::; n 
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geeft hier 

={, 
als I < i $ n ' 

v(i) 
I als i I. n 

De gezochte maximale kans op succes is dus v(I) = I n' de optimale 
strategie is "stoppen op {2,3, .•. ,n}". Dit betekent hier stoppen bij het 
eerste resultaat, dat het beginresultaat overtreft. 

8) Met r(i) = i volgt v(i) = 00 : we kunnen ons verzekeren van opbrengst 

n > i bij starten in i, door op n te wachten. Dan is v(i) ~ n voor elke 
n > i. 

9) We zoeken de minimale v(i) met v(O) =I, v(i) ~ i voor i ~ 0 en 
v(i) ~ ! v(i-1) +I v(i+I) voor i ~I. Nu is v(i) concaaf (bol naar bo­
ven) met v(O) = en v(i+n) ~ i+n, zodat v(i) ~ I + i(I - i~n) + l+i 
voor n + 00 • Blijkbaar voldoet 

Nu is 

v(i) i + I 

f {ilv(i)-r(i) < E}, 
E 

voor i ~ O. 

zodat r = {O} voor E,;:; I. Vanuit i komen we met kans I in 0 (onbeperk­E 

te stochastische wandeling op :Z komt met kans I in elke toestand vanuit 
elke andere toestand), zodat 

voor i ~ 0 en 0 < E < I. 

10) Kies een r(j) met r(j) > I - E en j > i > I bij gegeven i. Stop bij het 
bereiken van {J,j} ingeval van starten in i. We komen met kans I in 
{J,j} met minimale opbrengst > I - E, terwijl v(i) =I voor i ~ I. Een 
strategie onafhankelijk van de keuze van i wordt verkregen, door te 

stoppen op {l,j 1,j 2 , ••• } met I < j 1 < j 2 < ••• en r(jk) >I - E voor 
k=l,2, .... 
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II) Beantwoording in de volgorde I 2 ••• n heeft als verwachte opbrengst 

Elke volgordeverwisseling is te verkrijgen door telkens twee opeenvol­

gende vragen te verwisselen. Neem I s i < n en verwissel de vragen i 

en i + I. De nieuwe opbrengst is a. met 
l. 

Zonder essentiele beperking kunnen we 0 < p. < 1 en v. > 0 voor alle 
l. l. 

i veronderstellen (p.=O of v.=O, dan vraag aan het einde beantwoorden, 
l. l. 

omdat hij niets oplevert; p.=I, dan vraag aan het begin beantwoorden, 
l. 

omdat hij geen risico geeft; bij v.=O en p.=1 doet de plaats er niet 
l. l. 

toe). Nu geldt a - ai > 0 als 

zodat dan een verwisseling de opbrengst verlaagt. Conclusie: we moeten 

streven naar 

Zolang dit niet vervuld is, kan door uitsluitend opeenvolgende vragen 

i en i+l met v.p.(1-p. 1) < v. 1p. 1(1-p.) te verwisselen, de situatie 
l. l. l.+ l.+ l.+ l. 

(*) naderbij worden gebracht. Daarbij neemt de opbrengst bij elke ver-

wisseling toe. 

12) Neem:N0 als toestandsverzameling. Neem !o = 0 en~= max[x_1,x_2, ••• ,ln] 
voor n = 1,2, •••• Dan is voor k,i0,i1, ••• ,ik € lil0 



met 

i 
l Pt als j i 

l=l 
p(i,j) p. als j > i 

J 
0 anders. 

Hier is 

r(i) = i en c(i) c. 

We zoeken v(i) voor i E 1N met v(i) ~ r(i), v(i) ~ - c(i) + 

+ l· p(i,j)v(j), v(i) ~ - l· g(i,j)c(j) en v(i) minimaal. Hierbij is 
J J 

wegens c(i) > 0 het derde stelsel ongelijkheden overbodig. Blijkbaar 
zoeken we de kleinste oplossing van 

Nu is 

waarbij 

00 

v(i) = max[i,-c+ l p(i,j)v(j)] voor i ~ O. 
j=i 

00 i 00 

l p(i,j)j i l p. t l jp. voor i ~ 

j=i j= I J j=i+I J 

i+I 00 i 

0, 

00 00 
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[(i+I) l p. + l jp. - (i+l)]-[i l p. + l jp. - i] -I P·· 
j=I J j=i+2 . J j=I J j=i+I J j=i+ I J 

BliJ'kbaar is i ~~ p. + ~~ . 1 jp. - i dalend in i, zodat er wegens l J =I J l J =i + J 
lEx_1 > c en pi> 0 voor willekeurig grote i een i 0 ElN bestaat met 

i 00 t+o voor i < io, 
i l p. + l jp. 
j=I J j=i+I J 

5. i+c voor i ~ io. 

Dit geeft 

{'-'. 
voor i ~ io' 

v(i) = 0 00 

l p(i,j) v(j) - c + l jp. voor i < io. 
j=i j=i J 

0 
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De regel van Cramer kan gebruikt worden om de oplossing af te maken. 

We kunnen gemakkelijk inzien, dat daarbij v(i) > 0 voor 0 s i < i 0 en 

v(O) 
oo p P2 P3 

(-c+ l jp.){ I+ _I _I_+ -(-J--p-
1
-)-(-'1-;;;...p_

1 
___ p

2
-.) +_(_I ___ )_.,(_I ____ ) + 

• . J -pi -pl-p2 -pl-p2-p3 J=1 
0 pi -1 

0 } 
(l-p1-···-pi -2)(l-p1-···-pi -1> 

0 0 

••• + 

de maximale opbrengst bij starten in 0 is. De optimale strategie is: 

stop op {i0 ,i0+1, ••• }. Als in opgave 4 kunnen we de minimaliteit van v 

aantonen. 

Opmerking. Als we hier alleen het laatste toekenningsresultaat mogen 

accepteren, .dan is de opbrengst nooit groter (bij star ten in O) dan de 

gevonden v(O). Omdat we dit optimum verkrijgen door te stoppen bij 

eerste binnenkomst in {i0,i0+1, ••• }, blijft deze waarde ook nu bereik­

baar! Daarmee is ook deze variant opgelost! 

13) We voeren de volgende notatie in: zij ~ het rangnUII1111er van het getal 

op het kde getrokken lootje onder alle n lootjes. Dus~ = I betekent: 
de op het k getrokken lootje staat het grootste van alle getallen; 

.!k = 2 : idem, maar het op een na grootste, enz. De vector 

(_!1,_!2, ••• ,!n) neemt met kans 1/n! elke mogelijke permutatie van 

J, ••• ,n aan. Het probleem luidt nu: maximaliseer P{~=I}, de kans op 

stoppen bij het lootje met het grootste getal, over alle mogelijke 

strategieen .!: 
de Zij verder Zic het rang~ummer van het getal op het k getrokken 

lootje maar nu onder de tot dan toe getrokken lootjes, dus: als 

a 1,a2, ••• ,an gegeven zijn dan is yk het aantal elementen van de verza­

meling {a.: a. s a., I s i s k}. Het is gemakkelijk in te zien dat 
1 1 k 

Zi•···•Zn onderling onafhankelijke stochasten zijn met verdeling 

voor I s i s k; 

dus Zic is homogeen verdeeld over de punten 1,2, ••• ,k. 

Tijdens het trekken van de lootjes worden achtereenvolgens 

z1,z2 , •••• waargenomen; ~ := <z1, ••• ,Zic) bevat al onze kennis over het 

verloop van het proces op het moment dat zojuist het kde lootje getrok­

ken is. Het proces !.i•!.2, •••• vormt weer een Markovketen met toestands-
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r'uimte 

E = {~ = (yl, .•• ,yk): $ k $ n, I $ y. $ i voor I $ i $ k} 
1 

en overgangskansen 

p(~-1 ·~) 
I 

=k voor 2 $ k ,; n en xk-1 ,xk E E, ~-I c xk 

(x£c~ betekent: de eerste £ componenten van xk zijn juist de compo­

nenten van x£). Op deze Markovketen willen we nu de oplossing van het 

vraagstuk baseren. 

Orn het probleem in te passen in de in hoofdstuk I ontwikkelde 

thearie maeten we nag een opbrengstfunktie r op E definieren, en wel 

zo dat de verwachte apbrengst gelijk is aan de kans dat we bij het 

lootje met het grootste getal erop stoppen, voor elke magelijke stra­

tegie. Het ligt vaor de hand om r als valgt te kiezen 

voor xk E E. 

Inderdaad geldt dan, zoals gemakkelijk is na te gaan, 

Er(x ) = P{a =I}. 
-T -'I 

Orn de functiewaarde van r in elk punt van E te berekenen moeten we de 

bavenstaande vaarwaardelijke kans uitrekenen. Zij xk = (yj, ..• ,yk) EE 

een toestand met yk > I en'xk = (y;, ••. ,yk) EE een toestand met 
yk = ). Nu kan de eventualiteit {~=I} geschreven warden als 

{~=I, ~+I > I, ~+Z > l, .•• ,Zn_ > J}, zodat 

en 

r(x") = 0 
k 

We moeten nu v, de kleinste excessieve majorant van r, zoeken. De 

excessieve funkties zijn in ons geval natuurlijk de niet-negatieve 
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funkties f op E met 

f(~-1) ~ ~ l f(~) 
XkEE 

voor xk-I E E, 2 s k s n. 

xk=>~-1 

Gebruik makend van dezelfde accenten-notatie als boven, kunnen we de 
volgende eigenschappen van v noteren: 

voor 2 s k s n. 

v(x" ) ~ _kl l v(x. ) k-1 K 
XkEE 

x =>x!' k K-1 

Een funktie v*, die .aan deze ongelijkheden voldoet, maar dan met over-

* al gelijktekens, moet natuurlijk gelijk aan v zijn (innners, v S v, 
maar v* is ook een excessieve majorant van r en dus v* ~ v). We kunnen 
deze ongelijkheden dus vervangen door gelijkheden, en ze beschouwen 
als recursieve definitie van v: achtereenvolgens wordt v gedefinieerd 
in alle punten xn' alle punten ·Xn-I' enz. Lossen we vervolgens dit 
stelsel op dan vinden we 

{ v(xk) =~ r(xk) n 
voor k ~ k n 

v(~) bk > 0 r(xk) 

en v(~) = bk -I > r(~) voor k < kn' 
n 

k waarbij kn het kleinste natuurlijke getal is waarvoor bk s n , en de 
rij bn,bn-I'bn-z•··· recursief gedefinieerd wordt volgens 

{ 
b = 0 

n 

I k voor 2 s k s bk-I = k((k-1 )bk+ -;_:;-) n. 

De lezer wordt ui tgenodigd te controleren dat 

n-1 
b = ~ I 

k n i=k i 
voor I s k s n - I. 
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De optimale strategie luidt: alleen stoppen in de toestanden 

xk_ met k ~ kn. We krijgen dus dezelfde oplossing als die bij opgave 5. 

14) We kunnen nu ook de "op een na hoogste tot nu gevonden waarde" accep­

teren. Dat is dan wel niet de grootste, maar het kan de op een na 

grootste zijn. Van de bekend wordende getallen is de relevante informa­

tie nu: de kde is de grootste, dan wel: de kde is de op een na grootste. 

Neem hier als toestanden: 

(I , I), (I , 2), (2, 2), (I ,3), (2, 3), ••• , (I , n) , (2, n) • 

We registreren alleen records en records-op-een-na. We zeggen, dat het 

trekkingsproces in toestand (l,i) is, als de i de trekking een record 

geeft (dit is altijd zo voor i=I) en in toestand (2,i), als de i de trek­

king een record-op-een-na geeft. Neem ~ = eerste geregistreerde trek­

kingsresultaat, !.i = tweede geregistreerde trekkingsresultaat, enz. Dan 

is met I s ip s n voor ap I en 2 s ip s n voor ap = 2 met 0 s p s r 

waarbij 

0 anders. 

Neem voor r(a,i) de kans, dat we bij stoppen in (a,i) het grootste of 

op een na grootste lot in handen hebben. Dan is 

i. + (n-i)i als a=I, I s i s n n (n-1 )n , 
r(a,i) 

(i-l)i 
als a=2, 2 (n-1 )n s i s n. 
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We kunnen uit 

n 
v(a,i) = max[r(a,i), l p((a,i),(2,j)) {v(l,j)+v(2,j)}J 

j=i+I 

aflezen, dat 

v(I ,n) 

en algemener 

voor 

v(a,i) 

2i(n-i) 
(n-1 )n 

Dit geeft 

v(Z,i) 

en ook 

v( I, i) 

r( I ,n) I en v(Z,n) r(Z,n) 

r(a,i) 

n l (i-l)i ±I$ 
j=i+I (j-2) (j-1 )j n r(a,i). 

r(Z,i) voor Z(n-i) s i-1 of i 

r( I, i) (minstens) voor i :?: i* 

:?: [ 2n+I] 
3 

Daar voor i < i* 

n 
r(Z,i) < l p((Z,i),(a,j)) {r(l,j) + r(Z,j)} s 

j=i+I 

n 
s l p((a,i),(2,j)) {v(l,j) + v(2,j)}, 

j=i+I 

geldt voor alle i < i*: v(Z,i) > r(2,i). 

i 
* 

Voor de toestanden (l,i) wordt het iets ingewikkelder. We zullen 
bewijzen dat er een i** s i* bestaat met 

v(l ,i) > r(l ,i) voor i < i**, 

v( I, i) r(l,i) voor i :?: i 
** 



Hiertoe eerst wat notaties. Zij 

ra := {(a,i): v(a,i) r(a,i)} , (a=t,2). 

We weten al, dat r 2 = {(2,i*),(2,i*+t), .•• ,(2,n)} en dat 

r 1 ~ {(l,i*),(l,i*+t), ••• ,(t,n)}. Voor i < i* definieren we nu 

B. := 
l. 

en 

T. := 
-l. 

We zullen nu 

r2 u {(l,i),(l,i+t), ... ,(l,n)}, 

het ogenblik van eerste binnenkomst in 

la ten zien dat voor zeker getal i** 

i < • 
voor ~ i.** 

B. 
l. 
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Hebben we dit, dan zijn we klaar; illBllers, in de eerste plaats kan (l ,i) 

met i < i** niet in rl liggen, omdat, als 

stoppen in (l,i) optimaal zou zijn en dus 

willekeurige T, in het bijzonder voor T .• 
- -i. 

dit wel zo was, onmiddellijk 

r(t,i) ~ E(t,i)r(~) voor 
In de tweede plaats liggen 

alle punten (l,i) met i ~ i** dan wel in rt' omdat als voor zekere 

i: (1,i+l),(1,i+2), ••• ,(l,n) €rt en i ~ i**' dan ook (l,i) €rt ; 

immers, ware dit niet het geval dan zou 

r(t ,i) < v(l ,i) 

omdat als we in toestand (t,i) starten, T. gelijk is aan de optimale 
-I. 

strategie. 

Om E(t ')r(x ) te bepalen, berekenen we eerst de verdeling van 
• l. -'"[" • 

x bij begintoes"t§nd (t,i) met i < i*. Voor i < j < i* is -T. 
-l. 

P(t '){x =(t,j)} = P{x_i+t>l, ... ,z.J._t>t,x_J.=t} = 
'l. -:!.i 

= ..i._ i+I j-2 _!_ = _i_· _ 
i+l . i+2' ... 'j-1 . j j(j-1) ' 

terwijl voor j ~ i* 
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P(I '){x =(a,j)} 'l. -'[. 
-]. 

P{y. i>1, ••. ,z. i>1,z. >2, .•• ,z. i>2,y.=1} = -i+ i*- l.* J- -J 

k 
= i _1 p((a,i*-1),(a,j)). 

* 
(Hier zijn de l.i op dezelfde manier gedefinieerd als in vraagstuk 13). 
Vervolgens is gemakkelijk na te gaan, dat 

E(I .)r(x ) 'l. -'[. 
-]. 

i i -I 
<2· *I 

n 
I 

j-1 + 
j=i+I 

2n-3i +i+3 
* 

n-1 ) . 

Hieruit volgt dat E(I .)r(x ) ~ r(l,i) dan en slechts dan als 
'l. --:!.i 

i -I 
*I 

j=i+I 

3i -2i-4 
* 

2(n-I) 

Uit het verloop van beide leden van deze ongelijkheid met i is gemak­

kelijk te zien dat hij alleen geldt voor i ~ i** , waarbij we i** de­
finieren als het kleinste getal i waarvoor aan de ongelijkheid is vol­
daan. 

15) Er is een mooie beschrijving voor de oplossing. Zie Chow, Robbins & 
Siegmund, Great e:x:pectations, blz. 58-59. 

16) a) Neem n 0 en laat n weg. Controleer eerst 

als i < j , 

als i j, 

als i > j , 

en 

{ 

I 
p-q 

g(i,j) = .. 
(q/p)l.-J 

p-q 

als i ~ j , 

als i > j . 

Merk op, dat een stap de keten volgen in vergelijking met direct 



stoppen q-p-c < 0 oplevert voor i < 0, q-c voor i = 0 en 0 voor 

i > O. Alleen bij q > c valt er dus iets te verdienen. Bij q 5 c 

moet direct stoppen optimaal blijken. 

Voer nu s in met 

s(i) = l g(i,j)c(j) = c 
j 

f g(i,j) 

zodat 

l __££__ (51/ 
= (p-q)2 p . 

__££___ ~ 
2 (p-q) p-q 

j=-00 

c(i) s(i) - I p(i,j)s(j) 
j 

en we v(i) moeten bepalen uit 

v(i) + s(i) "' r(i) + s(i), 

v(i) + s(i) "' I p(i,j)(v(j) 
j 

v(i) + s(i) "' o, 

v(i) + s(i) minimaal. 

+s(j)), 

als i <: O, 

als i < 0, 
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We hebben hier een zuiver probleem met uitbetaling t = r + s verkre­

gen, waarbij door optimaal stoppen w = v + s wordt behaald. Als bij 

opgave 3 tekenen we de punten 

... ,(-(~)-(!f ,t(-2) ).(-<!),t(-1) ).(o,t(O) ).(1,t(I) ).(1+(!),t(2) ), .... 

In deze figuur kunnen we ter bepaling van w van (-oo,O) naar (_..e._,O) p-q 
een touwtje over de aangegeven punten spannen. Daarbij liggen 

(o,t(O) ).(1,t(I) ), ... , (p:q,O) op een rechte £. Vanuit p:q gezien 
(op de horizontale as) verloopt het touwtje volgens £ 6£ het steunt 

op (minstens) een der punten 

- <!)-j t(j)) 
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voor j < Q. Omdat -(.E.) 
q 

2 
(.E.) -

q 

-j 
(.E.) exponentieel groeit voor 
q 

j ~ oo en t(j) lineair, is w(j) eindig voor elke j en geldt w(j) = 

= t(j) voor j < 0 voor geen, een of twee opeenvolgende j's. Orn dit 

in te zien vergelijken we voor j s 0 de hellingen 

a(j) t(j) 
-j 

_p_ + .E. + .•. + (.E.) 
p-q q q 

van de lijnen door (<.E.)-(.E.>2- ••• 
q q 

a(j) ~ a(j-1) als 

-j 
(.E.q) ,t(j)) en (~P~,O). Nu is p-q 

. nc ic . 1 nc (j-l)c 
- J + ----r..;::___ - --"'-"'- - J + + ~ -

( p-q) 2 p-q ~ -----'("'"p--q""')'----'P._,-,_.q.__ 
-j -j+I 

_.E._ + .E. + ..• + (.E.) _p_ + .E. + ... + (.E.) 
p-q q q p-q q q 

of 

(*) -j >~ 
- p-q+c 

Blijkbaar verbindt het touwtje (p:q ,O) met (j*,t(j*)), waarbij 

[~] 
p-q+c 

Tevens gaat het touwtje door (j,t(j)) voor elke j < j* (ga na!). De 

optimale strategie is hier: stop bij het bereiken van j*. De op­

brengst van deze strategie bij starten in 0 met kans I is (afgele­

zen van het touwtje!) 

v(O) 

b) Bij n > 0 vinden we, dat 

als i ~ n, 

als i < n, 

en moeten we (in een plaatje als bij opgave 3 en hierboven bij a)) 
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hellingen vergelijken om het steunpunt van de lijn door (~ ,O) te 

vinden. Nu blijkt voor (n+l)c > q (en dat geval willen we alleen 

bekijken, omdat we n ~ oo willen onderzoeken) deze lijn door alle 

2 j-1 
(t+(S.)+(9..) + ••• +(S) ,t (j)) 

P P P n 
met j ~ n 

te gaan. Hier is t = r + s en is c met s geelimineerd (als boven n n n n 
c met s). Nu blijkt de stopstrategie onafhankelijk van n (mits vol-

doende groot) van het type 

"stop bij het bereiken van i* of j*" 

te zijn, waarbij j* < 0 < i*. Dit betekent, dat het geen ve.rschil 

maakt of voorbij een voldoende grote waarde van n al of niet kosten 

in rekening worden gebracht! Zo is het geval c00(i) = c voor alle i € OZ: 

toch te behandelen door eliminatie van c_ via s in plaats van s ! 
~ n oo 

4. OPLOSSINGEN VAN DE OPGAVEN OVER HOOFDSTUK 2 

I) Ga eerst na, dat 

Omdat 

volgt 

'Tr(i,j) = { I 
<!> i-j 

k(i,j) = ili..ii2. = 'Tr(i,j) 
g(O,j) 7r(O,j) 

(S) i-j 
k(i,j) p 

(g_)j 
p 

cs> i 
p 

als j ~ i, 

als j < i. 

voor i,j € Z, 

als j ~ 0, i s j , 

als j ~ O, i ~ j , 

als j s O, i s j , 

als j s 0, i ~ j 

Wil een rij {jn}:=I (met jn=j voor slechts eindig veel n voor elke j € 'Z) 
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voor elke i € ~ een limiet 

y(i) = lim k(i,jn) 
n->00 

opleveren, dan moet of jn + 00 of jn + - 00 gelden. In het 

vinden we y+(i) = I voor alle i en in het tweede y_(i) = 
i. De Martinrand bevat hier twee funkties: Y+ en y , die 

eerste geval 

(gi voor alle 
p 

beide harmo-

nisch zijn (zie stelling [2.4], blz.63) en extreem. Dit laatste is een 

gevolg van 

zodat de veronderstelling 

tot 

voert (analoog voor y_). 

Opmerking. Uit het feit "y+ is de enige begrensde harmonische funktie 

in H" volgt 66k, dat y+ extreem is. 

2) Op tijdstip 0 beginnen we me.t kans I in (O,O). Hier is 

als n > m of i > j, 

g((n,i), (m,j )) 
j-i (m-n)-(J"-i) p q . als n s men is j. 

Dit geeft 

0 als n > m of i > j of j-i > m-n, 

k((n,i),(m,j)) 

G=:) -i i--n als s i j j-i s p q n m, s en m-n. 

0) 



Nu bestaat 

y((n,i)) = lim k((n,i),(mi,ji)) 
i-+00 

voor alle 0 s i s n 

(met (mi,ji) = (m,j) voor slechts eindig veel i voor elke (m,j)), als 

a ) mi+ co voor i +co (wegens "slechts eindig veel" conditie), 

bi) {ji}7 begrensd is; er is nu een deelrij met ji constant, die 

-{:~ 
als i > 0' 

y0((n,i)) 

als i o, 

oplevert, 

b2) {mi-ji}7 begrensd is; er is nu een deelrij met mi - ji constant, 

die 

= { :-n 
als i < n' 

y1 ((n,i)) 

als i n, 

oplevert, 

. i . n-i 

(~~) (1- ~~) {l+o(t)} 

een limiet als 

voor een 0 met 0 s 0 s I. Dit geeft 
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waarbij we voor 0 0 de funktie y0 van bi) terugvinden en y1 van 

b2) voor 0 = I . 

Alle Ye zijn harmonische funkties en yp is de enige begrensde (en 

dus extreem). Ingeval y0 voor een bepaalde 0 uit [0,t] niet extreem is, 
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geldt 

r i n-i a I -a 
Ye<<n,i)) = (-) <i-=-) dFe(a) 

'[0,J] p p 
voor 0 s i s n 

voor een kansverdeling Fe op [0,1]. Dit is alleen juist voor 

i(a-e) , 

zodat elk der gevonden Ye een extreme harmonische funktie uit H is. 

3) De rij ~I - ~· ~2 - ~1 , •.. bestaat uit verwisseZbare stochastische 

variabelen, d.w.z. steeds is ;+I - ; = 0 of I en we hebben voor 

a 1,a2, ..• ,an E {O,I} 

met 

met 

IP (u0 ,w0) [~1-~=a1' ~2-~l =al'····;-;-! =an] = 

v0(v0+1) ..• (v0+n-Sn-l)w0(w0+1) .•. (w0+sn-1) 

uo<uo+l) ..• (uo+n-1) 

e(u0 ,w0 ,u0+n,w0+Sn) 

s = et + ct2 + ... + et en v0 = u0 - WO n I n 
Start nu met kans in toe stand (uo,wo) = ( 2, I). Dan is 

I s w1 < ul en I s w2 < u2) 

Dit geeft 

0 

(steeds 



8(u 1 ,w1 ,u2 ,w2) 

8(2, I ,u2 ,w2) 

IOI 

Wil een rij {(un,wn)}7 (met (un,wn) = (u,w) voor slechts eindig veel n 

voor elke (u,w) met I ~ w ~ u) voor elke toestand (u 1,w1) een limiet 

y((u 1,w1)) = lim k((u 1,w1),(u2,w2)) 
n~ 

opleveren, dan moet gelden 

a) un -+ 00 (wegens "slechts eindig veel" conditie), 

bi) {wn}7 begrensd; er is nu een deelrij met wn constant, die 

b2) 

b3) 

. {:1-1 
als WI > I' 

Yo((ul ,wl)) 

als w1 I ' 

oplevert, 

.{u -w }00
1 begrensd; er is nu een deelrij met u - wn constant, die n n n 

oplevert, 

w -+ 00 en u - w -+ 00 • nu heef t n n n ' 

( llu-u1) 
w -w 

n I 

(
un-2) 
w -I 

n 

w -I 
w I 

(....!!) 
u 

n 

een limiet voor alle I ~ w1 < u1 als 

w 
lim ....!! = e 
n~ un 
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voor een 8 met 0 < 8 <I. Dit geeft 

waarbij y0 en y 1 van bi) en b2) voor resp. 8 

gevonden worden. 

Elke Ye is een harmonische funktie. Omdat 
I 

0 en e opnieuw 

I (u1-I)! w -I v -I 
-,----~.,--___,~ 8 I (1-8) I d8 
(vl-l)!(wl-1)! voor alle I s w1 < u 1 

0 

is de funktie met waarde I in alle (u 1,w1) een harmonische funktie, 

maar niet extreem. Omdat aan 

8 I ( 1-8) I = 
w -I v -I I w1-I v 1-I 

a (I-a) dF8(a) 

[O, I] 

met F8 een kansverdeling op [0,1] voor alle (w1,v 1) slechts voldaan is 

ingeval 

is elke ya extreem. 

4) Hier is 

als i s j, 

als i > j, 

met 

00 

f3. = .n. p. 
l. J=i J 

voor i <: O. 

Omdat we alleen doorgangstoestanden hebben, moet er een positieve kans 
op het doorlopen van alle toestanden (in de natuurlijke volgorde) zijn, 
d.w.z. we hebben (30 > O. Wegens 
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'JT*(j,j) = p. 'JT(j+l,j) + q. '1T(O,j) = p.(1-13. 1) + q. = I - 13. , 
J J J J+ J J 

volgt 

{

1/fL 
J 

g(i,j) = 

( 1-13. )/13. 
1 J 

Dit geeft 

k(i,j) 

Nu bestaat 

y(i) = lim.k(i,j ) 
. ~ n 

als i s j , 

als i > j. 

als i s j, 

als i > j. 

voor alle i ~ 0 voor een gegeven rij {jn}7 (met jn=j voor slechts ein­

dig veel n voor elke j ~ O), als j + oo en in dat geval is 
n 

y(i) voor i ~ O. 

Er is nu dus precies een harmonische funktie in H, die dan ook extreem 

is. 

5) Alleen dan komen we niet met kans I in I terug, als 

00 

n!:ll p((i,n), (i,n+I)) > 0 

voor minstens een i met I s i s m. We zullen gebruiken 

Nu bestaat 

y(i,j) = lim k((i,j),(i ,j )) 
~ n n 

voor elke toestand (i,j) voor een rij {(i ,j )}00
1 (met (i ,j ) n n n n 
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voor slechts eindig veel n voor elke toestand (i*,j*)) alleen bij jn + 00 

en komt in {in}7 minstens een waarde uit 1,2, •.• ,m oneindig vaak voor. 
We kunnen blijkbaar volstaan met het berekenen voor jn > j van 

1[n(I, (i,j))]-1 
7T((i,j),(i ,j )) 

k((i,j),(in,jn)) = TI(l,(i ,jn))n = 
n n n((i,j),I) 

Veronderstel [n(l,(i,j))J-I = n((i,j),I). Dan is n(l,(i,j)) = 

als i =i 
n ' 

als i "i. n 

= TI((i,j),I) = I en dus ook TI(l,I) = I, zodat I een terugkeertoestand 
is. Tegenspraak. 

Blijkbaar geldt 

[n(l,(i,j))J-I > n((i,j),I) voor alle (i,j). 

Maar dan is als limiet in (*) alleen 

als i 1 " i 

mogelijk met i = 1,2, •.• ,m. Dit geeft precies m harmonische funkties 
(ze zijn nieuw en verschillend), die extreem zijn bovendien: want als 

m 
y. = I e. y. met e. ~ o, 

1 i =I 1 1 1 1 1 1 
I 

dan volgt uit ei < 

en dus 

y. 
l. 

e. 
ii I -y. 

• .J.' 1-8. i 1 l.lrl. l. 

[TI(l ,(i,j))J-I 

Tegenspraak. 

I, 

n((i,j),I). 



6) Ais bij opgave 5 komen we niet met kans I in I terug, als 

00 

n~I p((i,n),(i,n+I)) > 0 

voor minstens een i ~I. 

Beschouw een rij {(i ,j )}00

1, waarvoor n n 

y(i,j) = lim k((i,j),(in,jn)) 
n-+00 
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voor elke toestand (i,j) bestaat en met (in,jn) = (i*,j*) voor slechts 
eindig veel n voor elke toestand (i*,j*). Nu is mogelijk: 

a) rij {in}7 is begrensd. Dan is het geen beperking om jn + 00 te ver­
onderstellen en vinden we (als in opgave 5) 

voor i = 1,2, .•.• 

b) rij {jn}7 is begrensd. Dan is het geen beperking om jn j 1 te ver­
onderstellen en i + 00 • Omdat 

n 

n((i,j), I) voor in > i, 

geldt 

y(i,j) = lim k((i,j),(i ,j 1)) = n((i,j),I) 
n-+00 n 

k((i,j),I). 

Deze y is een ons bekende funktie. 

c) Zender beperking mag in + oo en jn + 00 genomen worden. Opnieuw vin­
den we de al in b) gevonden y, dus geen nieuwe funktie. 

Alleen de ender a) gevonden y.'s kunnen we nu op al of niet harmo­
l. 

nisch zijn onderzoeken. Stelling [2.4] is nu niet, maar de opmerking 
daarna is weZ toepasbaar. Alleen de relatie 

00 
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dienen we voor elke i ~ 1 te controleren om te weten, dat we met har­
monische yi's te doen hebben. Nu is 

p(l,(i,1)) + l p(l,(il,1))7T((il,1),1)7T(l,(i,1)). 
il~i 

7T(l,(i,1)) 

Deling door 7T(l,(i,1)) geeft inderdaad 

00 

y.(1) = 1 = l p(l,(i 1,l))y.((i 1,1)). 
1 i =l 1 

1 

Als bij opgave 5 volgt, dat alle yi ook extreem zijn. 

7) Neem weer een rij {jn}7 met 

y(i) = lim k(i,j ) 
n--wo n 

bestaat voor elke toestand i (en z6, dat jn=j slechts voor eindig veel 
n juist is). Het aantal nullen en enen van jn moet dan naar oneindig 
gaan. Met de afspraak, dat i en j steeds andere toestanden dan 0 (hier 
de "O" uit de theorie van §2, blz. 58) aangeven, geldt 

7T(0,j) 7T(0,i)7T(i,j) als j met i begint 

en 

7T(i,j) 7T(i,0)7T(0,j) als j niet met i begint. 

Dit geeft 

{ 7T(~,i) 
k(i,j) = 

7T(i,0) 

als j met i begint, 

als j niet met i begint. 

Tevens is hier 

7T(0,i)7T(i,0) < I, 

omdat anders 0 en i terugkeertoestanden zijn. 
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Van de rij {jn}7 kan de eerste component vanaf zekere n niet meer 

veranderen (anders is er in 0 geen limiet bij (*)).Na het vast warden 

van de eerste component zal ook de tweede vast warden (anders is er 

geen limiet in 00 of 10), enz. Zander bezwaar kunnen we voor j de eer-
n 

ste n componenten van een vaste vector met af telbaar veel componenten 

(alleen 0 en I treden op) nemen. Laat s zo'n vector zijn en jn de vec­

tor van de eerste n componenten van s. Dan is 

{ 

[rr(0,i)J-I 

y (i) = lim k(i,j ) = 
s n-+00 n 

rr(i,0) 

als s met i begint, 

als s niet met i begint. 

Elke s geeft een harmonische ys. Een andere s geeft een andere ys (ga 

na). Elke ys is extreem. Bewijs. Veronderstel voor een vaste s, dat jn 

uit de eerste n componenten vans bestaat voor n = 1,2, •••. Veronder­

stel, dat harmonische funkties h1 en h2 bestaan met h1(0) = h2(0) =I 

en 6 1,6 2 > 0 met 6 1 + 62 = I, z6 dat 

Bekend is (met i=0 toeges taan)· da t 

voor alle i, 

omdat voor een excessieve funktie f 

f(i) 2: lE.f(x ) 
l. --'[ 

en we hier voor f zowel h1 als h2 kunnen nemen en T: stop in jn. Verder 

geldt 

y (i) = rr(i,j )y (j ) s n s n 
voor alle i met hoogstens n componenten, 

zodat in dat geval 

y (i) 
s 61hl(i) + 62h2(i) <: rr(i,jn)(61hl(jn) + 62h2(jn))= rr(i,jn)ys(jn) 

= ys(i). 
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Blijkbaar geld t 

voor elke i met hoogstens n componenten. Dit geeft eerst 

7r(0 ,j ) 
n 

en daarna 

voor alle i. 

00 

8) Hier geldt 8 > 0 (anders geen doorgangstoestanden) en met en iUn Pi 

TI(a ,a ) m n 

TI(a ,b ) 
m n 

TI(am,cn) 

7r(cm,an) 

7r(cm,cn) 

7f (bm' an) 

7f (bm' en) 

TI(c ,b ) 
m n 

{: - 8 
n 

als m ::;; n, 

als m > n, 

7r(am,c0) 7r(c0,bn), r- Sn 

I - 8 
m 

als m ::;; n, 

als m > n, 

7r(c0,an)' 

als m < n, 

als m <:: n, 

waarbij de expliciete formules direct berekend zijn. Dit geldt ook voor 

en 

We vinden zo 

(1+8 -) 
n 

I - 8 • 
n 



k(a ,b ) m n 
k(b , a ) 

m n 

k(a ,e ) = k(b ,e ) m n m n 

·{ I + 8 
m 

- 8 
m 

- e m' 

{
< 1 -e ) < 1 -e ) - i 

m n 
I - 8 

m 
I 

I , 
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als m ~ n, 

als m > n, 

als m ;:: n > o, 
als m ;:: n = o, 
als m < n, 

als m ;:: n;:: I ' 

als m < n of n o. 

00 
Een rij {j }1 met j = i voor sleehts eindig veel n voor elke toestand 

n n oo co oo 
i bevat of een deelrij van {a }1 of van {b }1 of van {e }1• We kunnen 

· oo n oo Hi n 
(omdat zowel voor {an}I als {bn}I als {en}I als rij een punt van de 

Martinrand verkregen wordt) alleen die drie rijen onderzoeken. 

Met {an}7 als rij komt er 

I. 

+ 8 , 
m 

- e m' 

Een analoge yb versehilt van Ya· Met {en}7 als rij vinden we 

y (a ) = y (b ) = y (e ) I. e m e m e m 

Dus hier is (voor de harmonisehe funkties ya,yb en ye) 

Maar dan zijn ya en yb extreem, ye niet. 
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