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Voorwoord 

In het academisch jaar 1969-1970 werd op het Mathematisch Centrum een 

colloquium gehouden over halfalgebra's en positieve operatoren. Het ging 

daarbij vooral om de spectrale eigenschappen van positieve operatoren en 

elementen van bepaalde halfalgebra's. Ook ae samenhang tussen beide onder­

werpen ~erd besproken. Dit boekje gee~ een verslag van de in dit colloquium 

gehouden voordrachten. Voor de lezer is er een appendix aan toegevoegd, 

waarin een overzicht wordt gegeven van de voornaamste pegrippen en stel­

lingen uit de spectraaltheorie. Bij de samenstelling van de verschillende 

hoofdstuk.ken van dit boekje werd het in de appendix behandelde als bekend 

verondersteld. 

Augustus 1970 M.A. Kaashoek 
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Hoofdstuk I 

Lokaal kompakte halfalgebra's 

door 

M.A. Kaashoek 

1. Definitie en voorbeelden 

Zij B een Banachalgebra met een eenheidselement e. Een niet-lege deel­

verzameling A van B heet halfalgebra als 

a,beA, a. ~ 0 = a+b, ab, a.aeA. 

Een halfalgebra A heet lokaal kompakt als A ~ {O} en 

An{xeB: I Ix! I ~ 1} 

is kompakt. 

Zij A een halfalgebra in B. Dan is 

E =A - A 

een reele deelalgebra van B. Als A ~ {O} en dim E < +co, dan is A zeker 

lokaal kompakt. Niet alle voorbeelden zijn zo triviaal. 

1.1 Stelling. Zij t ~ 0 in B. Onderstel dat het spektrum o(t) van t splitst 

in twee disjunkte gesloten deelverzamelingen o1 en o2 en wel zo dat 

(i) o1 is een eindige (eventueel lege) deelverzameling van polen van 

t en o1n{a.eR: a. > O} = 0; 

(ii) o2 is leeg of er is een getal a. > 0 in o2 zo dat 

o2 = o(t)n{A: IAI ~a.} 

en 



is een eindige verzameling van polen van t. 

Dan is de gesloten halfalgebra voortgebracht door t lokaal kompaltt. 

Zij teB. De gesloten halfalgebra voortgebracht door t geven we aan met 

A(t). Per definitie is A(t) de afsluiting (in de normtopologie van B) van 

de verzameling 

Zij 

E = A(t) - A(t) • 

Als dim E < +co, dan is er een niet-konstante veelterm p(X) met p(t) = O. 

Volgens de spectrale a:fbeeldingsstelling (Appendix 1.9) moet o(t) dan 

eindig zijn. We kunnen dus Stelling 1.1 gebruiken om "oneindig dimensionale" 

lokaal kompaltte halfalgebra's te konstrueren. 

1.2 Probleem. Is het omgekeerde van Stelling 1.1 ook juist? In §4 van dit 

hoofdstuk zullen we aantonen dat dit onder bepaalde voorwaarden inderdaad 

het geval is. Zonder deze extra voorwaarden is het antwoord op de gestelde 

vraag nog onbekend. 

1.3 Bewijs van Stelling 1.1 (Schets). Zij p1 de spectrale idempotent be­

horende bij de spectrale deelverzameling o1, en zij p2 die behorende bij 

o2 (zie §1 van de Appendix). Het is voldoende om te bewijzen dat A(tp1) 

en A(tp2) lokaal kompaltt zijn of alleen uit het nulelement bestaan. Omdat 

o1 een eindige verzameling is van polen van t, ligt A(tp1) in een eindig 

dimensionale deelalgebra van B. Dus A(tp1) is lokaal kompaltt of A(tp1) = 
= {O}. 

Uit de spectraaltheorie volgt nu dat we verder zonder bezwaar voor de 

algemeenheid mogen aannemen dat o1 = !IJ, Dan is p2 = e, en dus t = tp2• 
-1 . Door t te vervangen door a t zien we ook dat we zonder bezwaar voor de 

algemeenheid mogen aannemen dat a = 1 • Er geldt dan 
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r(t) = l€O(t) . 

Hier duidt r(s) de spectraalradius aan van een element s in B. 

Blij~ te bewijzen dat A(t) lokaal kompakt is. Neem b in A(t) met 
n 

llbnl I ::_1 voor n = 1,2, •••• We moeten bewijzen dat de 

gente deelrij heeft. Daar b tot de afsluiting behoort 
n 

rij {b } een conver­
n 

van de verza.meling 

is het voldoende deze bewering te verifieren voor het geval dat 

met ak(n) > 0 en ak(n) = 0 voor n voldoende groot. Omdat 

r(t) = l€O(t) 

volgt uit de spectrale afbeeldingsstelling dat 

r(b ) = l ak(n) 
n k=l 

Maar dan is er een deelrij {n.} van de rij der natuurlijke getallen waarvoor 
1 

geldt dat de rij {a. (n.)}. convergeert voor iedere k. Door over te gaan op 
K 1 1 

de deelrij {n.} mogen we aannemen dat 
1 

bestaat. Merk op dat 

l 
k=l 

e < 1 • 
k-
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Zij p de spectrale idempotent behorende bij de spectrale verzameling 

cr(t)n{),: l>.I = 1} , 

en zij s = t(e-p). Omdat r(s) < 1 volgt dat I lsnl I ~ O, en dus convergeert 

de reeks 

in de norm van B. Zij d de som van deze r~eks. Dan volgt uit het boven­

staande dat 

d = lim b (e-p) • 
n n 

Om. te bewijzen dat de rij {bn} een convergente deelrij heef't, is het 

dus voldoende om aan te tonen dat de rij {bnp} een convergente deelrij 

heef't • Immers 

b = b (e-p) + b p n n n (n = 1,2,. .. ) • 

De existentie van zo'n deelrij volgt direkt uit het feit dat deze rij een 

begrensde rij is gelegen in een eindig dimensionale ruimte. 

Stelling 1.1 is een uitbreiding van Theorem 5 in [2] (zie ook Theorem 

9 in [5J). 

2. Idealen 

Zij A een halfalgebra. Een niet-lege deelverzameling J van A heet een 

rechtsideaal in A als 

(i) J is een halfalgebra, 

(ii) uit xEA, S£J volgt axeJ. 

Evenzo definieert men een linksideaal en een twee-zijdig ideaal. Een ideaal 

J in A heet sesloten als J een gesloten deelverzameling is van A in de re­

latieve topologie geinduceerd in A door de normtopologie van B. Daar een 



lokaal kompakte halfalgebra gesloten is, is in een lokaal kompakte half­

algebra een gesloten ideaal gesloten in de Banachalgebra B. 

Een gesloten rechtsideaal J heet een minimaal gesloten rechtsideaal 

als J ; (0) en de gesloten rechtsidealen van A bevat in J zijn het nul­

ideaal en J. 

5 

2.1 Lemma. In een lokaal kompakte halfalgebra bevat ieder gesloten rechts­

ideaal ; (0) een minimaal gesloten rechtsideaal. Een soortgelijke uitspraak 

geldt voor gesloten linksidealen en gesloten 2-zijdige idealen. 

Bewijs: Zie [1], Lemma 1. 

In een lokaal kompakte halfalgebra is er dus een "minimum conditie" op 

de gesloten rechtsidealen. 

Zij D een deelverzameling van de halfalgebra A, die niet-leeg is. De 

rechter annihilator van D (notatie: D ) is per definitie de verzameling van 
r 

alle x in A met ax = 0 voor iedere a in D. Dus 

D := {x€A: ax = 0 voor iedere a€D} 
r 

Evenzo definieert men de linker annihilator van een niet-lege deelverzame­

ling van A. 

Merk op dat D een gesloten rechtsideaal is. Is D zelf een rechts­
r 

ideaal, dan is Dr een gesloten 2-zijdig ideaal. 

2.2 Lemma. Zij E een gesloten deelverzameling van de lokaal kompakte half­

algebra A, en onderstel dat aEcE (a;:_ 0). Zij a een element in A met 

{a} nE = (0) 
r 

Dan is aE gesloten. 

Bewijs: Zie [1], Lemma 2. 

Een idempotent p (zie Appendix 1.11) in A noemen we een rechts mini­

maal idempotent van A als pA een minimaal gesloten rechtsideaal is in A. 

Merk op dat een rechts minimaal idempotent ongelijk nul is. 
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2.3 Propositie. Zij A een lokaal kompakte halfalgebra, en zij M een mini­

maal gesloten rechtsideaal in A. Als p ; 0 een idempotent is in M dan 

pm= m (meM) • 

I.h.b. geldt pA = M, en dus is p een rechts minimaal idempotent. 

Bewijs. Zij J = {meM: m-pmeM}. Dan is J een gesloten rechtsideaal bevat in 

M. Omdat 0 ,,_ peJ en M minimaal is, volgt M = J. Daaruit volgt 

m - pme{p} nM 
r (m~M) • 

Nu is {p}rnM een gesloten rechtsideaal bevat in M, echter ; M want p•{p}r. 

Dus {p}rnM = (0), en daaruit volgt dan m =pm voor iedere m in M. 

2.4 Propositie. Zij A een lokaal kompakte halfalgebra, en zij M een mini­

maal gesloten rechtsideaal in A. Neem a in A, en stel aM; (0). Dan is aM 

een minimaal gesloten rechtsideaal. 

Bewijs. Merk op dat {a}rnM een gesloten rechtsideaal is bevat in M. Uit het 

gegeven volgt dat 

{a} nM ; M • 
r 

Daar M minimaal is, volgt dan direct {a}rnM = (0), en dus is volgens Lemm.a 

2.2 aM gesloten. 

De verzameling aM is zeker een rechtsideaal. We moeten dus alleen nog 

bewijzen dat aM minimaal is. Zij I een gesloten rechtsideaal gelegen in aM, 

en onderstel dat I ; aM. Zij 

J = {meM: a.me!} • 

Dan is J een gesloten rechtsideaal in Men J ,,_ M. Dus J = (0), maar dan ook 

I= (0). Daaruit volgt dat aM een minimaal gesloten rechtsideaal is. 

We noemen een halfalgebra D een delingshalfalgebra als 

* D := D \ {O} 

een groep is t.o.v. de vermenigvuldiging. 
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12, 5 Stelling. Zij p een rechts minimaal idempotent in de lokaal kompakte 

halfalgebra A. Dan is D = pAp een lokaal kompakte delingshalfalgebra. 

Bewijs. (vergelijk [1], Theorem 2). Zij pap f 0 voor een element a in A. We 

gaan eerst bewijzen dat de vergelijking 

papX = p 

een oplossing heeft in D. Daarvoor is het voldoende om aan te tonen dat de 

. vergelijking 

(pa)Y = p (*) 

een oplossing heeft in M = pA. 

Volgens het gegeven is M een minimaal gesloten rechtsideaal, en 

(pa)M f (0) want p = p2 behoort tot M en pap f O. Uit Propositie 2.4 volgt 

dan dat (pa)M een minimaal gesloten rechtsideaal is. Maar (pa)McM. Dus 

(pa)M = M. De vergelijking (*) heeft dus een oplossing in M • 
. * . 

Neem nu d1 en d2 in D , en stel d1d2 = O. Volgens het voorgaande is er 

een d in D zodat d2d = p. Daaruit volgt 

d, = d,p = d,(d2d) = (d1d2)d = 0 • 

Contradictie. Dus d1d2 f O, en D* is gesloten t.o.v. de vermenigvuldiging. 

* Merk op dat p een eenelement is in D • Verder heeft ieder element d 

in D* een inverse, want de vergelijking dX = p is oplosbaar in D en de op-
~ * lossing ligt in D want p f O. Dus D is een groep. 

Zander moeite is in te zien dat D een halfalgebra is. Verder is Deen 

gesloten deelverzameling van A. Dus D is lokaal kompakt. 

Een halfalgebra A heet strikt als An(-A) = (0), d.w.z. als uit a en 

-a in A volgt a = O. Een element p in een halfalgebra A heet een eenelement 

als 

pa = ap = p 

Merk op dat een eenelement idempotent is. 



2.6 Stelling. Zij A een strikte gesloten delingshalfalgebra met ~enelement + p. Dan A = 1R p. 

Bewijs. (Zie [1], Theorem 3). Zij uE::A. We bewijzen eerst dat Ap-u€A voor 
A > I lul I· Definieer voor A > I lul I 

00 n-1 u 

0 waarbij u = p. Dan bA€A en bA(J.p-u) = (J.p-u) bA = p. Dus 

J.e - u -1 
= bA €A 

Zij µ = inf{J.: J.p-u€A}. Omdat A strikt is, is µ ~ O. Omdat A gesloten 
is, is µp - u in A. We zullen bewijzen dat 

y = µp - u = 0 

Stel y ~ O. Dan is vp - y- 1 in A voor v voldoende groat en positief. Maar 
dan ook 

voor E > 0 voldoende klein. Contradictie, want µ = inf{J.: J.p-u€A}. Dus 
. + + y = 0 en u = µp. Daaruit volgt Ac:IR p. Daar p€A geldt zeker R pcA. 

2.7 Stelling. Zij A een lokaal kompakte halfalgebra, en zij M een minimaal 
gesloten rechtsideaal in A met M2 ~ (0). Dan bevat M een idempotent~ o. 
Bewijs. (vergelijk [1], Theorem 1). Het bewijs gaat in vier stappen. 

1. Volgens het gegeven is er een element tE::M zo dat tM ~ (0). Zij 

J = {t} nM • 
r 

Dan is J een gesloten rechtsideaal bevat in M en J ~ M. Daar M minimaal is, 
volgt J = (0). Dus 

tx ~ 0 (0 ~ X€M) • ( 1 ) 



2. Neem aan dat A kommutatief is. Uit (1) volgt dat xM # (0) voor 

iedere 0 # xEM. Daar xMcM volgt dan uit Propositie 2.4 dat 

xM = M (0 # XEM) . 

9 

Het is niet moeilijk om aan te tonen dat de laatste formule impliceert dat 

M..,.. = M\{O} een groep is t.o.v. de vermenigvuldiging in A. Het eenelement 

van deze groep is een idempotent # 0 en ligt in M. Voor het kommutatieve 

geval is de stelling dus bewezen. 

3. We keren nu weer terug naar het algemene geval. Zij t als in 1. Be­

schouw A(t), de gesloten halfalgebra voortgebracht door t. Daar A(t)cM 

geldt voor iedere s # 0 in A(t) dat ts # 0 (zie formule (1)). Maar A(t) is 

kommutatief. Dus st # 0 voor iedere s # 0 in A(t). Maar dan ook 

sM # (0) (O#sEA(t)) 

We kunnen nu de argumentatie van 1. herhalen om te bewijzen dat 

sx ; (0) (0 # xEM) • 

I.h.b. geldt 

(2) 

voor ieder paar s 1 en s2 ongelijk nul in A(t). 

4. Merk op dat A(t) een lokaal kompakte kommutatieve halfalgebra is. 

Volgens Lemma 2.1 bevat A(t) een minimaal gesloten ideaal, zeg N. Omdat 

A(t) geen nuldelers heeft (zie formule (2)), geldt N2 # (0). Volgens 2. 

bevat N dan een idempotent p # O. Daar NcA(t)cM, is p een idempotent onge­

lijk nul in M. 

We merken nog op dat in het bewijs van Stelling 2.7 geen gebruik is 

gemaakt van de eigenschappen van de norm. Het mag daarom verwacht warden 

dat deze stelling ook juist is voor lokaal kompakte halfalgebra's gelegen 

in topologische (niet noodzakelijk normeerbare) al5ebra's. 
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3, Enkelvoudige halfalgebra's 

Een halfalgebra A heet enkelvoudig als A alleen ma.a.r triviale 2-zijdige 

idealen heeft, d.w.z., als (0) en A de 2-zijdige idealen in A zijn. 

3.1 Voorbeeld. Zij M (C) de algebra van alle nxn-matrices met complexe 
n 

elementen. We veronderstellen dat M (t) voorzien is van een of andere al­
n 

gebra-norm. Met zo'n norm is M (t) dan een Banachalgebra. 
n 

De verza.meling M (R+) van alle nxn-matrices met niet-negatieve ele­
n 

menten is een halfalgebra in M (t). Deze halfalgebra is lokaal kompakt, 
n 

strikt, enkelvoudig en heeft een eenelement. Het blijkt dat M (R+) door 
n 

deze vier eigenschappen wordt gekarakteriseerd. 

3.2 Stelling. (zie [1], Theorem 10). Als A een lokaal kompakte, strikte, 

enkelvoudige halfalgebra is met een eenelement, dan is A isomorf met M (R+) 
n 

voor een of ander natuurlijk getal n. 

Het bewijs gaat in een aantal stappen. In het volgende is A een lokaal 

kompakte, strikte, enkelvoudige halfalgebra met eenelement 1. Omdat A~ (0), 

is 1.~ O. Als Ben D niet-lege deelverza.melingen zijn van A, dan is per 

definitie 

BD = n: 
i 

b.d.: b.eB, d.eD} • 
1 1 1 1 

1. Zij M ~ (0) een rechtsideaal in A. Dan~~ (0). 

Bewijs. Stel M!2- = (0). Dan 

(AM) (AM)c~ = (0) • ( 1) 

Merk op dat AM een 2-zijdig ideaal is. Omdat 1eA, is AM~ (0). Dus volgt 

AM= A. Uit (1) volgt dan dat A2 = (0). Contradictie, want 1eA2 en 1 ~ O. 

Omdat A lokaal kompakt is, bevat A volgens Lemma 2.1 minimale gesloten 

rechtsidealen. Volgens 1. voldoet ieder minimaal gesloten rechtsideaal in 

A aan de voorwaarden van Stelling 2.7. Er zijn dus rechts minimale idem­

potenten in A. Zij F de verza.meling van alle rechts minimale idempotenten 



in A. Dan F ; ~ en 

2. FA = A. 
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Bewijs. Merk op dat FA een rechtsideaal # (0) is. Omdat A enkelvoudig 

is, is het dus voldoende om te bewijzen dat 

AFA c FA . 

Neem p€F en a€A. Als ap = O, dan apx = 0€FA voor iedere X€A. Stel 

ap; O. Dan is (ap)(pA) # (0), en dus (zie Propositie 2.4) is (ap)(pA) een 

minimaal gesloten rechtsideaal in A. Daaruit volgt de existentie van een 

q€F zo dat 

(ap) (pA) = qA . 

Maar dan ap = qb voor een b€A en dus apx = q(bx)€FA voor iedere X€A. Daar­

uit volgt AFAcFA. 

3, Voor iedere pen q in F geldt pAq; (o). 

Bewi,js. Stel pAq = O. Dan q€{pA)r. Omdat (pA)r een 2-zijdig ideaal is 

en q; 0 volgt hieruit dat (pA)r = A. Contradictie, want p~(pA)r. 

4. Zijn p en q in F, dan is er een u; 0 zo dat 

+ pAq = 1R u . 

Als p = q, dan kunnen we u = p nemen. 

Bewijs. Neem 0 ; v = qap€qAp. Dan v(pA) # (0) en dus is vpA een mini­

maal gesloten rechtsideaal (zie Propositie 2.4). Omdat vpAcqA volgt vpA = 

= qA, en dus 

v(pAq) = qAq . 

Maar dan is er een element u in pAq zo dat vu = q. Merk op dat 

+ 
(pAq)v = pAqap c pAp = 1R p 

volgens de Stellingen 2.5 en 2.6. I.h.b. geldt dan 

+ + 
pAq = (pAq)vu c 1R pu = 1R u • 
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+ + Daar uepAq geldt zeker R u c pAq. Dus pAq = R u. 

5. Er zijn u1,u2 , ... ,un in F zo dat 

+ u n u.u. = 0 
1 J 

(i#j). 

Bewijs. Omdat 1.eA en FA =A zijn er e.eF en a.eA (i = 1, ... ,n) zo dat 
1 1 

(2) 

Kies de representatie van zo dat n zo klein mogelijk is in (2). We zullen 
dan bewijzen dat u. = e.a. (i = 1, ••• ,n) de gewenste eigenschappen heeft. 1 1 1 

Vermenigvuldig (2) rechts met e1 en bedenk dat (volgens 4) e1a 1e1 = 

= Ae 1 met A ,::.. O, dan volgt 

(3) 

Daaruit volgt A,::_ 1, want als 0 <A < dan kunnen we e1 substitueren in 
(2) en krijgen dan een representatie van 1 van de vorm 

Deze. representatie is "korter" dan (2). Dus A 2:. 1. Omdat A strikt is volgt 
uit (3) direct dat A> 1 onmogelijk is. Blijft A= 1, d.w.z. 

Omdat A strikt is, volgt uit de laatste gelijkheid eiaie 1 = 0 (i = 2, .•• ,n). 
Door e 1 te verwisselen met ej krijgen we dan 

e.a.e. = e. 
J J J J 

Nemen we u. = e.a. voor i = 
1 1 1 

= u1 + ... 

e.a.e. = 0 
1 1 J 

1 , ..• ,n, dan volgt 

+ u 2 u. = u. n 1 1 

(i:fj). 

hieruit 

0 (i :f j) u.u. = 
1 J 

Omdat 0 :f u. = u~ = u. (e.a.) is u. (e.A) :f (0), en dus is u. (e.A) een mini-1 1 1 11 1 1 1 1 
maal gesloten rechtsideaal (Propositie 2.4) dat u. bevat. Ma.ar dan u.eF 

1 1 
volgens Propositie 2.3. 
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6. Voor iedere i en j is 

u.Au. = IR+ e .. 
J. J l.J 

(4) 

voor een of ander element e .. ; 0 in u.Au .. De elementen e .. kunnen zo ge-
J.J J. J l.J 

kozen worden dat 

eii = ui (i = 1, ... ,n), eijejk = eik (i,j,k = l, ..• ,n), 

Bewijs. Omdat u.£F,bestaa.n er volgens 4. elementen e .. die voldoen aan 
J. ~ 

formule (4). Bovendien mogen we volgens 4. e .. = u. nemen (i = 1, ••• ,n). 
J.J. J. 

Dat doen we dan ook. Hoe we nu verder ook e .. (i; j) kiezen, steeds is 
l.J 

voldaan aan eijekl = 0 voor j ; k, want uj'\. = 0 voor j ; k. De keuze van 

e .. (j ; i) wordt dus bepaald door de eis e .. e.k = e.k. 
l.J l.J J J. 

We beginnen met e 1k (k; 1) zo te kiezen dat voldaan is aa.n de formule 

(4). Neem vervolgens j ; 1 en k willekeurig. Omdat (A'\.)1 een 2-zijdig 

ideaal is, dat '\. niet bevat, volgt uit het enkelvoudig zijn van A dat 

(A'\.)1 = (0). Daaruit volgt dat 

en dus 

De vergelijking 

(5) 

hee~ dus een (en precies een) oplossing in ujA'\., zeg ejk' Daarmee is ejk 

gekozen voor elke j en k. Merk op dat voor j = k ~ 2 de oplossing van (5) 

gelijk is aan uj. Verder is ejk; 0 in ujA'\.• dus is zeker voldaan aan for­

mule (4). 

Uit (5) volgt dat e1jejk = e 1k voor j; 1. Omdat e 11 e 1k = e 1k geldt 

dus 
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( j ,k = 1 , ••• ,n) . 

Neem nu i, j en k willekeurig. Omdat 

Daaruit volgt A = 1 en e .. e.k = e.k voor iedere i, j en k. l.J J J. 
We hebben nu genoeg gegevens verzameld om Stelling 3.2 te bewijzen. 

Neem xe:A. Dan 

n 
x = 1.x.1 = l 

i ,j=1 
u.xu. = 

J. J 

n 
l 

i,j=1 
A •• e .. 

J.J J.J 

De toevoeging xi-+ (A .. ) geeft het gewenste isomorfisme. J.J 

4. Halfenkelvoudige monothetische halfalgebra's 

Zij A een halfalgebra. We noemen A halfenkelvoudig als het nulideaal 
het enige gesloten 2-zijdige ideaal Jin A is met J 2 = (0). 

4.1 Lemma. Zij A een halfenkelvoudige halfalgebra, en zij I een (links, 
rechts of 2-zijdig) ideaal in A met In = (0) voor een of ander natuurlijk 
getal n. Dan is I= (0). 

Bewijs. Zie [1], Lemma 3, 

4.2 ~· Zij A een kommutatieve halfalgebra. Dan is A halfenkelvoudig 
als en alleen als uit 0 ~ ae:A volgt a2 f O. 
Bewijs. Stel A is halfenkelvoudig. Neem ae:A met a2 = O. Zij 

I = {ab + aa: be:A, a .::_ O} • 

Dan is I een ideaal in A met 12 = (0). Maar dan I= (0) en dus a= o. 
Het omgekeerde is triviaal. 
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4.3 Propositie. Zij A een lokaal kompakte kommutatieve halfalgebra. Dan is 

A halfenkelvoudig als en alleen als 

r(a) = lim llanll1/n > 0 
n 

voor iedere 0 ~ a€A. 

Bewi,js. ( verg. [ 1 J, Lemma 8). Stel A is halfenkelvoudig. Zij 

I = {x€A: r(x) = O} • 

Dan is I een gesloten ideaal in A (zie Appendix 1.3 (vi)). Neem aan dat 

I~ (0). Dan bevat I een minimaal gesloten ideaal, zeg M (Lemma 2.1). Vol­

gens Lemma 4.1 voldoet M aan de voorwaarden van Stelling 2.7. Er is dus een 

idempotent p ~ O in M. Echter r(p) = 1 (zie Appendix 1.12). Contradictie, 

want p€I. Daaruit volgt I = (0) en r(a) > 0 voor 0 f aeA. 

Het omgekeerde is triviaal. 

Zij A een gesloten halfalgebra. We noemen A monothetisch als er een 

element t in A is zo dat 

A = A(t) 

Het element t noemen we dan een voortbrengend element van A. In deze para­

graaf geven we een karakterisering van monothetische, halfenkelvoudige, 

lokaal kompakte halfalgebra's met behulp van de spectrale eigenschappen van 

de voortbrengende elementen. Voor een algemene structuurtheorie van enkel­

voudige, lokaal kompakte halfalgebra's verwijzen we naar [1]. 

4.4 Stelling. Zij t ~ 0 in B. Dan is A(t) lokaal kompakt en halfenkelvou­

dig als, en alleen als het spectrum o(t) van t splitst in twee disjunkte 

gesloten deelverzamelingen o1 en o2 en wel zo dat 

(i) o1 is een eindige (eventueel lege) verzameling van enkelvoudige 

polen van t en o 1 n{a€~: a> O} = 0 
(ii) o2 is leeg of er is een getal a > 0 in o2 zo dat 

o2 = o(t)nO.: IA.I 2_a} 



16 

en 

is een eindige verzameling van enk.elvoudige polen van t. 

4.5 Stelling. Zij t ~ 0 in B. Dan is A(t) lokaal kom:pakt, halfenk.elvoudig 

en strikt als en alleen als 

0 < r(t) € cr(t) 

en het perifere spectrum van t is een eindige verzameling van enkelvoudige 

polen van t. 

N.B. Vergelijk de Stellingen 4.4 en 4.5 met Stelling 1.1. Zie ook 

Probleem 1 • 2. 

Voor het bewijs van de Stellingen 4.4 en 4.5 maken we gebruik van het 

volgende. 

4.6 Propositie. Is A een kommutatieve, halfenk.elvoudige lokaal kompakte 

halfalgebra, dan is er een positieve constante D zo dat 

11 al I ~ Dr(a) (a€A). 

Bewijs. Zij A1 = {x€A: I lxl I = 1}. Dan is A1 een kompakte verzameling en 

de funk.tie 

x t-+ r(x) 

is continu op A1 (zie Appendix 1.3 (vi)). Bovendien r(x) > 0 voor iedere 

x€A1 (Propositie 4,3). Er is dus een E > 0 zo dat r(x) ~ E > 0 voor iedere 

X€A1 • Maar dan 

r(x) > E 11 xl I 

Neem D -1 = E 
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Zij 0 f t€B, en zij r(t) = 1. Als A(t) lokaal kompakt en halfenkelvou­

dig is, dan volgt uit Propositie 4.6 dat t equibegrensde machten heeft en 

dan is dus 

2 3 A(t) = {t,t ,t , •.• } 

een voorwaardelijk kompakte deelverzameling van B. 

4.7 Stelling. Zij 0 f t€B, en zij r(t) = 1. Als A(t) voorwaardelijk kompakt 

is, dan 

1 ( 2 n) - t+t + ••. +t -+ p 
n 

(n -+ +co) 

in de norm van B, p is een idempotent in B en 

(t-e)p = p(t-e) = 0 . 

Als bovendien gegeven is dat 1€o(t), dan is 1 een enkelvoudige pool van t 

en p is de spectrale idempotent behorende bij de spectrale deelverzameling 

{1}. Als 1~o(t), dan p = O. 

De verzameling A(t) is voorwaardelijk kompakt als en alleen als 

O.€o(t}: l>..I = 1} (1) 

een eindige verzameling is van enkelvoudige polen van t, en in dat geval is 

de spectrale idempotent behorende bij de spectrale verzameling (1) de uni-

f . . . . . . { t2 3 } 
orme limiet van een deelriJ van de riJ t, ,t , •••. 

Bewijs. Zij (zie Appendix 1.19) 

t = ..!. (t+ .• ,+tn) 
n n 

(n=1,2, ... ). 

Merk op dat {t } een rij is in het gesloten convexe omhulsel Evan A(t). 
n 

Omdat A(t) voorwaardelijk kompakt is, is E kompakt, en de rij {t } heeft 
n 

dus minstens een ophopingspunt. Merk verder nog op dat de elementen van E 

onderling commuteren. 

Zij p een ophopingspunt van de rij {t }. Uit 
n 
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(t-e)t = l (tn+1-t) + O 
n n 

(n + +oo) 

volgt (t-e)p = O, en dus ook p(t-e) = O. Voor p geldt dus tp = p. Maar dan 

ook 

(n = 1,2, ... ). (2) 

Is q een of ander ophopingspunt van de rij {tn}' dan volgt uit de laatste 
gelijkheid dat 

qp = p • (3) 

2 I.h.b. p = p. Dus p is een idempotent. Verder volgt uit (3) dat 

p = qp = pq = q • 

De rij {t } heeft dus precies een ophopingspunt. D.w.z. t + p in de norm n n 
van B. 

Als 1eo(t), dan volgt uit de spectrale afbeeldingsstelling dat 1eo(t ) 
n 

voor n = 1,2, ••• en dus, vanwege de kontinuiteit van de spectraalradius, 

1eo(p). Maar dan p f:. O • 

. Neem aan dat p f:. O. Daar p de uniforme limiet is van een rij polynomen 

in t, is p een spectrale idempotent behorende bij een niet-lege (want 

p f:. 0) spectrale deelverzameling, zeg o, van o(t). (zie [3], Theorem 3.1). 

Oma.at tp = p, volgt a= {1} (zie Appendix 1.15). Dus 1eo(t) en 1 is een 

geisoleerd punt in o(t). Verder volgt uit (e-t)p = 0 dat 1 een enkelvoudige 

pool is van t (zie Appendix 1.17). 

Samenvattend volgt dat 1eo(t) impliceert dat 1 een enkelvoudige pool 

is van t met bijbehorende spectrale idempotent p. Als 1~o(t), dan moet vol­

gens het voorgaande p = 0 zijn. Dus p heeft de gewenste eigenschappen. 

Als A(t) voorwaardelijk kompakt is, dan geldt hetzelfde voor A(Bt) 

met I BI = 1 • Neem 

en zij A(t) voorwaardelijk kompakt. Als B = a-1, dan 1eo(Bt) en volgens 

het bovenstaande is 1 een enkelvoudige pool van et. Maar dan volgt direct 
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dat a een enkelvoudige pool is van t. Dus, als A(t) voorwaardelijk kompakt 

is, dan is de verza.meling (1) een eindige verza.meling van enkelvoudige polen 

van t. 

Nu omgekeerd. Stel (1) is een eindige verzameling van enkelvoudige 

polen van t, zeg A1, •.• ,Ak. Zij ei de spectrale idempotent behorende bij 

{Ai}, en zij 

q = e 1 + •.. + ek. 

Dan is q de spectrale idempotent behorende-bij (1) en 

voor n = 1,2, •••. Daar de spectraalradius van t(e-q) echt kleiner is dan 

1, geldt 

(n ++co) 

Daar verder {A~e 1 + •.• + A~ek: n = 1,2, ... } een begrensde verzameling is 

in een eindig dimensionale deelruimte van B, volgt bet voorwaardelijk kom­

pakt zijn van de verzameling A(t). 

·Merk op dat er een deelrij {n.} van de rij der natuurlijke getallen is 
]. 

zo dat 

n. n. 
(A 11 , ••• ,Ak1 ) + (1, ••• ,1) 

k n. 
in C • Daaruit volgt t 1 + (e 1+ •.• +ek) = q in de norm van B. Dus de spec-

trale idempotent behorende bij (1) is de uniforme limiet van een deelrij 
2 van de rij {t,t , •.• }. 

4.8 Opmerking. Als r(t) > 1, dan is A(t) niet voorwaardelijk kompakt. Is 

r(t) < 1, dan tn + 0 in de norm van B. I.h.b. geldt dan dat A(t) voorwaar­

delijk kompakt is. 

4.9 Stelling. Zij 0 ~ teB, en zij r(t) = 1. Equivalent zijn 

(i) A(t) is lokaal kom.pakt, halfenkelvoudig en strikt; 

(ii) A(t) is voorwaardelijk kompakt en 1ecr(t). 
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Bewi,js. (i) = (ii). We hebben al bewezen dat 11.(t) voorwaardelijk kompakt 

is. Volgens Stelling 4.7 is 

Per cr ( t ) = O. e:cr ( t ) : I A. I = 1 } (4) 

dan een verza.meling van enkelvoudige polen van t en de spectrale idempotent 

q behorende bij de verza.meling (4) is in A(t). Zij 

t1 = tq • 

Dan is cr(t 1) gelijk aan de verza.meling (4) eventueel verenigt met {O} (zie 

Appendix 1.14). Dus 0 1 t 1e:B en r(t 1) = 1. Verder is A(t 1) lokaal kompakt, 

halfenkelvoudig en strikt want t 1e:A{t). 

Zij M een minimaal gesloten ideaal in A(t 1). Omdat A(t 1) halfenkelvou­

dig is, is er een idempotent p 1 0 in M (zie Stelling 2.7) zo dat M = pA(t 1) 

(zie Propositie 2.3). Daar A(t 1) ook strikt is, volgt (zie Stellingen 2.5 

en 2.6) 

+ pA(t ) = IR p • 
1 

n 
I.h.b. geldt t 1p = ap voor een a> o. Als a= O, dan t 1p = 0 voor ·n=1,2, ••• , 

en dus sp = 0 voor iedere s in A(t 1). I.h.b. p2 = O. Contradictie, want p 

is een idempotent 1 O. Dus a> O. Maar dan a= 1 en 1e:cr(t), want tp = ap 

impliceert ae:cr(t 1) en dus 

0 < ae:cr(t 1) c: {A.e:cr{t): I A. I = 1} u {O} 

(ii)==;. (i). Uit de Stellingen 4.7 en 1.1 volgt direct dat A(t) lokaal 

kompakt is. Blij~ te bewijzen dat A(t) halfenkelvoudig en strikt is. 

We weten dat r(t) = 1 een enkelvoudige pool is van t. Zij p de spec­

trale idempotent behorende bij de spectrale verza.meling {1}. Dan tp = p, 

en dus tnp = p (n = 1,2, ••• ). Daaruit volgt 

p(t)p = p( 1 )p (5) 

voor iedere veelterm p(X). Merk nu op dat uit de spectrale afbeeldings­

stelling volgt dat 



r(p(t)) = p(1) (6) 

voor iedere veelterm p(X) met niet-negatieve coefficienten. Daar de spec­

traalrad.ius r(s) een continue funk.tie vans is op A(t), volgt uit (5) en 

(6) 

sp = r(s)p (sEA(t)) • (7) 
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Zij p(X) een veelterm met niet-negatieve coefficienten. Omdat t equi­

begrensde machten heeft, is er een konstante D > 0 zo dat 

!ip(t)ll ~p(1)D. 

Volgens (6) kunnen we ook schrijven 

llp(t)ll ~r(p(t))D. 

Maar dan geldt ook 

llsll ~r(s)D (sEA(t)) (8) 

Stel SEA(t) en s2 = O. Dan volgt uit r(s) 2 = r(s2) = 0 dat r(s) = O. 

Volgens formule (8) is dan s = o. Dus A(t) is halfenkelvoudig (zie Lemma 

4.2). 

Stel sEA(t)n(-A(t)). Dan, volgens formule (7), 

r(s)p = sp , -r(s)p = -sp = r(-s)p = r(s)p 

Dus r(s) = O. Maar dan ook s = 0 (formule (8)). Dus A(t) is strikt. 

4.10 Bewijs van Stelling 4.5. Zij 0; tEB, en zij r(t) > O. Als 

dan geldt A(s) = A(t), r(s) = 1 en sent hebben dezelfde spectrale eigen­

schappen. Daaruit volgt dat Stelling 4.5 een direct gevolg is van de Stel­

ling 4.7 en 4.9 samen met Propositie 4.3. 
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4.11 Stelling. Zij A een kommutatieve halfalgebra; (0) in B. Dan is A 

lokaal kompakt en halfenkelvoudig als en alleen als er een idempotent p in 

A is zo dat 

(i) 

(ii) 

A = {p} $ Ap ; r 

Ap = (0) of Ap is lokaal kompakt, halfenkelvoudig en Ap = -Ap ; 

(iii) {p} = (0) of {p} is lokaal kompakt, halfenkelvoudig en strikt. 
r r 

Bewijs. Stel A is lokaal kompakt en halfenkelvoudig. Is A strikt, dan nemen 

we p = 0. Stel dus 

J = An(-A) ; (0) . 

Merk op dat J een gesloten ideaal is in A, en dat J een eindig dimensionale 

reele lineaire ruimte is. 

Zij M een minimaal gesloten ideaal in A. Omdat A halfenkelvoudig is, 

is er een idempotent eM; 0 in M (zie Stelling 2.7). Daar 

volgens Stelling 2.5 een delingshalfalgebra is, is er precies een idempo­

tent·; 0 in M. Dus eM is eenduidig bepaald. Als M1 en M2 twee verschillende 

minimale gesloten idealen zijn, dan volgt uit 

dat 

= 0 (9) 

Zij V de verzameling van alle minimale gesloten idealen van A die gelegen 

zijn in J. Op grond van Lemma 2.1 is V niet leeg. Daar J een eindig dimen­

sionale lineaire ruimte is, volgt uit (9) dat V eindig is. Dus 

p = l e 
MeV M 

is een wel gedefinieerde idempotent. Merk op dat 0 ; p€A. 
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Beschouw het gesloten ideaal I= {p} nJ. Als I ; (0), dan bevat I een 
r 

minimaal gesloten ideaal N. Merk op dat NeV. Daaruit volgt 

Contradictie, want eNeI. Dus 

I = {p} nJ = (0) 
r 

Als aeA, dan 

a - ape{p} , apeJ • 
r 

(10) 

( 11 ) 

I.h.b. geldt voor aeJ dat a - ape{p} nJ, en dus a= ap. Maar daaruit volgt 
r 

dat 

J = Ap 

en dus Ap = -Ap. Uit (10) en (11) volgt ook nog dat 

A = {p} 6l Ap 
r 

Het is verder gemakkelijk te controleren dat p de gewenste eigenschappen 

heeft. 

Het omgekeerde is triviaal. 

4.12 ~· Zij 0; teB. Dan is A(t) lokaal kompakt, halfenkelvoudig en 

A(t) = -A(t) 

als en alleen als o(t) een eindige verzameling is van enkelvoudige polen 

van t met 

o(t) n {aeR: a > O} = 0 . 

Bewi,js. Stel A(t} is lokaal kompakt, halfenkelvoudig en A(t) = -A(t). Daar 

t; O,is, volgens Propositie 4.3, r(t) > O. Zender bezwaar voor de alge­

meenheid mogen we aannemen dat r(t) = 1. Daaruit volgt dat de verzameling 



24 

2 A(t) = {t,t , ..• } 

voorwaardelijk kompakt is. Volgens Stelling 4.7 is 

Per cr ( t) = { Xrn ( t) : I X I = 1 } 

dan een verza.meling van enkelvoudige polen van t, en volgens Stelling 4.9 

geldt 

11HX€cr(t): Ix!= 1}, 

want A(t) is niet strikt. Het perifere spektrum van t bestaat dus uit enkel­

voudige polen van t en bevat geen positieve reele getallen. 

Zij q de spectrale idempotent behorende bij Per cr(t) en zij s = t - tq •. 

Als A€O(t)\Per cr(t), dan is X in cr(s) en X is een enkelvoudige pool van t 

als en alleen als X een enkelvoudige pool is van s. Het is dus voldoende om 

te bewijzen dat s de gevraagde spectrale eigenschappen hee~. 

Als s = O, dan is dit zeker het geval. Stel s ~ O. Dan is A(s) lokaal 

kompakt en halfenkelvoudig, want s€A(t). Verder is gemakkelijk in te zien 

dat 

A(s) = -A(s) • 

Daar de dimensie van de lineaire ruimte A(s) echt kleiner is dan die van 

A(t), volgt het bewijs dus door volledige inductie naar de dimensie van 

A(t). 

Nu omgekeerd. Uit Stelling 1.1 volgt direct dat A(t) lokaal kompakt 

is. Omdat 

waarbij cr(t)\{O} = {X 1,x2 , ••• ,Xr} en ei de spectrale idempotent is beho­

rende bij {X.}, is iedere s in A(t) van de vorm 
l. 

voor zekere a1,a2 , ••. ,ar in C. Daaruit volgt dat 



Maar dan impliceert s2 = 0 data. = 0 (i = 1, .•. ,r) en dus s = O. Volgens 
1 

Lemma 4.2 is A(t) dan enk.elvoudig. Blijft te bewijzen dat A(t) = -A(t). 

Omdat A(t) lokaal kompakt en halfenk.elvoudig is, is er volgens Stel­

ling 4.11 een idempotent pin A(t) zodanig dat 

A(t) = {p} ~ A(t)p 
r 

A(t)p = -A(t)p en {p} is een strikte halfalgebra. Het is voldoende om te 
r 

bewijzen dat {p}r = (0). Merk op dat 

A(t-tp) = {p}r 
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Als {p}r ~ (0), dan is A(t-tp) een strikte, lokaal kompakte, halfenk.elvou­

dige halfalgebra, want t-tp€A(t). Volgens Stelling 4.5 geldt dan 

0 < r(t-tp) € cr(t-tp) • 

Omdat p€A(t},is peen spectrale idempotent van t. Hetzelfde geldt dan voor 

e-p. Daaruit volgt dat cr(t-tp) c cr(t) u {O}, en dus 0 < r(t-tp) € cr(t). 

Contradictie, want 

cr(t)n{a€R: a > O} = ~ . 

Dus {p} = (0), en A(t) = A(t)p. Maar dan ook A(t) = -A(t). 
r 

4.13 Opgave. Bewijs Stelling 4.4. 

De Stellingen 4.4 en 4.5 zijn van de hand van M.A. Kaashoek en 

T.T. West (zie [5] en [6]). 

5. Irreducibele positieve operatoren 

In deze paragraaf is E een geordende reele Banachruimte, d.w.z., Eis 

reele Banachruimte met een gesloten positieve kegel K. We veronderstellen 
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altijd dat K f (0). De ordening in E wordt aangegeven met~, dus 

x ~ y <===> y-uK • 

5.1 Definitie. Een punt 0; yEK noemen we een guasi-inwendig punt van K 

als de verzameling 

[0,y] = {xEE: 0 ~ x ~y} 

een totale deelverzameling is van E. Als-de kegel K quasi-inwendige punten 

heeft, dan is 

E=K-K. 

We merken verder op dat ieder inwendig punt van K een quasi-inwendig punt 

is van K. Als het inwendige van K niet-leeg is, dan is het omgekeerde ook 

juist (zie [7], Exercise 10(b) van Chapter V). 

5,2 Propositie. Neem aan dat aan een der volgende voorwaarden voldaan is. 

(i) Het inwendige van K is niet-leeg; 

(ii) K is lokaal kompakt in de relatieve normtopologie; 

(iii) E is een Banachrooster. 

Als bovendien geldt dat iedere 0 ; xEK een quasi-inwendig punt is van K, 

dan is de lineaire ruimte E eendimensionaal. 

Bewijs. (i) Als int K, het inwendige van K, niet-leeg is, dan is ieder 

quasi-inwendig punt van K een inwendig punt van K. Volgens het gegeven 

geldt dus 

0 ; xEK ,... xEint K • 

Hieruit leidt men gemakkelijk af dat 

K = {au: a~ O} 

voor een 0 ; UEK. Dus K - K is eendimensionaal. Maa.r dan is 
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K - K = K - K = E , 

en dus is ook E eendimensionaal. 

(ii) Zij 

K' = {f€E': f(x) ~ O voor iedere x€K} . 

Neem 0 1 f€K 1 • Stel f(u) = 0 voor een 0 1 u€K. Daar f€K 1 volgt daaruit dat 

f(x) = 0 (xdO,uJ) • ( 1 ) 

Volgens het gegeven is [O,u] een totale deelverzameling van E. Dus (1) im­

pliceert dat f nul is op E. Contradictie. Dus 

f(u) > 0 (0 1 U€K) 

voor iedere f 1 0 in K'. 

Omdat Keen gesloten positieve kegel is, volgt uit de separatie­

stellingen voor konvexe verzamelingen dat K' 1 (0) en 

(2) 

Neem een vaste r0 1 0 in K'. Dan is 

een kompak.te konvexe basis van K. Zij f in K' , en zij 

Dan O .::_ µ < +oo en f - µf0 in K'. Als f 1 µf0 , dan is volgens het voorgaande 

(f - µf0 )(u) > o (0 1 U€K) , 

en er bestaat dus een e > 0 zo dat 

want X is kompak.t. Maar dan is f - (µ+e)f 0 in K'. Contradictie. Iedere f 
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in K' is dus een niet-negatief veelvoud van r0• Maa.r dan volgt uit (2) dat 

(3) 

Als r0{x) = o, dan geldt volgens (3) dat xeKn{-K). Dus x = O. De nulruimte 

van r0 is dus {O), maa.r dan moet dim E gelijk 1 zijn. 

{iii) Onderstel dat E een Ba.nachrooster is. Neem x en y in E. Dan geldt 

x - (xAy) ~ O , y - {xAy) ~ 0 

en 

X - {xAy) .L y - {xAy) • (4) 

Stel x - (v..y) r/; O. Merk op dat uit (4) volgt 

Z .L y - (xAy) (ze[O,x - (xAy)]) • (5) 

Daar volgens het gegeven [O,x-{xAy)] een totale deelverza.meling is van E, 

en daa.r de roosteroperaties in E kontinu zijn, volgt uit (5) dat 

y - (xAy) = O, en dus x ~Y· Is x - (xAy) = O, dan y ~ x. De ruimte Eis 

dus ~ineair geordend. Maar een lineair geordende, Archimedische Riesz­

ruimte is eendimensionaal (zie [7], Exercise 2 van Chapter V). Dus 

dimE=1. 

5.3 Definitie. Zij 

T: E + E 

een begrensde positieve lineaire operator op E. We noemen T irreducibel 

als er een A > r{T) is zo dat 

een qua.si-inwendig punt is van K voor iedere 0 r/; xeK. Hier is r{T) de 

spectraalradius van de reele lineaire operator T (zie Appendix 5,1). Merk 

op dat een irreducibele lineaire operator ongelijk de nuloperator is, want 

K r/; (0). 



5.4 Definitie. Een kegel K0 in E heet een volle deelkegel van K als 

(i) K0cK, 

(ii) uit o .::. x.::. k€K0 volgt x€K0 . 
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5.5 Propositie. Zij T een begrensde positieve lineaire operator ; 0 op E. 

Dan is T irreducibel als en alleen als iedere T-invariante volle deelkegel 

; (0) van K totaal is in E. 

Bewijs. Stel T is irreducibel. Zij K0 een T-invariante volle deelkegel 

; (0) van K. Neem O ; X€K0 • Dan 

y = T(A-T)-1x€Ko 

voor A > r(T). Er is een A > r(T) zo dat [O,y] een totale deelverzameling 

is van E. Maar [O,y]cK0 , want K0 is een volle deelkegel van K. Dus K0 is 

een totale deelverzameling van E. 

Nu omgekeerd. Zij 0 ; X€K. Definieer 

K = {z: 0 .::_ z .::_ nx voor een n€G}. 
x 

Dan is K een volle deelkegel ; (0) van K. 
x 

.Als Tx = O, dan volgt TK = (0). I.h.b. geldt K is T-invariant. Vol-
x x 

gens het gegeven is K dan een totale deelverzameling van E. Daar T nul is 
x 

op K volgt dan T is nul op E. Contradictie. Dus Tx ; O. 
x 

Neem A> r(T), en zij 

00 

= l _1 ~x 
n=1 An 

Daar 0 ; Tx€K, volgt 0 ; y€K. Merk op dat 

0 .::_Ty.::_ AY • 

Dus TK cK • Maar dan is K een T-invariante volle deelkegel # (0) van K. 
y y y 

Dus K is een totale deelverzameling van E. Daar 
y 

K = u IN n[O,y] , 
y n€ 
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volgt dat [O,y] een totale deelverza.meling is van E. Dus T is irreducibel. 

5.6 Opmerkingen. 1. Zij E een Riesz-ruimte, en zij I een ideaal in E. Dan 

is 

een volle deelkegel van K en 

I = K 
0 

(6) 

Omgekeerd, als K0 een volle deelkegel is van K, dan is I gedefinieerd door 

(6) een ideaal in E en K0 = InK. 

2. Zij E een reeel Banachrooster met positieve kegel K. Zij K0 een 

volle deelkegel van K, en zij I = K0 - K0 • Dan volgt uit de kontinuiteit 

van de roosteroperaties dat K0 een volle deelkegel is van K en dat 

I=K -K. 
0 0 

Hier duidt B de afsluiting aan van de verza.meling B. 

Uit het voorgaande volgt dat in E de afsluiting van een volle deel­

kegel. weer een volle deelkegel is. Bovendien, als K0 een gesloten volle 

deelkegel is van K, dan is het ideaal I = K0 - K0 een gesloten ideaal in 

E. Deze opmerkingen gekombineerd met Propositie 5.5 geven onmiddellijk de 

volgende stelling. 

5,7 Propositie. Zij T een begrensde positieve lineaire operator~ 0 op een 

reeel Banachrooster E. Dan is T irreducibel als en alleen als T alleen maar 

triviale T-invariante gesloten idealen heeft in E. 

5.8 Opmerking. Zij T een niet-negatieve nxn-matrix ~ O. Dan definieert T 

op natuurlijke wijze een lineaire operator op ~n, die we ook weer met T 

aangeven. Merk op dat Rn coordinaatsgewijs geordend een reeel Banachrooster 

is, en dat T een begrensde positieve lineaire operator~ 0 is. Uit Propo­

sitie 5,7 volgt dat de lineaire operator T irreducibel is als en alleen als 

de matrix T irreducibel is. 
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5,9 Definitie. Een lineaire operator 

T: E -+ E 

heet positief definiet als 

(0 ,,, X€K) . 

Als T positief definiet is, dan is Teen positieve lineaire operator. Merk 

op dat iedere irreducibele lineaire operator positief definiet is. Devol­

gende hulpstelling is een uitbreiding van aeze bewering. 

5.10 ~· Als Ten S begrensde positieve lineaire operatoren.; 0 zijn op 

E met 

TS - ST~ 0 , 

en als T irreducibel is, dan is S positief definiet. 

Bewijs. Zij K0 = {x€K: Sx = O}. Dan is K0 een volle deelkegel van K. Daar 

TS - ST ~ O, is 

STx .::_ 0 

Anderzijds is STx ~ 0 voor iedere x in K0 , want K0~K. Dus STx = 0 voor 

iedere x in K0 • Daaruit volgt TK0cK0 • Maar T is irreducibel. Dus K0 = (0) 

of K0 is een totale deelverzameling van E (zie Propositie 5,5), Het laatste 

impliceert S = O, en leidt dus tot een contradictie. Dus K0 = (0) en S is 

positief definiet. 

5.11 Lemma. Zij Teen irreducibele en zij Seen positief definiete be­

grensde lineaire operator op E met TS .::_ S. Dan is S irreducibel. 

Bewijs. Zij K0 een volle deelkegel .; (0) van K invariant ender S. Zij 

Dan is K1 een volle deelkegel van Ken SK0cK1cK0• Omdat TS .::_ S, is TK1cK1• 

Maar T is irreducibel. Dus K1 = (0) of K1 is een totale deelverzameling 

van E. 
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Als K1 = (0), dan SK0 = (0). Omdat S positief definiet is, volgt daar­

uit K0 = (0). Contradictie. Dus K1 is een totale deelverzameling van E, 

maar dan geldt hetzelfde voor K0• Daaruit volgt dat S irreducibel is (zie 

Propositie 5.5). 

5.12 Propositie. Zij Peen irreducibele begrensde positieve projektie op 

E. Dan is dim PE= 1, als aan een der volgende voorwaarden is voldaan. 

(i) Het inwendige van K is niet-leeg; 

(ii) P is een kompakte lineaire operator; 

(iii) E is een reeel Banachrooster. 

Bewijs. Zij F = PE, en zij L = PK. Dan is F een reele geordende Banachruim­

te met gesloten positieve kegel L. Uit het gegeven volgt dat Px een quasi­

inwendig punt is van K voor iedere x; 0 in K. I.h.b. geldt dan dat iedere 

x ; O in L een quasi-inwendig punt is van L. Merk nu op dat (i) impliceert 

dat het inwendige van L niet-leeg is, dat (ii) impliceert dat L lokaal 

kompakt is, want dim F < +co in dat geval en dat ui t (iii) volgt dat F een 

reeel Banachrooster is, Het te bewijzene is dus een direct gevolg van 

Propositie 5,2, 

·we zijn geinteresseerd in de spectrale eigenschappen van een irredu­

cibele lineaire operator T, d.w.z., we hebben belangstelling voor de spec­

trale eigenschappen van de kompleksifikatie Tc van T (zie Appendix 5.1), 

Merk op dat Tc een element is van de Banachalgebra L(Ec). 

5,13 Stelling. Zij Teen irreducibele begrensde positieve lineaire ope­

rator op E. Dan is de halfalgebra A(Tc) halfenkelvoudig en strikt. 

Bewijs: We bekijken eerst A(T), de gesloten halfalgebra voortgebracht door 

Tin L(E). Neem Sin A(T). Daar S de uniforme limiet is van polynomen in T 

met niet-negatieve coefficienten, is S een begrensde positieve lineaire 

operator op E. Dus A(T) is een halfalgebra van positieve lineaire operato­

ren. Daaruit volgt dat A(T) strikt is. 

Neem S; 0 in A(T). Daar S kommuteert met T volgt uit Lemma 5,10 dat 

S positief definiet is. Neem 0 ; x£K. Dan 0 ; Sx£K, en dus ook 0 ; s2x£K. 

Daaruit volgt s2 ; O. Dus A(T) is halfenkelvoudig. 



Dat A(Tc) ook strikt en halfenkelvoudig is, volgt nu direct door op 

te merken dat 

5.14 Hulpstelling. Zij teen element~ 0 in een Banachalgebra B. Neem 

aan 

(i) A(t) is strikt en halfenkelvoudig; 

(ii) Per cr(t) c Pol cr(t). 

Dan is A(t) lokaal kompakt. 
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Bewijs. Als r(t) = O, dan volgt uit het gegeven dat t nilpotent is. Daar 

A(t) halfenkelvoudig is, impliceert dit t = 0 (zie Lemma 4.2). Volgens het 

gegeven is t ~ O, en dus moet r(t) > 0 zijn. Zender bezwaar voor de alge­

meenheid mogen we aannemen dat r(t) = 1. Zij p de spectrale idempotent 

behorende bij de spectrale deelverzameling Per cr(t). Merk op dat r(tp) = 
en r(t(e-p)) < 1. Zij verder B0 de gesloten deelalgebra van B voortge­

bracht door tp. Uit het gegeven volgt dat B0 eindig dimensionaal is (zie 

Appendix 1.17). 

We zullen eerst bewijzen dat t equi-begrensde machten heeft. Uit het 

ongerijmde. Stel er is een deelriJ' {n.} van de rij der natuurlijke getal-
. 1 n. 

len zo dat 11 t 1 11 + +oo voor i + +00 • Zij 

( i = 1 ,2' ... ) . 

Daar r(t(e-p)) < 1 volgt 

tn(e-p) = {t(e-p)}n + 0 (n + "") • 

Dus s.(e-p) + 0 voor i + +oo, De rij {s.p} is een begrensde rij in de eindig 
1 1 

dimensionale Banachalgebra B0 • De rij {sip} heeft dus een convergente deel-

rij. Door over te gaan op deze deelrij, mogen we aannemen dat de rij {s.p} 
1 

een limiet heeft, zeg q. 

Merk op dat q€B0• Verder volgt uit 

s. = s.(e-p) + s.p + q 
1 1 1 

(i + +co) (7) 

In Hulpstelling 5.14 is de voorwaarde A(t) is halfenkelvoudig overbodig. Het 
bewijs van deze bewering verschijnt elders. 
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n· 
dat q£A(t). Daar r(tp) = 1, volgt r(t 1 p) = 1, en dus 

r(s.p) = --1---
1 n. 

I It 1 11 

n. 
r(t 1 p) -+ 0 (i .... +ao) • 

Daaruit volgt r(q) = O. Daar q£B0 en dim B0 < +ao, impliceert dit dat q nil­

potent is. Maar q£A(t) en A(t) is ha.lfenkelvoudig, Dus q = o. Volgens for­

mule (7) geldt dan lim s. = O. Contradictie, want lls.11 = 1 (i = 1,2, ... ). 
1 1 

De rij {tn} is dus uniform begrensd. 

Daar t equi-begrensde machten heeft, -geldt voor IAI > r(t) = 1 dat 

voor een zekere constante D. Daaruit volgt echter dat iedere pool in het 

perifere spektrum van t enkelvoudig is. In ons geva.l geldt dus 

Per a(t) = {A£a(t): IAI = r(t) = 1} 

is een verzameling van enkelvoudige polen van t. Uit Stelling 4.7 volgt dan 

dat pd(t) • 

. Merk nu op dat tpd(t)nB0 • Dus A(tp) is lokaa.l kompak.t, strikt en ha.lf­

enkelvoudig. Volgens Stelling 4.9 geldt dan 1£a(tp). Daar a(tp)ca(t)u{O}, 

volgt daaruit 1£a(t). Maar dan is A(t) lokaal kompak.t volgens Stelling 1.1. 

5,15 Stelling. Zij Teen irreducibele begrensde positieve lineaire opera~ 

tor op de geordende reele Banachruimte E. Als 

Per a(T) c Pol a(T) , 

dan is A(T0 ) lokaa.l kompak.t, ha.lfenkelvoudig en strikt, en dus 

(i) O < r(T)£a(T), 

(ii) Per a(T) is een verzameling van enkelvoudige polen van T. 

Bovendien is de spectra.le projektie behorende bij de pool r(T) de komplek­

sifikatie van een irreducibele begrensde positieve projektie P met 

Pd(T) • 



35 

Dus r(T) is een eigenwaarde behorende bij een positieve eigenvektor. De bij 

r(T) behorende eigenruimte is eendimensionaal als aan een der volgende 

voorwaarden is voldaan. 

(j) Het inwendige van K is niet-leeg, 

(jj) T is een kompakte lineaire operator met een positieve spectraal-

radius, 

(jjj) Eis een Banachrooster. 

Bewijs. Uit 5,13 en 5.14 volgt dat A(Tc) lokaal kompakt, halfenkelvoudig 

en strikt is. We kunnen dan Stelling 4.5 gebruiken om de punten (i) en (ii) 

te bewijzen. 

Zonder bezwaar voor de algemeenheid mogen we verder aannemen dat 

r(T) = 1. Zij Q de spectrale projektie bij r(T). Uit Stelling 4.7 volgt dat 

Q =Pc, waarbij Pde uniforme limiet is van de rij 

(n = 1,2, ••. ) 

Merk op dat P€A(T) en P is een begrensde positieve projektie op E. Daar P 

kommuteert met T volgt uit Lemma 5.10 dat P positief definiet is; daar 

TP = P volgt uit Lemma 5.11 de irreducibiliteit van P. Uit TP =Pen P 

positief definiet volgt ook nog de existentie van een positieve eigenvector 

bij r(T) = 1. De bij r(T) behorende eigenruimte is PE. We kunnen Propo­

sitie 5.12 gebruiken om te bewijzen dat dim PE= 1 als aan een der voor­

waarden (j), (jj), (jjj) is voldaan. Daarbij zij opgemerkt dat (jj) impli­

ceert dat P kompakt is. 

5.16 Opmerkingen. 1. Stelling 5.15 is voor kompakte operatoren bewezen 

door F.F. Bonsall en B.J. Tomi'U.k [2]. De hier gegeven uiteenzetting volgt 

in grote lijnen §4 in [2]. 

2. Als het inwendige van K niet-leeg is of als T een kompakte lineaire 

operator is, dan kan in het algemeen zonder extra voorwaarden Stelling 5.15 

niet verscherpt worden (zie Satz 3,3 in [4J); dit is wel het geval als E 

een Banachrooster is (zie bijvoorbeeld §6 in hoofdstuk III van deze 

Syllabus). 
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Hoofdstuk II 

Positieve Operatoren 

door 

H. Bart en H. Pijls 

Notaties 

Zij E een lineaire ruimte over ~. Dan zal E0 de reele restrictie van E 

zijn, d.w.z. E0 is de ruimte E opgevat als lineaire ruimte over R. 

Zij E een lineaire ruimte over R. Dan zal Ee de complexificatie van E zijn 

(zie Appendix 5.1). 

Zij E een Banachruimte of een lokaal convexe Hausdorff-ruimte (l.c.r.) 

over R of over ~. 

We gebruiken de volgende notaties: 

E' 
o(E,E') 

o(E 1 ,E) 

S(E',E) 

de duale ruimte van E ; 

de zwakke topologie op E (de topologie van puntsgewijze conver­

gentie op E') ; 

de zg. zwak*"-topologie op E' (de topologie van puntsgewijze con­

vergentie op E) ; 

de sterke topologie op E'(de topologie van uniforme convergentie 

op begrensde verza.melingen van E) ; 

E voorzien van de o(E,E')-topologie 

E' voorzien van de o(E',E)-topologie ; 

E' voorzien van de S(E',E)-topologie. 
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1. Geordende lokaal convexe ruimten 

1.0 In deze paragraaf is E steeds een reele Banachruimte of een reele 

lokaal convexe Hausdorff ruimte (l.c.r.). Verder is K steeds een kegel in 

E, d.w.z. er geldt: 

(i) aK c K (a~ 0), 

(ii) K + K c K, 

(iii) K n (-K) = {0}, 

De kegel K induceert op E een partiele ordening, welke gedefinieerd wordt 

door: def 
x .::_y ~ y - x.:: K. 

Met deze ordening is E een geordende vectorruimte met positieve kegel K 

(zie [6], Ch.1, §1). 

1.1 Definitie. De ruimte E heet een geordende Banachruimte (geordende 

l.c.r.) als K gesloten is in E. 

1.2 Definitie. De kegel Kc E heet 

- voortbrengend als K - K = E 
- totaal als K - K dicht is in E , 

- ruimtelijk als K niet-leeg inwendige bezit. 

1 • 3 Proposi tie • 

(i) K ruimtelijk ~K voortbrengend 

(ii) K voortbrengend ~K totaal. 

Bewi,js. Tri viaal. 

1.4 Definitie. Een lineaire f'unktionaal fop E heet positief indien 

f(x) ~ 0 voor alle x .:: K. De verzameling van alle continue positieve 

lineaire funktionalen op E geven we aan met K', dus 

K' = {f .:: E' I f is positief}, 



1 • 5 Er geldt : 

(i) aK' c K'(a ~O), 

(ii) K' + K' c K'. 

Hoewel K' geen kegel hoe~ te zijn, noemen we K' toch de duale kegel. 

1.6 Stelling. 

(i) K totaal~K' is een kegel ; 

(ii) Kis eenkegel<===>K' -K' is dicht inE' 
0 

Bewi,js. 

(i) Zij K totaal. Stel f EK' n (-K'). Dan is f(x) = 0 voor alle x EK. 

Daar f continu is, volgt hieruit dat f(x) = 0 voor alle x E K-K =E. 

Dus f = O. Dus K' is een kegel. 

Omgekeerd, zij K' een kegel. Zij f e E' nu z6 dat f(x) = 0 voor alle 

x E K-K. Dan is f EK' n (-K'). Dus f = O. De bewering volgt nu uit de 

stelling van Hahn-Banach (zie [1], 21.8). 

(ii) Zie [6], Ch.2, 1.19. 

1.7 Definitie. Een verzameling Uc E heet vol als 

39 

De kleinste volle verzameling die U omvat heet het volle omhulsel van U; 

notatie: [ U]. 

1.8 Opmerking. Er geldt: [U] = (U+K) n (U-K). Hieruit volgt: U absoluut 

convex ~[U] absoluut convex. 

1.9 Definitie. Zij +de topologie van E. De kegel Kc E heet norms.al in 

E (of: normaal m.b.t. de topologie 1) als E een nulomgevingbasis van volle 

nulomgevingen bezit. 

A.ls K normaal is in E (normaal m.b.t. de topologie o(E,E')) dan heet K 
0 

~ normaal. 
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1.10 Opmerking. Op grond van 1.8 zijn de volgende beweringen equivalent: 

(i) K is normaal in E 

(ii) E bezit een nulomgevingsbasis van absoluut convexe volle nulomge-

vingen. 

1.11 Definitie, Een halfnorm pop E heet monotoon als 

0 .::_ x .::_ y ==}p(x) .::_ p(y). 

1.12 Stelling. ([7], V, 3.1). Zij E een i.c.r. en zij Keen kegel in E. 

Dan zijn de volgende beweringen equivalent: 

(i) K is norms.al in E 

(ii) er bestaat een nulomgevingsbasis 7Jl in E zo dat voor iedere U E 1Jt, 

geldt: 

0 .::_ y .::_ x, X E U ~y € U 

(iii) er bestaat een stelsel monotone halfnormen op E dat de topologie op 

E voortbrengt. 

Bewi,js. 

(i)~(ii). Triviaal. 

(ii)~(i). Zij u1 E /tt. Dan bestaat er een u2 E ?Jl met u2 + u2 c U1• Ver­

der bestaat er een nulomgeving u3 met u3 - u3 c u2• Beschouw nu V = [U3J. 

Dan is V een volle nulomgeving. En er geldt: V c u1 • Imm.ers, als z E V, dan 

bestaan er x, y € u3 met x .::.. z .::.. y; maar dan is 0 .::.. z - x .::.. y - x € u2 

en dus z - x € u2 ; dus z € u 1. 

(i)~(iii). Uit 1.10 volgt dat E een nulomgevingsbasis 7Jl van absoluut 

convexe volle nulomgevingen bezit. Zij, voor U E ?Jt, Pu de Minkowski­

funktionaal van U, d.w.z. 

p (x) = inf{A I A.::._ O, x E AU} (x EE). 
u 

Dan is Pu een halfnorm op E. Daar U vol is, volgt dat Pu monotoon is. Hier­

ui t volgt de bewering. 

(iii)====7>(ii). Zij peen monotone halfnorm op E en zij U = {x E Elp(x) < £} 
£ 

(£ > 0). Dan geldt: 



0.:::.. y.:::.. x, x € u ===:;y € u 
e: e: 

Hieruit volgt de bewering. 

1.13 Propositie. Zij (E, I I .I I) een genormeerde lineaire ruimte en zij K 

een kegel in E. Dan zijn equivalent: 

(i) K is normaal in E, 

(ii) ] y > 0 z6 dat 0 .:::_ x .:::_ Y ==?I lxl I-:::_ Y I IYI I· 
Bewijs. Zie [6], Ch.2, 1.7. 
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1.14 Propositie. Zij E een l.c.r. en zij Keen normale kegel in E. Dan is 

iedere orde-begrensde verza.meling begrensd in E. 

Bewijs. Zij 'lit een nulomgevingsbasis bestaande uit absoluut convexe volle 

nulomgevingen. Zij Been orde-begrensde verzameling, i.e. B c {zlx·:::_ z .:::_ y} 

voor zekere x, y € E. Als U t::: Vi, dan bestaat er een A > 0 met x, y € AU. 

Daar U vol is, volgt hierui t dat B c AU. 

1.15 Lemma. Zij E een geordende lineaire ruimte met positieve kegel K. Zij 

p een sublineaire :funktionaal op E, d.w.z. 

p(ax) = a p(x) (a ~ O, x € E) 

en p(x+y) .:::_ p(x) + p(y) (x,y € E). 

En zij q een superlineaire funktionaal op K, d.w.z. 

q(ax) = a q(x) (a ~ O, x € K) 

en q(x+y) ~ q(x) + q(y) (x,y € K). 

Als q(x) .:::_ p(x) voor alle x t::: K, dan bestaat er een lineaire funktionaal h 

op E z6 dat 

q(x) .:::_ h(x) voor alle x € K 

en h(x) :::_p(x) voor alle x t::: E. 
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Bewijs. Voor x E K, y E E geldt: q(x) ~ p(x+y) + p(-y); dus -p(-y) ~ 

~p(x+y) - q(x). Zij 

def 
r(y) = inf (p(x+y) - q(x)) • 

XEK 

Men gaat gemakkelijk na da.t r een sublineaire funktionaal is. Op grond 

van de stelling van Hahn-Banach ( zie [ 1], 21. 1) besta.at er een lines.ire 

funktionaal h z6 dat 

h(y) ~ r(y) voor alle y E E. 

Daar r(y) ~ p(y) (y E E) 

en r(-x) ~ -q(x) (x EK), 

volgt de bewering. 

1.16 Stelling. Zij E een l.c.r. en zij Keen kegel in E. Dan geldt: 

K normaal in E ==> K' voortbrengend in E' • 

Bewi,js. Zij f E E' • Daar f continu en K norma.al is , bes ta.at er een continue 

monotone halfnorm p op E z6 dat 

( 1) f(x) ~p(x) voor alle x EE 

(zie 1.12). Definieer nu q: K + R door 

def 
(2) q(x) = sup f(z) (x E K) ; 

O<z<x 

deze defini tie is zinvol want op grond van 1.14 is {f( z) I 0 ~ z ~ x} be­

grensd in R. Uit (2) volgt: 

(3) 0 ~ q(x) en f(x) ~ q(x) voor alle x E K. 

Daar p monotoon is, volgt uit (1) en (2) dat 

q(x) ~ p(x) voor alle x E K. 
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Gemak.kelijk gaat men na dat de :f'unktionaal q superlineair is op K. Op grond 

van 1.15 bestaat er dan een lineaire :f'unktionaal hop E z6 dat 

(4) q(x) .::_ h(x) voor alle x i; K 

(5) en h(x) .::_ p(x) voor alle x i; E. 

Uit (3) en (4) volgt: 

h(x) > O en h(x) .::_ f(x) voor alle x i; K. 

Uit (5) volgt: 

h i; E' 

Dus f = h-(h-f), waarbij h i; K' en h-f i; K'. 

1.17 Stelling. Zij E een l.c.r. en zij Keen kegel in E. Dan geldt: 

K' voortbrengend in E' ==> K zwak normaal. 

Bewi,j s. Ieder element f i; E' definieert een halfnorm ~ op E: 

def 
= I r<x> I (x i; E). 

Het stelsel halfnormen {qflf i; E'} brengt de topologie o(E,E') voort. Als 

nu f i; E', dan is f te schrijven als f = g - h met gen hi; K'. Hieruit 

volgt dat het stelsel {qhlh i; K'} reeds de topologie o(E,E') voortbrengt. 

Maar als hi; K', dan is de halfnorm qh monotoon. De bewering volgt nu uit 

1. 12. 

1.1'8 Stelling. ([7], V, 3,3 Cor.3). Zij E een l.c.r. en zij Keen kegel in 

E. Dan geldt: K zwak normaal ~ K' voortbrengend in E'. 

Bewijs. Dit volgt uit 1.17 en 1.16 en het feit dat (E')' = E (zie [7], IV, 
0 

1. 2). 

1.19 Gevolg. Zij E een l.c.r. en zij Keen kegel in E. Dan geldt: 

K normaal ~ K zwak normaal. 

Bewijs. Dit volgt uit 1.16 en 1.18. 
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1.20 Opmerking. Zij E een l.c.r. over C en zij Keen kegel in E. 

Een lineaire funk.tionaal f op E heet positief (m.b.t. de kegel K) als 

Re f(x) > 0 voor alle x E K. De verzameling 

K' = {f E E' I f is positief} 

heet weer de duale kegel. 

De reele restrictie van E resp. E' geven we aan met E0 resp. (E 1 ) 0 • 

De kegel K heet normaal als K normaal is in E0 ; K heet zwak normaal als K 

normaal is in (E0 ) 0 • 

Als f EE', dan is Ref E (E0 )• en er geldt: 

f(x) = Re f(x) - i Re f(ix) (x E E) 

(zie [7], I, 7.1). De afbeelding f i+ Ref blijkt dan een (algebraisch) 

isomorfisme van (E 1 ) 0 op (E0 )• te zijn (zie [7], I, 7.2). Onder dit iso­

morfisme gaat K' over in 

C:= {g e (E0 )• I g(x) ~ O Yx e K} 

merk op dat C de duale kegel van Kin (E0 )• is. 

Uit. (*) volgt verder dat cr(E,E')-topologie sa.menvalt met de cr(E0 ,(E0)•)­

topologie; de kegel K is dus zwak normaal dan en slechts dan als K normaal 

is in (E0)0 • 

Met behulp van deze opmerkingen bewijst men gemakkelijk dat 1.18 en 1.19 

ook gelden in het geval dat E een l.c.r. over C is. 

1.21 Definitie. Zij E een l.c.r. en zij Keen kegel in E • Als d' een col­

lectie van begrensde verzamelingen in E is, dan heet K een 'j' -kegel (resp. 

strikte ::! -kegel) als voor iedere S e ':f een S' E 'j' bestaat zo dat 

S c S' n K - S' n K (resp. S c S' n K - S' n K). 

Als :f de collectie van alle begrensde verza.melingen van Eis, dan spreken 

we van een b-kegel (resp. strikte b-kegel). 
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1.22 Stelling ([6], Ch.2, 1.14). Zij (E, I I .I I> een Banachruimte en zij 

K een kegel in E. Dan geldt: K voortbrengend ~K is een b-kegel. 

Bewijs. Voor r > O definieren we: 

B = {x I llxll ~r} r 

en C = B n K - B n K. 
r r r 

Als K voortbrengend is, dan geldt: 

E = u c 
n 

Op grond van de stelling van Baire bestaat er een n e ~ zo dat het inwen-

dige van c niet leeg is. Daar c absoluut convex is, l.S 0 een inwendig 
n n 

punt van c n; dus voor zekere r > 0 geldt: B c c . Hieruit volgt de bewe-
r n 

ring. 

1. 23 Laten E en F l. c .r. zi.Jn. Zij lzi een collectie van begrensde verzame­

lingen in E. Onder de 'f -topologie op L(E,F) verstaan we de topologie 

van uniforme convergentie op verzamelingen uit :J . 
Als Q = {q la e A} een stelsel halfnormen op F is dat de topologie op F' 

a 
voortbrengt, dan wordt de :J -topologie voortgebracht door het stelsel half-

normen {p 8 ia e A, S e ~} waarbij 
a, 

def 
= sup q (Tx) 

xeS a 
(T e L(E,F)), 

Als het lineair omhulsel van U {S I S e J'} dicht is in E, dan is de J -
topologie op L(E,F) Hausdorffs (zie [7], III, 3.2). 

1.24 Definitie. Zij E (resp. F) een geordende lineaire ruimte met positie­

ve kegel K (resp. L). Een lineaire afbeelding T : E + F heet positief in­

dien T(K) c L. 

1.25 Propositie. Zij E (resp. F) een geordende l.c.r. met positieve kegel 

K (resp. L) (zie 1.2). Zij T : E + F een continue positieve lineaire 
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a.fbeelding. Zij T' 

T'(L') cK'. 

Bewij s • Tri viaal. 

F' -+ E' de geadj ungeerde a.~eelding. Dan geldt: 

1.26 Stelling. Zij E (resp. F) een geordende 1.c.r. met positieve kegel K 

(resp. L). Zij 

K ={TIT E L(E,F), T(K) c L} 

de verza.meling van alle continue positieve lineaire af'beeldingen van E in 

F. Dan geldt: 

K is een kegel ~K is totaal. 

Bewijs. Zie [7], V, 5.1. 

1.27 Stelling. Zij E (resp. F) een geordende 1.c.r. met positieve kegel K 

(resp. L). Zij 'f een collectie van begrensde verza.melingen in E met 

U{S I S E :f } = E. Dan is 

K = {T I TE L(E,F), T(K) c L} 

gesloten in de ':f -topologie op L(E,F). 

Bewijs. Zie [7], V, 5.1. 

1.28 Stelling ([7], V, 5.2). Zij E (resp. F) een geordende l.c.r, met po­

sitieve kegel K (resp. L). Zij 'j een collectie van begrensde verzameling­

en in E zo dat het line air omhulsel van U {S I S E ~} dicht is in E. Als 

Keen J -kegel is en als L normaal is m.b.t. de topologie op F, dan is 

K = {T IT E L(E,F), T(K) c L} 

een normale kegel in L(E,F) m.b.t. de ~ -topologie. 

Bewi,js. Daar K een ~ -kegel is, is K totaal. Ui t 1. 26 volgt dat K een ke­

gel is. Daar L normaal is bestaat er een stelsel {qaja E A} van monotone 

halfnormen op F dat de topologie van F voortbrengt. Voor a E A en S E 'f 

definieren we 



~.s = sup 
xt:SnK 

q (Tx) 
Q 
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(T t: L(E,F)). 

Da.a.r K een ':! -kegel is, brengt het stelsel halfnormen {q SI a € A, S € ~} 
a, 

de '.f -topologie op L(E,F) voort. Daar iedere q monotoon is, is ook 
Q 

iedere q S monotoon. Uit 1.12 volgt dan het gestelde. 
a, 
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2. De stelling van Pringsheim 

2.0 In deze paragraaf' is E een l.c.r. over IC die ri,jvolledig is. 

2.1 Definitie. Zij n een niet-lege open deelverzameling van de Riemann-bol 

C u { 00}. Een funktie f : 0 + E heet 

- analytisch in een punt z0 e n (z0 + 00 ) als lim f(z+h) - f(z) 
h+O h 

bestaat voor alle z in een zekere omgeving van z0 , 

- anaiytisch in het punt 00 (als 00 e n) als 1 = lim f(z) 
z+oo 

bestaat en als de funktie g, gedefinieerd door 

g(z) = 
r(l) als z + o 

z 

1 als z = 0 

analytisch is in het punt O, 

- lokaal -analytisch op n, als f anal:ytisch is in ieder punt van n. 

2.2 Stelling. Zij E een rijvolledige l.c.r. over ~ en zij (an):=o een riJ 

elementen in E. Er bestaat dan een getal R, 0 .::_ R .::_ 00 , z6 dat de macht-
oo 

reeks l ~ zn convergeert als jzj < Ren divergeert als jzj > R. Er geldt: 
n=O 

R = sup{r E R I ( n) 00 

anr n=O is begrensd in E} • 

Het getal R heet de convergentiestraal van de machtreeks en de cirkel 

lzl = R heet de convergentiecirkel. Binnen de convergentiecirkel stelt de 

machtreeks een anal:ytische funktie voor. 

Bewijs. Dit verloopt geheel analoog aan dat voor het geval E = IC (zie [2], 

p. 498 en 499). 



2.3 Stelling ([2], p.500). Zij E een rijvolledige l.c.r. over IC en zij 

(&n):=o een rij elementen in E. Als f e E', dan geven we met Rf aan de 
QO 
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convergentiestraal van de machtreeks I f(a ) zn. Als R de convergentie-
00 n=O n 

straal van de machtreeks I a zn is, dan geldt: 
n=O n 

R = inf 
feE' 

Bewi,js. Op grond van 2.2 geldt: 

R = sup{r e R I (a rn) is begrensd in E} • 
n 

Nu geldt: een verzameling B c E is begrensd in E dan en slechts dan als B 

begrensd is in E (zie [7], IV, 3.3). 
cr 

Dus 

R = sup{r e IR 

= sup{r e IR 

I (a rn) is cr(E,E')-begrensd} 
n 

I V f e E' is (f( a )rn) begrensd}. 
n 

Hieruit is gemakkelijk af te leiden: 

En dus 

R = inf 
feE' 

sup{r e R I (f(a )rn) is begrensd}. 
n 

R = inf 
feE' 

2.4 Gevolg. Ook geldt: R = inf R 
re(Eo)' r 

(hierin is E0 de reele restrictie van E). 

Bewi.is. De cr(E,E')-topologie valt samen met de cr(E0,(E0 ) 1 )-topologie (zie 

1.20), Het gestelde volgt hiermee uit het bewijs van 2.3. 
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2.5 Stelling. Zij E een rijvolledige l.c.r over C en zij n een niet-lege 

open deelverza.meling van de Riemann-bol. Zij verder f : n -+ E een loka.al 

analytische funk.tie. Als z0 E n, dan is f om het punt z0 in een machtreeks 

te ontwikkelen; de convergentiestraal van deze machtreeks is gelijk aan de 

straal van de grootste cirkel met middelpunt z0 , tot op het inwendige waar­

van f een analytische voortzetting ~ bezit; binnen de convergentiecirkel 
'V 

convergeert de machtreeks naar f(z). 

Bewi.js. Zie [ 7J, IV, Exercise 39. 

2.6 Gevol.g. Op de convergentiecirkel van een machtreeks (met waarden in 

een rijvolledige l.c.r.) ligt steeds een singulier punt. 

We zullen nu het vectorwaardig analogon van de volgende stelling van Prings­

heim bewijzen. 

00 

2.7 Stelling (Pringsheim). Zij gegeven de machtreeks f(z) = l 
n=O 

a zn. Als 
n 

a > 0 (n = 0,1,2, .•• ) en als R de convergentiestraal van deze machtreeks 
n-

is, dan heeft f(z) een singulier punt in z = R. 

Bewijs. Zij 0 ::_ p < R. Ontwikkelen we f(z) om het punt z = p in een macht­

reeks, dan krijgen we 

00 

(*) l b (z-p)n, 
n=O n 

b = -1 f(k) 
00 

waarbij ( p) l (n) n-k (k 0,1,2 •.. ). = anp = 
k k! n=k k 

Als r de convergentiestraal van(*) voorstelt, dan is zeker r ~R-p. Om 

nu te bewijzen dat z = R een singulier punt van f(z) is, is het voldoende 

om aan te tonen dat r ::_R-p. 
00 

Zij Reia(O ::_a < 2n) een singulier punt van l 
machtreeks : 

n=O 

00 

l 
n=O 

( ia)n 
C Z-P e , 

n 

a 
n 

n z • Beschouw nu de 
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waarbij 
00 

(n) n-k i(n-k)a 
k anp e (k=0,1,2, ... ) . l 

n=k 

De eonvergentiestraal van deze maehtreeks is dan preeies gelijk aan R-p. 

Daar a > 0 is, is le I < b (n=0,1,2, ..• ) Hieruit volgt: 
n - n - n 

1 1; 1/ 
~- = lim sup le I n < lim sup b n < 
R-p n-+<><> n - n7oo n - r 

Dus r < R-p. 

2.8 Stelling ([7], App. 2.1). Zij E een l.e.r. over C die rijvolledig is. 

Zij Keen kegel in Edie zwak normaal is (zie 1.20). Zij a € K (n=0,1,2, •• ). 
oo n 

Stel dat de eonvergentiestraal van de maehtreeks l a zn gelijk is aan 1. 
n=O n 

Dan geldt: 

(i) de analytisehe funktie die binnen de eenheidseirkel door deze.maeht-

reeks wordt voorgesteld hee~ een singulier punt in z = 1; 

(ii) als deze singulariteit een pool is, dan heeft deze maximale orde 

ender de polen op lzl = 1. 
00 

Bewi,js. Voor lzl < 1 definieren we: f(z) = l 
n=O 

a n 
n 

z • 

Zij 0 ::._ p < 1. Ontwikkelen we f(z) in een maehtreeks om het punt z = p, 

dan krijgen we 

00 

l 
·n=O 

waarbij bk= 

b (z-p )n , 
n 

(k = 0,1,2, ••• ); zij r de eonvergentiestraal 

van deze maehtreeks. 

Zij E0 de reele restrietie van E. Als f € (E0 )•, dan geven we met Rf (resp. 

rf') de eonvergentiestraal aan van de maehtreeks 

00 00 

l f(a )zn (resp. 
n=O n 

Uit 2.4 volgt: 
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( 1) 

Daar K zwak normaal is, is 

C:= {f € (E0)• I f(x) ~ o voor alle x € K} 

voortbrengend in (E0)• (zie 1.18 en 1.20). 

Hieruit volgt: 

(2) R = inf Rf 
f f€C 

Voor f € C is f(a) > 0 (n = 0,1,2, ••• ). Op grond van 2.7 volgt dan 
n 

(3) 

Combineren we (1), (2) en (3), dan vinden we r = 1..p. Dit betekent (zie 

2.5) dat z = 1 een singulier punt is. 

Laten we aannemen dat de singulariteit z = 1 een pool va.n orde k is. A1s 

~ = eie een punt van de eenheidscirkel is en als z = t~, 0 ~ t < 1, dan is 

lim f( I z I) I z-~ Ip = 0 
t+1 

voor iedere p > k· Daar K zwak normaal is, volgt (zie 1.12) dat 

m m 

(1-t)P l (tn cos ne)a en (1-t)P l (tn sin ne)a 
~ n ~ n 

voor iedere p > k naar O convergeren in E0 als t + 1, 

(want: O ~ (tncos ne)an + lzln an~ 2lzln an en 

0 ~ (tnsin ne)an + lzln an~ 2jzln an ). 



Dus voor iedere p > k convergeert f(z) lz-~lp naar 0 in E als t t 1. 
a 
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Hieruit volgt dat, voor p > k, · {f(z) lz-~lp I 0 < t < 1} begrensd is 

in E , en dus ook in E (zie [7], IV, 3.3). 
a 

H. ·t 1gt d t k o r<z> I z "lp+e: o t ierui vo a , voor p > en e: > , .... naar convergeer 

in E als t t 1. 

Stel nu dat ~ een pool van de orde m is, dan volgt uit het bovenstaande 

dat m < k. 
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3. Positieve operatoren 

3.0 In deze paragraaf is E steeds een reele geordende Banachruimte of een 

geordende lokaal convexe ruimte (l.c.r.) met positieve kegel K (dus K is 

gesloten in E). 

3.1 Stelling. Zij E een geordende Banachruimte met positieve kegel K. Als 

K ruimtelijk is of als K voortbrengend en normaal is, dan is iedere posi­

tieve lineaire operator op E continu. 

Bewi,js. Zie [7], V, 5.5 en 5.6. 

3.2 Stelling ([7], App. 2.2). Zij E een geordende Banachruimte met posi­

tieve kegel K die voortbrengend en normaal is. Zij Teen positieve lineaire 

operator op E. Dan geldt: 

(i) T is continu en r(T) e cr(T); 

(ii) als r(T) e Pol cr(T}, dan is r(T) een pool van maximale orde in Per o(T}. 

Bewijs. De continuiteit van T volgt uit 3.1. Zij 

K = {S E L(E) S(K} c K}. 

Daar K voortbrengend en dus totaal is, is Keen kegel (zie 1.26). Verder 

is Keen b-kegel (zie 1.22) • Op grond van 1.28 is K dan normaal in L(E) 

m.b.t. de topologie van uniforme convergentie op begrensde verza.melingen 

van E (i.e. de norm-topologie op L(E)). 

Zij $: L(E}--------tL(Ec) de natuurlijke inbedding, d.w.z. $(S) =Sc (zie 

Appendix 5 • 1 ) • 

Uit 1 •. 12 volgt dat $(K) normaal is in L(Ec) 0 (=de reele restrictie van 

L(Ec)) m.b.t. de norm-topologie op L(Ec). Op grond van 1.19 en 1.20 is 

op $(K) dan ook zwak normaal in L(Ec). 

Zij nu r(T) > 0. Dan kunnen we 2.8 toepassen op de funktie 
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Daa.r de coefficienten van bovenstaande machtreeks elementen ZlJn van de 

kegel $(K), volgt dat r(T) een singulier punt is van R(A;Tc); dit betekent 

r(T) e o(T). 

De bewering (ii) volgt ook direct uit 2.8. 

Als r(T) = 0 dan is de bewering triviaal. 

3,3 Stelling ([7], App. 2.4). Zij E een geordende Banachruimte met posi­

tieve kegel K, die totaal is. Zij T een continue positieve lineaire ope­

rator op E zo dat Per o(T) n Pol o(T) f ~! Dan geldt: 

(i) r(T) E o(T); 

(ii) als r(T) e Pol o(T), dan is r(T) een pool van maximale orde in 

Per o(T). 

Bewi,is. 

(i) Het geval r(T) = O is triviaal. We mogen dus aannemen dat r(T) > O. 

Uit 1.6 (ii) volgt dat K' - K' dicht is in E'. Dus K' - K' scheidt de 
0 

punten van E (zie [7], IV, 1.3). We beschouwen nu het duale paar < E,K'-K'> 

(zie [7], IV, 1). Zij F = (E, o(E,K'-K')), d.w.z. Fis de ruimte E voor­

zien van de topologie van puntsgewijze convergentie op K'. Dan is F een 

l.c.r. en er geldt: F' = K' - K' (zie [7], IV, 1.2). Op grond van 1.18 is 

K normaal in F. 

We voorzien nu L(E) en L(Ec) van de norm-topologie (i.e. de topologie van 

uniforme convergentie op begrensd.e verzamelingen). De ruimte L(E,F) 

resp. L(Ec,Fc) voorzien van de topologie van puntsgewijze convergentie op K 

geven we aan met L (E,F) resp. L (Ec,Fc). Daar K totaal is in E, zijn 
0 0 

L (E,F) en L (Ec,Fc) lokaal convexe Hausdorff-ruimten (zie [7], III, 3.2). 
0 0 

Eeschouw nu onderstaand diagram: 

L(E) 
$1 

L(Ec) 

1•1 l $2 

L (E,F) L (Ee Fe) 
0 CJ , 

$2 
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Hierin zijn ~, en ~2 de natuurlijke injecties; $1 en $2 zijn gedefinieerd 

door 

$,Cs) =Sc (S e: L(E)) 

$2(S) =Sc (S e: L(E,F)). 

Dan is bovenstaand diagram commutatief. 

De afbeeldingen $1 en $2 zijn topologisch; ~, en ~2 zijn continu. 

Als S e: L(E) resp. L(Ec) dan schrijven we in plaats van ~ 1 (s) resp. ~2 (s) 
'\, 

ook wel S. 

Zij K = {S e: L(E) I S(K) c K} de verzameling van alle continue positieve 

lineaire operatoren op E. Daar K totaal is, is Keen kegel (zie 1.26). 

Als 'f = { {x} I x e: K-K}, dan is K een strikte ~ -kegel. Daar K 

normaal is in F, volgt (zie 1.28) dat de kegel H = {S e: L(E,F) I S(K) c K} 

normaal is in L (E,F). 
'\, 0 '\, 

Daar K:= ~ 1 (K) c H, is K normaal in L0 (E,F). 
'Ve -v c c ':Ye 

Daar $2 topologisch is, is 

ook zwak normaal (zie 1. 19 en K := $2(K) normaal in L0 (E ,F ). Dus ~ is 

1.20). 

Zij ~u ~ e: Per o(T) een pool van orde k. Als 

dan is Q T O. Dan is ook 

Q:= lim (A-dk R(;\;Tc) , 
;\-+~ 

'\, k'V c 
0 T Q = lim (;\-~) R(;\;T ). 

;\-+~ 

c '\, c 
Stel nu r(T) f o(T). Dan is A ~ R(;\;T ) en dus ook A~ R(;\;T ) analy-

tisch in A= r(T). De coefficienten van de machtreeksontwikkeling 

'Ve 
zijn elementen van de zwak normale kegel K. Daaruit volgt (zie 2.5 en 2.8) 
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'\, 

dat R(A;Tc) een voortzetting hee~ met waarden in de completering van 

L (Ec,Fc) die analytisch is voor !Al > r, waarbij 0 < r < r(T). Hieruit 
0 -

volgt dat {~(A;Tc)I !Al > r(T)} begrensd is in L (Ec,Fc). Dit impliceert 
'\, 0 

Q = O. Tegenspraak. Dus r(T) € o(T). 

(ii) We merken op dat een pool van R(A;Tc) op de cirkel IA! = r(T) een 
'\, 

pool van dezelfde orde van R(A;Tc) is. De bewering volgt met behulp van het 

bovenstaande nu uit 2.8. 

Opmerking. Een kort en elegant bewijs van·3,3 wordt gegeven in [3], §4.2. 

3.4 Stelling ([8], Satz 1(1.3)). Zij E een geordende Banachruimte met po­

sitieve kegel K die totaal is. Zij T een continue positieve lineaire ope­

rator op E zo dat Per o(T) c Pol o(T). Dan geldt: 

(i) r(T) € o(T) en r(T) is een pool van maximale orde in Per o(T); 

(ii) '.;Ix € K \ {O} zo dat Tx = r(T)x ; 

(iii) 3r € K' \ {O} zo dat T'f = r(T)f. 

Bewi,js. De bewering (i) volgt direct uit 3,3, 

Zij Tc : Ec-----?Ec de complexificatie van T (zie Appendix 5.1). Als A€ R, 

dan zal R(A;T) de restrictie van R(A;Tc) tot E zijn. 

Daar'r(T) €Per o(T), is r(T) een pool van zeg orde k. 

We beschouwen eerst het geval dat r(T) > O. 

Als 

Q:= lim R(A;T)(A-r(T))k, 
Hr(T) 

00 

dan is Q + O. Als A> r(T), dan geldt R(A;T) = l -1-Tn Daar K ge-
n=O An+1 • 

sloten is, volgt dat R(A;T) positief is voor A> r(T). Uit 1.27 volgt dat 

Q positief is. 

Daar K totaal is, bestaat er een y € K\{O} zo dat Q(y) € K\ {O}; immers 

uit Q(K) = {O} ZOU volgen 

Q(E) = Q(K-K) c Q(K-K) = {O}. 
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Nu is (r(T)I-T) Q = lim (AI-T) R(A;T)(A-r(T))k 
Hr(T) 

i! = lim I(A-r(T) )k = 0 • 
Hr(T) 

Als x:= Q(y), dan is x e K\{O} en Tx = r(T)x. Hiermee is (ii) bewezen. 
Om (iii) te bewijzen passen we bovenstaande redenering toe op de geadjun­
geerde operator T' : Ea ~Ea· 
Daar K totaal is, is K' een kegel (zie 1.6). Daar K' ook gesloten is in 
Ee (dit volgt uit 1.27), is Ea een geordende Banachruimte met positieve 
kegel K'. 

Daar R(A;T)' = R(A;T'), volgt 

Q' = lim R(A;T'){A-r(T))k. 
Hr(T) 

Omdat Q f 0 is, is ook Q' f O. Daar Q positief is, is Q' ook positief 
(zie 1.25). Verder is 

Q' E'~E' a a 

continu (zie [7], IV, 2.1). 

Uit 1.6 volgt dat K' totaal is in E'. Hieruit volgt a 
g e K' \ {0} is met Q'(g) e K' \ {O}; immers uit Q'(K') = 
Q' (E') = {O}, dus Q' = O. Verder is (r(T)I-T' )Q' = O. 
Als f:= Q' {g), dan is f e K' \ {O} en Q' (f) = r(T)f. 

dat er een 

{O} ZOU volgen 

Hiermee zijn (ii) en (iii) bewezen voor het geval r(T) > O. 
Zij nu r(T) = O. De Laurent-reeks van R(A;Tc) om het punt 0 wordt dan 
gegeven door 

00 

R(A;Tc) = I 
n=O 

. 1.s (Tc)k-1 ~ ( c)k Daar A = 0 een pool van orde k is, T 0 en T = O; dus 
~- 1 f 0 en Tk = O. 
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Daar T continu en K totaal is, is er een y € K \ {O} zo dat Tk-1 y € K\{0}, 

k-1 . \. { } Stellen we x:= T y dan is x € K ~ 0 en Tx = O. 

Uit Tk- 1 + 0 en Tk = 0 volgt (T')k- 1 + 0 en (T')k = O. Daar T' : E' -..+E' 
CJ CJ 

ook continu is (zie [7], IV, 2.1) en daar K' totaal is in E', is er een 
k-1 . CJ k-1 . 

g € K' \ {O} zo dat (T') g € K' \ {O}, Stellen we f:= (T') g dan is 

f € K' \ { 0 } en T 1 f = 0 • 

3,5 Gevolg. Zij E een geordende Banachruimte met positieve kegel K die to­

taal is. Zij T een positieve lineaire operator op E zo dat r(T) > 0 en TP 
compact is voor zekere p € N, Dan geldt: 

(i) r(T) € CJ(T) en r(T} is een pool van maximale orde in Per CJ(T); 

(ii ) J x € K \ { O} zo dat Tx = r ( T ) x ; 

(iii) ]r € K' \ {O} zo dat T'f = r(T)f. 

Bewi,js, Daar r(T} > 0 en daar TP compact is, volgt: 

Per CJ(T) c CJ(T) \ {O}c Pol CJ(T}. 

Het gestelde volgt nu uit 3.4. 

3.6 .Definitie. Zij K een kegel in een reele lineaire ruimte E. Een deel­

verzameling B c K heet een basis voor K als er voor iedere x € K precies 

een a > 0 bestaat zo dat x = ab voor zekere b € B. 

3.7 Opmerking. Zij E een reele l.c.r. en zij Keen kegel in E met com­

pacte convexe basis B. Uit een gevolg van de stelling van Hahn-Banach 

(zie [1], 21.12) volgt dater een f € E' bestaat zo dat 

inf{f(x) I x € B} > 1. 

De verzameling {x f(x) = 1} n K is dan ook een compacte convexe basis 

voor K. Merk op dat f € K'. 
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3.8 ~· Zij E een lineaire ruimte (over R of C) en laten 11 en 12 

lokaal convexe Hausdorff topologieen op E zijn zo dat 71 fijner is dan 12 • 

Als er in E[1 1J een nulomgevingsbasis is bestaande ui.t verzamelingen die 

volledig zijn in E[12J, dan is E[11J volledig. 

Bewijs. Zie [7], I, 1.6. 

3,9 Zij E een reele l.c.r. en zij K een kegel in E met compacte convexe 

basis. Uit 3,7 volgt dat er een f e K' bestaat zo dat 

B:= {x I f(x) = 1} n K 

een compacte convexe basis voor K is. 

We bewijzen dat K gesloten is in E. Zij nl. x e K. Dan is er een net 

{x I a e S} in Kmet x = lim x. Zij x =a b met b e B (a e S). Dan 

a a a a a a 

is f(x) = lim f(x ) = lim a > o. Daar B compact is, bevat bet net 
a a -

{b0 I a e S} een deelnet {ba(T)I Te T} dat convergeert, zeg naar b0 e B. 

Dan volgt: 

Dus x = f(x) b0 e K. 

Zij U bet convex omhulsel van B u (-B). Dan is U absoluut convex. Daar B 

compact is, is ook U compact (zie [7], II, 10.2). 

Zij E1:= K - K. Dan is U een absoluut convexe absorberende verza.meling in 

E1• Zij p de Minkowski-funk.tionaal van U, d.w.z. 

p(x) = inf{i, I A~ O, x e AU} 

Dan is (E1,p) een genormeerde ruimte. 

De norm p heet de basis-norm beborende bij B, 

Daar U compact is, is U begrensd en volledig. Uit de begrensdheid van U 

volgt direct dat de natuurlijke inbedding 

(E1 ,p) E 
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continu is. Daar K gesloten is in E, is Kook gesloten in (E 1,p). Uit het 

feit dat U volledig is, volgt (zie 3.8) dat (E 1,p) een Banachruimte is. 

We bewijzen tenslotte dat Keen normale kegel in (E 1,p) is. Zij V het con­

vexe omhulsel van {O} u B. We tonen aan dat U n K = V. Het is duidelijk 

dat V c Un K. Stel nu x E Un K. Daar x E u, is x = Ab 1 - (1-A)b2 , waarbij 

0 ~A ~ 1 en bi E B (i = 1,2); daar x E K, is x = ab3 met a .::_ 0 en b3 E B. 

Hieruit volgt f(x) = 2A - 1 =a; dit impliceert 0 <a< 1. Dus x E V. 

Daar U n K = V, is p(x) = f(x) voor alle x E K. Daar f E K' (zie boven), 

volgt dat p monotoon is. Op grond van 1.12 is K dan normaal in (E 1,p). 

3.10 Stelling ([7], App. 2.6). Zij E een reele l.c.r. en zij Keen kegel 

in E met compacte convexe basis. Zij Teen lineaire operator op de deel­

ruimte E1 = K - K van E, zo dat T(K) c K en zo dat de restrictie van T 

tot K continu is. Dan geldt: 

3 r .::_ 0 en x E K '\ {O} zo dat Tx = rx. 

Bewi,js. We gebruiken in dit bewijs de notaties van 3,9, 

Uit 3,9 volgt dat (E1,p) een geordende Banachruimte is met positieve kegel 

K die voortbrengend en normaal is. We vatten T nu opals operator op 

(E 1,p). Uit 3.2 volgt dan dat T continu is en dat r(T) E cr(T) (mogelijk 

is r(T) = 0). 

Als A E ~. dan zal R(A;T) de restrictie van R(A;Tc) tot E zijn 

(Tc: Ec~Ec is de complexificatie van T, zie Appendix 5.1). 

Zij (A ) een rij met A ~ r(T). Dan is 
n n 

sup 
n 

llR(A ;T)ll n 
= (X) 

Stel nl. sup I IR(An ;T) 11 ~ M < 00 • Kies dan een n zo dat r(T) ~An < r(T) + 
n 

+ ~ • Uit Appendix 1.3 (iv) volgt dan dat r(T) ~ cr(T). Tegenspraak. 

Op grond van de stelling van Banach-Steinhaus (zie [7], III, 4.2) bestaat 

er een y E E1, zo dat 

sup 
n 

p ( R (A ; T )y) = 00 

n 
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Er is dus een deelrij (µ ) van (A ) z6 dat 
n · n 

lim p(R(µ ;T)y) = ~. 
n-+<» n 

De.a.r K voortbrengend is in E1, mogen ve aannemen dat y € K. Stellen ve 

x := 
n 

dan is x € B en er geldt: 
n 

Hieruit volgt: 

lim 
n-+<» 

lim 
n-+<» 

R(µ ;T)y 
n 

p(R(µn;T)y) 

p((µ I-T)x ) = O. 
n n 

p(Tx - r(T)x ) = O. 
n n 

Daar de inbedding (E1 ,p) --4E continu is (zie 3,9) volgt dat ook 

Tx - r(T)x + 0 in E, als n + ~. 
n n 

Daar x € B (n = 
. n 

1,2, ••• ) en deer B compact is, bezit de rij (x ) een 
n 

limietpunt x € B. Daar verder de restrictie van T tot K continu is, volgt 

Tx = r(T)x. 

3.11 Stelling ([7], App. 2.6 Cor.). Zij E een geordende Banachruimte met 

positieve kegel K. Zij T een positieve operator op E. 

Als K ruimtelijk is, dan is T continu en er geldt: 

3 r ~ 0 en f € K' \ { O} z6 dat T' f = rt. 

Is K bovendien nor:maal, den geldt: 

Jr € K' \ {O} zo dat T'f = r(T)f. 

Bevijs. Zij K ruimtelijk. Uit 3.2 volgt dat T continu is. De.a.r K ruimtelijk 

is, is K voortbrengend en dus totaal (zie 1.3). Op grond hiervan is K' een 

kegel in E' (zie 1.6). 
Zij S = {x I 11x11 ~ 1} de eenheidsbol in E en zij x0 een invendig punt 

van K. Dan is er een a > O zo dat x0 + as c K. Hieruit volgt 
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Zij H het hypervlak H = {f € Elf(x0) = 1} en zij f € H n K'. Dan is 

lr(x) I ~ 1 voor alle x met -x0 ~ x ~ x0 , dus zeker voor alle x € cxS. 

Dit betekent dat 11f11 ~ ~ • Hieruit volgt dat de verzameling H n K' 

equicontinu is. Verder zijn Hen K', en dus ook H n K', convex en geslo­

ten in E'. Op grond van de stelling van Alaoglu (zie [7], III, 4.3) 
(J 

is H n K' dan compact in E'. We tonen aan·dat H n K' een basis is voor K'. 
(J 

Zij nl. f € K' '\ {O}. Dan is B = f(x0 ) > O; immers uit f(x0) = O zou vol-

gen dat f(x) = 0 voor alle x E aS, dus dat f = o. Verder is 

f 
g = f(xo) € H n K'. Dus f = Bg met g € H n K'. Stel f = Bg = B 1g 1 met 

g1 € H n K'. Dan is f(x0 ) = B • s1 • In E~ is K' dus een kegel me·i:; com­

pacte convexe basis H n K'. 

Daar T continu is, is ook T' E'----7-E' continu (zie [7], IV, 2.1). Daar 
(J (J 

T positief is, is ook T' positief (zie 1.25). 

Op grond van 3.10 bestaat er een r > 0 en een f € K' \ {O} z6 dat T'f = rf. 

Zij p de basis-norm (zie 3,9) op F:= K' - K' behorende bij de basis H n K'. 

Uit.het bewijs van 3.10 volgt dat r gelijk is aan de spectraalradius van 

de operator T' : (F,p)~(F,p). 

Als K bovendien normaal is, dan is K' voortbrengend in E' (zie 1.6); dus 

F = E'. Daar H n K' beg-rensd is in ES, is de identieke afbeelding 

(EI ,p) ---?-E$ 

continu. Uit de open-afbeeldingsstelling (zie [7], III, 2,1) volgt dan dat 

de topologie afkomstig van p samenvalt met de B(E',E)-topologie. Nu is de 

spectraalradius van T' als operator op E$ gelijk aan r(T) (zie Appendix 

3.6). Hieruit volgt het gestelde. 
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4. Sterk-Po~itieve Operatoren 

4.0 In deze paragraaf is E een geordende Banachruimte met positieve kegel 

K en A een (m.b.t. K) positieve lineaire operator in E. 

4.1 Notatie. Het inwendige, resp. het lineair omhulsel van een deelverza-
. • 0 

meling V van E duiden we aan met V , resp. sp v. 

4.2 Propositie. 

(i) K + K0 c Ko 

(ii) aK0 c K0 (a > 0) 

Bewijs. Triviaal. 

4.3 Propositie.Als x,y € E en ax + (1-a)y € K( a€ R), dan geldt x = y. 

Bewijs. Uit x + ((1-a)/a)y € K (a> 0) volgt 

x - y = lim[x + ((1-a)/a)y]€ K = K. 
a--

Uit (a/(1-a))x + y € K (a< 1) volgt 

y - x = lim[(a/(1-a))x + y] € K = K· 
a->--oo 

Dus x - y € K n -K = {O}. 

4.4 Propositie.Als f € K' en£ t O, dan f(x) > 0 (x € K0 ). 

Bewi,js. Onderstel .Jy € K0 : f(y) = 0. Als x € E, dan geldt voor geschikte 

o > 0 : y + ox € K en y - ox € K. Dus 0 .::_ f(y + ox) = of(x) en 

O .::_ f(y - ox)= -of(x). Hieruit volgt f(x) = o. Dus f = o. Tegenspraak. 

4.5 Propositie. Als A+ o, dan Ax f O (x € K0 ). 

Bewijs. Analoog aan dat van propositie 4.4. 



4.6 Propositie. Als A(E) n K0 + ~. dan A(K0 ) c K0 • 

Bewi,js. Kies x E E z6 dat Ax E Ko. Zij y E K0 • Voor geschikte a > 0 geldt 

y - ox E K en dus Ay - oAx = A(y - ox) E K. Hieruit volgt (zie 4.2) 
0 0 0 

Ay E .SK + K c K + K c K . 

4.7 Definitie. Zij u EK, u + O. We noemen A u-positief (m.b.t. K) als 

voor alle x E K\ {O} positieve getallen ex en S en een natuurlijk getal 

p ~ 1 bestaan z6 dat cm 2_ Apx 2_ Su. 

4.8 Definitie. We noemen A sterk-positief (m.b.t. K) als voor alle 

x E K \{O} een natuurlijk getal m ~ 1 bestaat z6 dat Amx E K0 • 

4.9 Propositie. Als E + {O}, u E K0 en A sterk-positief, dan A u-positief. 

Bewi,js. E + {O} en u E K0 ~u E K\{O}. 
1 , m o . 

Als x E K \ {O}, dan bestaat er een m ~ zo dat A x E K • Voor geschikte 

y > 0 geldt dus Amx - yu E K, d.w.z. Amx > yu. Uit u E K0 volgt dat voor 
. m - m -1 

geschikte a > 0 geldt u - .SA x E K, d.w.z. A x 2_ a u. 

4.10 Propositie. A sterk-positief ~A(K0 ) c K0 • 

Bewi.is. Z.b.d.a. K + {O}. Kies x E K \{O}. Voor zekere m > 1 geldt Amx E K°. 
Dus Am(E) n K0 + ~. Uit A(E) ~ Am(E) en prop. 4.6 volgt nu het gestelde. 

4.11 Propositie. Als E + {O}, K ruimtelijk en A E L(E) sterk-positief, 

dan geldt r(A) > O. 

Bewi,js. Kies u E K0 • Dan u + 0 (want E + {O}). Volgens 4.9 is A u-positief 

en er bestaan dus een n > 1 en een ex > 0 z6 dat Anu > au. Stellen we 

B = cx- 1An. dan B e L(E)~ B positief en Bmu > u(m =-1.2, ... ). Daar " 

r(B) = cx- 1r(A)n is het voldoende aan te tonen-dat r(B) > O. Onderstel 

r(B) = O. Dan Bmu + 0 als m + 00 , Uit Bmu ~ u(m = 1,2, ••• ) volgt nu 0 > u. 

Dus 0 = u. In strijd met u + o. 
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4.12 Propositie. Zij A E L(E) sterk-positief en a> O. 

(i) [xeK\{O}enAx=ax]~xeK
0 

(ii) [f EK'\ {0} en A'f = af] ~f(x) > 0 (x EK\ {O}). 

Bewijs. 

(i) Kies m ~ 1 zo dat Amx e K0 • Uit Amx = amx volgt nu 

-m._o o 
xea K cK (zie 4.2). 

(ii) Zij x e K\{O}. Kies m > 1 zo dat A111x E K0 • Dan f(Amx) > 0 (zie 4.4). 

Hieruit volgt amf(x) = ((A')mf)(x) = {(Am)'f)(x) = f(Amx) > O. Dus 

f(x) > O. 

4.13 Stelling ([8], Satz 2(1.3)). Zij E niet-triviaal en A e L(E). Is K 

ruimtelijk, A sterk-positief, Per o(A) c Pol o(A) en r = r(A), dan geldt: 

(i) O<reo(A) 

(ii) er bestaat een x e K0 zo dat 

(a) Ax = rx 

(b) [r > o, x e K \ { o} en AX = rxJ ~r = r en x e sp{x} 

(iii) r is enkelvoudige eigenwaarde van A 

(iv) r is enkelvoudige pool van A 

(v) Per o(A) = {r} 

(vi)- er bestaat een f E K' zo dat 

(a) A'f = rf en f(t) > 0 (t E K\{O}) 

(b) [r > o, r e K'\{O} en A'f = rfJ~r = r en r e sp{f} 

Bewi,js. 

(0) K ruimtelijk ~K tota.al. (zie 1.3). We kunnen dus 3.4 toepassen, 

(i) Uit 4.11 en 3,4 volgt: 0 < r E o(A). 

(ii) Uit 3.4 en 4.12 volgt: Jx e K0 : Ax= rx. 

Onderstel nu: r > 0, x E K \ { 0} en h. = rx. We zullen aantonen dat r = r 

- - 0 
en x e sp{x}. Volgens 4.12 x E K • Kies g E K' \ {O} zo dat A'g = rg 

(zie 3.4). Het is duidelijk dat 

r g(x) = g(h) = (A'g)(x) = r g(x) 

Uit x e K0 en g e K' \ {O} volgt g(x) > o ( · 4 1·) z1e ..... Dus r = r en Ax = rx. 

Zij nu V:= {a e R : ax + (1-a)x e K}. Dan v + ~. 



Is V = R, dan x = x e sp{x} (zie 4.3). Onderstel nu V + ~. Zij 6 een 

randpunt van V en y = 6x + ( 1-6 )~. Dan is y een randpunt van K. Uit K = K 

volgt ye K. Voorts geldt Ay = ry. M.b.v. 4.12 is nu gemakkelijk in te 

zien dat y = O. Hieruit volgt x e sp{x}. 

(iii) Zij v e E en Av = rv. We zullen aantonen dat v e sp{x}. Daar x e K0 

geldt voor geschikte o > 0 x + ov e K \{0}. Het is duidelijk dat 

A(x+ov) = r(x+ov). Dus x + ov e sp{x}. Hieruit volgt v e sp{x}. 

(iv) Zij u e K0 • Volgens 4.9 is A u-positief. Bovendien is K voortbrengend 

(zie 1.2). We kunnen dus [5], Theorem 2.16 toepassen: 

N(r-A) = N((r-A)n) (n = 1,2, .... ). 

Het klimgetal van r - A is dus gelijk aan 1. Hieruit volgt direkt dat ook 

het klimgetal van r - Ac= (r-A)c gelijk is aan 1. Uit re o(A) en 

Per o(A) c Pol o(A) volgt dat r een pool is van Ac. De orde van deze pool 

is gelijk aan het klimgetal van r - Ac, dus 1. Konklusie: r is een enkel­

voudige po9J. van A. 

(v) Het is dUidelijk dat r e Per o(A). Onderstel nu A e Per o(A) en 

A fr. Dan is A een pool van Ac en dus een eigenwaarde van Ac. Volgens [5], 

Theorem 2.13 geldt l>.I < r. Dit is in strijd met A e Per o(A). Konklusie: 

Per o(A) = {r}. 

(vi) Uit 3.4 en 4.12 volgt: 3f e K' \{0}: A'f = rf en f(t) > 0 (t e K\{O}). 

Onderstel nu dat r > O, f e K'\{0} en A'f = rf. We zullen aantonen dat 

r = r. Het is duidelijk dat 

rf(x) = (A'f)(x) = f(Ax) = f(rx) = r f(x). 

Uit x e K0 en f e K'\{O} volgt f(x) > 0 (zie 4.4). Dus r = r. Hieruit 

volgt f e N(r-A'). We zijn klaar als we aantonen dat dim N(r-A') = 1. 

Daar r een enkelvoudige pool is van A geldt: 

E = N(r-A) i R(r-A). 
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Volgens [4], IV, 1.12 is R(r-A) gesloten. We kunnen dus [4], I.6.4 toe­

passen: 

dim(E/R(r-A))' =dim R(r-A)L , 

Daar r een enkelvoudige eigenwaarde van A is geldt 

dim E/R(r-A) :i dim N(r-A) = 1. 

Dus dim R(r-A)L = 1. Uit 

N(r-A') = N((r-A)') = R(r-A)L 

volgt nu dim N(r-A') = 1. 

4.14 Opmerking. Merk op dat iedere sterk-positieve operator irreducibel 

is (vgl. I. 5,3), 
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Hoofdstuk III 

Het spektrum van positieve operatoren in komplekse Banachroosters 

door 

W.J. de Schipper 

§1. Komplekse Ba.nachroosters 

1.0 In dit hoofdstuk zijn X en Y steeds niet-lege kompakte T2-ruimten; 

C(X) is de verzameling van alle komplekswaardige kontinue funkties op X; 

Cr(X) is de verzameling van alle reeelwaardigekontinue funkties op X; 

C+(X) is de verzameling van alle niet-negatieve kontinue funkties op X. 

1.1 C(X) is een komplekse kommutatieve Banach-*-algebra met eenheid 1X. 

Cr(X) is een reele kommutatieve Banachalgebra met eenheid 1X en tevens een 

Banachrooster met sterke orde-eenheid 1X; C+(X) is de positieve kegel. 

C (X) is een gesloten reele deelruimte in C(X) en 
·r 

C(X) 0 = Cr(X) i i Cr(X) (C(X) 0 is de reele restriktie van C(X)). Bovendien 

geldt voor f = g + ih E C(X): 

I lrl I = I lrl le (:=sup{ I lg cos a+· h sin aJ I I a ER}). 

C(X) is derhalve isometrisch isomorf met de kompleksifikatie van C (X) r 
(zie ook appendix §5). 

Op C(X) is een absolute waarde I. I C(X) ~ C+(X) gedefinieerd door 

lrl (x) := lr(x)I. 

Als f = g + ih dan geldt: 

lrl = /g2 + h21 = sup{g cos a+ h sin a I a ER} 

(dit supremum is het supremum in C (X); men gaat gemakkelijk na dat het be­
r 



sta.a.t). Voor die absolute waarde gelden o.a. de volgende formules: 

(i) I r+g I .::. I r I + I g I ; 
(ii) I ar I = I a I I rl; 

(iii) lrl = 0 ~ f = O; 

(iv) 11 lrl 11 = 11 rl I; 
(v) lrl .::_ lgl ==:!> llrll < 11 gl I; -

(vi) lr.gl = lrl . lgl; 

(vii) {f € C(X) I 1 lrl I < 1} = {f € C(X) I lrl .::_ 1x}; -
(viii) lrl = lrl. 

1.2 Definitie 

Een ko~pleks Banachrooster is een geordend· drietal (E,Er,E+), waarbij: 

(i) 

(ii) 

E is een komplekse Banachruimte; 

Er is een gesloten reele deelruimte van E en E0 = Er t i Er 

(E0 is de reele restriktie van E); 
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(iii) + . . ' ( +) " 1 B h t . E is een kegel in Er, zo dat Er,E een reee anac roos er is. 

1.3 In het vervolg zullen we "kompleks Banachrooster" afk.orten tot 

"Banachro9ster". Wanneer we het reele geval beschouwen spreken we uitdruk­

kelijk van "reeel Banachrooster". 

We laten het triviale Banachrooster E = {O} steeds buiten beschouwing 

zonder dit steeds expliciet te vermelden. 

Verder zullen we, zoals gebruikelijk, meestal spreken van het Banach­

rooster E i.p.v. (E,Er,E+). 

1.4 Opmerking 

Op grond van appendix Lemma 5.1 is een Banachrooster E topologisch 

isomorf met de kompleksifikatie van Er. Als P1: E0 +Er en P2 : E0 + iEr de 

projekties zijn, dan wordt het verband tussen de a priori aanwezige norm 

I I· I I en de kompleksifikatie-norm I I .I le g~geven door: 

(1.4.1) 
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1 • 5 Voorbeeld 

(C(X), C (X), C+(X)) is een Banachrooster; dit Banachrooster zal een belang­
r 

rijke rol spelen in onze beschouwingen. · 

Zij nu (E,Er,E+) een Banachrooster. We willen de in Er gedefinieerde abso­

lute waarde uitbreiden tot E. Daartoe bewijzen we eerst twee stellingen 

over reele Banachroosters. 

1.6 Stelling (Lotz [4], Satz 1.1) 

Zij E een reeel Banachrooster; zij 0 < x E E. 

Het ideaal Ex= nliN n[-x,xJ is roosterisomorf met een ruimte Cr(X); onder 

het isomorfisme is 1X beeld van x. 

Bewijs: 

Het orde-interval [-x,x] is konveks, gecirkeld, en radiaal in Ex. Zij 

p de ijkfunktie van [-x,x]. p is een halfnorm op Ex. Omdat E archimedisch 

geordend is, is p zelfs een norm op Ex. Verder geldt: 

{z E Ex I p(z) < 1} c [-x,x] c {z E Ex p(z) .::_ 1}. 

Zij nu z E 

en ~- E [-x,x]. 
n 

E met p(z) = 1. Dan is er een rij {A } in B z6 dat A ~ 1 
x n n 

Daarui t volgt : 

1 . z [ J [ J . • 
z = im -X- E -x,x , want -x,x is gesloten in (E, I 1.11) · 

n-+«> n 

Dus [-x,x] = {z E Ex I p(z) < 1}. ( 1 ) 

Zij nu u, v EE met lul .::_ lvl. Als A> 0 en t v E [-x,x] dan 
1 1 x 1 
A lul .::_I lvl .::_ x dus I u E [-x,x]. Daaruit volgt: 

p(u) = inf{A > 0 I I E [-x,x]} .::_ inf{A > 0 I f E [-x,x]} = p(v). 

Dus (Ex,p) is een genormeerde Riesz-ruimte met sterke orde-eenheid x. 

We laten vervolgens zien dat (E ,p) norm-volledig is. 
x 

Zij {y } een fundamentaalrij in (E ,p). Omdat voor iedere y E E geldt: 
n x x 

llYll .::_p(y). llxll, is {yn} ook een fundamentaalrij in (E,11.11). 

(E,I I. I I> is een Banachruimte, dus {yn} hee~ een limiet y0• Kies£> O. 
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3N EN Vn,m > N: p(y -y ) < E. Uit (1) volgt dat voor n,m > N geldt 
- n m -

yn - ym E E[-x,xJ. [-x,xJ is gesloten in (E,I I. I I), en YN - Ym + YN - Yo 

(in norm), dus yN - y0 E E[-x,x], zodat y0 E Ex. Voor n ~ N geldt 

yn - y0 E E[-x,xJ, dus p(yn-y0 ) ~E. Daaruit volgt y0 = p-lim Yn· 

Volgens de representatiestelling van Kakutani is (E ,p) isometrisch 
x 

roosterisomorf met een funktieruimte Cr(X); onder dit isomorfisme is 1x het 

beeld van x. Dus (E ,I I .I I) is roosterisomorf met C (X). 
x r 

1.7 Stelling (Lotz [4], Satz 1.2) 

Zij E een reeel Banachrooster.Voor ieder tweetal x, y E E bestaat 

sup{x cos a + y sin a I a E R}. 

Bewijs: 

Zij E ~ {O} en zij x ~ 0 of y ~ 0 (anders is de bewering triviaal). 

Zij u = lxl + IYI. Volgens stelling 1.6 is E = UM n[-u,u] roosterisomorf 
U nEu 

met een ruimte Cr(X). Derhalve bestaat supE {x cos a+ y sin a I a E R}. 
u 

Omdat Eu een ideaal is, is dit supremum tevens het supremum van 

{x cos a + y sin a I a E R} in E. 

~ 

1.8 , Definitie. Uitbreiding van de absolute waarde 

Zij (E,Er,E+) een kompleks Banachrooster; zij z = x + iy E E. Defini­

eer de komplekse absolute waarde lzlc ~door 

lzlc := supE {x cos a+ y sin a I a ER}. 
r 

1.9 Stelling (Lotz [4], Satz 1.3) 

(0) Vz E E 

Voor z = x + iy geldt: lxl v IYI ~ lzlc < lxl + IYI; 

(i) V'z 1 , z2 E E : lz1+z2lc ~ lz1lc :I- lz2lc; 

(ii) Vz E E '<;/")., E C : I "Az I = l"AI lzlc; c 

(iii) "/z E E : lzl = 0 ~ z = O· 
c 

, 

(iv) \r/x E E : lxlc = lxl; r 

( 1.9.0) 

(1.9.1) 

( 1.9.2) 

(1.9.3) 

(1.9.4) 
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(v) 

(vi) 

Vx, y € E : Ix I < I x+iy I ; r c - c (1.9.5) 

( 1.9.6) 

(vii) De af'beelding I .le : E ~ E+ is uniform kontinu (met betrekking tot 

11.11). 

Bewijs: 

(0) Zij z = x + iy € E. 

lxl ~ sup{x cos a+ y sin a a € IR} = lzlc; 

IYI ~ sup{x cos a+ y sin a a €-IR} = lzlc; 

derhalve: 0 ~ lxl v IYI ~ lzlc· 
Voor alle a geldt: 

x cos a+ y sin a~ I x cos a+ y sin a I~ lxl + IYI; 
derhalve lzlc = sup{x cos a+ y sin a I a E IR} ~ lxl + IYI· 

(i) lz 1+z21c = sup{(x1+x2) cos a+ {y1+y2) sin a I a E R} ~ 
~ sup{x1 cos a+ y 1 sin a I a E IR} + sup{x2 cos a+ y2 sin a I a E IR} = 
= lz 1 lc + lz2 lc· 

(ii) Zij A E C en zij $ = arg A, dus A = IA lei$. Dan geldt: 

IAzlc = sup{IAl(x cos $-y sin $)cos a+ IAl(x sin $+y sin $)sin ala € IR} 

= IAI sup{x cos(a-$) + y sin(a-$)la E IR} = 
= IAI sup{x cos a+ y sin ala € R} = IAI • lzl . c 

(iii) volgt uit 1.9.0. 

(iv) Uit 1.9.0 volgt lxl ~ lxlc· Voor alle a geldt: ~cos a< 

~Ix cos al ~ lxl, dus lxlc = sup{x cos ala € IR} ~ lxl. 

(v) volgt uit 1.9.1 en 1.9.4. 

(vi) Zij z = x + iy. Voor alle a geldt x cos a+ y sin a~ lzlc en 

-(x cos a+y sin a) = x cos(a+n) + y sin(a+n) ~ lzlc; 

Dus Ix cos a+y sin al ~ lzlc· Daaruit volgt: 

11 x cos a+y sin a 11 ~ 11 I z I c 11 , dus 

11z11 c = sup{ 11 x cos a+y sin a 11 I a € IR} ~ 11 I z I c 11 • 

Anderzijds geldt lzlc ~ lxl + IYI, dus 11 lzlc 11 ~ 

11 I x I+ I YI 11 ~ 11x11 + 11Y11 = 11P1 z 11 + 11P2z 11 ~ < 11P1 11+11 P 2 11 ) 11 z 11 • 

(vii) volgt uit 1.9.6. 

~ 



1.10 Opmerking 

Uit eigenschap 1.9.4 volgt dat I. I : E + E+ een uitbreiding is van 
c 
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1-1 : Er + E+. We laten voortaan de index c weg, en spreken van "de absolute 

waarde". 

1.11 Opmerking 

We kunnen in E nog een derde norm definieren door 

11lzl11 := 11 lzl 11. 

Uit 1.4.1 en 1.9.6 volgt dat de drie normen equivalent zijn, imm.ers: 

Op Er vallen de drie normen samen: als x e Er dan 

llxll = llxllc = lllxlll. 

In de ruimte C(X) vallen de drie normen sa.men. 

De I I 1-1 I I-norm hee~ nog de volgende extra eigenschappen: 

(i) 111z111 = 111 I zl 111; (1.11.2) 

(ii) I z, I ~ I z2 I ~ 111 z, 111 ~ 111 z2 II I . (1.11.3) 

1.12 Definitie 

Zij (E,Er,E+) een Banachrooster en zij F een lineaire deelruimte van E. 

F heet een Riesz~deelrtii:rirte van E als F = F + iF , waarbij F = F n E r r r r 
een Riesz-deelruimte in het reele Banachrooster Er is. 

F heet een ideaal in E als F = F + iF , waarbij F = F n Er een ideaal is r r r 
in het reele Banachrooster E. 

1.13 Lemma 

Zij F een lineaire deelruimte in een Banachrooster E. 

F is een ideaal als en slechts als 
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'</z E F Vy E E !YI < lzl =-YE F. 

1.14 Definitie 
+ + 

(E,E ,E ) en (F,F ,F ) zijn twee Banachroosters. 
r r 

Zij T : E + F een lineaire afbeelding. 

T heet positief als T de kompleksifikatie is van een (reele) positieve ope­

rator T : E + F . 
r r r 

T heet een roosteroperator als T de kompleksifikatie is van een (reele) 

roosteroperator T : E + F . 
r r r 

1.15 Le!llllla (Lotz [4], Satz 1.6) 

Zij T : E + F een lineaire operator. De volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) 

(ii) 

(iii) 

Bewijs: 

T is positief; 

T(E+) c F+; 

\I z E E : I Tz I 2_ T I z I . 

(i) ~(iii): Zij z = x + iy EE. Voor alle B geldt: x cos B+y sin B < lzl. 

Dus Tx.cos B+Ty.sin B = Tr(x cos B+y sin B) 2_ Trlzl = Tlzl. 

Daaruit volgt: jTzj = sup{Tx cos a+Ty sin ala E ~} 2_ Tlzl. 

(iii) ~(ii): Zij x EE+. Dus: Tx =Tix! ~ !Txj ~ O, dus Tx E F+. 

(ii)~ (i): T(E+) c F+, dus T(Er) c Fr. Daaruit volgt dat T de kompleksi­

fikatie is van de operator Tr : Er + Fr. Omdat Tr(E+) = T(E+) c F+ 

is T positief. 

In stelling 2.16 geven we een soortgelijke karakterisering van een rooster­

operator. 

1.16 Lelllllla 

Een positieve operator is begrensd. 

Bewijs: volgt uit stelling II.3.1. 

E!.I 



1.17 Stelling (Lotz [4], Satz 1.5) 

Zij E een Banachrooster en zij 0 < x E E. Dan is het ideaal 

Ex := n\lH n.{z E E I lzl ~ x} roosterisomorf met een ruimte C(X); het beeld 

van x onder dit isomorfisme is 1X. 

Bewijs: volgt direkt uit stelling 1.6. 

f&I 

1.18 Lemma (Lotz [4], Satz 1.9) 

Zij E een Banachrooster en zij x, y E E. Als lzl ~ lxl + IYI dan is er een 

dekompositie z = z1 + z2 met I z1 I ~ lxl en- I z2 I ~ IYI • 

Bewijs: 

Stel x ~ O of y ~ 0 (anders is de bewering triviaal). We identificeren 

Elxl+jyj volgens stelling 1.17 met C(X), dus Ix! + IYI met 1X; voorts x met 

f, y met gen z met h. Dan geldt !hi ~ lrl + lgl = 1X. Zij h1 =h. lrl en 

h2 = h.lgl. Dan lh11 ~ lrl, lh2 1 ~ lgj en h = h1 + h2 • Hieruit volgt de be-

wering. 

1.19 Stelling (Lotz [4J, Satz 1.12) 

Zij E een Banachrooster en stel F en G zijn twee lineaire deelruimten. 

Dan geldt: 

(i) als Fen G idealen zijn, dan ook F + G; 

(ii) als F en G gesloten idealen zijn, dan ook F + G. 

Bewijs: 

(i) volgt direkt uit lemma 1.13 en lemma 1.18. 

(ii) We moeten bewijzen dat F + G gesloten is. Zij z = lim z met 
n 

{zn} c F +G. Uit de kontinuiteit van I· I volgt: lznl ~ jzj. Verder konver-

geren ook {lznl A lzl I n E W} en {sup{jzj A lzkl I k ~n} I n EN} naar lzj. 

We mogen dus aannemen dat {xn} een monotoon niet-dalende rij van positieve 

elementen uit F + G is, die konvergeert naar lzl. Op grond van een dekompo­

sitieeigenschap van reele Banachroosters ([6], theorem V.1.1) is er een de­

kompositie xn = an + bn met an E F en bn E G waarbij de rijen {an} en {bn} 

monotoon niet-dalende rijen van positieve elementen zijn. Daar 

0 < a - a < x - x < jzl - x voor m > n, is {a } een funda.mentaalrij, 
- m n- m n- n - n 
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evenals {bn}. Daaruit volgt: lzl = lim an+ lim bn E F + G, want Fen G 

zijn gesloten. 

1.20 Lemma 

Zij E een reele genormeerde Riesz-ruimte en zij M een gesloten ideaal in E. 

Dan is E/M (met de quotientnorm en de quotient-ordening) een genormeerde 

Riesz-ruimte. 

Bewijs: 

E/M is een genormeerde ruimte en een Riesz-ruimte; de kanonieke pro­

jektie P: E ~ E/M is een begrensde rooster-operator ([3], stelling 5.9). 

We bewijzen nu: 

(i) Vx E E : 1 lxl I = 11 lxl 11 en (ii) o ~ x ~ y =>I lxl I ~ I IYI I· 

Hieruit volgt direkt: lxl ~ IYI ~I lxl I < I IYI I, d.w.z. E/M is een reele 

genormeerde Riesz-ruimte. 

(i) Zij x E E/M. 

Kies e: > O; h 1 E x I lx1 11 < I lxl I + e:. Dan geldt: 

1 lxl I + e: > I lx1 11 = 11 lx 1 I 11 ~ 11 lxl 11. dus 11 lxl 11 ~ 1 lxl I 
( 1 ) 

Zij x Ex willekeurig en zij e: > o. 3z 1 E lxl I lz 11 I < 11 lxl 11 + e:, 

Uit z1 E lxl volgt lz 11 E lxl want P is een roosteroperator, dus zonder be­

perking der algemeenheid mogen we aannemen z1 ~ O. Zij z2 = z1 A lxl; dan 

z2 E Ix I want P is een roosteroperato~,.. 0 ~ z2 ~ z 1 , dus 

11 z2 I I ~ 11z 1 11 < 11 Ix I 11 + e:, en 0 ~ z2 ~ Ix I • Zij m = Ix I - z2 • Dan 

geldt: 0 ~m ~ lxl = x+ + x- en m EM. Uit de dekompositieeigenschap van 

Riesz-ruimten ([3], stelling 6.6) volgt: 

3 + -
m1 EE 3m2 EE: 0 ~ m1 ~ x, O ~~ ~ x en m1 + m2 = m. 

U"t 0 0 . . + + 
1 ~ m1 ~ m en ~ ~ ~ m volgt m1 E M en m2 E M. ZiJ y = x - m1 en 

- - - + + - (+ ) (- ) 
y = x - m2 • Dan: y ~ 0, y ~ 0 en 0 ~ y A y = x -m1 A x -m2 < 

+ - + - .. + -
~ x A x = O, zodat y A y = O. ZiJ y = y - y ; dan geldt: 

y = y+ - y- = (x+-m1) - (x--m2 ) = x + (m2-m1), dus y E x. 

IYI = y+ + y- = (x+-m1) + (x--m2 ) = lxl - m = z2 • Daaruit volgt: 

II lxl II+ e: ~ llz 1 11 ~ llz2 11 =II IYI II= llYll ~ llxll· (2) 
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Ui t ( 1 ) en ( 2) volgt: 11x11 = 11 Ix I 11 • 

(ii) Zij 0 :5.. x :5.. yen zij £ > O. 3y1 € y : I IY 1 11 < I IYI I + £. We kunnen 

weer zonder beperking der algemeenheid aannemen dat y 1 '.:. O. Kies nu 

0 :5.. x € x en 0 :5.. z t: y - x (dat kan omdat x '.:. 0 en y - x '.:. 6). Zij y 2 = x + z 

en y3 = y2 A y 1. Dan 0 ::_y2 €yen 0 ::_y3 t: y, terwijl 0 ::_y3 :5.. y1 zodat 

llY3 11::. llY111 < llYll + £. 

Zij m = y2 - y3 ; dan 0 :5.. m :5.. y2 = x + z. 

We passen nogmaals de dekompositieeigenschap toe 

~m 1 t: E 3m2 t: E : 0 :5.. m1 :5.. x, 0 :5.. ~ :5.. z ~n m1 + m2 = m. 

Ui t 0 :5.. m1 :5.. m en 0 :5.. ~ :5.. m volgt m1 € M en m2 € M. Zij nu x1 = x - m1 ; 

dan x1 t: x en x + m = x + m1 + m2 :5.. x + z + m1 = y 2 + m1, dus 

0 :5.. x 1 = x - m1 :5.. y2 - m = y 3. Daaruit volgt: 

llYll + £ > llY,11::. llY3ll::. llx1ll::. llxll. 

Duso::. llxll::. llYll. 

m 

1.21 Stelling (Lotz [4], Satz 1.10) 

Zij (E,Er,E+) een Banachrooster, zij F een gesloten ideaal in E en zij 

Fr = F n Er. Dan is (E/F, Er/Fr' (Er/Fr)+) een Banachrooster, en de kano­

niek~ projektie T : E + E/F is een roosteroperator. 

Bewijs: 

Eis topologisch isomorf met (E )c, Fis topologisch isomorf met (F )c. 
r r 

Verder zijn E/F en (Er/Fr)c topologisch isomorf. Er/Fr is met de kanonieke 

ordering ( [x] > 0 : ~ x t: E + + F ) een reeel Banachrooster, en de kanonieke 
- r 

a:f'beelding Tr : Er+ Er/Fr is een roosteroperator. Daaruit volgt dat E/F een 

Banachrooster is, en dat T een roosteroperator is, want T is· de kompleksifi­

katie van T 
r 

1.22 Stelling (Lotz [4], Satz 2.5) 

Zij E een Banachrooster en zij E de uitbreiding van E die gedefinieerd is 

in §4 van de appendix. 

E is op natuurlijke wijze een Banachrooster, en de kanonieke inbedding 

nE: E + E is een roosteroperator. 
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Bewijs: 

Zij m(E)+ = {(x ) € m(E) I Vn € N: x > O} 
n n n -

en m(E) = {(x ) € m(E) I ~n € fi: x € E }. Da.n is (m(E),m(E) ,m(E)+) een 
r nn n r r 

Ba.nachrooster; voor de absolute waarde geldt: l(x ) I = (jx I> • De inbed-
n n n n 

ding x >+ (x ) met x = x voor alle n is een roosteroperator. c0 (E) is een 
n n n 

een gesloten ideaal in m(E), dus op grond va.n stelling 1.21 is E een Banach-· 

rooster, en is de ka.nonieke inbedding nE een roosteroperator. 

m 

1~23 Stelling 

C{X) is isometrisch roosterisomorf met C(W), waarbij W = B(X x fi) \ (X x N). 

Schets het bewijs: (zie [9]). 

Zij E = C(X). De ruimte m(E) is isometrisch roosterisomorf met het 

Ba.nachrooster va.n alle begrensde kontinue f'unkties op de loka.alkompakte 

ruimte X x N, dus isometrisch roosterisomorf met C(B(X x W)), waarbij 

B(X x N) de Cech-Stone kompaktifikatie va.n X x fi is. De verzameling c0 (E) 

korrespondeert met het ideaal in C(B(X x N)) van de f'unkties die nul zijn 

op W = B(X x W) \ (X x N). Daaruit volgt dat E isometrisch roosterisomorf 

is met C(W). 

m 

1.24 Stelling (Lotz (4], Satz 2.6) 

Zij E een Banachrooster.en zij T € L(E). Zij Ede uitbreiding van E en T 

de uitbreiding van T tot E (zie §4 van de appendix). Dan geldt: 

(i) als T positief is, dan is T positief; 

(ii) als T een roosteroperator is, dan is T een roosteroperator. 

Bewijs: 

Als T positief, resp. een roosteroperator is, dan ook de afbeelding 

(xn)n >+ (Txn)n in m(E). Omdat c0(E) een gesloten idea.al is, en de ka.nonieke 

afbeelding van m(E) op E een roosteroperator, gelden deze eigenschappen ook 

voor T in E. 



1.25 Stelling (Lotz [4], Satz 2.7) 

Zij Teen positieve operator in een Banachrooster E. Dan r(T) E cr(T). 

Bewijs: Zie stelling II.3.2. 

81 

We geven nog een tweede bewijs, dat berust op de eigenschappen van de inbed­

ding van E in E. 

0 ~ acr(T) c AO(T) (appendix, stelling 3.3) 

Volgens appendix, stelling 4.3 geldt Acr(T) = Pcr(T). Er is dus een eigen­

waarde a van T met lal = r(T) = r(T). Volgens de vorige stelling is Teen 

positieve operator. 

Uit TB= ae volgt (lemma 1.15): 

Voor A > r(T) is R(A;T) positief dus 

Daaruit volgt: 

Dus 

Dus 

R(A;T) lei> lei 
- A-r(T) ' 

11 I a I 11 
> A-r(T) 

lim I IR(A;T) lel 11 = "'· 
. Hr(T) 

r(T) E cr(T) = cr(T). 
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§2. Positieve operatoren en roosteroperatoren in C(X) 

2. 1 Definitie 

Een lineaire deelruimte I van C(X) heet een algebraisch ideaal als 

'<If E I \Jg E C(X) : f.g E I. 

2.2 Stelling 

Zij I een gesloten algebraisch ideaal in C(X). Dan is er een gesloten ver­

zameling SI c X (de drager van I genaamd) zo dat 

I = {f E C(X) I f(SI) = {O}}. 

Als I = C(X) dan SI = 0 en omgekeerd. 

Bewijs: zie [3], stelling 6.13. 

El 

2.3 Stelling 

Zij I een gesloten lineaire deelruimte van C(X). 

I is een algebraisch ideaal als en slechts als I een (orde-)ideaal is. 

Bewijs: zie [3], stelling 6.14. 

~ 

2.4 Stelling 

Zij I een gesloten ideaal in C(X) met drager S. 

Dan is de afbeelding w: C(X)/I ~ C(S), gedefinieerd door 

w(f) (x) = f(x) (x E S, f E C(X)) een isometrisch rooster- en algebra­

isomorfisme. 

Bewijs: 

Men gaat gemakkelijk na dat w goed gedefinieerd is. w is lineair, in­

jektief en surjektief (lemma van Tietze). w is een isometrie, immers voor 

f E C(X) geldt: 

llw(flll = sup{lw(f)(x)I Ix ES}= sup{lf(x)I Ix ES} 

= inf{sup{lf(x)-g(x)I I x EX} I g EI} 

= inf{ 11 f-gl I I g E I} = 11f11 • 



83 

Dat w een roosteroperator en een algebra-homomorfisme ;is volgt direkt uit 

het feit dat de kanonieke projektie P C(X) + C(X)/I een roosteroperator 

en een algebra-homomorfisme is. 

mi 

2.5 Stelling 

Zij µ een lineaire funktionaal op C(X). 

De volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) µ is positief; 

(ii) µ is kontinu en I lµI I = µ(1x). 

Bewijs: 

(i) ~(ii): Zij o ;t f e C(X); dan lrl.::. I lrl I 1x, dus 

I µ(f) I .::_µ(I rl) .::_ 11 rl I µ( 1X). Daaruit volgt dat µ kontinu is, en dat 

11µ1 I.::. µ(1x). Uit lµ(1x)I = µ(1x) = µ(1x).l l1xl I volgt 11~1 I = µ(1x). 

(ii)=* (i): Zij 0.::. f E C(X); dan 0.::. f.::. I lrl 1.1x. Zij g = I lrl 1.1x - f; 

dan 0 .::. g .::. 11 f 11 . 1 x en 11 g 11 .::. 11 f 11 • Dus 

llrll.µ(1x) - µ(f) = µ(g).::. llµll.llgll .::.µ(1x).llrll. dus µ(if) ~o. 

Derhalve is µ positief. 

2.6 Stelling 

zij K(X) := {µ e c(x)• I 11µ1 I = µ(1x) = 1}. 

K'(x) is een niet-lege konvekse w:!kompakte deelverzameling van C(X) 1 • 

Bewijs: zie [3], stelling 10.4. 

~ 

2.7 Stelling 

Zij µ een lineaire funktionaal op C(X). 

De volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) µis een roosteroperator (d.w.z.: µis de kom:pleksifikatie van een 

reele roosteroperator µr E Cr(x)*) en µ(1x) = 1; 

(ii) µ E ex K(X); 

(iii) Vf e C(X): lµ(f)I = µ(lfl) en µ(1x) = 1; 
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(iv) 3! x € X Vf t: C(X): µ{f) = f(x); 

(v) µ is een niet-triviale multiplikatieve lineaire funktionaal; 

(vi) µ is een niet-triviale symmetrische multiplikatieve lineaire funktionaal. 

Bewijs: 

(i) ==> (vi): Zij µ de kompleksifikatie vanµ . µ is een reele roosteropera-
r r 

tor, dus volgens [3], stelling 11.4 een niet-triviale multiplikatieve 

lineaire funktionaal. Zij r 1 = g1 + ih1 t: C(X) en f 2 = g2 + ih2 t: C(X); 

dan geldt 

= (µr(g1)+i µr(h1)).(µr(g2)+i µr(h2)) = µ(f1).µ(f2) 

en µ(f1) = µ(g1-ih1) = µr(g1) - i µr(h1) = µ(f1). 

(vi) ==;> (v): triviaal. 

( v) ~ (iv): Zij µ een niet-tri viale multiplikatieve lineaire funktionaal. 

Dan is µ kontinu en I lµI I = µ(1X) = 1. 

N(µ) = {f t: C(X) I µ{f) = 0} is een algebraisch ideaal. Zij S de drager 

van N(µ). S ~ 0 want 1x ~ N(µ). 

We tonen aan dat S uit een punt bestaat. Stel x, y € S, x ~ y. 

3f, g t: C(X): f(x) = g(y) = 1 en f(y) = g(x) = O. Dan f, g ~ N(µ), 

dus µ{f) ~ 0 en µ(g) ~ O. Zij nu h = µ{g).f - µ(f).g. Het is duidelijk 

dat µ(h) = O. Echter: h(x) = µ(g)f(x) - µ(f)g(x) = µ(g) ~ O. 

Dit is in tegenspraa.k met x t: S. Konklusie: S = {x0}. Dan geldt: 

f - f(x0).1X t: N(µ) voor alle ft: C(X), dus 

(iv) ~(iii): triviaal. 

(iii)~ (ii): Uit (iii) volgt µ t: K(X). 

Stel nuµ= AO+ (1-A)T met cr, T € K(X) en 0 < A < 1. 

Dan geldt voor alle f t: C(X): 
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Dus N(µ) c N(a), waaruit volgt data= aµ. Omdat a(1X) = = µ(1x) is 

a= 1, dus a= T = µ. Derhalve: µ € ex K(X). 

(ii) ~(i):Zij µ€ex K(X). µis positief, dus µis de kompleksifikatie 

van een positieve lineaire funktionaal µr. Zij nu f, g € Cr{X) en 

f A g = O. Volgens [3] stelling 9.5 geldt: 

Hr € c (x)' : o < <Pr < µ , <Pr(f) = µ (f) en <Pr(g) = o. 
r - - [ _ r 

Voor deze <Pr meet gelden <Pr= <Pr(1~). µr' immers als <Pf(1X) = O of 

<Pr( 1x) = 1 dan is deze bewering triviaal; stel dus O 2_ <Pr( 1X) < µ~ 1X) = 1. 

<Pf µr-<Pf 
Definieer nu a = en T -

<Pr< 1x) - 1-<Pr{ 1x) 

Het is duidelijk dat ac € K(X) en ,c € K(X); verder geldt 

dus ac = ,c = µ en daarmee a = T = µ . ,. 
Daaruit volgt <Pr{f) = <Pr(1X).µr{f) = µr{f). Dus <Pr(1X) = O maar da.n 

.µr{f) = o, dus µr{f) A µr{g) = o of <Pf(1X) = 1 maar dan µr =<Pr dus 

µ (g) = <Pr{g) = 0 zodat µ (f) A µ (g) = 0. Hieruit volgt dat µ een 
r r r r 

roosteroperator is. ([3], stelling 6.17). Maar dan is ook µ een rooster-

operator. µ{1x) = 1 wantµ € K(X). 

2.8 Definitie 

De lineaire funktionaal µ, gedefinieerd door µ{f) = f(x) (voor zekere x € X), 

heet de Dirac~maat .Ex. 

Zij D(X) =· {e I x--e-xl de verzameling der Dirac-maten. Stelling 2.7 zegt 
x 

dat D(X) precies de verzameling is van de roosteroperatoren µ: C(X) + C met 

µ{1X) = 1, dat D(X) ook precies de verzameling is van alle (symmetrische) 

multiplikatieve lineaire funktionalen op C(X), en dat D(X) = ex K(X). 

D(X) voorzien van de relatieve a(C(X)',C(X})-topologie noemen we de struk­

tuurruimte van C(X). 
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2.9 Stelling 

De afbeelding H: X + D(X), gedefinieerd door H(x) = Ex is een homeomorfisme. 

Bewijs: zie [3], stelling 11.3. 

2.10 Stelling 

Zij T: C(X) + C(Y) een positieve operator. 

Dan is T kontinu, en I ITI I = I IT 1xl I. 

Bewijs: 

Volgens lemma 1.16 is T kontinu. 

Zij f e C(X); dan lrl ~I lrl I .1x, dus 

11Tf11 = 11 I Tf I 11 ~ 11 TI f I 11 ~ 11f11 . 11 T 1x11 . 

11 T 1X11 ~ 11 T 11 • 111X11 = 11T11 , dus 11T11 = 11 T 1X11 · 

2.11 Stelling 

Zij T: C(X) + C(Y) een begrensde operator; dan geldt: T is positief als en 

slechts als T' positief is.· 

Bewijs: 

. Als T positief is is T' zeker ook positief. 
+ ! + 

Stel dat T niet positief is. 3f0 e C(X): r0 e C (X) en Tf0 ~ C (Y). 

Tf0 ~ c+(Y) im:pliceert: ~Ye Y: Tf0(y) f ~+. 
Maar dan (T'ey)(f0) = ey(Tf0) = Tf0(y) f ~+. dus T'ey is niet positief, en 

daarmee is T' niet positief. 

2. 12 ·Stelling 

Zij T: C(X) + C(Y) een lineaire operator. 

De volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) T is positief, en T1X = 1y; 

(ii) llTll = 1, T1x = 1y en Vf € C(X): Tf = Tf; 

(iii)T is begrensd en T'(K(Y)) c K(X); 

(iv) T is positief en Vo~µ e C(Y)': I IT'µI I = I lµI I· 
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Bewijs: 

(i) :o:::::;>(iv): Zij 0 ~ µ € C(Y)'. T' is positief, dus T'µ .'.:_ O. 

Uit stelling 2.5 volgt dan: 

(iv) :=;.(iii): Omdat T positief is, is T begrensd en T' positief. Zij 

µ € K(Y). Dan 0 ~µen I lµI I = µ(1y) = 1. T' is positief dus T'µ .'.:. O. 

Daaruit volgt: 

T'µ(1X} = I IT'µl I = 11µ1 I = 1. 

Dus T'µ € K(X}. 

(iii) ==?(ii): (T1X)(y) = ey(T1x) = T'ey(1x) = 1 want T'ey € K(X); derhalve 

T1X = 1y• 
Zij f € C(X); I I Tri I = sup{ ITf(y) I I y € Y} = 

= sup{IT'ey(r)I I y € Y} ~I lrl I, want IT'ey(r)I < 

~I IT'eyl I. I lrl I = I lrl I omdat I IT'eyl I = 1. 

_Uit T1x = 1y volgt I ITI I = 1. 

Zij f = g + ih € C(X}. Tf(y} = T'ey(f) = T'E (g) - iT'E (b) = y y 

= T'e (g} + iT'E (h) = Tf(y) = Tf(y}, dus Tf = Tf 
y y 

(immers T'Ey € K(X), dus (T'Ey} (Cr(X)) c R). 

(ii) ~(i): Uit Tf = Tf volgt T(C (X)) c C (Y). r r 
Zij nu 0 ~ f € C(X), f ~ 0 en kies e zo dat 0 < e < I lrl 1-1. 

Dan geldt voor alle x € X: 0 ~ Ef(x) ~ 1, dus 0 ~ 1 - Ef(x) ~ 1. 

Daaruit volgt I I 1x - erj I ~ 1. Voor alle y € Y geldt: 

11 - e(Tf)(y)j = IT(1x-Ef}(y}I~ llTll-ll1x - ei'll < 1. 

+ Omdat Tf € C (Y) geldt: 0 < e(Tf)(y), dus Tf € C (Y). 
r -
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2. 13 Stelling 

Zij T: C(X) + C(Y) een lineaire operator. 

De volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) T is een roosteroperator, (d.w.z.: T is de kompleksifikatie van een 

reele roosteroperator Tr: Cr(X) + Cr(Y)), en T1X = 1y; 

(ii) Vf € C(X): !Tri = Tlrl en T1x = 1y; 

(iii) 3 !<I> E C(Y,X) Vf E C(X): Tf = f 0 <P; 

(iv) T is begrensd en T'(D(Y)) c D(X); 

(v) T is een algebra-homomorfisme en T1X = 1y; 

(vi) T is een symmetrisch algebra-homomorfisme en T1X = 1y. 

Bewijs: 

(i) ~ (vi): Zij T de kompleksifikatie van een reHe roosteroperator Tr. 

Uit T1x = 1y volgt Tr1X = 1y. Volgens [3], stelling 11.4 is Treen 

algebra-homomorfisme. Hieruit volgt gemakkelijk dat T een symmetrisch 

algebra-homomorfisme is. 

(vi) ~ (v): triviaal. 

(v).==;.(iv): C(Y) is halfenkelvoudig, dus T is begrensd; (zie [5], theorem 

2.5.17, p. 75). T': C(Y)' + C(X)' is zwa.k~kontinu; (zie [6], 7.4, 

p. 158). 

T'ey(f) = ey(Tf) = Tf(y); daaruit volgt direkt T'ey(1X) = 1 en 

T'ey(f.g) = T'ey(f).T'ey(g). 

Dus T'ey is een niet-triviale multiplikatieve lineaire funktionaal op 

C(X), zodat volgens stelling 2.7: T'ey e D(X). 

(iv) ~(iii): Definieer <f>: Y + X als kompositie 

liy T' jD(Y) ~1 

Y --~ D(Y) ----4 D(X)--- x. 

Hy en Ifx zijn homeomorfismen, en T' is zwa.k~kontinu, dus <P is kontinu. 

Verder geldt voor f E C(X), als T'ey = ex: 
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f o <j>(y) = (foH-1oT 1 oH) {y) = (foJL1oT 1 ) {e:) = 
X Y -X Y 

(foIC.1) (e: ) = f(x) = e: (f) = T'e: (f) = e: (Tf) = Tf{y). 
--x x x y y 

Dus Tf = f 0 <P; de eenduidigheid van <P is evident. 

(iii) ~(ii): is triviaal. 

(ii) ~(i): T is positief, dus T is de kompleksifikatie van een reele 

operator Tr: Cr(X) ~ Cr(Y). Uit ITrfl = Trlfl volgt dat Tr een reele 

roosteroperator is. 

2.14 Definitie 

Zij T: C(X) ~ C(Y) een roosteroperator met T1X = 1y. 

De unieke bij T behorende f'unktie <P e C(Y,X) heet de met T geassocieerde 

funktie. 

2. 15 Stelling 

Zij T: C(X) ~ C(Y) een roosteroperator me~ T1X = 1y en zij <P de met T ge­

associeerde f'unktie. Dan geldt: 

(i) N(T) = {O} ~ T is een isometrie~ <P is surjektief; 

(ii) R(T) = C(Y) ~ <P is injektief. 

Bewijs: 

(i) Zij <P surjektief; dan geldt voor f e C(X): 

I ITfl I = sup{ ITf{y) I I y e Y} = sup{ lf(<j>(y)) I I y E Y} 

= sup{lf(x)I Ix e X} = llrll. 

Een isometrie is 1-1 duidig. 

Stel tenslotte dat <P niet surjektief is. <j>(Y) is kompakt, en <j>(Y) ~ X. 

Volgens het lemma van Urysohn is er een f e C(X) met f ~ 0 en 

f(<j>(Y)) = {O}. Dan Tf = O, dus N(T) ~ {O}. 

(ii) Als R(T) = C(Y) dan is <P zeker injektief. Omgekeerd: als <P injektief 

is, dan is <j>: Y ~ <j>(Y) een homeomorfisme. Zij g e C(Y); definieer 
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r0: ~(Y) + C door r0 = g 0 ~- 1 • Volgens het lemma van Tietze hee~ 

r0 een uitbreiding tot een kontinue funk.tie f: X + C. Dan geldt 

Tf = f 0 ~ = fo 0 ~ = g, dus R(T) = C(Y). 

2.16 Stelling (Lotz [4], Satz 1.8) 

E en F zijn twee Banachroosters en T: E + F is een lineaire operator. De 

volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) T is een roosteroperator; 

(ii) Vx € E : ITxl = Tlxl. 

Bewijs: 

(ii)~ (i): evident. 

(i) ===>(ii): Zij x € E; zij T1 de restriktie van T tot het ideaal 

Elxl = n~N n{y € E I IYI ~Ix!}. 

T1 beeldt Elxl af in FTlxl =·nyN n{z € F I lzl ~Tix!}. 

We identificeren nu overeenkomstig stelling 1.17 Elxl met C(X) en 

FTlxl met C(Y), dus lxl met 1X en Tlxl met 1y. T1 is een roosteropera-

. tor met T1 1X = 1y, dus volgens stelling 2.13 geldt: T11xl = IT 1xl. 

Dus Tlxl = ITxl. 
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§3. Het spektrum van roosteroperatoren in Banacbroosters 

3.0 In §3 bewijzen we met behulp van de representatiestelling 1.17 en 

de spektrum-bewarende inbedding (appendix, stelling 4.3): Het approximatie­

ve puntspektrum van een roosteroperator is cyklisch. 

3. 1 Definitie 

Een Markov-operator is een positieve operator in C(X) met de eigenschap 

T1X = 1X" 

3.2 Een Markov-operator is begrensd; I !TI I = I IT1xl J = 1 (stelling 2.10). 

Voorts geldt: r(T) = 1 en 1 € cr(T) (stelling 1.24). 

3.3 Definitie 

Een eigenfunk.tie f van een Markov-operator T bij eigenwaarde a heet uni­

modulair als JaJ = 1 en Jrl = 1r 

3.4 Stelling (Lotz [4], Satz 3.1) 

Zij T een roosteroperator in C(X} met T1X = 1X. 

Dan vormen de unimodulaire eigenfunkties van T een groep G, en de afbeelding 

in X: G ~ C gedefinieerd door X(f).f = Tf (f€G) is een karakter van G. 

Bewijs: 

T is een roosteroperator met T1X = 1X' dus T is een Markov-operator en 

een symmetrisch algebra-homomorfisme. (Stelling 2.13). 1X is een unimodulaire 

eigenfunk.tie, dus G ~ ~. 

Als Tf = af en Tg = Sg met !al = !al = 1 en lrl = jgJ = 1Xdan geldt: 

( 1 ) 

(2) 

(Merk op: 

T ( fg) = (a. S) (f. g) ; 

T(_!) = _! _! 
f a f 

- 1 -a= a en f = f). 

Hieruit volgt dat de unimodulaire eigenfunk.ties van T een (konjugatie-in­

variante) groep vormen in C(X). De af'h6!eldingdie aan de elementen van die 

groep de bijbehorende eigenwaarden toevoegt is op grond van (1) en (2) een 

karakter; zelfs geldt X(g) = X(g). 

i;a 
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3,5 Definitie 

Een verzameling Ac ~ heet cyklisch als voor a ~ 0 geldt: 

3,6 Stelling (Lotz [4], Satz 3.2) 

Zij T een roosteroperator in een Banachrooster E. 

Dan is Pcr(T) cyklisch. 

Bewijs: 

Zij 0 ~a E Pcr(T), a= !al .a en zij x een eigenvektor van T bij a. 

T is een roosteroperator, dus (stelling 2.16): 

Tlxl = ITxl = lax! = !al.Ix!. 

Elxl is een T-invariant ideaal in E; zij S de restriktie van l~I tot Elxl. 

We identificeren Elxl met een funktieruimte C(X), dus lxl met 1X (stelling 

1.17); S wordt dan een Markov-operator, en x is een unimodulaire eigen:f'unk.tie 

van S bij de eigenwaarde B. Uit stelling 3.4 volgt {aklk e Z} c Pcr(S}, dus 

· {Bklal I k E Z} c Pcr(T). Dus Pcr(T) is cyklisch. 

~ 

3,7 Stelling (Lotz [4], Satz 3.3) 

Zij T een roosteroperator in een Banachrooster E. 

Dan is Acr(T) cyklisch. 

Bewijs: 

Volgens stelling 1.24 is Teen roosteroperator; volgens appendix stel­

ling 4.3 is Acr(T) = Pcr(T); volgens stelling 3,8 is Acr(T) = Pcr(T) cyklisch. 

m 

3.8 Stelling (Lotz [4J, Satz 3.4) 

Zij T een lineaire operator in een Banachrooster E. 

Als T en T' roosteroperatoren zijn, dan is cr(T) cyklisch. 

Bewijs: 

Volgens appendix, stelling 3.6 is cr(T) = Acr(T) u Pcr(T'). Uit stelling 

3.6 en stelling 3,7 volgt dan dat cr(T) cyklisch is. 

m 



3.9 Stelling (Lotz [4J, Satz 3.5) 

Zij T een lineaire operator in een Banachrooster E. 

Als T een roosterisomorfisme van E op E is, dan is o(T) 

Bewijs: 
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cyklisch. 

Zij E+ resp. E'+ de pos1t1eve kegel in E resp. E'. Omdat Teen rooster­

isomorfisme is van E op Eis T(E+) = E+. Daaruit volgt T'(E'+) = E'+ zodat 
+ 

ook T' een roosterisomorfisme is; immers als L € E' en x € E dan geldt: 
r 

IT'Ll(x) = sup{T'L(z) I z €Er• lzl .::_ x} = 

= sup{L(Tz) I z € Er• I z I .::_ x} = sup{L{y) I y € Er• IYI .::_ Tx} 

= ILl(Tx) = T'ILl(x). 

Dus IT'L I= T'ILI. T' is als kompleksifikatie van een reele roosteroperator 

een roosteroperator. Volgens stelling 3.8 is ~(T) dan cyklisch. 

~ 

3.10 Stelling (Lotz [4J, Satz 3.6) 

Zij T een roosteroperator in een Banachrooster E. 

Als a€ o(T) dan !al € o(T). 

Bewijs: 

Zij a€ o(T); er zijn twee mogelijkheden: 

0 
1 ) {;>,. € II: I A I = !al} c o{T); dan zeker !al € o(T); 

20) {A € II: I A I = lal} 4 o(T). Uit de kompaktheid van o(T) volgt dan: 

Clo{T) n {;>,. € II: I A I = jaj} ~ ~. Zij S € Clo(T) met lal = lal. Uit stelling 

3.7 en appendix, stelling 3.3 volgt dan: lal = lal € Aa(T) c o(T). 

i'l:I 
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§4. Het spektrum van roosteroperatoren in C(X) 

4.0 Volgens stelling 3.7 is het approximatieve puntspektrum van een 

roosteroperator cyklisch. Voor het spektrum van een roosteroperator T in 

C(X) met de extra eigenschap T1x = 1X is een sterkere uitspraak mogelijk: 

cr(T) is of de hele eenheidscirkelschijf, of een vereniging van ondergroepen 

van de cirkelgroep, eventueel vermeerderd met 0. 

4.1 Lemma (Wolff [7], Lemma 1.5) 

We identificeren een begrensde lineaire .funktionaal µ € C(X)' met zijn een­

duidig bepaalde voortzetting tot een reguliere Borelmaat op X. 

Zij B(X) het Banachrooster van de begrensde komplekswaardige Borelfunkties 

op X. 

(i) De afbeelding V: B(X) -+ C(X)" gedefinieerd door 

Vf (µ) = J fdµ (f€B(X); µ€C(X) 1 ) 

is een isometrische roosteroperator; 

(ii) Zij T een positieve lineaire operator op C(X) • 

. Dan is V(B(X)) invariant onder T", en 

Vf € B(X) \1'µ € C(X)': T"(Vf)(µ) = f fd(T'µ). 

Bewijs: 

(i) V is een 1-1 duidige lineaire operator 

( 1 ) 

(2) 

Vis de kompleksifikatie van de reele operator V : B (X)-+ C (X)", ge-
J r r r 

definieerd door V f(µ} = fdµ (f€B (X), µ€C (X)'). Zij nu f € B (X) r r r r 
en 0 < µ € C (X)'; dan geldt: - r 

(Vrf)+(µ} = sup{(Vrf)(v) I O ~ v ~ µ} = 

= sup{ I fdv I 0 ~ v ~ µ} (zie [3], stelling 7.9). 

(Vrf+}(µ) = f f+dµ; f < f+ dus als 0 ~ v ~ µ dan geldt: 
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Daaruit volgt: (Vrf)+(µ) ~ (Vrf+)(µ). 

Zij Y = {x € X I f(x) ~ o}; definieer een reguliere Borelmaat v door 

v(S) = µ(SnY) (S Borelverzameling in X); 

Dan is 0 ~ v ~ µ en 

J fdV = I fdµ = I f+dµ ~I fdµ. 
y 

Dus (Vrf)+(µ) ~ (Vrf+)(µ), zodat (Vrf)+(µ) = (Vrf+)(µ), Vr is een reele 

roosteroperator, dus V is een roosteroperator. 

V is een isometrie immers voor f € B(X) geldt: 

lvr(µ)I = IJ fdµI ~ llrll.11µ11, zodat llvrll ~ llrll. (3) 

Anderzijds, als e > O dan is er een x0 zo dat lr(x0 )1 > I lrl I - e. 

Dan vlrl(e ) = J lrlde = lrl(x0 ) > I lrl I - e. Daaruit volgt: 
XO XO 

I lvrl I = 11 lvrl 11 = I lvlrl 11 > I lrl I - e. 

Ui t ( 3) en ( 4) volgt 11Vf11 = 11 f 11 • 

(ii) Zij µ € C(X)'. Vf € C(X): (T'µ)(f) = µ(Tf) dus 

(4) 

Vf € C(X) ~g € C(X) Vµ € C(X)': I fd(T'µ) = f gdµ. (5) 

Zij A een gesloten deelverzameling van X en zij {fa} a een naar beneden 

gericht stelsel van kontinue funkties zo dat voor elke x € X geldt: 

lim fa(x) = XA(x). Dan geldt: 
a 

(Zie (2], Ch. IV, Cor. 2, p. 145.) 

Omdat T positief is, is {Tf } een begrensd, naar beneden gericht stel­
a a 

sel kontinue funkties. Zij g gedefinieerd door g(x) = lim Tf (x). g is 
a 



een begrensde Borelfunk.tie, en 

f XAd(T'µ) = f gdµ (zie [2], Ch. IV, Cor. 2, p. 145). (6) 

Zij nu H:= {f E B(X) I Vg E B(X) ~µ E C(X)': J fd(T'µ) = f gdµ}. 

Zij {f} een monotone begrensde rij in Hen zij h de puntsgewijze 
n n 

limiet van {f } . Dan is h een begrensde Borelfunk.tie, en volgens de 
n n 

monotone konvergentiestelling geldt h E H. Volgens (5) bevat H de 

kontinue funk.ties en volgens (6) bevat H de karakteristieke funk.ties 

van de gesloten deelverzamelingen. Daaruit volgt dat H = B(X), dus 

Yr E B(X) 3g E B(x) Vµ E c(x)•: J fd(T'µ) = J gdµ. (7) 

Hieruit volgt dat V(B(X)) invariant is onder T", terwijl 

T"(Vf)(µ) = Vf(T'µ) = f fd(T'µ). 

4.2 Lemma (Wolff [7], Lemma 2.3) 

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X en zij $ de met T geassoci­

eerde kontinue funk.tie. Dan geldt: 

(i) T is een isometrie ~ $ is surjektief; 

(ii) 0 E Aa(T)~ 0 E Pcr(T)~ $is niet surjektief; 

(iii) 0 ~ a(T)~ $ is een homeomorfisme; 

(iv) 0 E a(T)\Acr(T)~ $ is surjektief maar niet injektief. 

Bewijs: volgt direkt uit stelling 2.15. 

fZl 

4.3 Lemma (Wolff [7]) 
Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1x en zij $ de met T geasso:i­

eerde kontinue funk.tie. De volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) Vn EN: N(Tn) ~ N(Tn+ 1); 

(ii) ~n EN: $n(X) ~ $n+1(x). 



Bewijs: 

Uit Tf = f o $ volgt Tnf = f o $n. Daaruit volgt: 

N(Tn) = {f E C(X) I Tnf = O} = {f E C(X) f($n(X)) = {O} L 

De bewering volgt nu direkt m.b.v. het lemma van Urysohn. 

4.4 Lemma (Wolff [7]) 

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X ~ 1X en zij $ de met T geassoci­

eerde kontinue funktie. 

Zij F bet gesloten T-invariante ideaal F = LJ N(Tn) en zij Y = n $n(X). 
n=1 n=1 

Dan zijn de volgende beweringen equivalent: 

(i) de door T in C(X)/F geinduceerde operator T is surjektief; 

(ii) de restriktie ~ van $ tot Y is injektief. 

Bewijs: 

We tonen eerst aan dat Y de drager van F is. Merk op dat Y ~ ~ want X 

is kompakt. Zij y E Y; Vk E N 3~ E X: $k(~} = y. Zij f E F en zij € > o. 

Er is een f 1 E U N(Tn) zo dat I If - f 111 < e. Dan geldt: 
· n=1 

o = Tkf 1 (~) = f 1 ($k(~)) = f 1(y), dus lf(y}I <e. Daaruit volgt f(y) = o. 
Omgekeerd: stel f(y) = O voor alle f E F. Dan geldt voor alle k E N: 

als Tkf = 0 dan f(y} = O, dus als f($k(X)) = 0 dan f(y} = o. Derhalve moet 
00 k 

gelden: y E () $ (X) = Y. 
k=1 

Volgens stelling 2.4 is de afbeelding w: C(X)/F ~ C(Y), gedefinieerd 

door w(f)(y) = f(y}, een isometrisch roosterisomorfisme. Zij S = w 0 T 0 w-1• 

Sis een roosteroperator in C(Y) met S1y = 1y. Zij nu f E C(X), zij g de 

restriktie van f tot Y en zij y E Y. Dan geldt: 

Sg(y} = (woTow-1}(g}(y} = w o T(f}(y) = w(.f}}(y} = Tf(y) = f($(y}}, 

Daaruit volgt: de met S geassocieerde kontinue funktie ~ is de restriktie 

van $ tot Y. Merk op dat $(Y) c Y, immers 

00 00 

$(Y) = $( n $n(X)) c n $n+ 1(X) = Y. 
n=1 n=1 
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$ is surjektief, immers zij ye Y. 

k k+1 
Zij yk = $ (~+ 1 ); dan geldt voor alle k: $(yk) = $ (~+ 1 ) =yen 

yk = $k(~+ 1 ) e $k(X). {yk}k hee~ een verdichtingspunt y0 • 

'Vk e N Vl ~ k : y1 e $1 (x) c $k(X); $k(X) is gesloten, dus 

k 00 n 
'v'k E N Yo E $ (X). Daaruit volgt: Yo E n $ (X) = Y; ${y0 ) = y dus 

n=1 
y E $(Y) = $(Y). 

~ A 

T is injektief, immers als Tf = 0 en f e f dan Tf E F. Zij g e N(Tn) 

zo dat I ITnf - gl I < E, Voor zekere n0 is TnOg = O, dus 

I 1Tno+1fl I = I 1Tno+1f - Tnogl I ~ I ITnOl I I !Tf - gl I < E, Dus Tno+1f = o 
A 

zodat f E F dus f = 0. 

Stel nu dat $ injektief is. Volgens lemma 4.2 is S dan surjektief, dus 
~ 

ook T is surjektief. 

Stel dat T surjektief is; S is dan ook surjektief. Volgens lemma 4.2 

is $ injektief. 

ra 

4.5' Lemma (Wolff [7], Lemma 2.4) 

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X en zij $ de met T geassoci­

eerde kontinue funktie. 

Als voor iedere n e IN $n+1(X) ~ $n(X), dan geldt: 

o(T) 

Bewijs: 

Voor iedere n geldt 

ven volgt: Vn e IN 3x e 
n 

voor alle n geldt: 

00 

$n+1 (X) c qP(x); zij Y = n $n(X). Uit het gege­
n-~ 

X : $n(x ) = y e $n(X)\$n+ (X). Daaruit volgt dat 
n n 

( 1 ) 



Verder geldt voor m ~ 0 en r ~ 1: 

Vs E ~ ~t, k E ~ : s + t = m + kr, dus: 

co 
~s(X) . . . 4 ~n+1 (X) Daaruit volgt Yn E n = Y, in striJ d met y n • 

s=1 
Zij nu A E C, 0 < I A I < en zij z € X. Op grond van (1) en (2) is 

bij elke n hoogstens een m ~ 0 zo dat z E ~-m(yn). Definieer f door: n 

anders. 

~-m(y ) is gesloten, dus f is een Borelfunktie. 
n n 

Uit ( 1) volgt: 11fn11 = 1 want 

Volgens lemma 4.1 geldt: 

--{ 
0
An+1 

(AVf -T"Vf )(e ) = (Ar -f o~)(z) 
· n n z · n n 

anders. 

A € Ao(T") c o(T") = o(T}. 

Daar r(T) = 1 en o(T) is gesloten, geldt: o(T) = {A E C I IAI ~ 1}. 

~ 
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(2) 

er 
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4.6 Lemma (Wolff [7], Lemma 2.5) 

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X en zij ~ de met T geassoci­

eerde kontinue funktie. 

Als er een A EC is met 0 < IAI < 1 en A E Acr(T), dan is~ niet surjektief. 

Bewijs: 

Stel ~ is surjektief, dan is Teen isometrie (lemma 4.2). Voor 

0 < IAI < geldt dan: 

ll<A-T)fll ~I IAI llfll - llTll.!lfll I= (1-IAI) !lf!I. 

Volgens appendix, stelling 3.2 geldt dan A f Acr(T). 

Ga 

4.7 Stelling (Wolf [7], Satz 2.2) 

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1x = 1X. 
----

Zij F het gesloten T-invariante ideaal F = U N(Tn). 
n=1 

Als (i) Vn EN : N(Tn+ 1) ~ N(Tn); 

of (ii) De door T in C(X)/F geinduceerde operator T is niet surjektief 

dan geldt: cr(T) ={A EC I IA! < 1}. 

Als '(i) noch (ii) geldt, dan is cr(T)\{O} de veren1g1ng van een aantal onder­

groepen van de cirkelgroep r = {A E C I I A I = 1} • 

Bewijs: 

1 °) Volgens lemma 4.3 is (i) equivalent met: 

(i)' Vn EN : ~n+ 1 (x) ~ ~n(X). 

Volgens lemma 4.5 volgt uit (i)': 

cr(T) ={A EC I IA! .::_1}. 

2°) Volgens lemma 4.4 is (ii) equivalent met: 

(ii)' de restriktie 1jJ van~ tot Y = n ~n(X) is niet injektief. 
n=1 

Zij nu, als in het bewijs van lemma 4.4 w: C(X)/F ~ C(Y) het kanonieke iso-

metrische roosterisomorfisme, en zij S = w o T o w- 1 de door T in C(Y) ge­

induceerde operator. 1jJ = ~IY is de met S geassocieerde kontinue funktie. 
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$ is niet injektief, dus volgens lemma 4.2 geldt 0 € cr(s)\AO(S}. 

Zij M = cr(S)\Acr(S}. Mis een open deelverza.meling van~ (appendix, 

stelling 3.5), en M ~~want 0 € M. Verder geldt M\M c Acr(S). Omdat $ sur­

jektief is, is Seen isometrie (lemma 4.2), en r(S) = 1 dus volgens lemma 

4.6 geldt: 

M\M c Acr ( s ) c P.. € q: I I A I = 1 } • 

Volgens appendix, stelling 3,6 geldt: Mc Kcr(S) = Pcr(S'). 

Zij P: C(X) + C(X)/F de kanonieke projektie en zij U: C(X) + C(Y) ge­

definieerd door U = w 0 P. U is surjektief, dus U' is injektief. Voorts 

geldt U'S' = T'U', dus 

Pcr(S') c Pcr(T') c cr(T). 

Uit r(T) = 1 volgt Mc cr(T) c {A. € C I IA.I ~ 1} c M dus 

3 °) Stel ( i)' noch (ii)' geldt. $ is bij ektief dus S en s-1 zijn isometri­

sche roosterisomorfismen en S1y = 1y. Daaruit volgt r(S) = r(s-1) = 1. Uit 

de spektrale afbeeldingsstelling volgt: 

Uit de ontkenning van (i)' volgt: 3N € N Vn ~ N ~n(X) = ~n+ 1 (x). 

Dus de restriktie TF van T tot Fis nilpotent, d.w.z.: cr(TF) c {O}. Volgens 

appendix, stelling 3,7 is cr(T) c cr(T) u cr(TF)' dus 

cr(T) c {O} u {A. € q: I IA.I = 1}. In dat geval is cr(T) = acr(T) = Acr(T), 

(appendix, stelling 3.3), en volgens stelling 3,7 is Acr(T) cyklisch. Der­

halve is cr(T)\{O} de vereniging van ondergroepen van de cirkelgroep. 

fil 

4.8 Lemma (Wolff [7], Lemma 3.1) 

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X en zij ~ de met T geassoci­

eerde kontinue f'unktie. 
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Definieer k: X ~Nu { 00 } door k(x):= inf{k €NI ~k(x) = x}, waarbij per 

definitie inf ~ = 00 • Dan geldt: 

(i) als voor minstens een x € X geldt: k(x) = k < 00 , dan is l1:k_ c Pa(T'), 

waarbij Hk de groep van de ke-machts eenheidswortels is. 

(ii) als voor minstens een x € X en voor alle n € N geldt: k(~n(x)) = 00 , 

dan is r = {A € «:: I I!.. I = 1} c Pcr(T"). 

Bewijs: 

(i) Zij x € X z6 dat k(x) = k < 00 en ziJ a € ~· 

k~1 -1 
Zij µ = 1~0 a e:~l(x)' Dan geldt: 

k-1 
T'µ = l 

l=O 

-1 a e: 1+1 = aµ, dus a € Pcr(T'). 
~ (x) 

(ii) Zij x € X z6 dat voor alle n € N geldt: k(~n(x)) = 00 • 

Zij N0 = N u {O}; definieer voor alle (m,n) € N0 x N0 Mm,n door: 

Mm,n := ~-m(~n(x)). M is een Borelverzameling. Zij y € M nM 
m,n m1,n1 m2 ,n2 

Dan geldt: 

m1 n m2 n2 
~ (y) = ~ 1(x) en ~ (y) = ~ (x). 

Stel m2-m1 = r .::_ O. Dan geldt: 

n2 m2 m1+r 
~ (x) = ~ (y) = ~ (y) = 

n1+r 
~ (x)' 

dus n2 = n 1 + r, zodat n 1 - m1 = n2 - m2 • 

Zij !.. € a:, I !.. I = 1 • Definieer een funktie f op X door 

{ 

!.. n-m als z € M · 
m,n' 

f(z) = 
0 anders. 

f is een begrensde Borelfunktie; bovendien geldt: 

f(~(z)) 

als ~ ( z) € M ; } m,n 
= 

anders; 

!..f( z). 
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Daaruit volgt T"(Vf) = i..(Vf), dus i.. E Po(T"). 

4.9 Stelling (Wolff [7], Proposition 3.2; 3.3) 

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X en zij ~ de met T geassoci­

eerde kontinue funktie. 

De volgende beweringen zijn equivalent: 

(i) 3k E N ~k = ~2k; 

(1"1') 3k E ~ Tk T2k (d Tk' 'kt' ) " = .w.z.: is een proJe ie; 

(iii) T voldoet aan een niet-triviale polynoomvergelijking p(T) = 0; 

(iv) o(T) bestaat uit polen van R(i..;T); 

(v) 1 is een pool van R(i..;T); 

(vi) r = {;.. E c I IA.I = 1} ~ o(T). 

Bewijs: 

( i) ==> (ii) ~ (iii) evident. 

(iii)~ (iv): zie [2], Exercise VII, 5.17, p. 582. 

(iv).~ (v) ~ (vi) evident. 

(vi) ~ (i). Uit stelling 4. 7 volgt o(T) c {O} u V, waarbij V de vereniging 

is van ondergroep~n van de cirkelgroep r. Volgens lemma 4.5 geldt: 

Zij r 0 het kleinste getal met deze eigenschap; zij Y = ~rO(x). Volgens 

lemma 4.4 en stelling 4.7 is de restriktie ~van~ tot Y bijektief. 

Omdat r ~ o(T) geldt volgens lemma 9.8 (ii): 

Vx E X 3k E N, 3n E ~ : ~k(~n(x)) = ~n(x). 

Omdat ~ bijektief is geldt: 

~g E Y 3k E N : ~k(y) = y. 
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Daaruit volgt: sup{k(y) I y E Y} < 00 , immers stel er is een rij {yn} 

in Y z6 dat k(y ) = k + 00 • Volgens lemma 9,8 (i) geldt u00 R c o(T), 
n n n=1 -Kn 

zodat r c o(T), in strijd met het gegeven. 

De verza.meling {k(y) I y E Y} hee~ een kleinste gemene veelvoud q. 

Dan geldt ~q = 1y, dus ~ro+q = ~ro. De vergelijking r 0 = tq + s hee~. 

een oplossing (t,s) met 0 .'.S_ ten 0 .::_ s .::_ q-1. Zij k = (t+1)q. 

Voor alle x E X geldt: ~k(x) = ~ro+q-s(x) E Y, en voor alley E Y geldt 

~k(y) = ~(t+1)q(y) = y, zodat ~2k = ~k, 

4.10 Stelling (Wolff [7], Proposition 3.2) 

Zij T een roosteroperator in C(X) met T1X = 1X. 

Stel r ~ o(T); volgens stelling 9,9 is voor zekere k EN Tk een projektie. 

Als bovendien gegeven is dat dim N(1-T) = 1, dan is dim R(Tk) < 00 • 

Bewijs: 

We gebruiken dezelfde letters als in het bewijs van stelling 9,9, 

Definieer voor y E Y F door: 
y 

F := ur(y) I 0 .::.. r.::.. q-1l. 
y 

Kies· y E Yen stel FY ~ Y. Zij z E Y\Fy. Omdat ~ bijektief is, is Fy n Fz = 0. 

Zij f E C(X) zo dat f(F ) = {1} en f(F ) = {O}; 
y z 

zij g E C(X) zo dat g(F ) = {O} en g(F ) = {1}. 
y z 

1 q-1 ro+n 
Zij P = - l T ; dan PT = TP = P, dus T(Pf) = Pf en T(Pg) = Pg en 

q n=O 

Pf(F ) = Pg{F ) = {O} en Pg(F ) = Pf(F ) = {1}, zodat Pf en Pg lineair on-
y z y z 

afhankelijke eigenf'unkties van T bij de eigenwaarde 1 zijn, in strijd met 

dim N(1-T) = 1. Daaruit volgt: F = Y; 
y 

Tk is een projektie, dus C(X) = R(Tk) t N(Tk); 

N(Tk) = {f E C(X) I f(~k(X)) = {O}} = {f E C(X) I f(Y) = {O}}. Daaruit volgt 

R(Tk) ~ C(Y), dus dim R(Tk) .::_ q. 

Fa 
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§5. Het spektrum van positieve operatoren in Banachroosters 

5.0 Met behulp van de representatiestelling 1.17 en de spektrumbewarende 

inbedding (appendix §4) bewijzen we in deze paragraaf: Een positieve operator 

in een Banachrooster E, die voldoet aan een voorwaarde (W) (zie definitie 

5.6) hee~ een cyklisch perifeer spektrum. 

Uit deze stelling volgt o.a dat het perifere spektrum van een positieve 

kompakte operator cyklisch is. 

5.1 Definities en opm.erkingen 

Zij f € C(X); onder de drager van f verstaan we de verzameling 

supp f := {x € X I f(x) ~ O}. 

Zij µ € C(X)'; een open verzameling Uc X heet een µ-nulverzameling 

als voor iedere f € C(X) geldt: 

supp f c U tj µ ( f) = O. 

De vereniging van µ-nulverzamelingen is weer een µ-nulverzameling; daar­

uit volgt dat er een grootste µ-nulverzameling is. Onder de drager van µ, 

supP µ, verstaan we het komplement van de grootste µ-nulverzameling. 

Nu gelden de volgende twee stellingen: 

(i) Als µ € C(X)', f € C(X) en f(supp µ) = {O} dan µ(f) = O; 

(ii) Als 0 ~ µ € C(X)', 0 ~ f € C(X) en µ(f) = 0 dan f(supp µ) = {O}. 

(Zie [1], Ch. III. §2, 3; i.h.b.: proposition 8, 9). 

5.2 Lemma 

Zij T een Markov-operator in C(X) en zij f een unimodulaire eigenfunktie 

van T bij de eigenwaarde a. 

Dan geldt voor iedere x € X: 

Bewijs: 

supp T'E c {y € X I f(y) = af(x)}. 
x 

Zl..J. x .. f d x ·€ en Zl.J g = af(x); an geldt: 
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T'E (g) = E (~) = 1 en T'Ex(1x) = Ex(T1x) = 1, 
X X af\XJ 

dus T'Ex(1x-g) = O. 

Daar T'E >Oen 1X - Reg~ 0 geldt volgens 5.1 (ii): x-

Re g(y) = 1 voor al.l.e y e supp T1 £ • x 

Omdat lgl = 1x moet gelden g(y) = 1, dus 

supp T'e:x c {ye X I f(y)-= af(x)}. 

5,3 Stelling (Lotz [4], Satz 4.2) 

Zij T een Markov-operator in C(X) en zij G de verzameling van unimodulaire 

eigenfunkties van T. 

Zij F de door G voortgebrachte gesloten Riesz-deelruimte van C(X). Dan is 

F rooster- en algebra-isomorf met een ruimte C(X), en de restriktie van T 

tot F is een roosteroperator. 

Bewijs: 

Per definitie is F = F + iF waarbij F = F n C (X) een Riesz-deel-r r r r 
ruintte van Cr(X) is. Fr is gesloten en 1x e Fr' dus Fr is een gesloten 

deelalgebra van Cr(X). Daaruit volgt weer dat F een gesloten konjugatie­

invariante deelalgebra van C(X) is. 

Definieer nu in X een equivalentierelatie - door: 

x - y : ~ \/g e G : g(x) = g(y). 

Zij X = X/- (voorzien van de quotienttopologie) en zij P: X + X de kano--nieke projektie; X is een kompakte T2-ruimte en P is kontinu. 

Zij H = {f e C(X) I x - y ~ f(x) = f(y)}. His een gesloten konju­

gatie-invariante deelalgebra van C(X) en een gesloten Riesz-deelruimte van 

C(X). Uit G c H volgt F c H. 

Definieer ~: H + C(X) door 

(~(h)) (x) = h(x) (heH, xd). 
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Men gaat gemakkelijk na dat ~ een isometrisch algebra- en roosterhomomorfisme 

is. 

Beschouw ~(F); ~(F) c ~(H) c C(X). ~(F) is als homomorf beeld van F een 

konjugatie-invariante deelalgebra van C(X); ~(F) is gesloten; 1X E ~(F) want 

1X E Fen ~(F) scheidt de punten van X, want ~(G) scheidt~de punten van X al. 

Uit de stelling van Stone-Weierstrass volgt dan ~(F) = C(X). Daaruit volgt 

F = H en F is isometrisch algebra- en roosterisomorf met de funktieruimte 

ccX). 
Zij x EX. Uit lemma 5.2 volgt: als z1, z2 E supp T'Ex• dan 

Yg E G : g(z 1) = Ag g(x) = g(z2).Dus supp T'E~ behoort geheel tot een ~-equiva­

lentieklasse. Als x ~ y, z1 E supp T'Ex en z2 E supp T'Ey dan geldt voor 

alle g E G: 

dus supp T'E en supp T'E behoren tot dezelfde ~-equivalentieklasse. 
x y 

F is ee~ T-invariante deelruimte, immers zij f E F en zij x ~ y. 

supp T'Ex en supp T'Ey behoren tot dezelfde ~-equivalentieklasse; op die 

klasse is f konstant: f(supp T'E ) = f(supp T'E ) = {f0}. Daaruit volgt 
x y 

(f-f0 .1X) (supp T'Ex) = (r-r0 .1X) (supp T'Ey) = {O}, dus volgens opmerking 

5.1 (i): 

Tf(x) = (T'E )(f) x 

Dus Tf E F. 

De restriktie TF van T tot F is een roosteroperator, immers zij f E F, 

x E X en zij f(supp T'Ex) = {f0}. Dan geldt: 

!Tfi(x) = !Tf(x)I = i(T'Ex)(f)i = lr0 i(T'Ex)(1x) = 

= (T'Ex)(irl) = Tiri(x). 

Dus ITFrl = TFlrl. 

fa 
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5,4 Stelling (Lotz [4J, Satz 4.3) 

Zij Teen Markov-operator in C(X). 

Dan vormen de unimodulaire eigenfunkties van T een groep G, en de afbeelding 

X: G ~ C, gederinieerd door Tg = X(g).g is een karakter van G. 

Bewijs: 

Zij G de verzameling van unimodulaire eigenfunkties en zij F de door 

G voortgebrachte gesloten Riesz-deelruimte van C(X). Fis isometrisch alge­

bra- en roosterisomorr met C(X) en de restriktie TF van T tot F is een 

roosteroperator (stelling 5,3), G is precies de verzameling van unimodualire 

eigenfunkties van TF. Uit stelling 3.4 volgt dan dat G een groep is, en dat 

X een karakter van G is. 

5,5 Stelling (Lotz [4J, Satz 4.4) 

Zij T een Markov-operator in C(X) en zij r een unimodulaire eigenfunktie 

van T bij de eigenwaarde a. 

Derinieer Ur: C(X) ~ C(X) door Ur(h) = f'h; dan geldt: 

(i) 

(ii) 

-1 
Ur TUr = aT; 

cr(T) = acr(T); 

(iii') {ak I k e Z} c Pcr(T). 

Bewijs: 

Ur is inverteerbaar; u;1 =°fen I lurl I = 1. Zij he C(X) en x ex. 

Volgens lemma 5.2 geldt voor alle y e supp T'e : r(y) = ar(x). Daaruit 
x 

volgt voor y e supp T' e : x 

(fh)(y) = ar(x}.h(y}, dus T'e (f'h) = ar(x)T'e (h). 
x x 

Daaruit volgt weer T(f'h)(x) = ar(x) Th(x), dus T(f'h) = ar .Th, dus 

-1 
Ur o T o Ur = aT. 

(ii) en (iii) volgen direkt uit (i) en uit het reit dat Ur inverteer­

baar is. 



5.6 Definitie 

Zij T een begrensde lineaire operator in een komplekse Banachruimte E. 

T hee~ de eigenschap (W) als: 

3C > 0 YA > r = r(T) (A-r) I IR(A;T) 11 < C. 

5.7 Lemma 

Zij T een positieve operator in een Banachrooster E met r(T) = 1 en zij 

0 < x < Tx. 

Als T de eigenschap (W) hee~ dan is er een gesloten, T-invariant ideaal 

F in E z6 dat Tx - x e F en x f F. 

Bewijs: 

(i) ~C > 0 VA> 1 : (A-1) I IR(A;T)l I <C. 

Voor A > 1 is R(A;T) positief. Definieer voor A> 1 pA: E + R door 

pA(z):= sup{{v-1)1 IR(v;T)lzl I I I 1 < v 2_ A} en definieer 
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q: E + R door q(z) = lim pA(z). pA en q zijn kontinue rooster-halfnormen, 
H1 

immers men verifieert gemakkelijk: 

(1) pA(z1+z2) 2. pA(z1) + pA(z2); 

(2) pA( z) = lalpA(z); 

(3) pA is kontinu (volgt met behulp van stelling 1.9 (vii) uit de 

eigenschap {W)); 

Evenzo voor q. 

Hieruit volgt dat F:= {z e E I q{z) = O} een gesloten ideaal is. 

(ii) pA(Tz) = sup{ ( v-1) 11 R ( v ; T ) I Tz I 11 I < v 2_ A} 

2_ sup{ ( v-1) 11 R(v;T)Tlzl 11 I < v 2_ A} 

2_ sup{ ( v-1) 11 R(v;T)vlzl 11 I < v 2_ A} 

=ApA(z). 

Dus q{Tz) = q(z), zodat T(F) c F. 
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(iii) R(A;T)(Tx-x) = (A-1) R(A;T) x - x en 

11 (A-1 )R(A;T)x-xl I ~ 11 {A-1)R(A;T)11 I lxl I + I lxl I ~ (C+1) I lxl I, 

dus pA(Tx-x) = sup{(v-1) 11 R(v;T)ITx-xl 11 I 1 < v ~A} 

~ sup{(v-1)(c+1)l lxl I I 1 < v <A}= 

= ( A- 1 )( C+ 1) 11 x 11 . 

Dus q(Tx-x) = lim pA(Tx-x) = O, zodat Tx - x €F. 
H1 

(iv) (A-1)R(A;T)x - x = R(A;T)(Tx-x) .::_ 0 (A> 1), dus 

{A-1 )R(A;T)x .:=:._ x (A > 1), zodat PA (x) > I lxl I. 

Daaruit volgt q(x) .::_ I lxl I > O, dus x ~ F. 

~ 

5.8 Stelling (Lotz [4], Satz 4.7) 

Zij T een positieve operator in een Banachrooster E. 

Als .T de eigenschap (W) heef't dan is Per o(T) cyklisch. 

Bewijs: 

Als r = r(T) = 0 dan is de bewering triviaal; stel dus r = r(T) > O. 

We mogen zonder beperking der algemeenheid aannemen: r(T) = 1. 

Volgens appendix stelling 4.3 geldt: o(T) = o(T) dus 

Per o(T) =Per o(T), en Ao(T) = Ao(T) = Po(T), dus Per o(T) c Po(T). Uit 

appendix lemma 4.2 volgt dat ook T de eigenschap (W) heef't. Volgens stel­

ling 1.24 is T positief. 

Zij a€ Per o(T) =Per o(T), dus lal = 1. Zij e een eigenvektor van 

T bij de eigenwaarde a, en zij n = lei. 

Omdat T positief is geldt 0 < n ~ Tn. Volgens lemma 5.7 is er een gesloten 

ideaal F in E zo dat T(F) c F, Tn - n € F en n ~ F. 

Zij T de door T in E = E/F geinduceerde operator. Dan geldt Te = ae en 

101 = n ~ o. We identificeren nu E~ = {~ € E I l~I ~ n} met een funktieruimte 
n ,..., ,,...,, ,..., 

C(X) (stelling 1.17). De restriktie T1 van T tot En is een Markov-operator, 



dus volgens stelling 5.5 geldt: 

k -{a I k € Z} c Po(T1). 

Voor A > 1 en k € ~ geldt: I IR(J.ak;T1) 11 ~ I IR(J.ak;T) 11, dus 

{ak I k € Z} c Po(T) zodat {ak I k € Z} c Per o(T). Derhalve is Per o(T) 

cyklisch. 

rll 

5.9 Definitie 

Zij T een positieve operator in een Banachrooster E. 

Een eindige keten van gesloten T-invariante idealen {E I 0 ~m ~ n} met 
m 

{O} = E0 c E1 c ••• c En= E heet T-oplosbaar als voor 1 ~m ~ n de door 

T in E /E 1 geinduceerde operator de eigenschap (W) hee~. 
m m-

T heet oplosbaar als er een T-oplosbare idealenketen bestaat. 

5.10 Stelling (Lotz [4J, Satz 4.9) 

Zij T een oplosbare operator in een Banachrooster E. 

Dan is Per o(T) cyklisch. 

Bewijs: 
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. Ala r(T) = 0 is de bewering triviaal; stel dus r(T) ~ O; zonder be­

perking der algemeenheid mogen we aannemen r(T) = 1. We leveren het bewijs 

door volledige induktie naar de lengte n van een T-oplosbare idealenketen. 

1 0) Stel er is een T-oplosbare idealenketen met lengte 1. Dan hee~ T de 

eigenschap (W), dus volgens stelling 5.8 is Per o(T) cyklisch. 

20) Induktieaanname: Zij Per o(S) cyklisch voor alle operatoren S met 

r(S) ~ 0 die een S-oplosbare idealenketen hebben met lengte 

k ~ n-1 ( n > 1 ) • 

Zij {Em I 0 ~ m ~ n} een T-oplosbare idealenketen met lengte n en zij U 

reap. V de door T in E 1 reap. in E/E 1 geinduceerde operator. Zij 
n- n-

a €Per o(T), dus lal = 1. Volgens appendix stelling 3.7 geldt: 

a € a(U) u o(V). 

Stel a€ o(U); {Em I 0 ~m ~ n-1} is een U-oplosbare idealenketen met 

lengte n-1, dus volgens de induktie-aanname geldt 
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{ak I k E z} c Per o(u). 

Stel a E o(V); V hee~ de eigenschap (W), dus volgens stelling 5.8 

geldt 

{ak I k E Z} c Per o(V). 

Voor A > 1 geldt 

en 

dus 
. k I {a k E Z} c Per o ( T ) • 

5.11 Stelling (Lotz [4J, Satz 4.10) 

Zij T een positieve operator in een Banachrooster E. 

Als r = r(T) een pool is van R(A;T) dan is Per o(T} = r.V waarbij V een 

eindige vereniging van groepen eenheidswortels is. 

Bewijs: 

( 1) 

(2) 

Als r = r(T) = 0 dan is de bewering triviaal; stel dus r > O. Zonder 

beperking der algemeenheid mogen we aannemen r = 1. 

We bewijzen door volledige induktie naar de orde n van de pool in 

r(T) = 1, dat Teen oplosbare operator is. 

1°) Als n = 1 dan hee~ T de eigenschap (W), dus T is oplosbaar. 

2°) Induktieaanname: elke positieve operator S met r(S} ~ O, waarvoor r.(S) 

een pool is van R(A;S) van de orde k met ~ k ~ n-1, n > 1, is oplos­

baar. Stel nu dat 1 een pool is van R(A;T) van de orde n > 1. 

Zij Q = lim (A-1)n R(A;T); als A> 1 dan is R(A;T) positief, dus Q is posi-
H1 

tief. Verder geldt QT= Q. 

Zij F = {z EE I Q(izl) = O}. Fis een gesloten T-invariant ideaal in E. 

Zij TF resp. T de door T in F resp. E = E/F geinduceerde operator, en zij 
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-P: E ~ E de ka.nonieke projektie. 

Daar F c N(Q) heeft R(X;TF) in 1 een pool va.n de orde 

( 1 ) 

Zij nu S € L(E) zo dat P o S .'.'... O en Q o S = O. Da.n geldt P o S = O, 

immers als x .'.'... 0 da.n is PSx .'.'... 0 dus er is een y € F zo dat Sx - y .'.'... 0; 

daaruit volgt lsxl .::._ Sx - y + IYI, dus Qlsxl = 0 zodat Sx € F, dus P 0 S = O. 

Pas dit toe op de koefficienten va.n de reeksontwikkeling va.n R(X;T) om 1. 

De koefficienten Bk (1 < k .::._ n) voldoen aa.n de voorwaarden P 0 ~ .'.'... O en 

Q o ~ = O, dus ~ = 0 (1 < k .::._ n). 

Dus R(X;T) heeft in 1 een pool va.n de orde k2 .::._ 1. Volgens appendix, stel­

ling 3.8 geldt n .::._ k1 + k2, dus k1 = n-1 en k2 = 1. Daaruit volgt: 1 is een 

pool va.n de eerste orde van R(X;T), dus T heeft de eigenschap (W), en 1 is 

een pool van de orde n-1 van R(X;TF). 

Volgens de induktieaanname is er in F een TF-oplosbare idealenketen {Fk}. 

Om.dat T de eigenschap (W) heeft is {E} u {Fk} een T-oplosbare idealenketen, 

dus T is oplosbaar. 

Volgens stelling 5.10 is Per cr(T) cyklisch; omdat 1 geisoleerd punt is 

van ~(T), bestaat Per cr(T) uit een eindige vereniging van groepen eenheids­

wortels. 

5.12 Stelling (Lotz [4J, Korollar 4.11) 

Zij T een positieve kompakte operator in een Banachrooster E. 

Dan is Per cr(T) cyklisch. 

Bewijs: gevolg van stelling 5.11. 

Ei 

5.13 Definitie 

Zij T een begrensde operator in een Banachruimte E. 
n-1 

Definieer M door M = l l Tk 
n n n k=O 

T heet uniform ergodisch als de rij. {Mn} konvergeert in de norm-topologie 

van L(E). 
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5.14 Opmerking 

Uit appendix, stelling 1.19 volgt: 

Als T uniform ergodisch is, dan is r(T) ~ 1. 

Als 1 E a(T) dan is 1 een enkelvoudige pool van R(A;T). 

5.15 Stelling (Lotz [4J, Satz 4.12) 

Zij T een positieve, uniform ergodische operator in een Banachrooster E 

met r(T) = 1. 

Dan bestaat Per a(T) uit een eindige vereniging van groepen eenheidswortels. 

Bewijs: 

Gevolg van stelling 5.11 en opmerking 5.14. 
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§6. Het spektrum van irreducibele operatoren 

6.0 In deze paragraaf geven we een verscherping van stelling I. 5,15 

over het spektrum van een irreducibele operator voor het geval dat E een 

Banachrooster is. 

6.1 Definitie 

Een begrensde operator U op een Banachrooster E heet een torsie als: 

(i) U is inverteerbaar; 

(ii) Vx € E : luxl = lxl. 

Voorbeeld: zij f een unimodulaire :f'unktie in C(X). Definieer Uf: C(X) + C(X) 

door Uf(h) = f.h. Dan is Uf een torsie op C(X). 

6.2 Lemma (Lotz [4], Satz 1.11) 

Zij lxl een kwasi-inwendig punt in een Banachrooster E. 

Dan is er een torsie U € L(E) met ulxl = x. 

Bewijs: 
We identificeren Elxl met C(X), x met f, lxl met 1X (stelling 1.17). 

Definieer Ur: C(X) + C(X) door Uf(h) = f.h; Ur is een torsie, Ur is een 

isom~trie en ur<1x) =f. Omdat lur(h)I = lhl is Ur kontinu m.b.t. I I.I I. 

(zie opmerking 1.11).Elxl ligt dicht in E dus Uf is voortzetbaar tot een 

. ( -1 -1) 
1nverteerbare operator U. U is de voortzetting van Uf • Uit de konti-

nuiteit van de absolute waarde (stelling 1.9) volgt: 

Vy€ E: IUyl = IYI· 

6.3 Stelling (Lotz [4], Theorem 5,2) 

Zij T een irreducibele operator in een Banachrooster E met r(T) = 1 en zij 

het perifere puntspektrum van T niet leeg (Per cr(T) n Pcr(T) ~ ~). 

Als: 1°) T hee~ de eigenschap (W); 

of 2°) 1 is een eigenwaarde van T' met een positieve eigenvektor ~; 

dan geldt: 

(i) 1 is eigenwaarde van T, iederePe$itieve eigenvektor is een kwasi­

inwendig punt, en de bij 1 behorende eigenruimte N(1-T) is eendimen-
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sionaal; 

(ii) de perifere eigenwe.arden vormen een groep; 

(iii) elk van deze eigenwe.arden is enkelvoudig; 

(iv) als a een perifere eigenwaarde is van T, dan o(T) = ao(T); 

(v) is de enige eigenwe.arde van T met een positieve eigenvektor. 

Bewijs: 

(i) Zij a€ Per o(T) n Po(T); zij z een..eigenvektor van T bij de eigen­

waarde a; omdat T positief is geldt: 

lzl = lazl = ITzl ~ Tlzl. 

a) .stel Thee~ de eigenschap (W). Volgens lemma 5.7 is er een gesloten, 

T-invariant ideaal F z6 dat Tlzl - lzl €Fen lzl 4 F. T is irreduci­

bel dus F = {O} (propositie I. 5.7). 

Daaruit volgt Tlzl = lzl dus 1 £ Po(T). 

b) stel 1 is een eigenwaarde van T' met een positieve eigenvektor $. 

Omdat T irreducibel is, is $ positief definiet (zie definitie I. 5.9), 

iDD.ers zij x > 0 en stel $(x) = O. 

Voor zekere A > r(T) is TR(A;T)x een kwasi-inwendig punt (zie defini­

tie I. 5,3). 

Daaruit volgt $ = O, in strijd met het feit dat $ een eigenvektor 

van T' is. 

Uit $(Tlzl) = T'$(lzl) = $(lzl) volgt $(Tlzl-lzl) = O. Omdat $ posi­

tief definiet is, is Tlzl = lzl, dus 1 € Po(T). 

Stel nu dat x een positieve eigenvektor is bij 1. 
co 

TR(A;T)x = L 1- x = ,x1 is een kwasi-inwendig punt voor zekere 

n=1 An "-
A > O. Maar dan is ook x een kwasi-inwendig punt. De bij 1 behorende 

eigenruimte N( 1-T) is een gesloten Riesz.-deelruimte. De restriktie T1 

van T tot N(1-T) is irreducibel, en elk.e positieve eigenvektor van T 
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bij 1 is kwasi-inwendig punt van deze Riesz-deelruimte. Volgens pro­

positie I. 5.2 is N(1-T) eendimensionaal. 

(ii) Zij z een eigenvektor van T bij een perifere eigenwaarde a. 

lzl = x > 0 is dan een eigenvektor van T bij de eigenwaarde 1. We 

identificeren E met C(X); de restriktie T1 van T tot E korrespondeert 
x x . 

met een Markov-operator, en z korrespondeert met een unimodulaire 

eigenfunktie van T1. Uit stelling 5.4 volgt dat perifere eigenwaarden 

een groep vormen. 

(iii) Zij weer Tz = az, !al = 1 en zij lzl- = x; we identificeren nogmaals 

E met C(X). Volgens lemma. 5,5 is er een torsie U op E zo dat 
x x 

u- 1TU = aT. Omdat 1 een enkelvoudige eigenwaarde van T is, en dus 

van T1, is a een enkelvoudige eigenwaarde van T1 en daarmee van T. 

(iv) Ex is een T-invariant ideaal; omdat T irreducibel is, is Ex dicht 

in E. De torsie U uit (iii) is voort te zetten tot een torsie 

V € L(E) (zie het bewijs van lemma. 6.2). Dan geldt: v-1TV = aT, dus 

cr(T) = ao(T). 

(v) Zij 0 < x € E en Tx = vx. T is positief, dus 0 ::_ v ::_ 1 en 0 ::_ Tx::_ x. 

a) Stel T heef't de eigenschap (W). Als in het bewijs van lemma 5.7 

tonen we aan: er is een gesloten T-invariant ideaal F in E met 

x - Tx € F (de ongelijkheid 0 < x ::_ Tx wordt in het bewijs van 

lemma. 5,7 alleen gebruikt om aan te tonen dat x f F). T is irreduci­

bel, dus 1 is eigenwaarde van T met een positieve eigenvektor u. 

Tu= u, dus voor ::\ > 1 geldt R(::\;T)u = ::\~1 • Daaruit volgt (zie voor 

de notatie van het bewijs van lemma 5, 7): p::\ (u) = I lul I, dus 

q(u) = lim p::\(u) = I lul I, zodat u f F. Omdat T irreducibel is, is 
H1 

F =· {o), dus Tx = x. Daaruit volgt: v = 1. 

b) Stel 1 is eigenwaarde van T' met een positieve eigenvektor $. $ is 

dan positief definiet, en 

0 < $(x) = T'$(x) = $(Tx) = $(vx) = v$(x). 

Dus v=1. 
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6.4 Stelling (Lotz [4], Theorem 5.3) 

Zij Teen irreducibele operator in C(X) met r(T) = 1, en zij het perifere 

puntspektrum van T niet leeg. 

Dan gelden de beweringen (i) - (v) van stelling 6.3. 

Bewijs: 

gevolg van stelling 6.3 en de stelling van Krein-Rutman (stelling 

II. 3.11). 

~ 

6.5 Stelling (Lotz [4], Theorem 5.4; Lotz en Schaefer [8], Theorem 1) 

Zij Teen irreducibele operator in een Banachrooster E met r(T) = 1. 

Als een pool is van R(A;T) dan geldt: 

(i) Per cr(T) is de groep van ke machts-eenheidswortels; 

(ii) elke a e Per cr(T) is een enkelvoudige eigenwaarde van T en een 

pool van de eerste orde van R( A;T); 

(iii) als a e Per cr(T) dan cr(T) = acr(T); 

(iv) is de enige eigenwaarde van T met een positieve eigenvektor. 

Bewijs: 

Zij 1 een pool van de orde k van R(A;T). Zij Q = lim(A-1)k R(A;T). 
H1 

Q is de hoofdterm van de reeksontwikkeling van R(A;T) om 1. Q is positief, 

en QT = Q. Q' is dus ook positief en Q' ~ O. De positieve kegel E'+ in E' 

is voortbrengend, dus 

3IP e E' Q'IP=1">o. 

Dan geldt: 1"(x) = Q'IP(x) = IP(Qx) = IP(QTx) = T'Q'IP(x) = T'1"(x), dus T'1" = ljl. 

1 is eigenwaarde van T' met een positieve eigenvektor. Daarmee is voldaan 
0 

aan voorwaarde 2 ) van stelling 6.3, dus is een enkelvoudige eigenwaarde 

van T met een positieve eigenvektor u. 

We tonen vervolgens aan dat elke a e Per cr(T) een pool is van R(A;T) 

van de eerste orde, dus een eigenwaarde van T. De beweringen (i) - (iv) 

volgen dan direkt uit stelling 6.3. 

Zij F = {z e E I Q(lzl) = O}; Fis een T-invariant gesloten ideaal, 



dus F = {ol. Daaruit volgt dat Q2 ~ o, dusk-= 1. 1 is een pool van de 

eerste orde van R(A;T), en Q is het residu van R(A;T) in 1. 
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Uit appendix, lemma 4.2 volgt dat 1 ook een pool is van de eerste 

orde van R(A;T), en dat Q het residu is van R(A;T) in 1. Zij Tn = n; dan 

geldt Qn = n. De equivalentieklasse n bevat derhalve een rij {y ) E m(E) nn 
met lim (Qy -y ) = O. Omdat 1 enkelvoudige eigenwaarde. is van T geldt 

n-+<x> n n 
Qy = y u (y EC), dus 

n n n n = yu, waarbij y = lim yn' en u het beeld is van u 
n-+<x> 

onder de kanonieke inbedding nE: E + E. Daaruit volgt dat 1 een enkelvou-

dige eigenwaarde is van T. 

Zij R:= {n EE I Q(lnl) = O}. R is een T-invariant gesloten ideaal 

in E. Zij T resp. Q de door T resp. Q in E = E/R geinduceerde operator. 

Dan geldt: QT= Q, en uit de definitie van R volgt dat Q positief definiet 

is. Zij T 1 de door T in R geinduceerde operator. De restriktie van Q tot R 

is O, dus 'T1 hee~ in 1 geen pool. Derhalve geldt r(T1) < 1. Uit appendix, 

stelling 3.7 en 3.8 volgt dan: R(A;T) hee~ in 1 een pool van de eerste 

orde met residu Q. 1 is weer enkelvoudige eigenwaarde van T. 
Zij u het beeld van u onder de projektie E + E. 

Zij E~ = UN n{n E E I lnl < ~}. Zij H ·de afsluiting van E~. 
U OE - U 

Omdat T;'. = ~ is H een gesloten T-invariant ideaal in E. Zij s1 de restrik-

tie van T tot H en zij s2 de door T in E/H geinduceerde operator. Omdat 

Q(E) c H hee~ s2 in 1 geen pool. 

Uit appendix, stelling 3.7 en 3.8 volgt weer: R(A;S 1) hee~ in 1 een pool 

van de eerste orde. s1 is een irreducibele operator, immers, stel G ~- {O} 

is een s1-invariant ideaal in H. G is ook een Q-invariant ideaal in E. Om­

dat 1 een enkelvoudige eigenwaarde van T is, geldt ~ E G. Maar ~ is een 

kwasi-inwendig punt van H, dus G = H. 

Zij nu a E Per cr(T), dus !al = 1. Dan geldt volgens appendix, stel­

ling 4.3: a E Pcr{T). Zij Te= ae (a~o). Dan geldt !al::. T(lel) en 

I a I ::. Q"< I a I > • 

Daaruit volgt: a ~ R, dus Ta= ae ~ o. Daaruit volgt 1-0·1 ::. Tie!; omdat 

QT= Q en omdat Q positief definiet is, geldt: Tisi = 191. lel is een veel-
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voud van~' dus e € H. Daaruit volgt: a € Pcr(S1). Er is een torsie V op H 

zo dat v-1s1v = as1 (zie bet bewijs van stelling 6.3). Daaruit volgt dat 

a een pool is van de eerste orde van R(A;S1). 

Omdat r(S2) < 1 is a een pool van de eerste orde van R(A;T); omdat 

r(T 1) < 1 is a een pool van de eerste orde van R(A;T) (volgt uit appendix, 

stelling 3.8). Uit appendix, lemma 4.2 volgt dat: a is een pool van de 

eerste orde van R(A;T). 

fa 

6.6 Opmerkingen 

1. Stelling 6.5 is een verscherping van stelling I. 5.15 voor bet geval 

dat E een Banachrooster is. 

2. Als T een irreducibele operator is in een Banach-rooster E en r = r(T) 

is een pool van R(A;T), dan is r > O. Daaruit volgt dat de voorwaarde 

r(T) = 1 in stelling 6.5 geen beperking der algemeenheid betekent. 

(Bij de eigenwaarde r behoort een positieve eigenvektor x; immers, 

zij Q = lim (A-r)k R(A;T) de hoofdterm van de Laurent-ontwikkeling 
Hl 

van R(A;T) om r. Q is positief en TQ = rQ; de positieve kegel E+ in 

E is voortbrengend, dus ;}y € E : Qy = x > 0; dan geldt 00 n 

Tx = TQy = rQy = rx. Voor zekere A > r(T) = y = TR(A;T)x = l T x = 
00 n=1 An 
l Cf)nx een kwasi-inwendig punt. Daaruit volgt: r > 0 en x is een 

n=1 
kwasi-inwendig punt.) 
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Hoofdstuk IV. 
Operator-Polynomen met Positieve Koefficienten 

door 

H. Bart 

O. Inleidirtg 

O.O Onder een operator verstaan we een lineaire af'beelding van een Banach­
ruimte in zichzelf. Identieke operatoren duiden we steeds aan met het sym­
bool I. De verza.meling van alle kompakte operatoren in een Banachruimte E 
duiden we aan met K(E}. Het inwendige, resp. het lineair omhulsel, van een 

0 deelverza.meling V van een Banachruimte duiden we aan met V , resp. spV. 
Is E een komplekse Banachruimte en A een operator in E, dan stellen we ge­
makshalve Ec = E en Ac= A (vgl. Appendix 5,1). 

0.1 Zij E een Banachruimte en n een positief natuurlijk getal. Voorzien 
van de produktoperaties en een produktnorm is ~ een Banachruimte. 

Zij i e {1, ••• ,n}. De af'beelding n. : ~ + E, gedefinieerd door 1 

is een kontinue lineaire af'beelding van En op E en wordt de ie projektie. 
van~ op E genoemd; de af'beelding cr. E +En, gedefinieerd door 

1 

cr. (x) := (0,. . .,O,x,o, . .,O) (met x op de ie plaats), 1 

is een kontinue lineaire af'beelding van E in ~ en wordt de ie inbedding 
van E in ~ genoemd. 
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0.2 Zij E een Banachruimte en n een positief natuurlijk getal. Als g e (E°)• 

en i e { 1, ••• ,n}, da.n gcr. e E'. Definieren we J : (En) 1 -+ (E 1 )n door 
l. 

J(g) := (go 1 , ••• ,gon), dan is J een topologische isomorfie van (En)' op 

(E')n. Voor f = (fl, ••• ,fn) E (E')n en x = (xl, ••• ,xn) EE° geldt 

n 
J- 1(f)(x) = l f.(x.). 

i=1 l. l. 

0.3 Zij E een reele Banachruimte en n een positief natuurlijk getal. Defi­

nieren we T : (En)c -+ (Ec)n door 

dan is Teen topologische isomorfie van (En)c op (Ec)n. 

o.4 Zij E een Banachruimte over fC (K = ~of~), n een positief natuurlijk 

getal en~ e L(E) (k=l, ••• ,n). De afbeelding L : K-+ L(E), gedefinieerd 

door 

heet het operator-poiynoom met koefficienten A1 t/m An. Lis een differen­

tieerbare afbeelding van IK in L(E). 

0.5 In het volgende zullen we laten zien dat verschillende stellingen uit 

de spektraaltheorie der positieve begrensde operatoren - waaronder de 

stelling van Krein-Rutman- met behulp van een van H. Wielandt a,fkomstige 

lineariseringsmethode gegeneraliseerd k'Uilnen worden tot uitspraken over 

operator-polynomen met positieve koefficienten. De betreffende generalisa­

ties zijn ontleend aan Maibaum, G. : Uber Scharen positiver Operatoren, 

Math. Ann. 184, 238-256 (1970). 
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1. Operator-Matrices 

1.0 In deze paragraaf is E een Banachruimte en n een positief natuurlijk 

getal. Voor de betekenis der symbolen ~., o. (i=1, •.• ,n), Jen T verwij-
1 1 

zen we naar 0.1 t/m 0.3. 

1.1 Definitie Als Aik operator in E (i,k = 1, ••• ,n), dan is A ~ ~ ~. 

gedefinieerd door 

(Ax). := 
1 

n 
l Aik~ (x = (x1, ••• ,xn) € ~; i = 1, ••• ,n), 

k=1 

een operator in ~. We schrijven kortweg 

A11 A12 ••.•••.••••• A1n 

A21 A22 •••••••••••• A2n 

A = 

An 1 An2 ·' · • ·' · ''' '· Ann 

1.2 Propositie Zij Aik operator in E (i,k = 1, .•• ,n) en A= (Aik). Zij 

Bik operator in E (i,k = 1, ••• ,n) en B = (Bik). Dan AB = (Cik) met 

n 
C.k = l A .. B.k 

1 j=1 1J J 

Bewi,js: Evident, 

( i ,k = 1 , ... ,n) • 

1.3 Propositie Zij Aik operator in E (i,k = 1, ••• ,n) en A= (Aik). Dan 

(i) A. =~.Ao (j,m = 1, ••• ,n), 
Jm J m 

Bewijs: Is eenvoudig na te rekenen. 



1. 4 Pro!!ositie Zij Aik operator in E (i,k = 1, ••• ,n) en A= (Aik). Dan 

(i) A E L(En)~ Aik E L(E) (i,k = 1, .•. ,n), 

(ii) A E K(En) ~Aik e K(E) ti,k = 1,. • .,n). 

Bewijs: Volgt direkt uit prop. 1.3. 

1.5 PrOJ;!Ositie Zij Aik E L(E) (i,k = 1, ••• ,n) en A= (Aik). Dan geldt 

-1 
JA'J = 

Al 1 A21 

Al2 A22 

A' n1 

A' n2 

Bewi,js: Volgt direkt uit de definities. 

1.6 Pro!!ositie Zij ~ E K(E) (k = 1, ••• ,n) en zij A gedefinieerd door 

A1 A2 ............ A n 

I 0 ............ 0 

A := 0 I 0 e e e e I I I I I I 0 
...... 

....... 
....... ...... 

......... 
0 .......... o---...r 0 

Dan An E K(En). 

Bewijs: Zij me. {1, •.. ,n}. M.b.v. prop. 1.2 leiden we gemakkelijk af: 

** ........ * 

}m I I I I I I I I 

rijen ........ . ........ . 
** ........ * 

Am = I 0 ........ 0 

0 I 0 ...... 0 

. 
0 ••• o I 0 .. 0 
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Hierin duiden de sterretjes kompakte operatoren (in E) aan. Het gestelde 

volgt nu uit prop. 1.4. 

1.7 In de rest van deze paragraaf is E een reele Banachruimte en Keen ge­

sloten kegel in E. 

1.8 Propositie Zij Aik operator in E (i,k = 1, ••• ,n) en A= (Aik). Dan 

c c 
A11 A12 ..... -... 

TAcT-l 
c c 

= A21 A22 ........ 

Bewi,js: Volgt direkt uit de definities. 

1.9 Propositie 

t1 is een gesloten kegel in~. 

J({t1)•) = (K')n. 

t1 totaal ~ K totaal. 

t1 voortbrengend <::::==> K voortbrengend, 

Ac 
1n 

Ac 
2n 

(i) 
(ii) 
(iii) 

(iv) 

(v) 

(vi) 

(t1) 0 = (K0 )n ; t1 ruimtelijk ~K ruimtelijk. 

t1 normaal {==:::> K normaal. 

Bewijs: Volgt direkt uit de definities. 

1.10 Propositie Zij Aik operator in E (i,k = 1, ... ,n) en A= (Aik). Dan 

geldt: A positief (m.b.t. t1)~Aik positief (m.b.t. K) (i,k = 1, .•. ,n). 

Bewijs: Het is duidelijk dat cr.(K) c t1 en n.(t1) c K (i = 1, •.. ,n). 
1 1 

Het gestelde volgt nu uit prop. 1.3. 



1.11 Propositie Zij ~ een van de nul-operator verschillende (m.b.t. K) 

positieve operator in E (k = 1, ••• ,n-1) en zij A een (m.b.t. K) sterk­
n 

positieve operator in E. Is A gedefinieerd door 

•••••••• A 
n 

........ 0 

A := 

0 •.•••.. ; 0 I 0 

dan is A sterk-positief (m.b.t. t1). 
Bewijs: Zij A0 :=I. M.b.v. prop. 1.2 leiden we gemakkelijk af: 

(n-j+1)e kolom 

*(A~) * .... (A. 1A ~)1 
n J- n 

~ ....... ~ .... ~. ~~~ ~~.:::: ~~:~:~~ ~~ I 
Aj = * .... . 

*" ....• 
I 0 .. 

0 .... 010 ... 

(A~) * 
n 

(A "+*) *" 
n 

(A+*) 
n 

(A +*) (A1A ~) 
n n 

A n 
0 

. .... 0 

(A 1A + *) 
n- n 

(A 2A + *) 
n- n 

(A 3A + *) 
n- n 

A 
n 

j rijen 

( j = 1 , ••• ,n) , 
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(Am+*) * * (A 1Am + *) 
n n- n 

* (Am+*) * (A 2Am + *) 
n n- n 

Anm = * * (Am+*") (A -/m + *) (m = 1 ,2, ... ) , ( 1 ) 
n n- n 

* .... ~(A 1Am + *) * ..... * 
n- n 

Anm+j = 
(2) 

(m = 1,2, ..• ) 
* .... *(A 2Am + *) * ..... * n- n 

* ..... *' 
(j = o, ...... ,n-1). 

(n-j)e kolom 

Hierin dui.den de sterretjes positieve operatoren (m.b.t. K) aan. Zij 

x = (x1, ••• ,xn) € K11 \ {O}. Kies j € {O, ••• ,n-1} en m ~ 1 z6 dat 

x .'€ K\{O} en Am x . € K°. Definieren we y = (y1, ••. ,yn) €En door 
n-J +· n n-J 

y := Anm Jx dan geldt 

(k = 1, .. .,n). (zie (2)) 

[Amx . € K° en A k :f; O]::>A kAmx . € K \ {O}~yk € K \ {O} (k=1, .. .,n) 
n n-J n- n- n n-J 

(zie prop. II.4.5), 

~ An yk € K°. Voor M:= max{~ k = 1, . .,n} 

geldt nu 

(k = 1, ... ,n) (zie prop. II.4.10). 
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Definieren we z = (z1, •.• ,zn) E Ff door z := AnMy, dan geldt 

(k = 1, ••• ,n), (zie (1)) 

en dus 
0 0 21t E K + K c K (k = 1, ••• ,n). (zie II.4.2). 

Stellen we N := n(M + m) + j, dan 

N nM (Ko)n __ (•.n)o. 
A x = A y = z E K. (zie prop. 1.9) 

Hiermede is de stelling bewezen. 
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2. Linearisering van Operator-Polynomen 

2.0 In deze paragraaf" is E een niet-triviale Banachruimte over K 

(K = C of B),n een positief natuurlijk getal en~ e L(E) (k = 1, ••• ,n). 

L is het operator-polynoom met koefficienten A1 t/m An' d.w.z. 

(;l, E K). 

Voor de betekenis der symbolen ni' ai (i = 1, ••• ,n), Jen T verwijzen we 

naar 0.1 t/m 0.3. 

2.1 Definitie Het operator-polynoom met koefficienten Ai t/m A~ noemen we 

het aan L gead.jllllgeerde operator-pol.ynoom en duiden we aan met L'; het 

operator-polynoom met koefficienten A~ t/m A~ noemen we de kompleksifikatie 

van Len duiden we aan met Le. 

2.2 Opmerking Is K = c, dan L =Le. (vgl. o.o). \j A E K L1 (A) = L(A) 1 en 

Le(A) = L(A)e. 

2.3.Definitie De verzam.eling p(L} van alle A e C z6 dat Lc(A) inverteerbaar 

is (in L(Ee)) heet de resolvente verzameling van L. Het komplement van 

p(L) in C noemen we het spektrum van Len duiden we aan met a(L). Daar, 

zoals in 2.12 zal blijken, a(L} een niet-lege kompakte deelverzameling is 

van C, is het zinvol de spektraalradius van L te definieren door 

r(L) := max{IAI : A ea(L)}. Onder het perifere spektrum Per a(L) van L ver­

staan we de verzameling van alle A e a(L) met IAI = r(L). De afbeelding 

A~ Le (A)-1 is een differentieerbare afbeelding van de open verzameling 

p(L) in L(Ee) en wordt de resolvente van L genoemd. Een geisoleerd pllllt 

A0 van a(L) heet een pool van L van de ~ m als. A0 een pool is van de 

resolvente van L van de orde m; is m = 1 dan noemen we A0 een enkelvoudige 

pool van L. De verzameling van alle polen van L duiden we aan met Pol a(L). 

Een getal A e K heet een eigenwaarde van L als L(A ) niet injektief is; 
0 0 

een element x e E heet een bij de eigenwaarde A behorende eigenvektor als 
0 0 
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L(X )x = 0 en x ; 0. Onder de meetkundige multipliciteit van de eigen-
o 0 0 

waarde X van L verstaan we de dimensie van de nulruimte van L(X ). Is de 
0 0 

meetkundige multipliciteit van de eigenwaarde X van L gelijk aan 1, dan 
0 

noemen we X een enkelvoudige eigenwaarde van L. 
0 

2.4 Opmerking De in 2.3 ingevoerde begrippen ziJn generalisaties van noties 

uit de (gewone) spektraaltheorie; deze korrespondeert met het geval n = 1. 

2.5 Definitie Onder de eerste lineariserende operator van L verstaan we de 

operator ~ e L(En) gedefinieerd door 

•••••••• A 
n 

0 

0 I 0 • • • • . . 0 

l ................ . 
0 ...••••. 0 I 0 

Onder de tweede lineariserende operator van L verstaan we de operator 

B_r,, ~ L(~) gedefinieerd door 

A1 I 0 0 

A2 0IO .••• O 

An_ 1 0 •••• O I 

A 0 •••••••• 0 
n 

2.6 Opmerking Uit 1.4 volgt: AL, BL e L(En). 

2.7 Propositie 

(i) Als K = ffi, dan T(~)cT- 1 =A 
Le 

(ii) J(A_) 'J-1 = B --L LI • 
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Bewijs: Volgt clirekt uit de proposities 1.8 en 1.5. 

2.8 Propositie Zij x = {x1, •.• ,xn) € t1 en A€ K. 

{i) ~X = AX~ 

L{A)X = 0 
n 

n-k 
~=A xn {k = 1, .•• ,n-1), 

Bewijs: Vol.gt clirekt uit de definities. 

2.9 Gevo1g Zij A € K. 

{i) AI-~ injektief~L{A) injektief. 

{ii) AI- BL injektief<====}L{A) injektief. 

(iii) A eigenwaarde van AL[BL] met meetkundige multipliciteit m ~ 

A eigenwaarde van L met meetkundige multipliciteit m. 

2.10 Propositie Zij A€~. 

{i) AI-~ surjektief~L{A) surjektief. 

(ii) XI- BL surjektief~L{A) surjektief. 

Bewi.is: We tonen alleen {i) aan; het bewijs van (ii) verloopt analoog. 

(a) Zij AI-~ surjektief en y €E. Kies x = (x1, ••• ,xn) € t1 zo dat 

(AI- ~)x = o 1y. Dan L(A)(~nx) = L(A)xn = y. 

(b) Zij L(A) surjektief en y = (y 1, .. .,yn) €Ff. Definieer 4>k(A) : En+ E 

( ) ntk-1 n-k-1-i ( ) 
door 4>k A := l A ~ . k = O, ••• ,n-1 • 

i=O n-i 

Kies u € E zo dat 



Definieren we x = (x1, ... ,xn) E En door 

dan geldt 

2. 11 Proposi tie 

(i) p(L) = p(~). 

(ii) cr(L) = cr(~). 

(iii) r(L) = r(~). 

(AI- ~)x = y. -

(iv) Per cr(L) =Per cr(AL). 
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(k = n) 

( k= 1 , .•• , n-1 ) , 

Bewijs: Het is voldoende (i) aan te tonen. We onderscheiden twee gevallen 

namelijk (a) ~ = ~ en (b) K = ~. 

(a) p(L) ={A E ~ L(A) bijektief} = (zie 2.9 en 2.10) 

= {A E ~ : AI- ~ bijektief} = 

= p(~} 
(b) Per definitie geldt p(L) = p(Lc) en p(~} = p((~}c). Uit 2.7 en 0.3 

volgt p((~}c) = p(~c). Onder (a) is bewezen p(Lc) = p(~c). Hieruit 

volgt p(L) = p(Lc) = p(~c) = p((~)c) = p(~}. 

2.12 Gevolg cr(L) is een niet-lege kompakte deelverzameling van C. 

Bewi,js: CEf;C {O} en ~ E L(En)] ~cr(~) niet-lege kompakte deelverza­

meling van~. Het gestelde volgt nu uit 2.11. 

2.13 Propositie Zij A0 E ~en m een natuurlijk getal. Dan geldt: A0 pool 

van ~ van de orde m<=:>A 0 pool van L van de orde m. 

Bewi,js: Zij A := ~. 
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(i) We behandelen eerst het geval K = C. Zij A pool van A van de orde 
0 

m. Uit propositie 2.11 volgt dat A een geisoleerd punt is van o(L). 
0 

Uit het eerste gedeelte van het bewijs van 2.10 blijkt dat 

(A E p(L) = p(A)). 

Hieruit volgt direkt dat A een pool is van L met orde < m. 
0 -

Zij A een pool van L van de orde-m. Uit propositie 2.11 volgt dat 
0 

A een geisoleerd punt is van o(A). Definieren we wop~ door 
0 

(hierin is ~k(A) gedefinieerd als in het bewijs van 2.10), dan is 

w een differentieerbare afbeelding van ~ in de Banachruimte van alle 

begrensde operatoren van i1 in E. Uit het tweede gedeelte van het 

bewijs van 2.10 blijkt dat 

Hieruit volgt direkt dat A0 een pool is van A met orde < m. 

Hiermede is het gestelde in het geval K = C bewezen. 

(ii) Vervolgens behandelen we het geval K = R. Dan geldt: 

A0 pool van A van de orde m 

A pool van Ac van de orde m 
0 

A0 pool van ~c van de orde m 

A pool van Le van de orde m 
0 

A0 pool van L van de orde m. 

2.14 Gevolg Polo(~)= Polo(~). 

(===7 

< > 
~ 

<====:::> 

2.15 Opmerking Voor B1 gelden analoge beweringen. 

(per def.) 

(zie 2.7 en 0.3) 
( zie ( i) ) 

(zie 2.3) 



3. Operator-Polynomen met Positieve Koefficienten 

3.0 In deze paragraaf is E een niet-triviale reele Banachruimte, Keen 

gesloten kegel in E, n een positief natuurlijk getal, ~ E L(E) positief 

(m.b.t. K) (k = 1, ... ,n) en L het operator-polynoom met koefficienten 

A1 t/m An' d.w.z. 

(;l, E IR) • 

Voor de betekenis der symbolen cr 1 en J verwijzen we naar 0.1 en 0.2. 

3.1 Stelling ([1], Satz 1(2.2)). 

Is K totaal, r = r(L) en Per cr(L) c Pol cr(L), dan geldt: 

(i) r E cr(L) en r is een pool van maximale orde in Per cr(L), 

(ii) ]x E K\{O} : L(r)x = O, 

(iii) 3r E K' \ {O} : L' (r)f = o. 

Bewijs: Zij A := ~ en B := BL'. 

i35 

(0) En is een niet-triviale reele Banachruimte. M.b.v. de resultaten uit de 

_paragrafen 1 en 2 verifieren we gemakkelijk: K° is een totale gesloten 

kegel in E°, A E L(En) is positief (m.b.t. Kn), r(A) = r(L) = r en 

Per cr(A) c Pol cr(A). Hieruit blijkt dat we II.3.4 kunnen toepassen, 

(i) Volgt direkt uit II.3.4, 2.11 en 2.13. 

(ii) J y = (y 1, .•• ,yn) E K°\ {O} : Ay = ry (zie II.3.4). Stellen we 

x := yn' dan geldt (zie 2.8) 

x E K \ { 0} en L ( r) x = 0 • 

(iii) Jg E (K°)' \ {O} : A'g = rg (zie II.3.4). Definieren we 

h = (h1 , ••• ,hn) E (E')n door h :=Jg, dan 

h E (K')n'\{O} en Bh = rh. (zie 0.2, 1.9 en 2.7). 

Stellen we f := h1, dan 

f E K ' \ { 0 } en L' ( r) f = 0 • (zie 2.8) 



136 

3.2 Stelling Is K totaal, r = r(L) > 0 en~ e K(E) (k = 1, ••• ,n), 

dan geldt: 

(i) re a(L) en r is een pool van maximale orde in Per a(L), 

(ii) .] x E K \{O} : L(r)x = o, 

(iii) .] f e K' \ { O} : L' ( r) f = O. 

Bewijs: Zij A := ~· 

. Daa.r An e K(En) (zie 1.6) en r(A) = r(L} = r > O (zie 2.11) geldt: 

Per a(A) c a(A) \ {O} c Pol a(A)). 

M.b.v. 2.11 en 2.14 vinden we 

Per a(L) c Pol a(L). 

Het gestelde volgt nu uit stelling 3.1. 

3,3 Stelling [1], Satz 3(2.2)). 

Is K ruimtelijk, ~; 0 (k = 1,2, ••• ,n-1), An sterk-positief (m.b.t. K), 

Per·a(L) c Pol a(L) en r = r(L), dan geldt: 

(i) ·o <re a(L), 

(ii) er bestaat een x e K0 zo dat 

(a) L(r)x = 0 

(b} [r > O, x EK\ {0} en L(r)x = O]~r = r en X E sp{x}, 

(iii) r is enkelvoudige eigenwaa.rde van L, 

(iv) r is enkelvoudige pool van L, 

(v) Per a(L) = {r}, 

(vi) er bestaat een f e K' zo dat 

(a) L'(r)f =Oen f(t) > 0 (t e K\{0}) 

(b} [r > O, f E K'\{0} en L'(r}f = O]~r = r en f E sp{t}. 

Bewijs:Zij A:=~ en B := B1 ,. 
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(0) En is een niet-triviale reele Banachruimte. M.b.v. de resultaten uit 

de pa.ragrafen 1 en 2 verifieren we gemakkelijk: t1 is een ruimtelijke 

gesloten kegel in En, A€ L(En) is sterk-positief (m.b.t. t1), 
Per cr(A) c Pol cr(A) en r = r(L) = r(A). Hieruit blijkt dat we stelling 

II.4.13 kunnen toepassen. 

(i) Uit stelling II.4.13 en propositie 2.11 volgt 

0 < r € cr(A) = cr(L). 

(ii) Volgens II.4.13 .:]y = (y1, •.• ,yn) € (t1) 0 zo dat 

(1)Ay=ry . 

(2) (; > O, y € (t1)\{0} en Ay = ry]~; = r en y € :;ip{y}. 

Stellen we x := y , dan 
n 

x € K0 en L(r)x = O. (zie 1.9 en 2.8). 

Onderstel nu: r > o, x € K\ {O} en L(r)'i' = o. We zullen aantonen 

dat r = r en x € sp{x}. 

Definieren we y € ~ door 

- n-1 - - -
y := (r x, ••• ,rx, x), 

dan 

y € t1\ {0} en Ay = ry. (zie 2.8). 

Dus 
r = r en y € sp{y}. 

Het is nu duidelijk dat 

Konklusie: 

r = r en x € sp{x}. 
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(iii) Volgens II.4.13 is r een enkelvoudige eigenwaarde van A. Uit 2.9 

volgt dat r een enkelvoudige eigenwaarde is van L. 

(iv) Volgens II.4.13 is r een enkelvoudige pool van A. Uit 2.13 volgt dat 

r een enkelvoudige pool is van L. 

(v) Uit II.4.13 en 2.11 volgt 

Per cr(L) =Per cr(A) = {r}. 

(vi) Volgens II.4.13 : ] g € (t1)' z6 dat 

(1) A'g = rg en g(v) > 0 (v € t1\{0}) 

(2) [t:° > O, g € (t1)' \ {O} en A'g = rgl:>t:° = r en g € sp{g}. 

Definieren we h = (h1, ••• ,hn) € (E')n door h :=Jg, 

dan 

h € (K' )n en Bh = rh • (zie 1.9 en 2. 7) 

Stellen we f := h1 , dan f € K'. 

Bovendien geldt: 

L'(r)f = O. (zie 2.8) 

Als t € K\{O}, dan cr 1t € t1\{0} en dus 

0 < g( cr 1 t) = h1 ( t) = f( t) • (zie 0,2) 

Dus 

f € K', f(t) > 0 (t € K\{O}) en L'(r)f = O. 

Onderstel nu: ; > O, t € K' \ { 0} en L 1 (t:°}f = O. We zullen aantonen 

dat ; = r en f € sp{ f} • 
- - - n 

Definieer h = (h1, ••• ,hn) € (E') door 



(k= 1) 

~ := [ 
f 

k-1 . 
[r k- 11 - I r k- 1- 1 A!] f (k = 2, ..• ,n) 

i=1 1 

Dan 

Dus 

h ~ 0 en Bh 7 rh 

= rh 
k 

(k = 1,. .. :n-1) { 'k: + .... , 

A' f = rh 
n n 

(zie 2.8). 

(zie 2.5) 

Als u € K, dan ~u €Ken dus f(~u) ;:_ 0 (k = 1, ••• ,n). 

Hieruit volgt 

rh (u) =(A' f)(u) = f(A u) ;:_ O, 
n n n 

en dus 

h (u) > O. 
n 

Voorts 

r h 1(u) = h (u) + (A' 1 f)(u) = h (u) + f(An_ 1u) ;:_ O, 
n- n n- n 

en dus 

Zo voortgaande vinden we: 

~ (u) > 0 (k = 1, ••• ,n). 
k -

139 
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Hieruit volgt 

Definieren we g door 

dan geldt 

Dus 

Hieruit volgt 

en dus 

-1-
g := J h 

g € (K°) 1 \{0} en A'g = rg. (zie 0.2, 1.9 en 2.7) 

r = r en g € sp{g}. 

h =Jg € sp{Jg} = sp{h}, 

f = h 1 € sp{h1} = sp{f}. 

3.4 Stelling ([1], Satz 6(2.2)). 

Is K ruimtelijk en normaal, dan geldt: 

hierin is r = r(L). 

Bewi,js: Zij A := ~. 

_]f € K'\ {O} L'(r)f = O; 

-Ff is een niet-triviale reele Banachruimte. M.b.v. de resultaten uit de 

pa.ragrafen 1 en 2 verifieren we gemakkelijk: t1 is een ruimtelijke norm.ale 

gesloten kegel in -Ff, A€ L(En) is positief (m.b.t. K°) en r = r(L} = r(A). 

Hieruit blijkt dat we stelling II.3.11 kunnen toepassen: 

Jg€ (K°) 1 \ {O} : A'g = rg. 

Het betoog kan nu worden voltooid met het laatste gedeelte van het bewijs 

van stelling 3.1. 
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4. Machtreeksen met Kompakte Positieve Koefficienten 

4.0 In deze paragraaf is E een niet-triviale reele Banachruimte en {~}~= 1 
een rij in L(E). Onderwerp van onze beschouwingen is de machtreeks 

We onderstellen dat de konvergentiestraal R van deze machtreeks positief 

is (eventueel R = 00 ); haar som duiden we-aan met A. Dus 

4.1 De machtreeks 

heeft konvergentiestraal R; haar som duiden we aan met A'. Dus 

Het is duidelijk dat 

4.2 De machtreeks 

heeft konvergentiestraal R; haar som duiden we aan met Ac. Dus 

Het is duidelijk dat 
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4. 3 Onder S verstaan we de verza.meling van alle >.. e: a:, I>.. I < R, waarvoor 

I - Ac(>..) niet inverteerbaar is. 

Als ~ e: K(E) (k = 1,2, ... ), dan is S de verza.meling van alle 

>.. e: a:, l>..I < R, waarvoor 1 eigenwaarde is van Ac(>..). Dit volgt direkt uit 

de equivalentie van de volgende 4 beweringen: 

(i) A(>..) e: K(E) 

(ii) ~ e: K(E) 

(iii) ~ e: K(Ec) 

(iv) AC(>..) e: K(Ec) 

(>.. e: rR; l>..I <-R), 

(k = 1 ,2 •••• ) ' 

(k = 1,2 ••.. ) • 

(>.. e: a:; l>..I < R). 

4.4 Zonder bewijs vermelden we de volgende stelling: 

Stelling [1], Satz 1(3.2)) 

Is K een totale gesloten kegel in E, ~ positief (m.b.t. K) en kompakt 

(k = 1, .•. ,n), S, ~en r = inf{l>..I : >.. e: S}, dan geldt: 

(i) . O < r e: S, 

(ii) :Jx e: K\{O} : A(r)x = x, 

(iii) :Jr e: K'\{O} : A'(r)f =f. 

Literatuur 

[1] Maibaum, G.: Uber Scharen positiver Operatoren. 

Math. Ann. 184, 238-256 (1970). 



Hoofdstuk V 

Enkele opmerkingen over strikte halfalgebra's 

door 

M.A. Kaashoek en H. Pijls 

1. Spektrale eigenschappen 

Zij B een Banachalgebra met eenheidselement e. In deze paragraaf zijn we 

geinteresseerd in de spektrale eigenschappen van een element t in B gele­

gen in een strikte lokaal kompakte halfalgebra. 

1.1 Stelling. Zij A een strikte lokaal kompakte halfalgebra in de Banach­

algebra B. Zij t E A. Dan 

(i) r(t) E cr(t), 

(ii) als r(t) een pool is van t, dan is het een pool van maximale orde in 

het perifere spektrum van t. 

Deze stelling is een analogon van Stelling 3.2 in hoofdstuk II. Het bewijs 

berust ook op een gegeneraliseerde versie van de stelling van Pringsheim 

(zie II, §2). We beginnen met een hulpstelling. 

1.2 Lemma. Zij A een strikte lokaal kompakte halfalgebra in de Banach­

algebra B. Dan is A een gesloten normale kegel in B. 

Bewijs. De halfalgebra A is zeker een gesloten kegel in B. Schrijf, voor 

x en y in B, x .::_ y of y .::_ x als x-y E A. Om te bewijzen dat A normaal is, 

moeten we aantonen dat 

0 < x < y (n = 1,2, ••• ), limy = 0 
- n - n n 

impliceert lim x = O. 
n n 

n 

( 1 ) 
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Neem eerst aan dat de rij {x} begrensd is. Daar A lokaal kompakt is, 
n 

heeft de rij {x} minstens een convergente deelrij. Het is dus voldoende 
n 

om te bewijzen dat iedere convergente deelrij van {x } naar nul convergeert. 
n 

Zij {x } een conver~ente deelrij van de rij {x } , en zij 
n. n 

1 

x0 = lim x 
. n. 
1 1 

Dan volgt uit (1) dat x0 en -x0 in A zijp. Maar A is strikt. Dus x0 = 0. 

Vervolgens nemen we aan dat de rij {x } niet begrensd is. Er is dan een 
n 

deelrij {xn.} met I lxn.11 > i voor i = 1,2, •••• 

Zij i 1 

z.=llx ll- 1 x 
1 n. n. w. = I Ix 11- 1 

1 n. Yn. 
1 1 1 1 

voor i = 1,2, ••• Dan volgt ui t ( 1 ) dat 

(i = 1,2, ... ) ' lim w. = O. 
1 i 

Daar de riJ {z.} begrensd is, volgt uit het voorgaande dat z1• + 0 voor 
. 1 

i + + ~. Contradictie, want I lz. I I = 1 voor i = 1,2, •••• De rij {x} 
1 n 

is dus wel begrensd. Daaruit volgt x + 0 voor n + + ~. 
n 

Daar iedere normale kegel ook zwak normaal is (zie II.1.19), en daar B 

een volledige genormeerde lineaire ruimte is, kunnen we Stelling II.2.8 

gebruiken om de volgende stelling te bewijzen. 

1.3 Stelling. Zij A een strikte lokaal kom~ekte halfalgebra in de Banach­

algebra B. Als a e A voor n = 0,1, .•. , en als de machtreeks 
n 

~ 

l 
n=O 

n z a 
n 

convergentie-straal 1 hee~. dan heeft de analytische functie die binnen 

de eenheidscirkel door deze machtreeks wordt voorgesteld, een singulier 



punt in 1. Als deze singulariteit een pool is, da.n heeft deze maxim.ale 

orde onder de polen op lzl = 1. 

We willen deze stelling toepassen op de Nemna.nn-reeks 

00 

l 
n=O 

n n-1 
z t 

waarbij t behoort tot een strikte lokaal kompakte halfalgebra A. Merk op 
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dat niet noodzakelijk t 0 = e E A. Daarom vermeldmwe eerst de volgende hulp­

stelling. 

1.4 Lemma. Zij A een halfalgebra in de Ba.nachalgebra B. Zij 

Dan 

(i) 

A = {a + a.e 
e 

a € A, a. ~ O}. 

A is strikt als en alleen als A strikt is. 
e 

Als A+ (0) en gesloten in B is, da.n 

(ii) A is lokaal kompakt als en alleen als A lokaal kompakt is. 
e 

Bewijs: Triviaal. 

1.5 Bewijs van Stelling 1.1. Als r(t) = O, dan is de bewering triviaal. 

Stel daarom r(t) > O. Als s = a.t met a. > O, dan is s in A, s en t hebben 

dezelfde spektrale eigenschappen en r(s) =a. r(t). Zonder bezwaar voor de 

algemeenheid mogen we dus aannemen dat r(t) = 1. 

Dan is de convergentie-straal van de machtreeks 

l 
n=O 

n n-1 z t (2) 

gelijk aan 1. Merk op dat de coefficienten van deze machtreeks in A zijn. 
e 

Volgens het gegeven en Lemma 1.4 is A lokaal kompakt en strikt. Maar da.n 
e 

volgt uit Stelling 1.3 dat de analytische functie 
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(a.it is de analytische functie die door de machtreeks (2) wordt voorge­

steld) singulier is in z = 1. Dus r(t) = 1 € a(t). Verder volgt uit 

Stelling 1.3 dat, indien een pool is van t, 1 een pool is van maximale 

orde onder de polen op lzl = 1. 

1.6 Opmerking. Zij 0 ft€ B. Neem aan dat 

r(t) € a(t) Per a(t) c Pol a(t). (3) 

Volgens Stelling I.1.1. is A(t) dan lokaal kompakt. Als we bovendien nog 

veronderstellen dat A(t) strikt is, dan volgt uit Stelling 1.1 van deze 

paragraaf dat r(t) een pool is van ma.ximale orde in het perifere spektrum 

van t. Het is interessant om te vermelden dat ook het omgekeerde juist is. 

Dus r(t) is een pool van ma.ximale orde in het perifere spektrum van t is 

niet alleen een nodige, maar ook een voldoende voorwaarde voor het strikt 

zijn van A(t), aangenomen dat t voldoet aan (3). Voor het bewijs van het 

voldoende zijn van deze voorwaarden verwijzen we naar §2 van [2] • In de 

nu volgende paragraaf zullen we ons bezig houden met een speciaal geval 

van deze bewering. 
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2. Een nodige en voldoende voorwaarde voor positiviteit. 

In II.3 zijn zekere eigenschappen bewezen van het spektrum van een positieve 

operator. Het is de bedoeling van deze paragraaf na te gaan in hoeverre de 

daar gevonden eigenschappen karakteristiek zijn voor de operatoren die 

een kegel invariant laten. 

n 
2.1 Stelling. Zij Teen lineaire operator op R. Stel er geldt: 

(i) r(T) € cr(T), 

(ii) r(T) is een pool van maximale orde in Per cr(T). 

Dan bestaat er een gesloten ruimtelijke kegel K in Rn die invariant is 

onder T. 

Bewi,js. We vatten Top als operator op G:n, m.a.w. we identificeren T met 

zijn complexificatie Tc (zie Appendix 5.1). 

We behandelen eer~t het geval r(T) T O; zonder beperking van de algemeenheid 

mogen we aannemen dat r(T) = 1. Er bestaat dan een basis 

{x .. 
l.J 

i = 1,2,. .. ,k j = 1,2, ... ,m.} 
J. 

van·a:n en een verzameling S van complexe getallen 

s = {X. I i = 1,2, ••• ,k} 
. J. 

z6 dat het volgende geldt: 

( 1a) 

( 1b) 

Txi 1 =Ai xi 1 (i = 1,2, ... ,k); 

Tx .. = X. x .. + x .. 1 (i = 1,2, ... ,k; j = 2,3, .. .,m.); 
l.J J. l.J J.J- J. 

(de matrix van T ten opzichte van de basis {x .. } hee~ de Jordan­
J.J 

normaal vorm) ; 

(2) er bestaat een permutatie T van {1,2, .•. ,k} z6 dat AT(i) = ri' 

m (.) = m. en x (.). = x .. (i = 1,2,. .. ,k; j = 1,2, ... ,m.) 
T J. J. T J. J l.J J. 

(er geldt dan: 

k mi 
x = ~ l a .. x .. € Rn~a .. = a als x .. = x ) . 

i=1 j=1 J.J l.J l.J pq J.J pq 
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Onder de getallen in S zuJ.len in het algemeen gelijke voorkomen. 

Als A € S, dan stellen we 

d(A) := {i I A. = A}. 
1 

Merk op dat {xi 1 Ii€ d(A)} een basis is van N(U-T) (N(U-T) is de 

nulruimte van H-T). 

Verder volgt dat het klimgetal a(A) van AI - T voor A € S gelijk is aan 

max{m. I i € d( A)}. 
1 

Hieruit volgt (zie Appendix 2.6) dat A € S een pool van T is van de orde 

a(A} = max{m. I i € d(A}}. 
1 

We mogen aannemen dat A1 = 1 (= r(T)) en dat voor zekere p (1 ~ p ~ k) 

geldt: 

Da.ar r(T) een pool van maximale orde in Per o(T) is, mogen we verder aan­

nemen dat 

(4) (i = 1,2, ••. ,p). 

We definieren nu 

als p = k, 
(5) 

als p < k. 

Na hernormering van de x .. 's mogen we dan (1b) vervangen door 
1J 

(1b') Tx .. = L ec .. + e: x .. 1 (i = 1,2, •.• ,k; j = 2, ••• ,m.). 
1J 1 1J 1J- 1 

We definieren nu: 



k m. 
'V l. 

(6) K := {x I x = l l a .. x .. ; I Im( a . ) I< Re (a 1 . ) , 
i=1 j=1 l.J l.J 1J - J 

la .. I l.J 
< Re( a 1 . ) , - J 

la.· I .:_ Re(a 1m ), 
l.J 1 

'V 

Het is duidelijk dat K een gesloten kegel is. 
'V 

Verder is K ruimtelijk. Zij 

m, 
x 0 := l x 1J. en 

j=1 

k mi 

v := {x I x = I I 
i=1 j=1 

a .. x .. ; la .. 1 < n. 
l.J l.J l.J 

1 .:. j < m 
- 1 

1 .:. j < m 
- 1 

m1 < j < m.}. 
- - l. 

'V 'V 

Dan is Veen nulomgeving in ~n en er ~eldt: x + V c K. Dus x0 E int(K). 

We bewijzen tenslotte dat T de kegel K invariant laat. Zij 

k mi 

x = l l 
i=1 j=1 

waarbij 

'V 

a .. x. . e K. Dan is Tx = 
l.J l.J 

k mi 
I I a .. x . ., 

i=1 j=1 l.J l.J 

a .. = a .. A. + E a .. 1 als 1 < j < m. 
l.J l.J l. l.J+ - - l. 

a. = a. X •• 
im. im. i 

l. l. 

Het is duidelijk dat lrm(a 1j)l .:_Re(a 1j) (j = 1, ••• ,m1). We moetennog 

aantonen: 

laijl .:_Re(a 1j) als 1 .:_j .:_m1, 

I a .. 1 < Re (a 1 ) als j > m, • 
l.J - m, 

Daartoe onderscheiden we 4 gevallen. 

(a) j < mi, j < m1 : 
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la. ·I= la .. A.+E a. ·+ii< la .. !+ E!a .. +11 < Re(a 1 .+E a 1 .+ 1) = Re(a 1 .). 
l.J l.J l. l.J l.J l.J - J J J 



150 

(b) j < mi, j .::_ m1: 

daar m1 < mi, is 

I;\ I ~ 1-E; dus 

Is. ·I= la .. A.+E 
lJ lJ 1 

i.::_ p+1 (zie (4)) en dus (zie (3) en (5)) is 

a .. 11 < la .. 1(1-d +Ela .. 11 ~Re(a 1m) = 
lJ+ 1J 1J+ 1 

( c) j = mi , j < m1 : 

( d) 

lsim.1 =!aim.Ail ~Re(a 1m.+E a 1m.+ 1) = Re(s 1m.>· 
1 1 1 1 1 

j = m., j > m1: 
1 -

"' n Definieer nu K := K n R 

Re(s 1 ). 
m1 

m1 

D . K . .,n \ 
an is een gesloten kegel in ~ • Daar x0 = l 

"' 
€ Rn n int(K), 

x1j 
j=1 

is K ruimtelijk in Rn. Daar T verder Rn invariant laat, is K invariant 

onder T. 

Hiermee is de stelling bewezen voor het geval r(T) f 0. 

Zij nu r(T) = o. Er bestaat dan een basis 

van q:n z6 dat 

{x .. 
lJ 

i = 1,2, ... ,k; j = 1,2, ... ,m .. } 
1 

T xi 1 = 0 (i = 
T x .. = x .. 1 (i = 

lJ 1J-

1,2, .•• ,k), 

1 ,2, ... ,k; j = 2,3, ... ,m.). 
1 

We mogen aannemen dat m1 > m. (i = 2,3, ..• ,k). 
- 1 

We definieren nu 

"' K :={xlx = 
k mi 

l l 
i=1 j=1 

a .. x .. ; 
lJ 1J 

I Im(ci 1j) I~ Re(a 1j), 1 ~ j ~ m1; 

la. ·I < Re(a 1.),1 < j < m.}. 
lJ - J - - 1 

Het bewijs verloopt nu verder analoog aan dat voor het geval r(T) f 0. 
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2.2 Opmerking. Stelling 2.1 blij~ geldig als Rn vervangen wordt door ~n; 

a.it volgt direct uit bet boven gegeven bewijs. 

2.3 Stelling. Zij E een reele of complexe Banacbruimte. Stel T E l(E) 

voldoet aan de volgende voorwaarden: 

(i) r(T) E cr(T), 

(ii) Per cr(T) c Pol cr(T), 

(iii) r(T) is een pool van maximale orde in Per cr(T), 

(iv) de spektrale projectie P beborende bij Per cr(T) is van eindige 

rang, d.w.z. dim P(E) < ®· 

Dan bestaat er een gesloten ruimtelijke kegel K c E die invariant is onder 

T. 

Bewi,js. Zie[ 1], Satz 3. 1 en 5. 

Het verband tussen 2.3 en de tbeorie van de balfalgebra's wordt gegeven 

door bet volgende lemma. 

2.4 ~· Zij E een reele of complexe Banachruimte en zij K een gesloten 

totale kegel in E. Stel T E L(E) laat de kegel K invariant. Dan is de door 

T voortgebrachte halfalgebra A(T) c L(E) strikt. 

Bewijs. Zij E een reele Banachruimte. Daar K totaal is, is 

K := {S E l(E) S(K) c K} 

een kegel (zie II.1.26). Daar A(T) c K, is A(T) strikt. Als E een complexe 

Banachruimte is, dan vatten we Top als operator op de reele restrictie E0 

van E. Dan is A(T) strikt in L(E0) en dus in l(E). 

2.5 Gevolg. Zij E een reele of complexe Banachruimte. Stel dat T E l(E) 

voldoet aan de voorwaarden (i) t/m (iv) uit 2.3. Dan is de door T voort­

gebrachte halfalgebra A(T) c L(E) strikt. 

Bewijs. Dit volgt uit 2.3 en 2.4. 
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2.6 Opmerking. Het is niet bekend of voorwaarde (iv) in 2.3 gemist kan 

warden. Wel kan de voorwaarde (iv) in 2.5 gemist warden (zie [2], §2). 
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Appendix 

door 

W.J. de Schipper en J. de Vries 

1. Spectraaltheorie in Banachalgebra's. 
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1.1 In deze paragraaf is B steeds een complexe Banachalgebra met eenheid 

e; dat wil zeggen: B is een complexe Banachruimte, waarin een associatieve 

vermenigvuldiging is gedefinieerd, die distributief is ten opzichte van 

de optelling, zodanig dat B met de optelling en deze vermenigvuldiging een 

ring met eenheid e is. Bovendien moet 

X(xy) = (Xx)y = x(Xy) (X € C, x € B, y € B) 

en 

llell = 1, llxyll < llxll.llYll (x € B, y € B), 

-1 
1.2 Definitie. Een element x € B heet regulier als er een element x € B 
• <! -1 -1 _, 
is zo, dat xx = x x = e; het element x met deze eigenschap is dan 

ondubbelzinnig bepaald, en wordt de inverse van x genoemd. Onder de resol­

vente verzameling van een element a € B verstaan we de verzameling 

~(a):= {A I A€ C & (Xe-a) is regulier}. 

Onder het spec~rum van een element a € B verstaan we de verzameling 

o(a):= C '\P(a). 

Voor alle A € p(a) is 

R(X;a):= (Xe-a)-1 

gedefinieerd. De functie A - R( A ;a) van p (a) naar B heet de resolvente 

van a. Indien a een vast gekozen element van Bis, schrijven we R(X) in 

plaats van R(X;a). 
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1.3 Stelling. Zij a£ B. Dan gelden de volgende beweringen: 

(i) p ·'.a) is een open deelverzameling van a:, en de f'unctie A~ R(A) 

is lokaal analytisch op p(a) u {00 }. (zie 1.5 voor de betekenis hier­

van). 

(ii) a(a) is een niet lege compacte deelverzameling van~. 

(iii) r(a):= lim I Ian! 11/n bestaat, en er geldt: 

r(a) = sup{IAI I A£ a(a)} 

r(a) ~ llal I. 

Op grond hiervan wordt r(a) de spectraalradius van a genoemd. 

(iv) Als AO£ p(a), dan is voor alle A£ C met IA-A01 < I IR().0)11-1 

ook A£ p(a), en 
ao 

R().) = R().0 ) + l 
n=1 

(v) Voor alle A£~ met IAI > r(a) is A£ p(a) en 

ao 

R().) = A- 1e + l ).-n-l an 
n=1 

De reeks in het rechterlid divergeert als IAI < r(a). 

(vi) Indien ook b £ B, en ab = ba, dan is 

r(ab) ~ r(a).r(b) en r(a+b) ~ r(a) + r(b). 

In het bijzonder is de functie a ~ r(a) continu op,"'B indien B 
~w 

commutatief is. 

Bewijs. Voor (i) tot en met (v): zie [1], Sec. 4,7, Voor (vi): zie [5], 

Theorem 1.4.1. 

1.4 Opmerking. Op grond van (ii) en (iii) is de verzameling 

{). £ a(a) I IAI = r(a)} 

niet leeg. Deze verzameling wordt het perifere spectrum genoemd. Notatie: 

Pera(a). 



1.5 Opmerking. Zij Deen niet-lege open deelverzameling van de Riemann­

bol IC u {00 }, en zij E een complexe Banachruimte (het is voldoende om van 
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E te eisen dat het een ri.i-volledige lokaalconvexe topologische vectorruimte 

over IC is). 

Een functie f D~E heet 

f'(A) := lim [f(µ-) - f(A)] 
µ-+A µ-A 

bestaat voor elke A uit zekere omgeving van AO 

anaiytisch in het punt 00 (als 00 € D) als f( 00 ) = 

g, gedefinieerd door 

lim f(A) en de functie 
A-+® 

{
r(l) 

g(A) = .A 
f( 00) als A = 0 

analytisch is in het punt O. 

- lokaal ana!ytisch op D als f analytisch is in ieder punt van D. 

Op g-rond van [1], Theorem 3.10.1 is f analytisch in een punt AO e D 

slechts als voor elke x' € E' de functie A 1---7< f( A), x 1 > van D naar 

lytisch is in Ao (hierin is E' de duale ruimte van E en voor x € E, 

x' e E' is <x,x'> = x' (x)), 

als en 

IC ana-

Veel stellingen uit de gewone complexe functietheorie gelden ook voor 

"vectorwaardige" analytische functies. Van belang is daarbij het volgende: 

Als r een rectificeerbare kromme is in ~. gegeven door de continue func­

tie van begrensde variatie t 1---+A(t) van [a,b] naar ~. dan is de Riemann­

Stieltjes integraal 

b 

f f(A(t)) dA(t) = f f(A )dA 

a r 

gedefinieerd voor iedere functie f met waarden in Edie continu is op r, 

en voor elke x' e E' geldt: 



156 

<I f(A.)dA., x' > = I< f(A.), x' > dA. 

r r 

Met behulp hiervan kan een groot aantal stellingen uit de gewone complexe 

functie theorie ook voor vectorwaardige functies aangetoond worden. 

We noemen slechts: de integraal stelling en de integraal formules van 

Cauchy, de stelling van Cauchy- Hadamard,_ de Taylor- en Laurent-ontwikke­

lingen, het maximum-modulus (of liever: maximum-norm) principe en de stel­

ling van Liouville. Zie [1], Sec. 3.11. 

1.6 Definitie. Zij a€ Ben f een complexwaardige functie, die lokaal ana­

lytisch is op een open omgeving D van o(a). Dan is er een omgeving U van 

o(a) met o(a) c U c U c D zo, dat 

(i) het aantal componenten van U is eindig en de afsluitingen in ~ van 

deze componenten zijn onderling disjunct; 

(ii) de rand r van U bestaat uit een eindig positief aantal gesloten rec­

tificeerbare Jordan curven (die twee aan twee disjunct zijn). 

Door de (welgedefinieerde!) integraal 

f(a) := 2~i f f(A.) R(A.;a)dA. 

r 
wordt dan een element f(a) van B gedefinieerd. Merk op, dat f(a) onafhan­

kelijk is van de keus van r en U (mits aan (i) en (ii) voldaan is). 

1.7 Stelling. Zij 

lokaal analytisch 

1.6 gedefinieerde 

homomorfisme: 

(i) Als f(A.) = 

(ii) Als f(A.) = A. 

(iii) Als f = A.g + 

H (D) de algebra van alle complexwaardige functies, die 
a 

zijn op een gegeven omgeving D van o(a). Dan is de in 

afbeelding f 1----->-f(a) van H (D) naar B een algebra-
a 

voor alle A. € D, dan is f(a) = e 

voor alle A. € D, dan is f(a) = a 

µh met A, µ € a: en g, h € H (D) dan is f € H (D) en 
a a 

f(a) = A.g(a) + µh(a) 



(iv) 

(v) 

Als f = gh met g, he H (D), dan is f e H (D), en 
a a 

f(a) = g(a) h(a). 

Voorts is genoemde af'beelding continu in de Volgende zin: 

Als {f } een rij is in H (D) die puntsgewijs naar f e H (D) conver-
n a a 

geert, uniform op compacte deelverza.melingen van D, dan is 

lim 
n-+<» 

llf (a) - f(a)l I = O 
n 

Bewijs: Zie [3], Ch. III, § 11.6 of ook [1], Theorem 5.2.5. 
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1.8 Opmerking. In het bijzonder volgt uit 1.7: 

1°. Als f(A) = I c An en Dis bevat in het convergentiegebied der reeks, 
n=O n 

dan is f(a) = 
00 

l c an (convergentie in de normtopologie van B) 

n=O n 

2°. Als 0 t o(a), dan is f: 
-1 

en f(a) = a 

1 
A ~I element van Ha(D) voor geschikte D, 

3°. Als f, g e H (D) voor zekere open omgeving D van o(a), dan is 
a 

f(a) g(a) = g(a) f(a). 

In het bijzonder is a.f(a) = f(a).a. 

1.9 Stelling. (spectrale af'beeldingsstelling). 

Zij a e B. Indien de complexwaardige functie f lokaal analytisch is op een 

open omgeving van o(a), dan is 

o(f(a)) = f(o(a)) = {f(A) I A e o(a)}. 

1.10 Stelling. Zij a e B. Indien de complexwaardige functie f lokaal ana­

lytisch is op een open omgeving van o(a) en de complexwaardige functie g 

op een open omgeving van o(f(a)), dan is go f lokaal analytisch op een 

omgeving van o(a), en (go f) (a)= g(f(a)). 
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Bewijs: Voor 1.9 en 1.10: zie [1], Sec. 5.3. 

1.11 Definitie. Onder een idempotent in B verstaan we een element x € B 

z<5 dat x2 = x. 

1.12 Opmerking. Voor een idempotent x € B gaat de in 1.3(v) genoemde reeks 

voor de resolvente over in: 

00 

R(A;x) = t e + l 
n=1 

e-x x 
-A-+ A-1 

voor alle A € C met IAI > r(x) = lim I lxl I 11n = 1. Het is duidelijk, dat 
n--

het rechterlid eveneens R(A;x) is als IAI ::_ 1, maar A f 0 of A f 1, mits 

x f {O,e}. In dat geval is dus cr(x) = {0,1}. 

Een idempotent x f {O,e} heeft dus een niet-sa.menhangend spectrum. Met 

behulp van 1.9 blijkt nu, dat met ieder element a€ B waarvan het spectrum 

onsa.menhangend is, een aantal idempotenten correspondeert. 

1.13 Definitie. Zij a€ B. Onder een spectrale deelverza.meling cr van cr(a) 

vers~aan we een deelverza.meling cr van cr(a) die zowel open als gesloten is 

in cr(a) (daar cr(a) gesloten is in C is dit equivalent met: cr en cr(a) \cr 

zijn disjuncte, gesloten deelverza.melingen van c). 

1.14 Stelling. Zij a€ Ben neem aan, dat cr(a) = cr 1 u cr2 , waarin cr 1 en 

cr 2 onderling disjuncte, niet lege spectraalverza.melingen zijn. Dan zijn 

er idempotenten e 1 en e2 in B z<5, dat 

= 0 

terwijl e. f {O,e} voor i = 1,2. Indien voor i = 1,2 
1 

a. := e. a (= a e.) 
1 1 1 
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cr(a.) = a. u {O} 
l. l. 

(i = 1,2). 

Indien cr 1 = ~ (resp. cr 1 = cr(a)), dan is e 1 = 0 (resp. e 1 = e) en a1 = 0 

(resp. a1 =a) zodat in deze gevallen cr(a.) =a. (i = 1,2). 
l. 1 

Bewijs. Zie [1], Theorem 5,6.1. In feite is e 1 = f(a) voor een geschikt 

gekozen complexwaardige functie f, lokaal analytisch op een omgeving van 

cr(a), die 1 is ap een omgeving van cr 1 en 0 op een omgeving van cr2 • 

1.15 Opmerking. In de situatie van 1.14 kan men nog iets meer aantonen, 

namelijk dat cr. juist het spectrum 
1 

is van a. met betrekking tot de deel-
1 

algebra e. B e. van B (e. 
1 1 1 

is eenheid van deze deelalgebra alhoewel in het 

algemeen I le. I I + 1), en date. R(A;a) juist de resolvente is van a. in 
1 1 1 

deze deelalgebra voor A niet in cr(a). 

1.16 Definitie van pool van R(A;a) (ook pool van a genoemd),waarin a e B. 

Stel cr(a) heeft een geisoleerd punt A0 ; de lokaal analytische functie 

A~ R( A ;a) heeft dan een geisoleerd singulier punt AO. Dan kan deze 

functie in een Laurent-reeks ontwikkeld worden naar machten van A - AO 

(vgl. 1 .5): 

00 00 

met c , d E B voor alle n. Deze reeks convergeert in de norm van B voor 
n n 

alle A e Q:: met O < IA-A0 1 < afstand van A0 tot cr(a) \ {A0L Indien dn = 0 

voor alle n 2:_ k+ 1 , waarin k 2:_ 1, en <\ f 0, dan wordt AO een pool Y!!!!. de 

orde k Y!!!!. R(A;a) genoemd. De verzameling polen van R(A;a) wordt aange­

duid met Pol cr(a). Men noemt deze punten ook wel polen van a. 

1.17 Opmerking. De coefficienten c end in de Laurent ontwikkeling van 
n n 

R(A;a) vindt men met de gebruikelijke formules (zie [1], Sec. 3.11; 

vgl. ook [4], § 5.8). Met name blijkt dan: 

1°. d1 is de idempotent die correspondeert met de spectrale deelverzame­

ling {A0} van cr(a)(zie 1.14; neem daar cr 1 = {A0} en a2 ·= cr(a)\{A0}, 
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tenzij a(a) '\ {).0} =I= in dat geval is d1 = e). 

2°. Voor n = 1,2, ••• is 

Indien dus ~ + 0 (k ~ 1), dan is dn + 0 voor 1 ~ n ~ k, en indien 

~+ 1 = O, dan is dn = 0 voor alle n ~k+1 (in deze situatie is AO dus 

een pool van de orde k). 

3°. Indien AO een pool is van R(A;a) van de orde k, dan is ad1 nulpunt van 

een polynoom in B met complexe coefficienten: 

k k+1 
O = a ~+ 1 = (a-A0e) ad1 = l 

n=1 

k+1 
= l 

n=1 

want d~ = d1 en ad1 = d1a. De Banachalgebra, voortgebracht door ad1 is 

dan dus eindig-dimensionaal, 

4°. Tenslotte: AO is een enkelvoudige pool van R(A;a) als en slechts als 

(a-A0e)d1 = O, da~ wil zeggen: ad1 = A0d1 • 

1.1a·opmerking. Indien a£ B, a(a) = a 1 u a2 , waarin a 1en a2 onderling 

disjuncte niet lege spectrale deelverzSJ11elingen van a(a) zijn, dan is 

(notatie: zie 1.14). 

a(a1) = a 1 u {O} 

Indien 0 ~ a 1, dan is 0 een enkelvoudige pool van R(A;a1). (schets van 

bewijs: zij d1 de idempotent, horend bij de spectrale deelverzSJ11eling {O} 

van a(a1); aangetoond moet warden, dat a1d1 = 0 (zie 1.17(4°)). Welnu: 

a1 =a f(a) en d1 = g(a1) voor geschikte lokaalanalytische f'uncties fen g. 

Uit 1.7 en 1.10 volgt dan, dat a1d1 = h(a), waarin h(A) =.A f(A),g(Af(A)). 

Het blijkt, dat f en g z6 gekozen kunnen vorden, dat h nul is op een omge­

ving van a(a}. Dus a1d1 = O}. 



1.19 Stelling. Indien voor a€ B geldt, dat 

bestaat, dan is 
2 

p = pa = ap = p • 

r(a) ~ 1, dus cr(a) ~{:> .. I A€ C & IAI ~ 1} 

Als 1 f cr(a), dan is p = 0. 
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(i) 
(ii) 

(iii) 

(iv) Als 1 € cr(a), dan is p + O. In dat geval is 1 een enkelvoudige pool 

van R(A;a), en p is de idempotent die hoort bij de spectrale deel­

verza.meling {1} van cr(a). 

B ... .1n 0 ul. 
ewi,Js: Ui t de aanna.me volgt vlot, dat lim - a = , en met beh p hier-

n 
van toont men (i) en (ii) gem.akkelijk a.tr:' Als 1 f cr(a), dan is 

p = p(e-a)(e-a)-1 = O. (e-a)-1 = O. Als 1 € cr(a), dan 1 € cr(a ), waarin 
n 

1 n . 
a = - l a 1 ( zie 1. 9) , dus 11 an 11 ~ 1 voor alle n. en dus p T 0. Door 
n n ._1 

[2], vII.8.3 met stelling 1.14 te combineren kan de rest van (iv) aange-

toond worden. 
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2. Het spectrum van een operator in een Banachruimte. 

2.1 Zij E een complexe Banachruimte, en zij L(E) de ruimte van alle be­
grensde lineaire operatoren van E in E. Voorzien van de gebruikelijke norm 
en met puntsgewijze optelling en scalaire vermenigvuldiging en met compo­
sitie van functies als ring-vermenigvuldiging is L(E) een Banachalgebra 
met eenheid. De eenheid van L(E} is de identieke a:rbeelding van E op zich­
zelf, en we geven deze aan met 1E. Op deze algebra zijn dus alle begrippen 
en stellingen uit §1 van toepassing. Geiien de aard van de elementen van 
deze algebra is er een zekere verfijning mogelijk. Indien we, zoals gebrui­
kelijk is, noteren: 

N(T) = {x E: E I T(x) = O} = T- 1(o} 

R(T) = {x E: E IJY E: E, x = T(y)} = T(E) 

waarin T E: L(E) is, dan is de resolvente verzameling van T 

p(T) = 0.. E: a: I N(A.-T) = {O} & R(A.-T) = E} 

(dat dit de resolvente verzameling is volgt uit de open a:rbeeldingsstel­
ling van Banach; zie hiervoor bijvoorbeeld [2], II.2.2). Het spectrum van 
T is dus 

cr(T) = {A E: C I N(A.-T) + {0} of R(A.-T) ~ E}. 

Het spectrum wordt meestal als volgt onderverdeeld (voor andere speciale 
deelverzamelingen van het spectrum: zie 1.4, 1.16 en voorts §3). 

2.2 Definitie. Zij TE: L(E}, waarin E een complexe Banachruimte + {0} is. 
We verstaan ender 

- het puntspectrum van T de verzameling 
P cr(T) := {A. E: cr(T) I N(A.-T) f {O}}. 



- het continue spectrum van T de verzameling 

C cr(T) :={A€ cr(T)J N(A-T) = {O} & R(A-T) = E} 

- het rest spectrum van T de verza.meling 

R cr(T) :={A€ cr(T)JN(A-T) = {O} & R(A-T) f E} 

(hierin is steeds R(A-T) de afsluiting van R(A-T) in de normtopologie van 

E). 

2.3 Opmerking 1°. P cr(T), C cr(T) en R cr(T) zijn paarsgewijs disjunkte 

deelverza.melingen van cr(T), en 

cr(T) = P cr(T) u C cr(T) u R cr(T) 

2°. Voor A € ~ geldt: 

A € P cr(T) ~]x € E: x f 0 en Tx = AX • 

In dat geval heet A een eigenwaarde ~ T, x een eigenvector van T bij de 

eigenwaarde A en N(A-T) de eigenruimte van T bij de eigenvaarde A. 

In de algebra L(E), E een Banachruimte, zijn de idempotenten juist de con­

tinue projecties op de gesloten deelruimten: 

2.4 Stelling. 1°. Indien E = E1 i E2 , waarin E1 en E2 gesloten deelruimten 

van de Banachruimte E zijn, dan zijn er ondubbelzinnig bepaalde idempoten­

ten P1 en P2 in L(E) zo, dat 

(i) P1P2 = p2p1 = 0 en p1 + p2 = 1E 

(ii) E.= R(P.) = N(1E-P.) voor j = 1,2. 
J J J 

2°. Indien omgekeerd P1 en P2 idempotenten in L(E) zijn zo, dat (i) geldt, 

dan wordt door 

E. := R(P.) = N( 1E-P.) = {x € E I P .x = x} 
J J J J 
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voor j = 1,2 een gesloten deelruimte van E gedefinieerd, en 

Bewi.is: Zie [4], §4.8. 

Met behulp van 2.4 kan de volgende aanvulling op 1.14 gegeven worden: 

2.5 Stelling. Zij T € L(E) en neem aan, dat o(T) = o1 u o2 waarin o1 en 

o2 onderling disjuncte, niet lege gesloten verzamelingen zijn. Dan zijn 

er projecties P1 en P2 op gesloten deelruimten E1 en E2 van E z6, dat 

E = E1 i E2 en z6, dat T volledig wordt gereduceerd door het paar {E1 ,E2f, 
dat wil zeggen: T(E.) c E. voor j = 1,2. Bovendien, als T. =TIE., opgevat 

J - J J J 
als element van L(E.), dan is o. juist het spectrum van T. met betrekking 

J J J 
tot de algebra L(E.) (j = 1,2). 

J 
Bewi,js: Zie [4], Theorem 5.7-B. 

2.6 Stelling. Zij T € L(E} en zij AO een pool van R(A;T) van de orde k, 

en zij P1 de projectie die correspondeert met de spectrale deelverzameling 

{A0} van o(T) (vgl. 1.17(1°)). Dan is R(P1) = N((A0-T}k) en R(1E-P 1) = 

= R((A0-T}k), dus de in 2.5 genoemde decompositie van Eis 

Bovendien zijn het daal- en het klimgetal van A0-T beide gelijk aan k. 

Bewi,js: Zie [4], 5.8-A. 

2.7 Opmerking. Het daalgetal van T is het kleinste niet-negatieve gehele 

getal k z6, dat R(Tn+ 1) = R(Tn) voor alle n > k; het deelgetal wordt ge­

definieerd als oo, als R(Tn+ 1) + R(~) voor ~lle n = 1,2, .•.• Het klim­

getal van T is het kleinste niet-negatieve gehele getal k z6, dat N(~+ 1 )= 
= N(Tn) voor alle n > k; het klimgetal wordt gedefinieerd als 00 , als 

N(Tn+ 1) + N(Tn) voor- alle n = 1,2, ...• Het is mogelijk, deze getallen 

algebraisch te karakteriseren, z6, dat de laatste bewering van 2.6 



letterlijk en de overige beweringen van 2.6 bij geschikte interpretatie 

blijven gelden in een willekeurige Banachalgebra met eenheid. Zie [6]. 

2.8 Stelling. Gegeven de situatie van 2.6. Dan is AO een eigenwaarde van T. 

Bewijs: Zie [4], 5.8-A. 

2.9 Stelling. Zij T € L(E), en zij AO€ C zodanig, dat voor zekere n € ~ 

Dan is AO een pool van R(A;T) van de orde k, waarin k het kleinste der na­

tuurlijke getallen n is, waarvoor (-*·) geldt. 

Bewi,j s: Volgens S. Goldberg "Unbounded linear operators", Theorem IV. 1 • 12 

is R((A0-T)n) gesloten als aan (*') voldaan is. Zie verder [4], 5.8-D. 
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3. Onderverdelingen van bet spectrum. 

3.0 Zie 2.2 voor de definitie van~ a(T), C a(T) en R a(T). 

3.1 Definitie. Zij E een komplekse Banacbruimte, E + {O} en zij Te L(E). 

A e C beet een approximatieve eigenwaarde van T als 

Ve > 0 3x e E : llxl I = 1 en II (A-T)xll < e • 

Het approximatieve punts"Pektrum van T is de verzameling 

A a(T) := {A e C I A is een approximatieve eigenwaarde van T}. 

Het kompressiespektrum van T is de verzameling 

K a(T) := {A e C I R(A-T) + E}. 

3.2 Stelling. Zij T e L(E) en zij A e ~. De volgende beweringen zijn 

equivalent: 

(i) A e A a(T); 

(ii) Ve> 0 .:dx e E: x + 0 en llCA-T)xll < e llxll; 

(iii) Er is een rij {x } in E met I Ix 11 = 1 vo.or al:Jen en (A-T)x -+ O; 
n n n · n 

(iv) A-T : E -+ R(A-T) beef't geen begrensde inverse. 

Bewi.js: 

(i)~(ii)~iii): triviaal. 

(i)~(iv): [7], p. 304. 

3.3 Stelling. Zij Te L(E). Dan geldt: 

(i) P a(T) u C a(T) c A a(T); 

(ii) R a(T) c K a(T); 

(iii) aa(T) c A a(T), (waarbij aa(T) de topologiscbe rand van a(T) is). 

Bewi,js: 

(i) [7], p. 305; [2], Exercise 26, p. 583. 

(ii) triviaal. 

(iii) [8], Problem 63, 
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3.5 Stelling. Zij Te L(E). Dan geldt: 

(i) cr(T) \ A cr(T) is open in C; 

(ii) A cr(T) is gesloten in~. 

Bewijs: [8], Problem 62. 

1 u 2 

3 

=Pcr(T). 

= C cr (T). 

4 u 5 = R cr(T). 

u 2 u 3 u 4 =A cr(T). 

2 u 4 u 5 = K cr(T). 

3.6 Stelling. Het verband tussen cr(T) en cr(T'). 

Zij T e L(E) en zij T' de geadjungeerde operator. Dan geldt: 

(i) cr(T) = cr(T'); 

K cr(T) = P cr(T 1 ); 

P cr(T) c K cr(T'); 

C cr(T') c C cr(T); 

cr(T) =A cr(T) u P cr(T'); 
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(ii) 

(iii) 

(iv) 

( v) 

(vi) vis een pool van de orde "k(~1) van R(A;T) als en slechts als v een 

pool is van de orde k van R(A;T'). 

Bewi.i s. Volgens [ 7 J, Exercise 18. 1 , p. 304 geldt: 

(a) p(T) = p(T'), dus cr(T) = cr(T'); (b) R cr(T) c P cr(T'); 

(c) P cr(T) c P cr(T') u R cr(T') en (d) C cr(T') c C cr(T). 

De beweringen (b) en (c) zijn gemakkelijk te verscherpen tot (ii) en (iii). 

Zie ook [2], lemma VII. 3.7, p. 568 en Exercise VII. 5,9 p. 581 en [8], 

Problem 58. (v) volgt direkt uit (ii) en uit het feit dat 

cr(T) = P cr(T) u C cr(T) u R cr(T) =A cr(T) u K cr(T). 
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3.7 Stelling. Zij E een komplekse Banachruimte, E + {O}; zij TE L(E) en 

zij F een gesloten T-invariante deelruimte ongelijk aan {O} en E. Zij TF 
~ ~ 

resp. T de door Tin F resp. E = E/F geinduceerde operator. Dan geldt: 

(i) o(T) c o(TF) u o(~); 
~ 

(ii) p00 (T) c p(TF) n p(T). (hierbij is p00 (T) de onbegrensde komponent 

van p(T)). 

Bewijs: 
~ 

(i) Als N(A-TF) = {O} en N(A-T) = {O} dan N(A-T) = {O}. Als R(A-TF) = F 
~ ~ ~ ~ 

en R(A-T) = E dan R(A-T) = E, immers zij x € E. Omdat R(A-T) = E is er 
~ ~ ~~ ~ . 

een y € E zo, dat (A-T)y = x. Daaruit volgt het bestaan van y 1 € E en 

z1 € F z6, dat (A-T)y1 = z + z1• Omdat R(A-TF) = Fis er een y2 € F z6, 

dat (A-T)y2 = z 1 .~Maar dan geldt (A-T) (y 1-y2 ) = z zodat z € R(A-T). Der­

halve: p(TF) n p(T) c p(T). 

(ii) Als A € p (T) dan hebben T, R(A;T) en A - T dezelfde gesloten invari-
oo 

ante deelruimten. Daaruit volgt direkt dat (A-T)(F) = F = R(A;T)(F) voor 

A€ p (T), zodat R(A-TF)= F. Uit N(A-T) = {O} volgt N(A-TF) = {O} 
00 ~ ~ 

en uit R(A-T) = E volgt R(A-T) = E. Tenslotte volgt uit N(A-T) = {O} 
~ ~ ~ 

en R(A-TF) = F dat N(A-T) = E, immers zij ~ € N(A-T) en zij x € ~. Dan 

(A-T)x € F. Omdat R(A-TF) = F is er een y € F z6 dat (A-T)x = (A-T)y 
. ~ 

Uit N(A-T) = {O} volgt x = y, dus x € F en daarmee x = O. 
~ 

Hieruit volgt dus p00 (T) c p(TF) n p(T) 

3.8 Stelling. Zij E een komplekse Banachruimte, E + {O}; zij T E L(E) en 

zij F een niet-triviale gesloten T-invariante deelruimte van E. Zij TF 
~ ~ 

resp. T de door T in F resp. E = E/F geinduceerde operator. Zij AO € ~. 

zo. dat 

(d.w.z.: een omgeving van A0 , uitgezonderd eventueel AO 

onbegrensde komponent van p(T)). 

zelf. ligt in de 

(i) Als AO een pool is 

van R(A;TF) van de 

k2 >_ 0 zo dat 

van R(A;T) van de orde n > O, dan is AO een pool - ~ 

orde k1 .:::_ 0 en een pool van R(A;T) van de orde 
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( 1 ) 

(ii) Als ~O een pool is van R(X;TF) van de orde k1 ~ 0 en een pool van 

R(X;T) van de orde k2 ~ 0 dan is x0 een pool van R(X;T) van de orde 

n > 0 z<S dat 

(We noemen x0 een pool van de orde 0 van R(X;T) als x0 e p(T)). 

Bewi,is: 
"' 

(2) 

(i) Als n = 0 dan x0 e p00 (T) dus x0 e p(TF) n p(T), zodat k1 = k2 = O. 

Formule (1) is in dat geval juist. Stel nun~ 1. Dan is x0 een geisole~rd 

punt van cr(T). Uit stelling 3,7. volgt dan: als ~O e cr(TF) reap. x0 e cr(T) 

dan is x0 geisoleerd punt van cr(TF) reap. van cr(T). 

Ontwikkel R(X;T) in een Laurentreeks om x0 : 

F is een invariante deelruimte van alle koefficienten ~ en Bk. Daaruit 

volgt: 

De Laure.ntreeksontwikkeling van R(X;TF) om x0 is 

n 
R(X;TF) = l 

k=1 

waarbij ~ =~IF en BkF = BklF. "' 

De Laurentreeksontwikkeling van R(X;T) 

00 

"' "' waarbij ~ reap. Bk de door ~ reap. ~ in E = E/F geinduceerde operator 

is. Hieruit volgt: R(X;TF) resp. R(X;T) hee~ in x0 een pool van de orde k 1 

resp. k2 met 0 ~ k1 ~ n en 0 ~ k2 ~ n, zodat k1 v k2 ~ n. 

Als k 1 = n of k2 = n dan geldt zeker n ~k 1 + k2• Stel nu dat R(X;TF) 

een pool hee~ van de orde k 1 < n (eventueel k1 = O). 
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Dan F c N(Bk +1). Nu geldt Bk +1 o B -k = B + O, dus R(B -k ) ~ N(Bk +1), 
1 1 "' n 1 n n 1 1 

waaruit volgt R(Bn-k) ~ F dus Bn-k + O. Konklusie: k2 ~n - k1, dus 
1 1 

n ::_ k 1 + k2 • "' 

(ii) Als k1 = k2 = o dan Ao e p(TF) n p(T) dus Ao e p(T). Dann= O~ dus 

formule (2) is jui~t. Stel nu k1 > 0 of k2 > O. Uit AO e o(TF) u a(T) en 

p00 (T) c p(TF) n p(T) volgt AO e o(T), en AO geisoleerd punt van o(T). 

Ontwikkel R(A;T) in een Laurentreeks om A9: 

R(A;T) = I (A-A0 )-~ + I (A-A0 )k~· 
k=1 k=O 

Als k > k1 dan BkiF = 0 dus F c N(Bk). 
'V 

Als k > k2 dan Bk= 0 dus R(Bk) c F. 

Bk 1+k2+1 = Bk 1+1 ° Bk2+1 

k > k1+k2 . Voorts geldt: 

= 0 want R(Bk +i) c F c N(Bk +1). Dus Bk= 0 voor 
2 1 

Daa:i;-uit volgt: R(A;T) hee~ in AO een pool van de orde n met 

k 1 v k2 ::_n ~ k 1 + k2 . 



4. Een spektrum-bewarende inbedding. 

4.1 Definitie. Zij E een komplekse Banachruimte. Zij 

m(E) := { (xn)n e: /I I JM > 0 \Jn e: N : I lxn 11 ::_ M}. m(E) is een Banach­

ruimte t.o.v. de koordinaatsgewijze optelling en skalaire vermenigvuldi­

ging en de norm 

ll(x) II= sup{llx II In e:IN}. 
n n n 

Zij c (E) := {(x ) e: m(E) I lim x = O}. c0(E) is een gesloten lineaire 
o n n n n-+oo 

deelruimte van m(E). Definieer nu E := m(E)/c0 (E), en definieer een af-
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beelding nE : E ~ E door nE(x) = (xn)n + c0(E), waarbij xn = x voor alle n. 

Zij F eveneens een komplekse Banachruimte en zij Te: L(E,F), Definieer 

dan T: E ~ F door T ((x) + co(E)) = (Tx) + co(F). 
n n n n 

4,2 ~· (Lotz [9], Satz 2.1; Satz 2.2; Satz 2.3). 

(i) E is een Banachruimte, en voor de quotientnorm geldt: 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

I l(x) + c0 (E)ll = limsup{llx II In e: IN}. 
n n n 

nE : E ~ E is een isometrische lineaire afbeelding. 

Als Te: L(E,F) dan Te: L(E,F). 

~ = S o T en I = I-E E 
De afbeelding T >-7 T van L(E,F) in L(E,F) is een isometrische line-

aire afbeelding. De afbeelding T HT van L(E) is L(E) is een iso­

metrisch algebra-homomorfisme. 

(vi) Als T e: L(E,F) dan nF o T =·To nE. 

4.3 Stelling. (Lotz (9], Satz 2.4). 

Zij E + {O} en zij Te: L(E). Dan geldt: 

(i) cr(T) = cr(T); 

(ii) P cr(T) =A cr(T) =A o(T); 

(iii) Als A e: p(T) dan R(A;T) = R(A;T). 
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Bewijs: 

Volgens Lemma 4.2 (v) geldt voor X E p(T): 

R(X;T) (XI-T) = (XI-T) R(X;T) = I 

Daaruit volgt o(T) c o(T). Uit de konstruktie van E volgt direkt dat 

A o(T) c A o(T) en A o(T) c P o(T). Altijd geldt P o(T) c A o(T), dus 

P off) = A off) = Ao(T). -

Zij nu X E o(T) \A o(T). Zij F = R(X-T); dan F f {O} en F f E. Zij 

O + r0 E Fi en O + x0 EE. Definieer U : E + E door U(x) = r0(x).x0 . Dan is 

U 0 (X-T) = o, dus volgens Lemma 4.2 (v) geldt dan U.(X-T) = O. Daar U + 0 

is X Eoff). Derhalve: o(T) \A o(T) c off), dus o(T) =off). Als X E p(T) 

dan R(X;T) = R(X;T). 
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5. De kompleksifikatie van een reele Banachruimte. 

5.1 Definities. Zij E een reele lineaire ruimte. De kompleksifikatie Ee van 

! is de verzameling E x E waarin een optelling eh een skalaire vermenigvul­

diging gedefinieerd zijn door: 

(a+i8) (x,y) := (a.x-ey, e_x+a.y). 

c 
Men gaat gema.kkelijk na dat E een komplekse lineaire ruimte is. Als E 

een genormeerde ruimte is, kunnen we in Ee een norm definieren door: 

11(x,y)11 :=sup{ I Ix cosa. + y sina.11 I a.€ lR}. 
c 

(Ee, I I .I I ) is een komplekse genormeerde ruimte. Ee is een Banacbruimte 
c 

als en slechts als E een Banacbruimte is. Definieer JE : E ~Ee door 

JE(x) = (x,O). JE is een 1-1 duidige lineaire af'beelding van E in de reele 

restriktie (Ec) 0 van Ee. Als E een genormeerde ruimte is, dan is JE een 

isom~trie, en JE(E) is een gesloten lineaire deelruimte van (Ec) 0 . We iden­

tificeren E met zijn beeld onder JE. Voor z = (x,y) € Ee kunnen we dan 

schrijven: 

z = (x,y) = (x,O) + i(y,O) = x + iy. 

Deze schrijfwijze is uniek, dus (Ec) 0 = E ~ iE. 

Zij ook F een reele lineaire ruimte, en zij r : E ~ F een lineaire af'beel­

ding. We definieren de kompleksifikatie Tc van T door Tc(x,y) := (Tx,Ty). 

Men gaat gema.kk.elijk na dat Tc een lineaire af'beelding is van Ee in Fe. 

Als E en F genormeerde ruimten zijn, en als T € L(E,F) dan is Tc€ L(Ec,Fc) 

en I ITcj I = I !TI I· Verder geldt: (S 0 T)c = Sc 0 Tc I c = I en 
c ' E c E 

Tc 0 JE = JF 0 T. Wanneer we spreken over een spektrale eigenschap van T be-

d l k . CI . 
oe en we een spe trale eigenschap van T . n bet biezonder: 
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cr(T) is per definitie geli.ik aan cr(Tc). 

5.2 Lemma. Zij E een komplekse Banachruimte met norm I I .I I en zij Er een 
gesloten reele deelruimte van E (d.w.z. : een gesloten lineaire deelruim­
te van de reele restriktie E0 van E), met de eigenschap E0 =Er$ i Er. 
Dan geldt: 

(i) De projekties P1 : E0 +Er en P2 : E0 + i Er zijn begrensd; 

(ii) De I I .I I-norm en de kompleksifikatie-norm I I .I I (gedefinieerd door c 
llx+iyll := sup{llx cosa. + y sinall I a e: R}) zijn equivalent. c 

Bewijs: 

(i) Men gaat gemakkelijk na dat de projekties gesloten zijn. 

(ii) Zij z = x + iy e: E. Dan geldt 11 x cos a + y sina.11 ~ 11x11 + 11Y11, 

dus llzllc = sup{llx cosa + y sinall I a e: R} ~ llxll + llYll = 

= 11P1z11 + 11P2 z 11 ~ ( 11 P, I I + 11P2 11 ) 11z11 • 
Ve rder geldt: 

I lxl I ~sup{ I Ix cosa + y sinal I I a E IR} = I lzl le en 

I IYI I ~sup{ I Ix cosa + y sina.11 I a e: IR} = I lzl le' dus 

11 z 11 = 11 x+iy 11 ~ 11 x 11 + 11Y11 ~ 2 11 z 11 c. 

Konklusie: ~ 11z11 ~ 11z11 c ~ ( 11P111 + 11P2 11 ) 11z11 • 
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