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VII 

VOORWOORD 

Deze syllabus bevat de stof die wij in Leiden sinds 1965 al.s inleiding 
tot de colleges in de wa.arschijnlijkheidsrekening en de mathematische sta­
tistiek voor candidaten in de viskunde doceren. Naar onze mening is dit de 
rijstebrijberg waar men zich doorheen moet eten om deze beide vakken te 
kunnen bestuderen op het niveau dat in de wiskunde aan onze universiteiten 
gebruikelijk is. Het behandelen van deze stof vergt drie uren per week ge­
durende een semester. 

De voor de hand liggeade voorbereiding op het bestuderen van deze 
syllabus is het afleggen van een candidaatsexamen in de wiskunde en het 
volgen van cen college in de maat- en integratietheorie. Dit laatste is 
gewenst maar niet strikt noodza.kelijk. In hoofdstuk 1 wordt een korte 
samenvatting gegeven van begrippen en stellingen uit de maat- en integra­
tietheorie die in de waarschijnlijkheidsrekening een belangrijke rol spelen. 
Bevijzen vorden hierbij vaak achten.rege ~elaten behalve waar het om stel­
lingen gaat die niet in ieder college over maat- en integratietheorie wor­
den behandeld. 

Deze syllabus maakt geen enkele aanspraak op originaliteit. De titel 
is gestolen van Kolmogorov en de aanpak is grotendeels ontleend aan Loeve. 
Alleen bij de behandeling van zwakke convergentie in § 2.9 hebben vij de 
voorkeur gegeven aan de fraaiere opzet a la Billingsley. 

Gezien het doel van deze syllabus was de keuze van te bespreken on­
derwerpen voor ons geen probleem. Alleen die zaken vorden behandeld die 
zovel in de waarschijnlijkheidsrekening als in de mathematische statistiek 
een belangrijke rol spelen. 

Onze dank gaat uit naar de Raad van Beheer van het Mathematisch 
Centrum te Amsterdam die bereid vas dit collegedictaat als MC syllabus uit 
te geven. Het manuscript verd getypt door mevrouw S.M.T. Hillebrand en 
mejuffrouv O.P. de Jong. de correctie verd uitgevoerd door de heren 
E.J. Sedoc en K.M. van Hee en de reproductie verd verzorgd door de heren 
D. Zvarst en J. Suiker. Wij zijn hun zeer erkentelijk voor hun nauvgezette 
en vlotte Yerk. 

Leiden. november 1970 J. Fabius 

W.R. van Zwet 



IX 

VOORWOORD BIJ DE TWEEDE DRUK 

De tweede druk verschilt in een aantal opzichten van de eerste. Kleine 
ongerechtigheden zijn gecorrigeerd, het aantal vraagstukken is aanzienlijk 
uitgebreid, voor de omkeerstelling van kara.kteristieke functies is een meer 
traditioneel bewijs gekozen en de ellende met betrekking tot de karakteri­
sering van continue verdelingen is nu hopelijk ten einde. Het laatste be­
hoe~ enige toelichting. Stelling 2 . 4 .1 in de eerste druk is voor k > 1 in 
een richting onjuist; het was Ors H. C. P. Berbee die als student ons hierop 
opmerkzaam maa.kte. De diepere oorzaak van de moeilijkheden is hierin gelegen 
dat gepoogd werd de dichtheid met de k-voudige partiele afgeleide van de 
verdelingsfunctie te identificeren. Dit is in het meerdimensionale geval 
weliswaar aJ.gemeen gebruikelijk, maar slechts ender beperkende voorwaarden 
gerechtvaardigd. 

Wij zijn de technische en administratieve staf van het Mathematisch 
Centrum zeer erkentelijk voor het verzorgen van deze tweede druk. 

Leiden, oktober 1975 J. Fabius 

W.R. van Zwet 



l • MAAT- EN INTEGRATIETHEORIE 

In dit hoofdstuk geven vij een samenvatting van de ma.at- en integratie­
theorie, voor zover nodig voor een goed begrip van de we.arschijnlijkheids­

rekening. Een uitgebreider behandeling is o.m. te vinden in de volgende 
boeken: 

[l] Bauer, H., Probability Theory and Elements of Measure Theory, Holt , 
Rinehart and Winston. 

[2] Halmes, P.R., Measure Theory, Van Nostrand. 

[3] Kingman , J.F.C., and Taylor , S.J., Introduction to measure and 

probability, Cambridge University Press. 

[4] Loeve, M., Probability Theory, Van Nostrand . 

[5] Vogel, W., Wahrscheinlichkeitstheorie, Vandenhoeck und Ruprecht. 

[6 ] Zaanen, A. C. , Integration, North-Holland Publi shing Company. 

l • 1 . VERZAMELINGEN 

Zij gegeven een niet- lege verzameling n, onze ruimte, die bestaat uit 
eiementen of punten w. Wij beschouwen in het volgende deeZverzameZingen 
A, B, C, .. • van n; hieronder valt ook de Zege verz ameZing ~en de verza­
meling n zelf . Zeals gebr uikelijk schrijven we w E A resp. w i A als w al 

dan niet een element van A is, en A c B of B ~A als A een deelverzameling 
van B is, dwz. als ieder element van A ook in B l ip;t. We omschrijven deze 
situatie ook wel door te zeggen: A is bevat in B, of : B bevat of orrrvat A. 

Tvee verzamelingen zijn geZijk als zij uit dezelfde elementen bestaan: 
A = B dan en dan alleen als A c B en B c A. Een verzameling beet eindig 
indien hij uit een eindig aantal. elementen bestaat . 

Als P(w) voor ieder punt w £ n een of andere bewering is, dan schrijven 
we {w: P(w)} voor de verzameling van alle w £ n, waarvoor P(w) waar is. Als 

bv . n = R1, dan geldt {w : a< w ~ b} = (a,b] voor villekeurige reele a< b . 

De verzameling die uit de punten w1 ,w2 , ... , wn besta at geven we aan met 

{w, , w2 · ··· •wn}; de verzameling die uit een enkel punt w bests.at met {w} 
De gebruikelijke verzamelingstheoretische operaties kunnen vi.j als 
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volgt definieren: 

Vereniging: 

A u B = de verzameling van alle w € n, die tot A of B of beide behoren. 

n 
u A. 

i=1 l. 

u A. 
i=1 l. 

u At 
' teT 

Doorsnede: 

A
1

uA
2

u . . . uA
0 

= de verzameling van alle we n, die tot min­

stens een der verzamelingen A1 ,A2 , .•. ,An behoren. 

A1uA2u.:. =de verzameling van alle w € n, die tot minstens 

een der verzamelingen A1 , A2 , •.. behoren . 

de verzameling van alle w e n, met de eigenschap dat w € At 

voor minstens een t € T. Hierbij is de inde:i:verzcuneting T 

een willekeurige verzameling, niet noodzakelijk bevat in n, 
al dan niet eindig, al dan niet aftelbaar. 

A n B = AB = de verzameling van alle w € n, die tot A en B behoren. 
n 
n 

i=1 

n 
i=l 

A. 
l. 

A. 
l. 

A1nA2n . .. nAn = A1A2 .. • A
0 

=de verzameling van alle w € n 
die tot elk van de verzamelingen A1 ,A2 , . . . ,An beboren . 

A1nA2n . • . = A1A:?··· =de verzameling van alle we n, die tot 

elk van de verzamelingen A1 ,A2 , . • . behoren. 

de verzameling van alle w e n met de eigenschap dat w € At 

voor alle t € T. Ook hi er is T een willekeurige indexverza,­

meling. 

Twee verzamelingen heten disjunct als zij geen elementen gemeen hebben: 

A en B zijn disjunct dan en dan alleen als AB = It'!. 
Corrrp'Lement: 

Ac = {w: wiA} 

Verschi'L: 
de verzameling van alle w € n die niet tot A behoren. 

A - B ABc = de verzameling van alle w € n die tot A maa.r niet tot B 

behoren. In het bijzonder geldt dus Ac = O - A. 

S1f17'11etrisch Verschi'L: 

A A B = (A-B) u (B- A) = (AuB) - AB = de verzameling van alle w € n 
die tot precies een van de twee verzamelingen A en B behoren . 

Uit deze definities kan men een aantal rekenregels afleiden. Zo blijken 

de operaties U en n commute.tief, associatief en distributief t .en opzichte 

van elkaar te zijn: 
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A u B = B u A; A n B = B n A; 

A u (Bue) (AuB) u C; A n (Bne) = (AnB) n e; 

A u (Bne) (AuB) n (Aue); A n (Bue) (AnB) u (Ane). 

Bovendien geldt 

A u ~ = A; A u n = !1 ; A n 0 0; A n n .. A; 

B. 

Voor complementen geldt 
(Ac)c =A; ~c = !1; 0c ~; 

Ac B .... Bc c Ac, 

en voor bet complement van een vereniging of doorsnede vindt men 

(AuB)c =Ac n Bc; (AnB)c =Ac u Bc; 

of, algemeen voor een villekeurige 

( u At)c n A~ ; ( n At)c 
t£T t£T t£T 

indexverzameling T, 
c 

U At. 
t£T 

Een eindige of aftelbare vereniging kan men op de volgende manier altijd 

schrijven als een disjuncte vereniging, dvz. als een vereniging van paars­

gevijs disjuncte verzamelingen: 

n 
u 

i=l .. 
A. 

l. 

Voor een oneindige rij verzamelingen A
1

,A2 , . .. definieert men 

co 

lim sup An n u 
n=l m=n 

A • 
m' lim inf A 

n 

.. co 

u n 
n=l m=n 

A • m 

lim sup An bestaat derhalve uit alle w e n, die tot oneindig veel der verza­

melingen An behoren , en lim inf An bestaat uit alle w £ n die tot bijna alle 

verzamelingen An' dvz. all e verzamelingen An op hoogstens een eindig aantal 

na, behoren. In het algemeen zal dus lim inf An c lim sup A
0

• Als deze t ve e 

verzamelingen gelijk zijn noemt men de rij verzamelingen A1 , A2
, . • • conver­

gent met 

lim A n 
lim inf A . 

n 
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Een rij verzamelingen A1 ,A2,. . . he et (monotoon) stijgend als A1 c: A2 c: A
3 

c: ••• 

en (monotoon) da'lend al.s A1 ~A2 => A
3 

=> • • • • Iedere monotone rij verzame!,ingen 

is convergent met lim An U An als de rij stijgend is en lim An n An 
n=1 n=1 al.s de rij daalt. 

Een nuttig hulpmiddel bij het werken met verzamelingen is het begrip 

indicatorfunctie (ook: karakteristieke functie). De indicatorf'unctie IA 

van een verzomeling Ac 0 is ecn rcc1c f'unctic op O, gedefiniccrd door 

IA(w) = ( 
0 

als w e A, 

als w (. A. 

Met behulp van zulke indicatorf\mcties kan men alle verzamelingstheoretische 

relaties en operaties herleiden tot arithmetische 

IAB = min (IA,IB) IA.IB; 

IAuB = max (IA,IB) = 1 - (1 -IA)(1-IB) = IA + IB - IAB; 

Ilim inf A = lim inf IA ; I . = lim sup IA . 
n n lim sup An n 

Opgaven: 

1. Bewijs voor willekeurige indexverzamelingen Sen T: 

2. 

A n ( U Bt) 
tf:T 

( u A ) n 
s ( u 

seS teT 
Bt) 

C n A
5

) u ( n Bt) 

u 
seS 

n 

A u ( n Bt) 
teT 

U A B = u 
teT 6 t teT 

n 

u AsBt; 
seS 

n 
ses teT seS teT 

(A uBt) = n 
s teT seS 

(AsuBt). 

Bewijs: 

A -B A - AB; 

A 6 B B 6 A; 

(A 6 B) 6 C =A 6 (B 6 C); 

A 6 A=~; A 6 Ac= O; A 6 ~=A; A 6 o s Ac; 

IAAB = IIA- IBI = IA+ IB (mod 2). 
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3. Bewijs: 

lim inf Ac = n 
(lim sup A )c· n , 

lim sup Ac 
n 

(lim inf A )c. 
n 

4. Zij O = R1
, A

0 
= (an,b

0
], n = 1,2 , .... Bepaal lim inf An en lim sup A

0 

voor ieder van de volgende gevallen: 

a n, b n n = n + 1 · , 

a = - n, b + n; 
n n 

1=.!L: b 1 
1 

a = + -· 
n n n n' 

1 b .l a ;· n n n 

5. Zij B1 A
1 

en Bn+l = Bn 6 An+l voor n = 1,2, . ... Bewijs dat de rij B1 , 

B
2

, ... dan en dan alleen convergeert als lim An=~ -

1.2. ALGEBRA'S EN a-ALGEBRA'S 

Een verzameling, waarvan de elementen zelf verzameli~en zijn, noemen 

wij een klasse. De klasse M(A) van alle deelverzamelingen van een gegeven 

verzameling A heet de machtsverzameling van A. Iedere klasse van deelverza­

melingen van 0 is dus bevat in M(O) en iedere deelklasse van M(O) is een 

klasse, die uit deelverzamelingen van 0 bestaat. 

Een niet-lege klasse F c M(O) heet a'lgebra (van Boole) als 

(1.2.1) 

( 1.2.2) 

A E F •Ac E F, 

A, B E F • A u B E F. 

Hieruit volgt dat iedere algebra de verzamelingen 0 en ~ als elementen 

bevat. Da.ar AB = (AcuBc)c volgt ook 

(1.2.3) A, B E F • AB E F , 

en herha.aJ.de toepassing van (1.2.2) en (1.2.3) gee~ 

n n 
A1 ,~, • • • ,A

0
EF• U Ai£F, n Aii;F. 

i=1 i=l 
( 1.2.4) 

Een algebra is dus een niet-lege klasse die afgesloten is onder het vonnen 
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'l'8ll C011Pltaenten en eindige verenigingen en doorsneden. 
!en niet-lege kl.use Ac N(ll) heet een a-algebra (van Boole) als 

(, . 2 . 5) 

(1.2 . 6) 

A < A ,. Ac < A , 

A1 ,~, •.• <A• U A.<A. 
i .. 1 1 

Rvenala boven volgt dat iedere a-algebra l'l en 0 als elementen bevat en, 

da&r nAi • (UA~)0 , 

(1.2.7) 

le.en vij Ai• An voor i ~ n, dan gaan (1.2.6) en (1.2 .7) over in (1.2.4) 

met F TI!rv..Dgen door A. Een a-algebra is due een niet-lege klasse, die afge­
sloten is onder het vormen V8.ll complementen en eindige of aftelbare vereni­
gingen en doorsneden. 

Uiteraard is M(O) een a-algebra en due ook een algebra. Verder is iedere 
dooranede van (a-)algebra's veer een (o-)algebra. Hieruit volgt dat er bij 
iedere kl.use C c N(l'l) een unieke minimale algebra P en een unieke minimale 
a-algebra A beataan, die C omvatten. We noemen P(A) de ( o..:)algebra voortge­

bracht door C. P(A) is de doorsnede van alle (a-)algebra's die C omvatten . 

Ala in een ruimte l'l een a-algebra A is gegeven, dan noemt men het paar 
(ll ,A ) een ••ttiaz.. ruinrte, en de elementen van A meetbare ver.aameZ.ingen. 

Voorb .. za.n 

1.2.1. Zij Cc N(n) de klasse van alle eenpuntsverzamelingen {w} . De door C 
voortgebrachte algebra P bestaat dan uit alle deelverzamelingen van 

ll, die ar zelr eindig zijn, of een eindig complement hebben . De door 

C voortgebrachte a-algebra A bestaat uit alle deelverze.melingen van 
ll die ar zelf eindig of a.!telbaar zijn, of een eindig of af'telbaar 

complement hebben. Steeds zal C c P c A c M( O). Is 0 aftelbaar, dan 
geldt A• M(O), en is n eindig, dan geldt P =A= M(O). 

1 2 2 Z • • ,.. Rt . • 1 
• • • l.J "• , en z1Jn C de klasse van alle cell.en, dvz. intervallen 

van de vorm (a,b) met - !_a!_ b !. ... Hierbij stellen we (a,co] = (a,co) 

en (a,a] • ~. De doorsnede van twee cellen is weer een eel, maar c1 

ia niet gesloten onder het vormen ve.n complementen en verenigingen. 
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C, b h F 1 . l" De door voortge rac te algebra bestaat u1t alle verzame ingen 

die als vereniging van eindig veel cellen geschreven kunnen vorden. 

Een dergelijke verza.meling kan altijd als veren1g1ng van eindig 

veel disjuncte cellen geschreven vorden. De door c1 voortgebrachte 

a-algebra 8
1 

heet de a-algebra van Borel in R1, zijn elementen de 

Borel-verzcunelingen in R
1

• 8
1 bevat onder meer: alle intervallen, 

alle open verza.melingen, a.llc cindige of a:f'telbare verze.melingen. 

Zie bv. (2] voor een voorbeeld van een deelverzameling va.n R1 die 

niet tot B1 behoort . 

Als D
1 de klasse van alle intervallen van de vorm (-oo ,a] met 

. dan . D1 . c1 1 
- 00 !, a !, 00 is, is bevat in • De door D voortgebrachte , 
(a- )algebra is dus ook bevat in de door C voortgebrachte (o-)alge-

bra. Daar echter elke eel (a,b] = (-oo,b ] n (-oo,alc, moet de door D1 

voortgebrachte (a- )algebra zeker c1 omvatten. Derhalve brengen D1 

en C1 dezelfde (o-)algebra voort. 

1.2.3. Zij n = Rk. We schrijven de elementen van n als vectoren: 

(w
1

, .•• ,~), a= (a
1

, ••• ,8'.k) etc. Verder definieren we .. ( 00 , ••• , 00 ), -a= (-a1 , ... ,-a.) en betekent a< b data. <b. voor 
K - l. - 1 

i = 1, .•. ,k. Als nu voor _ .. ~a~ b !. .. de eel (a,b) ~edefinieerd 

is door 

(a,b) = {w: w. e (a.,b.), i = 1, ... ,k), 
l. l. l. 

en rf de klasse van alle cellen is, dan is de door rf voortgebrachte 

algebra ~ net als boven de klasse van alle deelverzamelingen van n 
die als eindige vereniging, of - vat op hetzelfde neerkomt - als 

eindige disjuncte vereniging van cellen geschreven kunnen worden. 

De door rf voortgebrachte a-algebra Bk heet de a-aigebra van BoreZ 
k 

in R , zijn elementen de k-dimensionale Borelverzamelingen. 

vorm 

veer 

c. 
J 

Definieren we verder rf- als de klasse van alle cellen van de 

~ a ~ .. , dan kunnen ve een willekeurige eel (a, b J 

in elementen van fl-. Daartoe voeren we punten 

(-00 ,a) met 

uitdrukken 

(c. , ... ,c. ) 
J 1 Jk 

in~ gedefinieerd door 

als i j j 
c. 
J. 

l. als i j , i ,j 1,2, ••. ,k. 
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rtu is gemakkelijk in te zien dat 

k 
(a,b] = (-•,b) n ( U 

j=1 
( - ..,,c.])c. 

J 

De door "£1- voortgebrachte (a- )algebra moet <f- dus omve.tten. Omdat 
echter if c rf-, volgt ook nu dat ~ en -If zovel door if als door ~ 
vorden voortgebracht. 

Opgav"' 
1. Bepaal voor ieder van de volgende definities van C c M(fl) de door C voort-

gebra.chte algebra. en a-algebra: 
a) C bests.at uit een enkele niet-lege verzameling A c n 
b) C bests.at uit alle verza.melingen die een gegeven verzameling A omvatten; 
c) C bests.at uit alle verzamelingen die in een gegeven verzameiing A be­

vat zijn; 

d) c bests.at uit alle verzamelingen die tenminste een punt gemeen bebben 
met een gegeven verza.meling A. 

2. Bevijs dat iedere eindige algebra een a-algebra is. 

3. Bepaal de door C voortgebrachte algebra en a-algebra als n 
bests.at uit: 

a) A11e ven.amelingen die bevat zijn in een verticale lijn, d. w. z. A E C 
dan en slecbts dan als er een a E R 

1 
is , zodanig , dat x = a als 

(x ,y) e! A; 

b) A11e verza.melingen van de vorm { (x,y) : x E (a ,b]} met _... ~ a ~ b ~ 00 • 

1 • 3. PRODUCTRUIMrEN 

Ala A1,A2 , ... ,~ villekeurige, niet noodzakelijk tot een en dezelfde 
ru.imte behorende verza.melingen' zijn, dan is hun producwerzameZing de ver-
zameling van alle geordende k-tallen ( w

1 
,w

2
, • • • ,C11.) t A A 1t me w1 E 1 , w

2 
E 

2
, ... , 

"\: ( ~: 

1,2, ... , k}. 
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Als 0 1 ,o2 , ... ,~ gegeven ruimten zijn, dan noemen vij fl = n
1

xo
2

x ... x'\ bun 

productruimte. Nemen wij Ai,Bi c ni voor i = 1,2, ..• ,k, dan zijn A1xA
2

x .. . ~ 

en B1xB2x ... xBk deelverzamelingen van deze productruimte en 

( 1. 3.1) 

( 1 .3.2) (A~xo2x ... x(lk) u (A 1 xA~xo3x .. . xnk)u ..• 

. .. u (A1x ... x~_2x~_ 1 xnk) u (A1x ... x~_ 1x~). 

Uitera.ard is niet iedere deelverzameling van fl een productverzameling. 

Als nu F1 , F2 , •.. ,Pk algebra's van deelverzamelingen van resp. 

n1,n2 , ... ,0k zijn, dan volgt uit het bovenstaande dat de klasse van alle 

eindige (disjuncte) verenigingen van verzamelingen van de vorm A1xA
2

x ... x~ 

met Ai E Fi, i = 1,2, •. • ,k, een algebra van deelverzamelingen van de product­

ruimte o 1xo2x ... x'\ is. We noemen deze algebra de productalgebra van 

F 1 ,P2 .... ,Pk. De productalgebra van k a-algebra's A1 ,A2
, .•. ,Ak in resp. 

0 1 ,n2 , ... ,~ is niet noodzakelijk een a-algebra. De a-algebra die door deze 

productaJ.gebra wordt voortgebracbt beet de product-a-algebra A1xA2x ..• xAk. 

De meet bare ruimte ( n1 x ... x!\, A 1 x . .. xAk) heet de meetbare p:roductruimte 

van de meetbare ruimten (n1 ,A1),(n2 ,A2 ), ... ,(nk,Ak). 

Het voorgaande kan gemak.kelijk vorden gegeneraliseerd tot producten met 

oneindig veel "factoren" . Wij beperken ons daarbij tot aftelbare pr oducten: 

De productverzameling A1xA2x . . . is per definitie de verzameling van alle 

oneindige rijen w = (w1 ,w2 , ... ) met wi E Ai voor i = 1 , 2, . . . 

Het product n1xo2x • . • van een rij gegeven ruimten n1 ,n
2

, ... noemen wij weer 

hun productruimte. De verzamelingen van de vorm Axnk+lx ... met Acn 1xn2x . • • x'\ 

en k < ~ noemen wij de cylinderverzamelingen in n1xn2x ••.. Als bierbij de 

verzameling A, de basis van de cylinderverzameling, zelf een productverza­

meling A1xA2x •.• x~ met A1 E n1, A2 E n2 , ... , ~£Ok is , dan spreken wij van 

een productcy Zinderverzame Zing met zijden A1 ,A2 , ..• ·~. Laten nu F 1 ,F 2 • · •. 

algebra's in reap. O 1 ,n 2 , . • . zijn. Dan is de klasse van alle eindige 

(disjuncte) verenigingen van productcylinders A1xA2x .•. x~x~+1 xnk+2x . . . met 

zijden Ai 

(llx(l2x •.• 

e p. , i = 1,2, .. • , k, k < ~, een algebra in de productruimte 
l. 

de productalgebra van P1,P2 , .... Deze productalgebra kan ook 
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beschreven vorden als de klasse van alle cylinderverzamelingen Axnk+1xnk+2x • • . 
waarvan de basis tot de productalgebra van F 

1 
,F2 ,. · · , Fk behoort • De product-

. • A • n · - 1 2 is in het aJ.gemeen e.J.gebra van een riJ a-algebra's i in "i' i - • , . • . ' 
geen a- algebra. De a-algebr a die door deze product algebra wordt voortge­
bracht is de product43""Cllgeb:ra A

1
xA

2
x ..• , en (01xn2x ..• ,A1xA2x • •. ) is de 

meetbaN productruimte van (n
1

,A
1), (n2 ,A2 ), ... 

1. 3, 1. 
1 1 1 1 _1 i ZiJ' n, • R , D. = D C. = C , F. = P , A. - 8 voor • 1 • 1 i 1 

(Zie voorbeeld 1.2.2 en 1.2. 3 voor de notatie.) 
Dan volgt: 

k n
1
xn

2
x ••• x~ = R ; 

1 •. . . ,k}; 

1 , 2 •... ,k 

~ is de productalgebra van F ,P , .. • ,Pk en wordt voort~ebracht zowel 1 2 1 door iJ" als door rJ'-, en ook door de klasse {A1xA2x •• , x~ : Ai e P, 
i = 1 •... ,k}. 

'El- = A
1><A

2
x •. . xAk en vordt voortgebracbt door ieder van de h~erboven 

genoemde klaaaen en ook door de klasse {A1xA2x ••• x~: Ai£ B , 
i = 1 , •. • ,k} . 

1 . 3.2 . Zij O • ., R1
, D. 

i 1 
1 1 1 A 8 1 • 2 D , C i = C , Fi = F , i = voor 1 = 1 , , ... 

De productruimte, die bestaat uit alle oneindige rijen van reele ge­
tallen noemen wij R

00

• Voorts definieren we: .. 
D: de ltlasse van alle productcylinders 

.. 
in R met zijden in Dl • 

C .. : de klasse van alle .. productcylinders in R met zijden in c, . 
i ": de klasse van alle productcylinderverzamelingen 

.. 
in R met zijden 

in p,. 
F .. : de productalgebra van P1 ,F2 , ••• ; F

00 

is de klasse van al.le cylin­
derverzamelingen in R .. met basis in ,_)r-, k < .. en al deze cylinder­
verzamelingen kunnen geschreven worden als eindige (disjuncte) 
verenigingen van verzamelingen uit p* . 

B*: de klasse van alle productcylinderverzamelingen in R00 
met zijden 

in 8 1
. 
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B+: de productalgebra van A1 .A2 •... ; B+ is geen a-algebra en bestaat 

uit alle eindige (disjuncte) verenigingen van verzamelingen uit B*. 
Boo•, .._. oo de prouuct-a-algebra van A

1
,A

2
, .•. ; We noemen B de a-algebra van 

Borel in R
00 

en zijn elementen de Borel-verzamelingen in R
00

• 

De productalgebra F
00 

wordt voortgebracht door ieder van de klassen 

D
00

• C
00

, F*. De product-a-algebra B
00 

wordt voortgebracht door ieder 

van de klassen D00
, C00

, F*, F00
, s*, B+. 

1.3.3. Zij Oi = {0 ,1}, Ai= M(Oi), i = 1,2, ... De productruimte {0,1}k = 

= o1xo2x •.• x'\. bestaat uit alle geordende k-tallen (w1 , ••• ,wk ) met 

wi = 0 of 1, i = 1, ... ,k, en A
1

xA
2

x ... xAk = M(0
1
xo

2
x .•• x'\). De pro­

ductruimte {0,1}
00 

= o
1

xo
2

x ... bestaat uit alle oneind.ige rijen 

w = (w1,w2 , •.. ) met wi = 0 of 1, i = 1,2, ... , en de productalgebra 

van A1 ,A
2

, .•• bestaat uit al.le cylinderverzamelingen. Deze product­

algebra is geen a- algebra. 

Opgaven 

1. Stel dat E =Ax B, E1 = A1 x B1 en E2 = A2 x B
2 

niet-lege deelverzame­

lingen van n1 x o2 zijn. Bevijs dat E = E1 u E2 en E1E
2 

= 0 dan en slechts 

dan als of A = A
1 

u A
2

, A
1
A

2 
= 0 en B = B

1 
B

2 
of A = A1 A

2
, 

B = B1 u B2 en B1B2 = 0. 
2 . Zij Ai een (a)-algebra van deelverzamelingen van Oi, die wordt voortge­

bracht door een klasse Ci met de eigenschap dat Oi £ Ci, i = 1,2, • . . ,k. 

Bewijs dat de product-(a-)-algebra wordt voortgebracht door de klasse 

{A1xA2x •• • x~: Ai£ Ci, i = 1, . . . ,k}. 

3. Bevijs dat de a-algebra van Borel Bk in Rk wordt voortgebracht door de 

klasse van de open verzamelingen. 

4. Bevijs dat in de meetbare productruimte (0 = {0,1}
00

, A= A
1

xA
2

x . . . ) van 

voorbeeld 1.3.3. de volgende verzamelingen meetbaar zijn: 

{w: w. 
l. 

= O voor i ~ n} .. 
{w: l w. 

1 l. 
< 00}, 

.. 
2-i 1 

{w: }: w. < 3}, 
1 l. 

0 
1 

{w: lim .l l l.l)i = 2}. 
n .... 0 1 
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l • 4. MEET'8ARE FUNCTIES 

02. 

Zij r een functie op een ruimte o
1 

met waarden in een tweede ruimte 
Bet inv•:rs• bH'ld r- 1(A) van een verzameling Ac o2 is per definitie 

(.,
1

: f(.,
1

) f A}. Gemakkelijk 

tische opera.ties bevaart: 

-1 is in te zien dat f alle verzamelingstheore-

r - 1(Ac) (f-l(A))c A c o
2

; 

t'- I( U At) a U f-l (At) , At ( 02, t e T; 
t(T t£T 

r-1
< n At) • n f -

1
(At) , At € 02, t c T; 

t<T t£T 

TOOr een villekeurige, eindige of oneindige indexver zameling T . Wij beschou­
ven f'uncties op een meetbare ruimte (0 , A ) met waarden in een t weede meet-1 1 
bare ruiJtte (o

2
, A

2
). Een dergelijke fUnctie f heet A

1
-A2-meetbaa:r, of kort-

veg mHtbaar, als f - l (A) e A 
1 

voor alle A e A
2

. Definieren wij de door f in 
n1 g•!nduc.•rda a-algeb:ra r- 1(A

2
) = {f-1(A): A£ A

2
} (dit is een a - algebra ! ), 

d&n ltunneo vij ook zeggen dat f dan en slechts dan meetbaar is als 
r-

1 
(A2 ) c A 

1
• Wanneer aan deze eis voldaan is voor een functie f die slechts 

op een (meetbe.re) deelverr.Sllleling 01 van o1, gedefinieerd is , dan zeggen we 
dAt t 11eetbaa.r is op Ql . Als de a-algebra A

2 
wordt voortgebracht door een 

Uasse c
2 , d.an is de eis dat r- 1(c

2
) = {r1 (B): B e c

2
} c A1 nodig en vol­

doende voo.r de meetbaarheid van t': Nodig omdat r-1(c
2

) c r - 1(A
2

) en voldoende 
omdat de klasse {Ac n

2
: f - l (A) 'A1 } een a-algebra is en c

2
, en derhalve 

oolt A2 , osvat. Als (Oi, Ai), i = l,2,3 , meetbare r uimten zijn en f': o
1 

+ o
2 en g : o2 -+ °J reap . A1 - A2 - en A

2 
- A

3 
- meetbare :functies zijn , da.n i s 

oolt de san.ngHu'lds"jUnctie g(f), gedefinieerd door g(f)(w
1

) = g(f(w
1

)) 
"YOOr .. 1 ( n1, meetbaar, en vel A

1 
- A

3 
- meetbae.r. 

Indien n1 of o2 de ruimt e RR (1 ~k~00 ) is , dan zal meetbaarhei d in het 
hierna volgende zondere nadere aanduiding steeds be trekking hebben op de 
o-a.l&ebra van Borel 'ff-. Daar -/' wordt voortgebracht door Dk volgt ui t het 
YOorat'gaa.nde: 

len reile t'unctie t op een meetbare ruimte (O ,A) i s dan en slechts dan meet­
baar &.ls {co: t'( co) ~ a} t A voor alle a e R 1; daar steeds 0 c:: A en fl c:: A, is 
de tunctie f : a , a t R 

1
, meetbaar ongeacht de keuze van A. Een f'unctie f' op 
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een meetbare ruimte (O,A) met waarden f(w) = (f 1(w), ... ,fk(w)) £ Rk (k<co) 

of met waarden f(w) = (f1(w) , f 2 (w), •. . ) £ R"" is dan en slechts dan meetbaar 

als {w: fi(w) ~a} £A voor alle a£ R
1 

en alle i, d.w . z. als ieder der reele 

functies f. meetbaar is; de functie f: a, a€ Rk (1 <k<co) is steeds meet-
J. - -

baar. Een meetbare f\Ulctie op ~ met waarden in Rk noemen wij een 8ore"lfunctie. 

Voor een continue f\Ulctie f op Jf1 met waarden in Rk is de verzameling 

{w: f.(w) < a} voor alle a£ R
1 

en alle i gesloten ; daar 8 1 de gesloten ver-
i -

zamelingen in R1 bevat, zijn alle continue functies Borelfuncties. 

Wil men toelaten dat reele functies ook de waarden co en -"" kunnen aan­

nemen , dan dient men in het voorgaande R1 overal te vervangen door zijn 

afsluiting R1 = R
1 

u { 00 } u { - co}. In plaats van 8
1 beschouwt men dan 81 , de 

a-a"lgeb:ra van Borei in R1
, gedefinieerd als de minimale a- algebra die zowel 

s1 als de beide verzamelingen {co} en {-co} bevat. »1 wordt dus voortgebracht 

door de klasse 151 van a.lle intervallen van de vorm ( -co,a) met a € R 
1

• Geheel 

analoog kan men ook Rk en 'f!- definieren. Wij merken nog op dat in R1 voor 

de elementen co en -co de volgende rekenregels die met limietovergangen cor­

responderen , gelden: 

a ± .. lim (a±x) 
x--

- (IO - 00 
_... , 

a . co -a. (-co) lim (ax) 
X-+<o 

~ = ± lim (~) = 0 ±co X 
x--

voor _.. < a <co 

{ 

oo voor o < a < .. 

_: :::: '.:. <

0
a < o; 

- co 

voor -.oo < a < Q)• 

M et name geldt dus O.co = O, doch .. ...., en ~ zijn niet gedefinieerd. 

Bescbouw twee eindige reele meetbare functies f en g op een meetbare 

ruimte (O,A). De f'uncties h1(x , y) = x +yen h2(x , y) = xy van de reele 

variabelen x en y zijn continu en dus Borelfuncties. Derhalve zijn de samen­

gestelde functies h
1
(f ,g) = f + gen h

2
(t,g) = f . g meetbaar. Evenzo is ook 

f/g meetbaar op de verzameling {w: g{w) ~ O} waar deze functie is gedefinieerd. 
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Indien wij voor f, g, f+g , f.g en f/g de vaarden .. en-"" toelaten, da.n zijn 
f+g, f.g en f/g welisvaar niet noodzakelijk overal (c.q. op {w: g(w);. O}) 

gedefinieerd, doch onze conclusies omtrent meetbaarheid blijven geha.ndhaafd. 
Voor een rij reele meetbare :f'uncties r1,r

2
, • • . op een meetbare ruimte 

( i'l ,A) geldt .. 
(w: sup fn(w) ~ a} = n 

n n=1 
{w: f (w) < a} e A 

n -

zodat sup r , en dus ook inr f = - sup (-r ) • meetbaar zijn. Het.zel.f:de n n n 
geldt voor limnsup fn en limninf fn, daar 

limn sup fn = inf sup fm. 
n m~ 

De verzameling C van alle w e O vaarvoor lim fn(w) bestaat is meetbe.s.r , daar 
n-+<» 

f = lim sup fn en f = lim inf fn meetbaar zijn en dus 

C = {w: ?(w) a !(w) co} u {w: f(w) -""} u {w: f(w)- !(w) O} E A. 

De f'unctie f = lim fn, gedefinieerd op C, is da.s.r gelijk aan f en dus meet­
n-

be.a.r op C. Ook l fn is dus meetba.s.r op de verzameling waa.r deze f'Unctie ge­
definieerd is. 

Iedere meetbare reele functie f op een meetbare ruimte (O,A) die 
sl.echts eindig veel vaarden aanneemt, is van de vorm 

n 
f = l a. IA met A1, . . . ,A disjunct, A.EA voor i = 1 ,2, .•• , n en n < 00 • 

i•1 1 i n 1 

Wij noemen zulke tuncties eZ.ementaire functies. Iedere meetbare niet-nega­
tieve tunctie f is de puntsgewijze limiet van een niet-dal.ende rij niet­
negatieve elementaire functies fn. Men kan bijvoorbeel.-d 

n 
n2 k-1 

f ~ l - I 
n k=1 2n {w: k-1 < 

2n 

kiezen. Tenslotte is iedere meetbare re~le :f'unctie f te schrijven als het 
verschil. f+ - f- van twee niet-negatieve meetbare functies f+ en f - , vaar­
bij 
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f+(w) = max(f(w),O), f-(w) = - min(f(w),O). 

We noemen f+ en f- bet positieve resp. negatieve deei van f . 

SteUing 1. 4 .1 

Zij (n1 ,A1) een meetbare ruimte met de eigenschap dat A1 de a-algebra 

is, die in n
1 

wordt geinduceerd door een functie g op n met vaarden in een 
. -1 1 

meetbare ruimte (n
2

,A2 ) : A 1 = g (A
2

) . Dan is een reele functie f op (n
1 

,A 1 ) 

011.n en slechts dan meetbaar als er een meetbare reele f'unctj~ h op (n
2

,A
2

l 
is, zodanig dat f = h(g). 

Bewijs: 
Ala er een dergelijke f'unctie h is, dan geldt voor iedere Borelverza­

meling B £ B 
1 

: 

vegens de meetba.arheid van g en h, en dus is f meetbaar. Zij nu gegeven dat 

f meetbaar is. We dienen dan de existentie van een functie h met de boven­

genoemde eigenschappen aan te tonen. We beschouven da.artoe de volgende ge­

vallen: 

a) f =IA, een indicatorfunctie, noodzakelijk met A E A
1 • Daar A 1 = g-1

(A
2), 

is er een B £ A
2

, zodanig dat A= g - 1
( B). Maar dit betekent dat 

f(w
1

) = IB(g(w
1
)) zodat IB een f'unctie met de gezochte eigenschappen is. 

n 
b) f = l a. IA , een elementaire f'unctie. Op grond van a) weten vij dat er 

1 l. i 

meetbare functies hi op n2 zijn, zodanig dat IA. 
l. 

n 

hi ( g) , i = 1 , 2 , .. . ,n. 

Maar da.n is ook de f'unctie h =I a. h. meetbaar op n2 en f = h(g). 
1 l. l. 

c) f is niet-negatief. 

f(w
1

) = lim f
0

(w1 ), 
n­

Er zijn dan elementaire f'uncties fn zodanig dat 

w
1 

E n
1

. Voorts is f
0 

= hn(g) met h
0 

meetbaar op n2 • 

Derhalve bestaat lim hn(w
2

) voor alle w
2 

£ {g(w
1
): w1 £ n1}. Definieren 

vij nu n--

{

lim hn(w2 ) als deze 
n...,. 

= 

O anders, 

limiet bestaat, 
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dan is h meetbaa.r op de hele ruimte n2 , en f = h(g). 

) t ""'RSen op f+ en f- volgt de bewering voor een d) Door c tenslotte toe e ,,...... 
villekeurige meetbare f. 

Opgaven 
1. BeviJ"s 0 dat een f'unctie f = (f ,f , .. • )op een meetbare ruimte (O,A) met l 2 

vaarden in een meetbare productruimte (n1xn2x · · ·, A1xA2x. • ·) dan en 
slechts dan meetbaar is als f. : ( n ,A) + ( n. ,A . ) meetba.a.r is voor 1 1 1 
i .. 1,2, .... 

l 2. Als f een continue reele fUnctie op R is met lim f(x ) = lim f(x) = O, 

dan is er voor iedere £ > O een elementaire functie g = 
eigenschap dat de A. eindige disjuncte intervallen zijn 1 l ff(x) - g(x)f < t voor alle x £ R . 

x­
n 
~ a. IA 
l 

1 
i 

en dat 

met de 

3. Gee:r een constructief bevijs van stelling l. 4. l voor het speciale geval 

Een maat µ is een reele functie op een klasse C van deelverzamelingen 
van een ruimte O met de eigenschappen 
(i) µ(A) is eindig voor tenminste een A £ C; 
( ii) (A) µ ,::. 0 voor alle A £ c.:, .., 
(iii) µ is o-additief, d\ra. µ{U A ) ~ µ(An) voor iedere disjuncte rij 1 n l 

A1 ·~· . •. £ C waarvoor ook U An e C. 
De ma.at µ heet eindig als 1J(A) eiJdig is voor alle A e C, en o-finiet als 
er verzamelingen A1 ,~,.. . e C zijn, zodanig, dat n = UAn en µ(An) < "' 
voor al.le n . 

In veel gevallen blijkt het mogelijk een gegeven maat op een klasse C 
voort te zetten tot een ma.at op de door C v09rtgebracbte a-algebra. 

Stallirig 1. 5.1. (Ca:I'ath4o<it)°l'y) 
Als m een maat is op een al1tebra P c M(n), clan kan m worden uitgebreid 

tot een ma.at µ op de door F voortgebrachte a-algebra A (d.w.z. er bestaat 
een ma.atµ op A met µ(A)= m(A) voor alle A e P) . Als m o-finiet is, dan is 
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deze voortzetting uniek, en is er voor iedere c > O en iedere A e A met 

µ(A) < • een B e F zodanig, dat µ(At.B) < c, hetgeen inhoudt dat 

!µ(A) - µ(B) I < e:. 

In bet volgende beschouven vij uitsluitend maten op a-algebra's. Als 

(n,A) een meetbare ruimte enµ een (eindige, o-finiete) mast op A is, dan 

heet (n,A,µ) een (eindige, o-finiete) maat:ruimte. Een verzameling A e A met 

µ(A) = 0 heet een µ-n:uiverzcuneiing, en een bevering P(w) die juist is voor 

alle w E Ac, vaarbij A een µ-nulverzameling is, beet µ-bijna overai juist. 

Voor verzamelingen A, B, A1 ,A
2

, . .. e A geldt: 

(1.5.1) 

( l. 5 . 2) 

( l. 5.3) 

(1.5.4) 

(1.5.5) 

(1.5.6) 

(1.5.7) 

( l. 5.8) 

µ(~) O; 

µ(A) +µ (Ac) = µ(O); 

µ(A) !, µ(B) als A c B, 

µ(B-A) = µ(B) - u(A) als bovendien u (A) < •; 

n n 
µ(U A) < l u(A ) , µ(U A) < l µ(A); 

l m - 1 m 1 n - l n 

µ(lim An)= lim µ(An) als A1 ,A
2

, ... een stijgende rij is, en 

ook als A1,A
2

, ... een dalende rij is met µ(An) < ~ voor voldoend 

grote n; 

ii(lim inf An)~ lim inf µ(An); • 

µ(lim sup An) ~ lim sup µ(An) als µ(~ Am) < .. voor voldoend 

.. grote n; 

µ(lim A ) 
n 

lim µ(A ) als lim An bestaa.t en µ(U Am) < 00 voor vol-
n n 

doend grote n. 

Voorbeetden 
1.5.1. Zij N = {w

1
,w

2
, . .. } een eindige of a~elbare deelverzameling van 

een ruimte n en la.at bij iedere wi e N een getal mi ~ 0 gegeven zijn. 

Als µ gedefinieerd is door 

µ(A)= l m. IA(w.), Ac 0, 
. l. l. 
l. 

dan is µ een ma.at op (n,M(O)). Men noemt een dergelijke ma.at een 

discrete maat. In feite vordt ii geheel vastgelegd door de eis dat 

µ(Ne)= o en µ{w.} = m. voor i = 1,2 , ...• Als in het bijzonder 
l. l. 
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•· • 1 voor alle i, zodat µ(A) gelijk is aan het aantal elementen 1 
van A n If, dan noemt men \J de telmaat op N • 

1 1 1.5.2. i.bcsgu• maat op (R ,B ) n 
voor iedere disjuncte vereniging A= U (ai,bi].van cellen definieren 

1 1 1 als functie op F ondubbel-
n 

vij l(A) = l (b.-a.) < ~ . Hiermee is 1 l 1 -
zinnig gedefinieerd. Men kan aantonen dat l een o-finiete maat op 
p 1 is. Er is dus vegens stelling 1.5.1 een unieke voortzetting A

1 

van l, die een ma.at op de Borel verzamelingen is. A
1 

beet de Lebesgue 
ma.at op B1 en is op grond van zijn constructie de enige maat op B

1 

die aan ieder interval zijn lengte als maat toekent. 
In feite kan l tot een ma.at op een nog grotere a-algebra L, de 

a-algebra van de Lebeague-meetbare verzameZingen,worden uitgebreid. 
Men kan aantonen dat er bij iedere verzameling L € L een Borel ver­
umeling B is zodanig, dat L A B bevat is in een A 

1
-nulverzameling 

in B
1

• 

1.5.3. i.bc~Sti•ttjes ma.at op (R1 ,B1
) 

Zij F een reele, niet-dalende, rechtscontinue f'unctie op R
1

, en 
laten F(•) en F(--) gedefinieerd zijn als de limieten van F(x) voor 

n x • • reap. x • --. Door nu m(A) = l (F(b.) - F( a.)) te stellen voor n 1 1 1 
iedere disjuncte vereniging A= U (a. ,b. ] van cellen, krijgen wij 1 1 1 
evenala boven een ondubbelzinnig gedefinieerde o-finiete maat m op 
P l De . k rt . 1 . . . un1e e voo zett1ng 11 op B van m beet de Lebesgue- StieltJeS 
-.at behorende bij de gegeven f'unctie F. 11 is de enige maat op B 1 

, 
die aan iedere eel (a,b) het verscbil F(b) - F(a) als maat toekent . 
lfeemt aen F(x) • x, dan wordt µ de Lebesguemaat op B 1 • Ook bier geldt 
dat men m kan voortzetten tot een grotere a-algebra B , de a-algebra 

\J v-.n de µ-f!Weaiar. veraameZingen, die gekarakteriseerd wordt door de 
eigenschap dater bij iedere A£ B een B £ B1 is, zodsnig dat A A B \J in een 11-nulverzameling in B1 bevat is. 

Oltaelteerd kan men bij iedere maat µ op B 1 , die elk eindig inter­
Y&l eindige maat toekent, een niet-dalende, recbtscontinue functie F 
-rind.en sodanig dat µ(a,b] • F(b) - F(a) voor iedere ce1 (a , b]. 
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Men neme bijv . 

{ µ(x0 ,xJ als x ~XO ' 
F(x) 

-lJ(x,x0 J a.ls x ,:;_XO' 

waarbij x
0 

een willekeurig doeh vast gekozen reeel getal is . F wordt 

op een additieve eonstante na uniek bepaald doorµ: Als F en G beide 

voldoen, dan is er een eonstante e zodanig, dat F(x) = G(x) + e. 

Iedere maat op 81 die aan iedere eindige eel eindige ma.at toekent , 

is dus een Lebesgue- Stieltjes maat. 

1.5.4. Lebesgue-Stieltjes maat op (Rk,Bk) 

Analoog aan het voorgaande noemt men een ma.at µ op Bk, met de eigen­

sehap dat lJ(a ,b) eindig is voor iedere eindige eel, d.v.z. voor iedere eel 

(a , b) met a'"' (a
1

, ••• ,~) en b = ( b
1

, •.• , bk ) eindig, een Lebesgue-Stieltjes 

maat. Voor de eonstruetie van een dergelijke ma.at gaan ve uit van een ree1e 

functie Fop Rk, die niet- dalend en rechtscontinu is in ieder van zijn ar­

gumenten . Dit is echter nog niet genoeg. Voor i = 1,2, .•. ,k en ieder geta1 

d ~ 0 definieren vij de differentie-operator 6(~ ) door 

6(i) F(x) 
d 

Verder definieren wij 

m(x,x+h) = ll(k) 
~ 

voor ieder e eel (x ,x+h ] , zonodig via een limietovergang als een of meer 

coordinat en van x of h oneindig zijn . We eisen nu dat deze functie mop Ck 
niet-negatief is . Gebruik makend van het feit dat iedere verzameling in ~ 
te schrijven is als een eindige disjuncte vereniging van cellen , kunnen ve 

m via additiviteit ondubbelzinnig definieren op r<. De aldus verkregen f'unc­

tie m blijkt een o-finiete maat op .;< te zijn. Zijn unieke uitb reiding lJ op 

El'- is de enige maat op El'- met ll =mop ck. Omgekeerd is er bij iedere 

Lebesgue-Stieltjes maat ll op sk een functi e Fop Rk, die aan alle hierboven 

gestelde eisen voldoet, en die via de geschetste constructie veer tot lJ voert. 

5 emen wij F(x1 , ••• ,~ ) = x 1 x 2 ... ~, 

Voor eindige cellen (a ,b] blijkt m(a,b] 

ma.at >. k beet de Lebesgue-maat op If-. 

dan is aan alle eisen voldaan . 
k n (b.-a.). De corresponderende 
1 l l 



20 

Hee~ men een aantal o-finiete me.atruimten (n . ,A.,µ.), dan definieert 
l. l. ]. 

men een productmaat µ = µ 1 x µ2x· ••• xµk op de product-meet bare ruimte 
(n,A) = (n1x ••• x°it,A 1x • • • xAk). Men gaat da.arbij als volgt te verk. Eerst 
definieert men m(A1x ••• x~) = µ1(A1) µ2(A2 ) ... µk(~) voor alle product-
verzamelingen A

1
x . • • x~ met Ai€ Ai, i = 1 ,2, ... ,k. Vervolgens definieert 

men m(A) voor A in de productalgebra F van A
1

, ••• ,Ak via additiviteit door 
A aJ.s eindige disjuncte vereoiging van zulke productverzamelingen te schrij­
ven. Deze derinitie van m is ondubbelzinnig en maakt m tot een o-finiete 
maat op F. De productmaat µ is nu per definitie de unielte voortzetting van 
mop A.µ is dus de unieke maat op A met de eigenscbap dat µ(A 1x ... x~) 

µ1(A1 ) µ2(A2) ... µk(~) als Ai€ Ai, i = 1,2, .•• ,k. 

Men noemt ( n ,A , µ ) de product maatruimte van de ( n. ,A . , µ . ) . 
]. ]. ]. 

De product maatruimte (n,A,µ) van een oneindige rij maatruimten 
~ni,Ai,µi), i = 1 ,2, ••• , kan men slecbts op zinvolle vijze definieren als 
µi(ni) = 1 voor alle i. Men neemt dan n = n

1 
x n

2 
x ••• en A= A

1 x A
2 x ••• -

Voorts definieert men m(A) = µ
1(A

1) µ
2

(A
2

) •• • µk(~) voor iedere product 
cylinder A= A1 x A

2 
x .•• x ~ x ~+l x ••• ,met zijden Ai€ Ai' 

i = 1,2, . • • ,k < ~. vaarna men deze definitie via additiviteit uitbreidt tot 
vil.l.ekeurige verzamelingen in de product algebra F van A1 ,A2 , •.•. De zo 
verkregen functie m blijkt veer een ondubbelzinnig gedefinieerde maat op F 

te zijn met m(ll) = 1, en de productmaat µis zijn unielte voortzetting op A. 

Opgaven 

1. Zij F een niet-dalende rechtscontinue functie op R1 en zij µ de bijbe­
horende Lebesgue-Stieltjes maat op B1 . 
Bewijs voor willekeurige 

µ(a,b) F(b-0) 

µ[a,b) = F(b-0) 

µ[a,b) = F(b) 

µ{a} = F(a) 

2. Laat zien dat (Rk,a1t,Ak) 

(R1,B1,A1) is. 

a < b: 

F(a), 

- F(a-0), 

- F(a-0), 

- F(a-0) . 

de product-maatruimte van k exemplaren van 

3 . Zij Fi een niet-dalende rechtscontinue f'unctie op R en zij µi de corres-
· ponderende tebesgue-Stieltjes maat op B1, i = 1,2, ••. ,k. Bevijs dat de 
productmaat µ1 x µ2 x ... x µk op H1'- via de in voorbeeld 1.5.4 beschre-
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ven constructie uit de f'unctie F(x1, . . . ,"k_) = F1(x1) F2(x2 ) . . . Fk("k_) 

verkregen kan worden. 
4. Zij F(x

1
, • • • •"k_) = min(x

1
, • • • ,"k_). Bewijs dat F aan alle in voorbeeld 

1.5 .4 gestelde eisen voldoet en dat de door F bepaalde Lebesgue-Stiel­

tjes maat u op Bk de eigenschap heeft dat µ(A) = O voor iedere Ac; Ff'- die 

geen enkel punt gemeen heeft met de hoofddiagonaal. 

ll = {(x1•···•"k_) : x1 x = 2 
5. Bewijs: 

1 1 1 
m(x,x+h] I l l 

j1=o j2=o jk=O 

Schrijf dit uit voor k = 2. 

= xk} in Rk . 

k 
k- l j. 

. 1 1 
(-1) i= F(x1+j

1
h

1
,x

2
+j

2
h

2
, ... ,~+jk~). 

6. Als (1'2 ,A,µ} de productmaa.truimte is van de maatruimten (n. ,A.,µ.) met 
co 1 l. 1 

u.(n.) = 1, i = 1 ,2, •.. , dan geldt Ac; A en µ(A)= n µ.(A . ) voor iedere 
l. l. 1 l. l. 

productverzameling A= A1 x A2 x •.. met Ai c Ai voor a.lle i. Bewijs dit. 

7. Zij (n,A,µ} de productruimte van de maatruimten (ni,Ai,µi) met 

Qi= {0,1}, Ai= M(ni) en wa.ar µi gegeven wordt door µi{O} = µi{1} ~ 

(i=1,2, ••. ). 

Bewijs : 

a) {w} e A en u{w} = 0 voor iedere w <: Q. 

b) E = {w : l w. < co} € A en µ(E) = O. 
l. co • 

c) De functie f(w) = l w. 2-1 op n is meetbaa.r. 
1 l. 

d) Zij n =Ee, A= {A: A€ A, Ac Ee}, v(A) =µ(A) voor alle A€ A, en 

zij f de restrictie van fop n. f beeldt n een-eenduidig af op (0,1]. 

f en zijn inverse functie zijn beide meetbaa.r. 

e) A1(a,b] = ~(f- 1 (a,b]) = u(f-1(a,b]) voor iedere eel (a.,b] c (0,1) . 

f) A1(B) = u(f-1(B)) voor iedere Borel verzameling B c [0 , 1). 



22 

1.6. INTEGRATIE 

We beschouven in bet volgende al dan niet eindige, reele meetbare 

f'uncties op een gegeven mae.truimte (n,A,µ). Voor de integraat van een der­

gelijke f'unctie f over n schrijven vij 

f f(w) dµ(w), of kortveg f f dµ . 

n 
ZuJ..ke integral.en vorden als volgt. gedefinieerd: 

Als f een niet-negatieve e Z.ementaire j'unctie is, d. v. z. al.s 
n 

f =la. IA met n < m, O <a. < m, A. EA (i=l,2 , ••. ,n) en A1 > • •• ,A
0 

dis-
1 l. i - l. - l. 

junct, dan 

f f dµ = I a. µ(A.), 
1 l l. 

met de conventie dat O.m = ~.o = O (zie §1.4) . 

Als f een niet-negatieve meetbare j'unctie is, dan is er een rij niet­

negatieve elementaire functies f
0

, zodanig dat 0 < f (w) + f(w) voor n + ~, 
- n 

w En en 

J f dµ = !!: f f 0 dµ. 

Deze definitie is ondubbelzinnig. 

Als f een villekeurige meetb<n'e functie is en tenminste een van de 

integral.en f f+ dµ en f f- dµ eindig is, dan zeggen vij dat f integreer­

baar is, of ook vel dat de integraal van f beataat, en 

Is de e.ldus gedefinieerde integraal eindig, dan noemen ve f aonnieerbaar. 

De integraal van een meetbare functie f over een verzameling A E A vordt 

gegeven door 

f f dµ = f f(w) dµ(w) 

A A 

f IA(w) f(w) dµ(w) 

n 
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mits bet recbterlid gedefinieerd is. We zeggen dan dat f integreerbaa:J:' op 

A is, of, als de integraal eindig is, eommeerbaar op A is. 

Uit deze definitie van integraal kan men de volgende stelllingen af­
leiden. 

Stet Ung 1 . 6. 1 . 

a) Voor iedere constante a e R1 en A e A geldt 

f a dµ a µ(A). 

A 

b) Als a, be R
1

, A e A, en fen g integreerbaar op A zijn en af + bg op A 

gedefinieerd is, dan is af + bg ook integreerbaar op A met 

f (af + bg) dµ = a J f dµ + b J g dµ, 

A A A 

mits bet rechterlid van deze gelijkheid gedefinieerd is. 

c) Als f en g integreerbaar op A e A zijn en f ,:;. g µ-bijna overal op A, dan 

geldt 

f f dµ .::. f g dµ. 
A A 

d) AJ.s f integreerbaar op A e A is, dan geldt 

I J r dµ I .:;. J I r I dµ = J f+ dµ + J f- dµ. 

A A A A 

e) AJ.s f = O µ-bijna overal , dan is f integreerbaar en J f dµ O. 

Hieruit volgt in het bijzonder 

(i) Als f integreerbaar is en g = f µ-bijna overal, dan is g ook inte­

greerbaar en f g dµ = f f dµ. 

(ii) Als µ(A) = O, dan is J f dµ = O voor iedere :f\mctie f . 

A 
Stetting 1.6.2. (monotone convergentie stetting) 

Als O < f (w) t f(w) voor n + ~ µ-bijna overal, dan geldt ook 
= n 

f f
0 

dµ t f f dµ voor n + ~. 
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SteiLing 1.6. 3. (Lemma van Fatou) 
Als fn ~ O µ-bijna overal voor n = 1,2, ... , dan geldt 

Als fn ~ O µ-bijna overal voor n = 1 ,2, . •. , dan geldt 

J 
lim sup fn dµ ~ lim sup J fn dµ. 

n n 

SteLLing 1. 6. 4. (gedomineerdl3 converogentiesteLZing) 
Als f (w) + f(w) voor n + m µ-bijna overal en er een sommeerbare :f'unc­

n 
tie g is zodanig dat lfnl ~ g µ-bijna overaJ. voor alle n, dan is f sommeer-

baar en 

VoorbeeZ.den 

J If - fn l dµ + 0 voor n + m, zodat 

J 
A 

J f dµ voor n + w, uniform in A € A. 

A 

1.6.1. Lebesgue integraien 
1 1 1 J Als (O,A,µ) = (R ,B ,A ), dan noemen wij f dµ de Lebesgue integraai 

n 
van f. Voor een elementaire functie f = l yi IA. met de bijzondere eigen-

1 l. 

schap dat de verzamelingen Ai disjuncte eindige intervaJ.len zijn vol gt uit 

de definities dat de Lebesgue integraal en de Riemann integraal gelijk zijn . 

Daar de benaderingsprocedure in de definitie van beide type integralen voor 

een continue functie op een eindig interval met elementaire f'uncties van dit 

speciale type kan worden uitgevoerd, impliceert dit dat de Lebesgue inte­

graal van een continue :f'Unctie over een eindig interval en de overeenkom­

stige Riemann integraal gelijk ZJ.Jn. 

Nemen wij (O ,A,µ) = (Rk,Bk,Ak), dan krijgen wij t e maken met Lebesgue inte­

gralen over Rk. Deze vertonen een soortgelijke overeenkomst met Riemann in­

tegralen over Rk 

1.6.2. Lebesgue-Stieitjes integraZen 

Zij (O,A) = (R 1 ,B1) en zij µde Lebesgue-Stieltjes maat die correspon­

deert met een niet- dalende rechtscontinue functie Fop R1 . We noemen 
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J f dµ dan een Lebesgue- StieZ.tjea integraaZ.. Voor een elementaire f'unctie 
n 

f ~ y. IA met A. =(a. ,b.] eindig en disjunct (i=l,2 , .•• ,n) is 
, l. i J. J. 1 

de Lebes-

gue-Stieltjes integraal gelijk aan de Riemann-Stieltjes integraal: 

J f dµ = I y. µ(A.) = I y. (F(b.) - F(a.)) = J f d.F. 
1 J. J. 1 J. l l 

Evenals boven volgt hieruit dat de beide typen integraa.l identiek zijn voor 

continue functies over eindige intervallen . 

l. 6. 3. Sorrvnen aZ.s integral.en 

Als µ een discrete maat is op een verzameling 

N {w1 ,w2
, ... } c n met µ{wi} = mi, i = 1,2, ... , dan is 

I f dµ l m. 
i l. 

J f dµ 

f(w.). 
J. 

f f dµ 

N 

lim 
k ..... 

Immers, voor f ~ 0 

= f 
k 

li:m l f(wi) 
k ..... i=l 

Stetting 1. 6.5. (ongeZ.ijkheid van Jensen) 

geldt 

I 
{wi} 

(w) d)J(w) 

k 
lim l mi f(wi) . 
k ...... i= , 

Als g een reele meetbare en convexe functie op R1 is en f een sommeer­

bare functie op een maatruimte (n,A,\J) met µ(0) = 1 is, dan is de samenge­

atelde f'unctie g(f) integr eerbaar en 

J s(r) d)J ~ s<J r dµ) . 

Bet.rijs : 

Een reele f'unctie g beet convex op een al dan niet eindig open inter­

val I als 

(~) g (x) + g(y) 
g 2 .:!. 2 

voor alle x, y £ I. Dit is bv. het geval als g op I een niet-dalende afge­

leide hee~. Men kan bewijzen dat iedere meetbare convexe functie ook con­

tinu is , en dat een continue functie g dan en dan alleen convex op I is 

als er bij iedere a £ I een get al m( a) is, zodanig dat 

g(x) ~ g(a) + m(a) (x-a) voor alle x £ I. Uit het gegeven volgt dus voor 

vi11ekeurige a £ R 1 
: 
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g(f(w)) ~ g(a) + m(a) (f(w) - a), w € n. 

Da.a.r het rechterlid een sommeerbare f\lnctie van w is, is g(f) integreerba.a.r 

met 

J g(f) di.a ~ g(a) + m(a) <f f dll - a}, 

waaruit de stelling volgt als men a = J f dl! invult . 

SteLLing 1. 6.6. ((ll)e:rpkrntingssteiiing) 
Zij (n,A,l!) een ma.atruimte en zij (n'.A') een meetbare ruimte. A.ls nu 

f een A - A'-meetbare fUnctie op n is met vaarden inn• , dan is de functie 

ll'(A') = µ(f-
1(A' )), A' £A' 

een maat op A' . Als verder g een meetbare reele functie op (n' ,A') is, dan 
geldt 

J g(f) dlJ =I g dll' 
o n• 

in de zin dat de beide integralen besta.an en gelijk zijn zodra een van hen 
bestaat. 

Bet.rijs: 

De bewering dat ll' een maat is, is een direct gevolg van het feit dat 
f-l all.e verzamelingstheoretische operaties bewaart . De tweede bewering is 

in het speciale geval dat g = IA' een indicator f'unctie is niets anders 
dan de definitie van ll'· Wegens de lineariteit van integral.en volgt deze 
bewering dus voor elementaire functies g; vegens de monotone convergentie­

stelling voor niet-negatieve meetbare f'uncties g , en tenslotte , via de 
splitsing van g in zijn positieve en negatieve delen, voor villekeurige 
meetbare g. 

Steiiing 1.6.7. (Fubini) 

Laten (n1 ,A 1 ,\.1 1) en (02 .A2 . ll2 ) twee c-finiete maatruimten zijn , en zij 
(O,A ,l!) de product-maatruimte . Als een reele f'unctie fop (n,A , l!) meetbaar 
en hetzij niet-negatief hetzij sommeerbaar is, dan zijn de integralen 

dl!2(w2 ) en J f(w 1 ,w2 ) 

n, 
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µ 1-bijna ove.ral resp. µ2-bijna overal gedefinieerd en A1 resp. A
2 

meetbaar , 

en 

I f dµ = J <J f(w 1 ,w2 ) dµ 2(w2 )} dµ 1(w 1) 

11 1 11
2 

I <f f(w 1,w2 ) dµ 1(w1)} dµ 2 (w2 ). 

112 o, 

Zij (11,A) een meetbare ruimte en laten µ en v twee maten op A zijn . 

Men noemt v µ-absoluut continu als iedere µ-nulverzameling tevens eeo v­

nul.verzameling is. 

Stetli11{! 1.6.8. (Radon- Nikodym) 

Al.a µ cr- finiet en v µ-absoluut continu is, dan is er een niet-negatieve 

µ-integreerbare f'Unctie g. zodanig dat 

v(A) = J g dµ voor alle A € A. 

A 

Al.a g 1 en s2 twee zulke f'uncties zijn, dan is g1 = g2 µ-bijna overal. Al.s 

ook v cr-finiet is , dan kan men g eindig kiezen. Men noemt g de dichtheid 

van v ten opzichte van µ • of ook wel de Radon-Nikodym afgelei& van v naar µ. 
~ ) Men schrijft ook wel g dµ· Als f een reele meetbare fUnctie is op (n,A • 

dan geldt 

J f dv = J f g dµ. 

met dien verstande. dat beide integralen bestaan en gelijk zijn zodra een 

van beide bestaat. 

Stetti11{! 1 . 6 . 9. (Lebesgue) 

Al.s µ een Lebesgue-Stieltjes maat is op (Rk.~). dan is er een niet­

negatieve meetbare f'unctie fop Rk, zodanig dat. voor Ak-bijna alle x € Rk, 

en voor iedere rij k-dimensionale kubusseo Kn• n = 1,2, .•. die x bevatten 

en waarvoor lim A k( K ) = O • 
n 

f (x) . 
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voor alle B £Bk . Een eindige me.atµ is dan en dan alleen Ak-absoluut conti­
nu aJ.s 

.S!._ fk .. al In dat geval is k = A - biJn& over . 
d). 

Uit stelling 1.6.9 volgt in het bijzonder dat iedere eindige , niet­
dalende en rechts-continue functie Fop R

1 A-bijna overal differentieerbaar 
is. Is F bovendien begrensd , dan is de bijbehorende Lebesgue-Stieltjes ma.at µ 

. ( 1 ) I d . dµ FI dan en dan alleen >.-absoluut continu als µ R = F ' dA, en an is d>. = 
>.-bijna overal . 

Zij (O,.A) een meetbare ruimte en zij µ een ma.at en N een collectie 
m.aten op (O,.A). Men zegt dat µ de collectie N domineert indien iedere v e N 
µ-absoluut continu is. 

St6llin{l 1. 6. 10. (dominerin{lssteitin{l) 
Indien N wordt gedomineerd door een a-finiete ma.atµ, dan bestaat er 

een rij ma.ten v. e N en een rij reele getallen c. > O met ! c. = 1 zodanig 
i i - i=1 i 

dat de ma&t ~ ci "i eveneens N domineert. 
i .. 1 

Bewijs: 

Zonder verlies van algemeenheid veronderstellen wij dat v(O) > O voor 
alle v e N, zodat ook µ(O) > O. Daar µ a- finiet is bests.at er een rij dis­
juncte verzamelingen A

0 
£ A met u A = 0 en 0 < µ(A ) < m voor a.lle n. n D 

De maat il gedefinieerd 
µ(AnA ) 

door il(A) = l n 
n µ(An) 2° 

is eindig en domineert even-

eens N. Zender bezwaar kan µ dus eindig in plaats van a-finiet worden ver-
ondersteld. 

Zij R de k.lasse van alle maten p = l c. v . met v. e N en c. > O voor i 1 1 i i -

alle i en l ci = 1. R wordt gedomineerd doorµ: zij r de dichtheid van 
i 
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p e R ten opzichte van µ. De stelling is bewezen indien wij een Po € R con­

strueren die R ( en dus N) domineert. 

Zij A
0 

de klasse van alle verzamelingen C € A va.arvoor µ(C) > O en 

va.arvoor er een p € R bestaat met dichtheid r(w) > o voor µ- bijna alle w € C. 

Deze klasse is niet leeg daar {w: r(w) > O} € A
0 

voor iedere C € R. 

Indien C1 ,c2 .... € A 0 , en p1 ,p 2 , ... € R zo zijn gekozen dat ri (w} > 0 voor 

µ-bijna alle we Ci' dan geldt voor c. > O met I c. = 1 dat 
J. i J. 

P = I c. p. € R dichtheid r 
i J. l. 

= L c. r. ten opzichte van µ bezit met r(w) > 0 
• l. J. 
J. 

voor µ-bijna alle w e uC . . Daar µ(C.)> O voor alle i, geldt µ(uC.) > 0, 
J. l. J. 

zodat ~ Ci € A
0

• A
0 

is dus afgesloten onder anelbare vereniging. 

Kies nu een rij Ci e A
0 

met de eigenschap dat lim µ(C.) =sup µ(C) 
l. C€A 

( eindig!) . Volgens het bovenstaande geldt c
0 

= U C. " A
0 

en dus O 
i J. 

µ(C 0 ) =sup µ(C). Zij p0 € R zo gekozen dat r 0 (w) > O voor µ-bijna alle 
C€A 

w e C 
0

. Wij zullen ae..ntonen dat deze p 0 R domineert. 

Hiertoe beschouwen wij een willekeurige verzameling A € A met p0(A) = 0 

en een willekeurige maat p € R met dichtheid r ten opzichte van µ en bewij­

zen dat p(A) = o. Zij C = {w: r(w) > O} dan geldt p(Cc) O. Voorts is 

p
0

(AnC
0

) = 0 daar immers p0(A) = O en aangezien r
0

(w) > O voor µ-bijna alle 

w e c
0

, geldt µ(AnC
0

) = 0 en dus p(AnC0 ) = O daar µ R domineert. Tenslotte: 

als µ(AnC~nc) > o zou zijn, dan zou An C~ n c € A
0 

daar immers r > O op C. 

Omdat c
0 

€ A
0 

zou dan ook c
0 

u (AnC~nc) € A
0

• Anderzijds volgt uit 

µ(AnC~nC) > 0 dat µ(C0u(AnC~nC)) > µ(C0 ) =sup µ(C), hetgeen inhoudt dat 
C€AO 

c0 u (AnC~nC) • A0 • Uit deze tegenspraak volgt dat µ(AnC~nC) = 0 dus 

p(AnC~nC) = o. Daar ook p(Cc) = p(Anc0 ) = 0 geldt p(A} = O hetgeen te be-

wijzen was. 

Opgaven 

1. Bewijs: Als :r1 , r2
, •.. reele sommeerbare :f'uncties op de maatruimte 

(n ,A,µ) zijn en I J If I dµ < ~. dan is de reeks I :f'n(w) µ-bijna overal 
1 n 1 

absoluut convergent met sommeerbare som en J (Lfn) dµ = I J f
0 

dµ. 

2. Zij :f' een meetbare reele fUnctie op (n,A,µ). Bewijs dat f 0 µ-bijna 
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overe.l. e.J..s I ltl dµ = 0, en ook a.ls I f dµ = 0 voor alJ.e A e A. 
A 

3. Als f een integreerbare functie op (O ,A,µ) is en A1 ,A2 , ••• e A disjunct 

zijn, dan geldt: 

J f dµ = 
uA 

n 
Bevijs dit. 

l J f dµ. 
n A 

n 

4 . (pa:r>ti~lo intog-ratio) AJ.s µen v ~-finictc mntcn zijn op (R
1 

,B
1

) , do.n 

geldt voor iedere eel (a,b] c R
1 

I µ(a,x] dv(x) + 

(a,b] 
I v(a,x) dµ(x) 

(a,b] 

Bevijs dit en leid hieruit af dat 

b b 

µ(a,b] v(a. ,b]. 

J f' (x) g(x) dx + J f(x) g' (x) dx f(b) g(b) - f(a.) g(a.) 
a a 

voor continu differentieerbare f\u:lcties f en g. 
5. La.ten µ 1 en µ2 twee maten zijn op een meetbare ruimte (O,A), en zij 

v(A) = µ 1(A) + v2 (A) voor A£ A. Bevijs dat v een maat is en dat 

f f dv = f f dµ 1 + f f dµ
2 

voor alle functies f die zowel µ
1

- a.ls µ
2

-

sommeerbaar zijn. 

6. Bevijs: b 

f g(f(x)) f'(x) dA(x) = 
a 

f(b) 

J 
f(a) 

g(y) dA(y) 

a.ls g meetbaar en f strikt stijgend en continu differentieerbaar is op 
[a ,b]. 
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2. WAARSCHIJNLIJKHEIDSREKENING 

2.1. KANSRUIMTEN 

Bij ieder experiment bestaat een uitsZagenruimte n: de verzameling 

van alle mogelijke uitkomsten van het experiment. Een eventuatiteit A be­

horende bij een experiment is een potentiele gebeurtenis, die bij de uit­

voering van het experiment , afhankelijk van de uitslag ervan, al dan niet 

optreedt, met dien verstande dat het al dan niet optreden van A volledig be­

paald wordt door de uitslag van het experiment. Dit betekent dat er een 

1-1 co:rrespondentie is tussen eventualiteiten die bij een gegeven experi­

ment behoren enerzijds en deelverzamelingen van de uitslagenruimte n van 

dat experiment anderzijds. De met een eventualiteit A corresponderende ver­

zameling qestaat uit juist die uitslagen n, die het optreden van A tot ge­

volg hebben. Op grond van deze 1-1 correspondentie zuJ.len wij in bet volgen­

de eventualiteiten en de daarmee corresponderende verzamelingen vereen­

zelvigen. De verzamelingstheoretiscbe relaties en operaties worden zo rela­

ties en operaties voor eventualiteiten: 

n is de zekere eventuaZit6it, die bij iedere uitslag van het experiment 

optreedt; 

0 is de onmogeZijke eventuaZiteit, die bij geen en.kele uitslag van bet 

experiment optreedt; 

uA is de eventualiteit die dan en slecbts dan optreedt als tenminste een 
n 

van de An optreedt; 

nAn is de eventualiteit die dan en slecbts dan optreedt als alle eventua­

liteiten A
0 

optreden; 

At.B is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als precies een 

van de eventualiteiten A en B optreedt; 

lim sup An is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als oneindig 

veel van de eventualiteiten An optreden; 

lim inf A is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als al de 
n 

eventualiteiten A
0 

op eindig veel na optreden; 

AcB betekent dat B optreedt als A optreedt, m.a.w. dat het optreden van A 

dat van B impZiceert; 
AB=0 betekent dat A en B niet beide kunnen optreden , m.a.w. dat A en B 

e Zkaa:t> ui ts Zui ten. 
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Bij een gegeven experiment wensen vij vaak niet de gehe1e k1asse M(n) van 
a.11e dee1ver=elingen van de ui tslagenruimte n te beschouven, doch slechts 
een deelklasse A hiervan. Wel zul1en wij steeds veronderste11en dat A af'ge­
sloten is onder alle eindige en aftelbare verzame1ingstheoretische operaties, 
d. v. z. dat A een a- algebra is. Wij krijgen dus bij ieder experiment te maken 
met een meetbare ruimte (n ,A). Wij spreken hierbij af dat slechts de meet­
bare verzamelingen eventualiteiten genoemd worden. 

Stel dat wij een gegeven experiment E, steeds onder deze1fde initie1e 
omstandigheden, kunnen herbal.en. Zij n(A) bet aantal mal.en dat een bij E 
beborende eventualiteit A optreedt indien het experiment n maaL vordt uit­
gevoerd; n(A) wordt de frequentie van A geneand. Het frequentiequotiiJnt of 
de re'Latieve frequentie van A in deze reeks van n realiseringen van bet 
experiment is dan per definitie 

fq(A) = .!tl& 
n 

In bet algemeen vertoont fq(A) bij aangroeiende n a1lerlei gri1lige fluctu­
aties. Voert men het experiment nogxnaals n keer uit, dan za1 men bovendien 
bij deze tveede reeks van n real.iseringen vee1al andere vaarden voor fq(A) 
vinden dan in de eerste reeks. Nu doet zich echter in de praktijk bij ve1e 
experimenten de 0111Standigheid voor dat, naarmate n groter wrdt, deze f1uc­
tuaties van fq(A) binnen een reeks rea.1iseringen van een gegeven experiment , 
en ook de verschil1en van fq(A) tussen verschillende reeksen ree.J.iseringen 
van hetzeLfde experiment, steeds geringer worden. Men noemt di t verschijn­
sel de empirische i.>et van de grote aantaZ.Zen. Het lijkt dus a1sof fq(A) bij 
een steeds langer wrdende reeks herhalingen van ons e.xperiment convergeert 
na.a.r een vaste limiet P(A) . Dit getal P(A) nu zouden vij de k.ans van de 
eventualiteit A willen noemen. Dit is echter geen boudbar e definitie van 
bet begrip kans. Er is hier immers geen sprake van een limiet in de gebrui­
kelijke zin van bet woord om.dat men een experiment nu eenmaal niet oneindig 
vaak kan herbalen. Men is er daarom toe overgegaan de vaarscbijnlijkheids­
rekening op axiomatische grondslag op te bouwen door eenvoudig aan iedere 
eventualiteit A een getal P(A) toe te kennen en dit per definitie de kans 
of waarschijn'lijkheid van A te noemen. Willen vij echter bet gedrag van 
frequentiequotienten in 1ange reeksen berbeJ.ingen van een gegeven experi-
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ment al.s achtergrond voor bet begrip kans hand.haven, dan zul.len vij moete.n 

eisen dat de aldus ingevoerde waarschijnlijkheid de volgende eigenschappen 

van f':requentiequotienten ook heeft: 

fq(0) = o, fq(n) = 

0 ~ fq(A) ,;;,, 1 voor alle A e A 

fq(AuB) = fq(A) + fq(B) als A,B e A disjunct zijn. 

Daar· wij bovendien steeds werken met a-algebra's van eventualiteiten ligt 

bet voor de hand niet slechts additiviteit maar zelfs o-additiviteit te 

eisen. Deze eisen komen er op neer dat de vaarschijnlijkheid Peen genor­

meerde eind:ige maat op A meet zijn, d.v . z. een maat op A met de eigenschap 

dat P(n) = t. 
Op grond van deze overwegingen komt men tot de volgende definitie van 

wat men een mathematisch mode'l voor een experiment zou lrunnen noemen. 

Def-in-itie 2 . 1. 1. 

Een kansruimte of waarschijniijkheidsruimte is een genormeerde maat­

ruimte (n,A,P). De verzamelingen A e A noemen vij eventua'liteiten, de ge­

normeerde eindige maat P noemen wij waal'Schijnlijkheid of kans. 

De vraag hoe men n, A en P moet kiezen opdat de kansruimte (n,A,P) een 

redelijk bruikbaar model voor een gegeven experiment is, blijft bij deze 

axiomatische opzet van de waarscbijnlijkheidsrekening dus geheel buiten be­

schouwing. 

Voorbee 'lden 

2 . 1 .1 . A'lternatief 

Een experiment dat slechts tvee mogelijke uitkomsten heeft noemt men 

een a 'Lternatie f. Veelal zullen vij de twee mogelij ke ui tkomsten 

"succes" en "mislukking" noemen. Ook duiden vij ze vaak a.an met de 

cijfers 1 en o. Een kansruimte die als model voor een alternatief kan 

dienen krijgen wij door n = {O, 1} en A = M(n) te nemen. De kans:maat P 

op A vordt dan geheel vastgelegd door P(1), de kans op een succes: 

Kiezen wij P(1) = p met O ~ p ~ 1, dan volgt P(O) = 1 - p. 
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Een voorbeeld van een alternatief is het kruis of munt gooien met een 

geldstuk, vaarbij bv. de ui tslag "kruis" een succes genoemd wordt . Als 

men de beide mogelijke uitkomsten even vaarschijnlijk acht, zodat men 

p = ! stelt, dan spreekt men van een zuivere munt. 

2.1.2. AseZ.ecte trekking 

Beschouven vij nu een experiment dat een eindig aantal (r mogelijke) 

uitkcmsten heeft . Een kansruimte voor een dergelijk experiment kan 

men construeren door n = {1,2 , . • • ,r} en A= M(n) te kiezen . Een kans­

maat P op A vordt dan geheel vastgelegd door de keuze van niet-nega­

tieve geta.ll.en P(1),P(2) , ••. ,P(r), zodanig dat hun som 1 is . Bij veel 

experimenten van dit type, bv . het gooien met een dobbelsteen , het 

trekken van een kaart uit een goed geschud pak speelkaarten , het 

blindelings trekken van een loterijbriefje of een knikker uit een 

vaas met r goed doorelkaar geschudde genummerde briefjes of knikkers , 

zal men op grond van symmetrie alle mogelijke uitkomsten even waar­

schijnlijk achten, zoda.t men P(i) = .l, i = 1,2, . .. ,r zal kiezen . Men 
r 

spreekt da.n van een vorp met een zuivere dbbbeZ.steen of van een ase-

'lecte trekking van 1 object uit een collectie van r obj ecten. 

2 . 1.3. AseZ.ecte trekking van een getaZ. tussen O en 1 

In voorbeeld 2.1.2 hebben vij het woord "a.select" gebruikt om aan te 

geven dat het experiment een zekere symmetrie vertoonde, met als ge­

vol g dat e.lle mogelijke uitkomsten even vaarschijnlijk geacht werden. 

Een dergelijke symmetrie kan echter ook aanwezig zijn bij experimenten 

met oneindig veel mogelijke uitkomsten. Wij kunnen hierbij denken aan 

een continu analogon van een roulette : een ronddraaiende wijzer , die 

op zeker moment tot rust komt, waarna men de stand van de vijzer af­

leest op een lineaire schaalverdeling van o tot 1 op de cirkel waar­

langs de punt van de wijzer kan bewegen . Bij dit experiment hebben 

vij n = (0, 1), en het ligt voor de hand voor A de a-algebra van alle 

Borelverzamelingen in (0,1] te kiezen. De veronderstelling dat alle 

mogelijke uitkomsten even vaarschijnlijk zijn is nu echter niet vol­

doende om een kansmaat P op A vast te leggen. Uit deze veronderstel­

ling volgt alleen da.t iedere eenpuntsverzameling in (0,1] de maat 0 
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moet hebben. De a:fwezigheid van enige voorkeur bij dit experiment kun­

nen vij echter ook omschrijven door te stellen d.a.t de kans , dat de 

uitslag van het experiment in een gegeven interval (a ,b] c (0,1] valt, 

niet van de ligging, maar alleen van de 1engte van dit interval af­

hangt. Maar dan moet deze kans evenredig zijn met de lengte van het 

beschouwde interval, en, da.ar n zelf lengte 1 heeft , zelfs gelijk zijn 

aan deze lengte . Hiermee is p gebeel vastgelegd (zie voorbeel d 1. 5.2): 

P is de Lebesgue maat op A. Di t voorbeel.d ver kl.a.a.rt waarom voor de a ­

algebra van eventualiteiten A niet steeds M(n) vordt gekozen . Welisvaar 

zou men in dit geval verder kunnen gaan dan de Borelverzamelingen en 

voor A de Lebesgue-meetbare verzamelingen kunnen kiezen , doch de 

Lebesgue maat is niet tot M(n) uit te breiden . 

2.1 . 4. Aselecte steekproef 

Wij beschouven nu het experiment dat bestaat ui t bet nemen van een 

steekproef van n objecten uit een gegeven collectie van N objecten. 

Om de gedachten te bepalen denken wij hierbij aan een va.a.s met N ge­

nummerde knikkers, waaruit men een steekproef van n knikk.ers neemt . 

Men kan hierbij op verschillende manieren te werk gaan: 

a) Na de vaas met inhoud goed geschud te hebben neemt men een voor 

een n knikkers uit de vaas. Het resultaat noemt men een geordende 

steekproef zonder teruglegging. De mogelijke uitkomsten van dit 

exper iment kan men omschrijv en als alle geordende n-ta.J.len van de 

vorm (i
1 

, i
2

, • •• ,in) waarin i
1 
,i

2
, •• • ,in verschillend z.ijn en 

1 ~ ij ~ N voor j = 1 , 2 , .• . ,n. Er zijn N! /(N- n) ! zulke geor dende 

n-tallen , en het lijkt ender de gegeven omstandigheden redel ijk 

alle mogelijke uitkomsten even waarschijnJ.ijk te achten . Men komt 

zo tot een kansruimte (n,A,P), waarbij n uit N! /(N- n) ! punten be-

staat, A M(n) en vaarbij de kansmaat P aa.n iedere eenpuntsver-

zameling de kans (N-n) ! /N! toekent ; men spreekt dan van een georden­

de aseZ.ecte steekproef zonder teruglegging, of wel van n aseZecte 

trekkingen zonder teruglegging. 

b . Na goed schudden neemt men in een keer n knikkers uit de vaas. Men 

heeft dan een ongeordende steekproef zonder teruglegging. Nu kan 

men de mogelijke uitkomsten identificeren met alle verzamelingen 
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van de vo:rm {i ,i , ... ,i } met i
1

, ... , i verscbillend en 1 ~i. ~ N 
1 2 n n - J 

· 1 2 n...n- (N) zulke verzamelingen ziJ·n, en het voor J = , , .•. , n . ..,.,..... er n 

vederom redelijk lijkt alle mogelijke uitkomsten even vaarschijnJ.ijk 

te achten komt men nu tot een kansruimte die uit (:) punten bestaat , 

die ieder een kans 1/(N) hebben; men noemt dit een aseZeote steek-
n 

proef zonder terug'legging. 
De onder a) en b) genoemde kansruimten zijn consistent in de volgende 

zin. De eventualiteit in model a) dat de steekproef uit de knikkers 

i
1
,i

2
, ••• ,in bestaat ongeacht bun volgorde, bestaat uit n! punten, te 

veten de n! geordende n-tallen die men krijgt als men alle permutaties 

van i
1
,i

2
, .. • ,in opschrijft. De kans van deze eventualiteit in model a) 

is dus n! (N-~): = 1/(N), hetgeen gelijk is aan de kans die dezelfde 
N. n 

eventualiteit in model b) heeft. Is men uitsluitend geinteresseerd in 

eventualiteiten waarbij de volgorde van de n knikkers in de steekproef 

geen rol speelt , dan kan men dus naar verkiezing met model a) of b) 

verken. 

c) Men trekt de knikkers een voor een, maar steeds legt men de laatst 

getrokken knikker, na bet nummer te hebben genoteerd, terug in de 

vaas, voordat men deze geed schudt en de volgende knikker neemt. 

Men krijgt zo een geordende steekproef met teruglegging. Waar in 

de gevaJ.J.en a) en b) noodzakelijk is dat n,:;. N, mag hier n > N zijn. 

De mogelijke uitkomsten van het experiment kunnen we identi~iceren 

met de geordende n-tallen (i
1
,i

2
, • •• ,i ) met 1 <i. < N voor 

n - J -= 
j = 1,2, ... ,n, vaarbij de i . niet noodzakelijk verschillend hoeven 

J 
te zijn. Het aantal mogelijke uitkomsten is derhalve Nn, en ook 

hier is het redelijk aan al.le mogelijke uitkomsten dezelfde kans 

N- n toe te kennen; men spreekt van een geordende ase'leote s'teekproef 

met terugZegging, of wel. van n ase'leote trekkingen met terugZegging. 

We veronderstel.len nu dat r van de N knikkers in de vaas, bv. de 

knikkers met de nummers 1, 2, .•. , r , rood zij n en dat de overige w = N - r 

wit zijn, en we vragen naar de kans pk dat een aselecte steekproef van 

n knikkers precies k rode knikkers zal bevatten. Het antvoord op deze 

vraag hangt er uiteraard van af of de steekproef met of zonder terug­

legging wordt genomen . In het laatste geval maakt het echter geen 
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verschil of we met model a) of b) werken, omdat de volgorde van de 

knikkers in de steekproef hier geen rol speelt . (Dit zou wel het geval 

zijn als wij bv. vroegen naar de kans dat de eerste k knik.kers in de 

steekproef rood zijn en de volgende n - k knikkers wit . ) 

In het geval dat geen teruglegging plaats vindt zijn er onder de 

(:) mogelijke ongeordende steekproeven precies (~) (n~k) die uit k 

rode en n - k witte knikkers bestaan , zodat 

Hierbij zij opgemerkt dat het aantal rode knikkers in de steekproef 

uiteraard niet groter dan min(n , r) kan zijn en dat het aantal witte 

knik.kers in de steekproef niet groter dan min(n,w) kan zijo. Bij sub­

stitutie van een waarde voor k, zodanig dat k > min(n , r) of 

n - k > min(n,w) , in onze uitdrukking voor pk, vinden wij dan ook 

pk = O, dankzij de gebruikelijke conventies voor binomiaalcoefficienten. 

Neemt men de steekproef met teruglegging, dan zijn er onder de N° 
mogelijke resultaten rk wn-k waarbij de steekpr oef k rode knikkers op 

k voorgeschreven plaatsen bevat en verder uit witte knikkers bestaat . 

Daar men k plaatsen in de steekproef op (~) manieren kan voorschrijven, 

bestaat de eventualiteit dat de steekproef precies k rode knikkers be-
. (n) k n-k d vat dus uit k r w punten, zo at 

= (n) (.!:.)k ( 1 _.r.)n-k 
Pk k N N . 

Het aantal rode knikkers in de steekproef moet uiteraard tussen 0 en n 

liggen. Voor k < O en k > n geeft ooze formule dan ook Pk = o. 

Opgaven 

1 . Geef een voll.edige opsomming van de in voorbeeld 2 . l.4 a), b) enc) ge­

noemde uitslagenruimte n voor N = 4, n 3. Als de knikkers 1 en 2 rood, 

en de knikkers 3 en 4 wit zijn , geef dan in elk van de model.l.en a) , b) 

enc) aan uit welke punten van n de volgende eventualiteiten bestaan: 
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a) De steekproef bevat alleen rode knikkers 

b) De steekproef bevat 1 rode en 1 witte knikker 

c) De steekproef bevat minstens 1 witte knikker. 

Bescbrijf evenzo voor model c) de eventualiteit dat de steekproef uit 

twee verscbillende knikkers bestaat. Bereken in ieder van deze gevallen 

de kans van de beschouwde eventualiteit. 

2 . In een meer zit een onbekend aantal vissen . Om dit aantal n te schatten 

vangt men eerst m vissen. Deze worden gemerkt en daarna weer in bet meer 

losgelaten. Enige tijd later vangt men een tweede steekproef van r vissen. 

Zij pk(n) de kans dat deze tweede steekproef precies k gemerkte vissen 

bevat. Bereken voor vaste k ,;:. 0 die waarde van n, waarvoor pk ( n) maximaal 

is . (Dit getal heet als functie van k = 0,1, ... de meest aannemeZijke 
schatter voor n. ) 

3 . Een boge hoed bevat N loten met de nummers 1 tot en met N. Hieruit trekt 

men aselect en met teruglegging n lot en. Bereken de kans dat bet hoogste 

getrokken lotnummer gelijk is aan k ( 1 ~k ~N). 

4. Een groep studenten bestaat uit 2N meisjes en 2N jongens . Men verdeelt 

deze groep aselect in twee groepen van gelijke grootte. Bereken de kans 

dat ieder van deze twee groepen uit evenveel meisjes als jongens bestaat. 

2.2. VOORWAARDELIJKE WAARSCHIJNLIJKHEID 

Zij gegeven een kansruimte (n,A,P). Voor A,B ~A met P(A) # O defini­

eert men de voorwaardeZijke waarschijnZijkheid van B gegeven A: 

(2.2 . 1) I 
_ P(AB) 

P(B A) - P(A) . 

Gema.kkelijk is na te gaan dat P(BIA) bij vaste A als f'unctie van B een 
kansmaat op A is en dat 

P(BjA) - {O - *f 
als B c Ac, 

als B c A. 
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De kansmaat P(·IA) vordt dus uit de oorspronkelijke maat P verkregen door 
de maat die P buiten A legt te verwijderen en de resterende maat op de in 
A bevatte deelverzameling opnieuv te normeren. 

We kunnen deze definitie als volgt motiveren . Stel dat (O,A,P) een 

model is voor een experiment E. We beschouven dan naast E een nieuv experi­
ment EA dat in feite gelijk is aan E, maar ve.arbij als extra voorwaarde 
vordt gest.eld dat A moet optreden. Om EA uit te voeren dient men dua &l.ler­
eerst E uit te voeren en te kijken of A daarbij optreedt. Is dit het geval, 

dan heeft men daarbij EA uitgevoerd, en anders beschouwt men het experiment 
als mislukt en doet men het over. Willen we nu voor EA een kansruimte 

(OA,AA , PA) construeren , dan mogen we ongestraft OA = Oen AA= A nemen, als 
we tenminste PA(Ac) = O stellen. Ter bepaling van PA(B) voor een willekeu­
rige eventualiteit B E A beschouven vij een reeks van n realiseringen van 
het oorspronkelijke experiment E. Als A hierbij n(A) keer optreedt, dan be­

vat onze reeks van n realiseringen van E een reeks van n(A) realiseringen 
van EA, en het aantal malen dat B optreedt bij deze n(A) realiseringen van 
EA is gelijk aan n(AB), het aantal malen dat AB optreedt bij de n realise­
ringen van E. Het frequentiequotient fqA(B) van B in de reeks van n(A) rea­

liseringen van EA vordt dus gegeven door 

= n(AB) _ .f9.i@l 
fqA(B) n(A) - fq(A) . 

Als (n,A ,P) een goed model voor E is, dan zullen fq(AB) en fq(A) bij grote 

n in de buurt van resp. P(AB) en P(A) liggen, zodat fqA(B) in de buurt van 
P(BIA) komt. Derhalve dienen vij PA P( · IA) te kiezen. Een andere schrijf­

vijze voor de definitie (2.2.1) is 

(2 . 2.2) P(AB) = P(A) P(B!A), 

een gelijkheid die ook zinvol blijft als P(A) = 0 , hoevel P(BIA) in dat ge­
val ongedefinieerd blijft. Door inductie volgt uit (2.2.2) de zogenaamde 

prod:uc-trege Z. 

(2.2.3) 
n 

P(n A.) 
1 l. 

n-1 
P(A

1
) P(A

2
1A

1
) P(A

3
1A1A2 ) ••• P(Anl ~ A.). 

l. 
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Als een eindige of aftelbare collectie verz8Dlelingen A1 ,A2 , ... €A 
een partitis van n vormt (d .v.z. uAi = n en AiAj = f/J als i ~ j), dan volgt 
voor willekeurige B £ A: 

(2.2.4) P(B) = l P(A.B) = l P(A.) P(BIA.) . . l. . l. l. 
l l 

Als 'bovendien P(B) -# o. dan volgt hieruit 

P( A • ) P( B l A • ) 
P(A. !B)= J J 

J l P(A.) P(B!A.) 
(2.2.5) 

. l l 
l 

velke formule bekend sta.at als de rege'l van Bayes. 
Zoal.s uit de volgende voorbeelden zal blijken zijn voorvaardelijke 

wa.arschijnlijk.heden vaak zeer nuttig bij de constructie van kansruimten bij 
gegeven experimenten, da.ar in veel gevallen door de omschrijving van bet 
experiment bepaalde voorwaardelijke kansen worden vastgelegd. 

Voorbse 1.dsn 

2.2. 1. GBordimds ass'lecte steekproef 

De in voorbeeld 2.1.4 a) omschreven handelvijze la.at zich ook als 
volgt omschrijven: Gegeven is een vaas met N knikkers, genummers van 1 tot 
en met N. Hieruit neemt men aselect 1 knikker en vervolgens kiest men tel­
kens aselect 1 knikker uit de nog in de vaas aanwezige knikkers, totdat men 
in totaal. n ltnik.kers ui t de vaas genomen heef't. Zij nu ( i 1, i 2 , ... , i

0
) een 

geordend n-tal met i 1, ... ,i verschillend en 1 <i. < N voor j = 1,2, ... ,n. 
n - J -Daar de eerste knikker aselect gekozen \l'Ordt uit alle N knikkers moeten we 

de !tans dat de eerste knikker het nummer i 1 heeft gelijk aan 1 /N stellen. 
Ala reeds bekend is dat de eerste k knikkers de nummers i 1 , •.• ,ik hebben, 
dan vordt de volgende knikker aselect gekozen uit de nog resterende N - k 
knikkers, waaronder knikker ilt+i. De voorvaardelijke kans dat de (k+1 )-ste 
kniklter het nummer ik+i heeft, gegeven dat de eerste It knikkers de nummers 
i 1,i2 , .• • ,ik hebben, moeten wij dus gelijk aan 1/N-k stellen (k=l,2, • .. ,n-1). 
Toepassiog van de productregel (2.2.3) gee:ft nu 
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hetgeen in overeenstemming is met de eerder gemaakte keuze voor deze kans . 

Neemt men de steekproef met teruglegging, dan is iedere trekking op­

nieuw een aselecte trekking van l knikker uit onze vaas met N knikkers. Met 

behulp van de productregel volgt hieruit dat we voor ieder geordend n-tal 

~ ij ~N voor j = 1,2, ... ,n, 

..!. 
N 

l - = N 

moeten kiezen, hetgeen weer in overeenstemming is met de in voorbeeld 2.1.4 

c) gedane keuze. 

2.2.2: 

Gegeven zijn twee vazen met knik.kers: Vaas I bevat 2 witte en 8 rode 

knikkers, vaas II bevat 4 witte en 1 rode knikker. Men kiest aselect, bv. 

door met een zuivere munt te gooien , een van deze vazen en trekt daaruit 

aselect 1 knikker. Zij W de eventualiteit dat deze knik.ker wit is . We kun­

nen P(W) dan berekenen met behulp van (2 . 2.4). Immers, als A1 resp. A2 de 

eventualiteit is dat vaas I resp. II gekozen wordt, dan is P(A1 ) = P(A2 ) 

wegens de aselecte keuze van de vaas . Ol!ldat de knikker aselect getrokken 

wordt uit de gekozen vaas geldt 

1 
5• 

Hieruit volgt 

P(W) 1 1 1 4 l = - x- +- x -= 2· 2 5 2 5 

Doo;r:- toepassing van de re gel van Bayes vinden wij verder 

1 1 
2x5_1 

1 - 5' 
2 

1 
2 

Op grond van het voorgaande kunnen wij dit als volgt interpreteren: Voert 

men het gehele experiment, inclusief de keuze van de vaas, een groot aantal 

malen uit, dan mag men verwachten , dat in ongeveer de helft van de gevallen 
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de gekozen knik.ker wit zal zijn, in ongeveer t van de gevallen w-aarin de 

gekozen knik.ker wit is, za.l deze knikker uit vaas I afkomstig zijn. 

Opgaven 

1. Men trekt aselect 5 speelkaarten uit een spel van 52 kaarten. Zij A de 

eventu.aliteit dat er precies 3 zwarte kaarten (klaveren of schoppen), en 

Bi (i=0,1,2,3,4) de eventua.liteit dater precies i azen voorkomen onder 

de 5 getrok.ken kaarten. Bereken P(Bi) en P(BilA) voor i = 0,1 ,2,3,4. 

2. Bij een spel bridge bezitteo de spelers N en Z samen 2 azen . Bereken de 

kans dat de andere 2 azen niet in een hand zitten. 

3. Een socioloog heeft geconstateerd dat onder de inwoners van L- 80% van 

al.l e linksha.ndigen en 30% van alle rechtshandigen een auto bezit, terwijl 

20% van alle invoners linkshaodig is. Welk percentage van de iowoners 

van L. beeft een auto? Welk percenta.ge van de autobezitters in L. is 
rechtsbandig? 

4. Men neemt, al dan niet met teruglegging, een aselecte steekproef van n 

knik.kers uit een vaas, die rode en witte knikkers bevat. Bereken de voor­

waardelijke kans dat de eerste knikker in de steekproef rood is, gegeveo 

dat de steekproef in totaal k rode knikkers bevat ( O ~k ~n). 

2.3. ONAFHANKELIJKHEID 

Zij gegeven een kansruimte (n ,A,P). 

Definitie 2.3.1. 

Tvee eventualiteiten A, B heten (ondsrling) onafhankelijk (afkorting: 
o.o.) als P(AB) = P(A) P(B). 

Tvee klassen eventualiteiteo C
1
,c

2 
c A heten (onderling) onafhankelijk 

als ieder paar eventualiteiten A1 € C1, A
2 

€ c
2 

o.o. is. 

Een eventua.l.iteit A waarvoor P(A) 

tot iedere eventualiteit B. Daar P(AB) 

P(AcB) ~ P(Ac ) P(B), P(ABc) = P(A) P(Bc) 

0 of 1 is dus o.o. met betrekking 

P(A) P(B) impliceert dat 

en P(ACBC) = P(Ac ) P(Bc) (zie op-

git.ve 2), houdt onafhankelijkheid van A en Bin dat de kl.assen {0,A,Ac,n} en 

{0,B,Bc,n} o . o. zijn. Indien 0 < P(A) < 1, dan is onafhankelijkbeid van A 
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en B dua equivalent met P(BIA) a P(BIAc) = P(B). Hieraa.n ontleent het be­

grip ooa!b&nJtelijkheid zijn intuitieve interpretatie: informatie over het 

al c1an niet optreden van A brengt geen verandering in de kans die wij aan B 

toekennen en leert ons dus niets over het optreden van B. Indien P(A) = O 

of 1, c1an gee~ het al dan niet optreden van A geen enkele informatie. Daa.r 

de definitie van ona:fhankelijkheid symmetrisch in A en B is mogen wij in 

deze interpretatie de rollen van A en B verwisselen. 

Een eerste uitbreiding van deze definitie tot meer dan twee (klassen 

van) eventualiteiten is de volgende. 

!Mfiniti• 2 . 3.2. 

Eventualitei ten At, t t: T heten paarsgBt.lijs onafhankel.ijk als ieder 

pear eventualiteiten As' At met s,t £ T, s ~ t, o.o. is. 

Klassen van eventual.iteiten Ct c A, t t: T heten paarsgewijs onafhanke­

lijk als elk tveetal klassen Cs' Ct met s,t £ T, s # t, o.o. is. 

Als A, B en C drie paarsgewijs onaf'ha.nkelijke eventualiteiten zijn, 

ciao kan er toch nog een zekere mate van afhankelijkheid tussen A, B en C 

beetaan , zoals blijkt uit het volgende voorbeeld. 

Vool"N• Zd 2. 3. 1 . 

Beschouven vij het experiment dat bestaat uit het doen van tvee vorpen 

met een zuivere dobbelsteen. Zij n de bijbehorende uitsl&aenruimte met 

A• N(n) en zij, voor i = 1,2, C. de klasse van alle eventualiteiten vaar-
J. 

van het al of niet optreden geheel bepaald vordt door bet resultaat van de 

i-de vorp. Het ligt dan voor de hand P zo te kiezen, dat c
1 

en c2 o.o. zijn. 

In combinatie met de veronderstelling dat de dobbelsteen zuiver is, leidt 

dit tot het toekennen van gelijke kansen aan de 36 punten in o. 
Zij nu A de eventualiteit dat het resultaat van de eerste vorp even is , 

B de eventualiteit dat het resultaat van de tveede vorp even is, en C de 

eventualiteit dat het totale aa.ntal ogen even is. Een eenvoudige berekening 

leert dan dat A, B en C paa.rsgewijs onafhankelijk zijn met P(A) = P(B) c 

• P(C) = ~· Uit de definitie van A, B en C volgt verder 
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zodat 

AC BC AB ABC . 

Derhalve hebben wi.j 

P(CiAB) = P(BIAC) = P(AIBC) = 1. 

Hoevel infonnatie over het al of niet optreden van een van de eventualitei­

ten A, B en C ons niets vertelt over bet al of niet optreden van de andere 

twee, impliceert bet optreden van tvee van deze eventual.iteiten, dat ook de 

derde optreedt • 

Gezien bet voorgaande zu.llen wi.j, als wi.j el.lte a:f'hankel.ijkheid tussen 

een aantal eventual.iteiten At, t £ T wi.llen uitsluiten , moeten eisen dat 

iedere voorwa.srdelijlte !tans van de vorm P(At I At . . . At ) , voor zover ge-
1 2 It 

definieerd, gelijk is aan de corresponderende onvoorwa.srdelijke waarschijn-

lijkheid P(At ). 
1 

Definitie 2.3.3. 

Eventualiteiten At, t E T heten onderZing onafhankeZijk als 

k k 
P( n At_)= n P(At_) 

i= l 1 i=1 1 

voor iedere eindige deelverzameling {t1,t
2

, • •• ,tk} van T. 

Klassen van eventual.iteiten Ct c A, t £ T heten onderling onafhankelijk 

als voor iedere keuze van At E Ct, t £ T de eventualiteiten At~ t ,;; T o.o. 

zijn. 

SteZZing 2.3.1. 

Als algebra's Ft£ A, t " T onderling onafhankelijk zijn, dan zijn de 

daardoor voortgebrachte a- algebra's At, t £ T dat ook. 

Bewijs: 

Laat Ai£ Ati' ti "T, i = 1,2, ... ,k <•,en ziJ E > o. Voor iedere 

n > 0 en i = 1 ,2, •.. ,k is er volgens stelling 1. 5. 1 een verzameling Bi " Ft. 

zodanig, dat P(A.6B.) < n. 
1 1 

]. 



volgt dan 

k 
n A.) 6 

i=l 1 

k 
n 

i=l 
B.) c 

1 

k 
u 

i•1 

k k k 

(A.6B.), 
1 l 

IP(n A.) - P(n B.)i < l P(A.48.) < k.n. 
1 l 1 l -1 l 1 

Kiezen vij n > O zo ltlein dat; k. n <. c/2 en bovendien 

k k 
In P(A.) - n P(B.)i < c/2. 

1 l 1 1 

k k 
IPCn A.) - n P(A.>I <c. 

1 l 1 

en dus, daar £ > 0 villekeurig klein genomen kan vorden, 

k 
P(n A.) 

1 1 

k 
TI P(Ai ). 

Voorb.sld 2.3.2. OnafhankeZijke s:cpsrimenten 

Zij E een samengesteld experiment dat uit n deelexperimenten Ei met 

kansruimten (oi,Ai,Pi) bestaat (i=1,2, ... ,n). Willen vij bij E een kans­

ruimte (O,A,P) construeren, dan ligt het voor de hand (O,A) gelijk te stel­

len a.an de product meetbare ruimte van de (o. ,A.). Voor i = 1,2 •••. ,n zij 
l 1 * . . . 

Ai de ltlasse van a.lle eventua.11te1ten vaarvan het al of n1et optreden 

geheel bepaa.ld vordt door de uitslag van Ei. Gemak.kelijk is in te zien dat 

Ai een a-algebra is en uit alle verzamelingen van de vorm 

A~• A1 x A. x . • • x A, met A.= O· voor j ~ i en A. (A., bestaat. Uiter-
1 "2 n J J l i 

a.ard moeten vij P zo kiezen dat P(A~) = P.(A.) voor A. e A., i = 1,2, . ..• n, 
l l l l l 

vil ons model (O , A,P) in overeenstemming zijn met de gegeven modellen 

(o . .A.,P.). We veronderstellen nu dat de deelexperimenten E. op een zodanige 
l l 1 1 

vijze vorden uitgevoerd, dat zij elkaar niet kunnen beinvloeden, met a.ls 

consequentie dat in ons model (O ,A,P) de a-algebra' s A~ o.o. moeten zijn. 
l 

* * * . Dear A1 x A2 x ... x An = A1 n A2 n ... n An voor Ai e Ai, i = 1,2, ... ,n, 
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voJ.gt hierui t 

n n 
P(A xA x ... xA) = P(n A~)= n 1 2 n i=1 i=1 

n 

P(A~) = n Pi(Ai) 
l. i=1 

voor iedere productverzameling A1 x A2 x x An met Ai! Ai, 

i = 1,2, ... ,n. Maar hiermee is P geheel vastgelegd: P is de productmaat 

P 1 x P2 x ... x Pn en (O,A,P) is dus de productmaatruimte van de kansruim-

ten ( 0. ,A. ,P. ) • Wij noemen in di t geval de deeJ.experim.enten E 
1 

• ... , En onder-
1. l. l. 

J.ing onafhankelijk. 

De zojuist gegeven redenering blij ft geldig als wij niet van een ein­

dige maar van een oneindige rij experimenten uitgaan. We kunnen A~ dan be-
1. . . * schrijven als de klasse van alle eventualiteiten Ai = A

1 
x A2 >< ••• met 

A • = O. voor j :j i en A. E A. • De veronderstelling dat de a-algebra's A~, 
J J l. l. l. 

i = 1,2, ... o.o. zijn houdt dan in dat voor een willekeurige product cylin-

derverzameling A met zijden Ai E Ai, i = 1,2, •.. k < ~ 

P(A) 

zodat P 

Opg®en 

k k 
P( n A~)= n P(A~) 

i=1 l. i=1 l. 

k 
n 

i =l 
P. (A.), 

l. l. 

1. Gegeven zijn twee vazen met knikkers. De ene vaas bevat 1 witte en 4 

rode knikkers, de andere 4 witte en 1 rode. Men kiest aselect een van 

de twee vazen en neemt daaruit met teruglegging een aselecte steekproef 

van n knikkers. Zij Ai de eventualiteit dat de i-de knikker in de steek­

proef wit is (i=1,2, ••. , n). Gana of A1
,A2

, ••• A
0 

onderling (paarsgewijs) 

onafbankelijk zijn. 

2. Bewijs: Als in een kansruim.te ( O,A,P) een coJ.lectie o.o. klassen 

Ct c A, t ! T gegeven is, dan zijn ook de klassen et= {A: A ! et of 

Ac ! Ct} o.o. 

3. Bewijs: n eventualiteiten A1,A2 , •.. ,A
0 

zijn dan en dan alleen o.o. als 

n -
P( n A.) 

i=1 l. 

n 
n 

i=1 
P(A.) 

l. 



voor ied.er van de 2n manieren va..rop men hierin Ai 0 Ai or Ai• A~ kan 
substi tueren. 

4. Bevijs: n aselecte trekkingen met teruglegging vormen o . o. experimenten 0 
voor aselecte trekltingen zonder teruglegging is dit niet het geval. 

5 . Construeer een kansruimte voor een oneindige rij o.o. alternatieven met 
succeskans p. 

2.4 . KAJISVERDELINGEN 

Een kansmaat Pop (R 1 ,B1) wordt een {ka:ns)vsrdaling op (R1
,B

1
) of 

1 kortveg op R genoemd, of ook vel een een-dimensionale (kans)verdeling 

O.finit;i,11 2. 4. 1 • 

Onder een v11rdslingsfuncti11 op R1 (een-dimensionale verdelingsfUnctie) 
verstaan vij een reele niet-dal.ende, rechtscontinue tunctie Fop R1 met 
lim F(x) • 1 en lim F(x) = O. 
r+w )C-+40 1 
Voor iedere kaneverdeling P op R is de functie F, gegeven door 

( 2 .4. 1) F(x) • P((....ao,x]),- .. < x < .. , 

1 een verdelinget'unctie. Olngekeerd is er bij iedere verdelingsfUnctie F op R 
een unieke kansverdeling Pop R1 die voldoet aan (2.4.1) (zie voorbeeld 
1.5.3). Er is due een een-eenduidig verband tuseen kansverdelingen en verde­
lingefUnctiee op R1

• De in (2.4.1) gedefinieerde F vordt de verdelingefUnc­
tie van P genoemd. 

AJ.s een kansverdeling Pop R1 absoluut continu is ten opzichte van een 
o-finiete ma.at µ op 8 1 , dan heeft P volgens de stelling van Radon-Nikodym 
(etelling 1.6.8) een dichtheid t ten opzichte vanµ: er is een eindige niet­
negatieve meetbare f'unctie fop R1 zodanig dat 

(2.4.2) P(B) J f(x) dµ(x), BE 8
1

' 
B 

zodat in bet bijzonder 

(2.4.3) J f(x) dµ(x) 
Rl 

1. 
' 
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twee versies van f zijn µ-bijna overal gelijk. Omgekeerd is iedere eindige 

niet-negatieve meetbare f'unctie fop R1 die aan (2.4.3) voldoet, een dicht-
1 

heid ten opzichte vanµ van een kansverdeling Pop R gegeven door (2.4.2). 

Men noemt f een (kans)dichtheid van P ten opzichte vanµ . Uit (2.4.1) en 

(2.4.2) volgt de relatie tussen verdelings:functie en kansdichtheid van P : 

(2.4.4) F(x) J f(y} dµ(y}. - .. < x < ... 

(...oo,x) 
1 

• Uit stelling 1.6.9 volgt dat elke verdelingsfunctie Fop R A-bijna overal 

differentieerbaar is en dat de bij F behorende kansverdeling P dan en dan 

alleen absoluut continu is ten opzichte van A als J F'dA = 1. De dichtheid 

van P ten opzichte van A kunnen we dan gelijk stellen aan 

F'(x) als F differentieerbaar is in x, 
f(x)= 

0 anders. 

Een kansmaat Pop (Rk,J!-), 1 < k < .. , wordt een (kans)verdeling op 
k -k k -(R ,B"-) of kortweg op R genoemd , of ook wel een k-dimensionale (kans)verde-

ling. Een verdelingsfunctie op Rk wordt, analoog aan definitie 2 . 4.1, als 

volgt gedefinieerd (zie voorbeeld 1.5.4 voor de notatie). 

Definitie 2.4.2. 

Een reele f'unctie F op Rk beet een verdelingsfunctie op Rk (k-dimen­

sionale verdelingsfunctie) als F(x1 , ••• ,~) een niet-dalende rechtscontinue 

functie van ieder van zijn argumenten is met 

lim 
x.+-oo 

l. 

F(x1, ... ,~)=0 voor i 

lim F(x1 , .•. ·~) 1 , 
x.-+oo 

l. 

i=1,2, ... ,k 

1,2, ... ,k, 

terwijl bovendien ~k) i(k-l)··· A.(l) F(x} ~ Ovoor alle x, heRk met h>O. 
~ !t-1 -h, -

De verdelingsf'unctie F van een kansverdeling Pop Rk wordt veer door (2.4.1) 



gedefinieerd, nu met x € Rk zodat (-~,xJ = {y: yi ~ xi, i = 1,2, .. . ,k} 
een eel in Rk voorstelt. Er is een een-eenduidig verband tussen kansverde­
lingen en verdelingsfuncties op Rk (zie voorbeeld 1.5.4). 

k Als een kansverdeling P op R absoluut continu is ten opzichte van 
een o-finiete maat µop 'ft-, dan is er een eindige niet-negatieve meetbare 
tunctie f op Rk zodanig dat (2.4.2) geldt voor alle B € Bk en dus in het 
bijzonder 

(2.4.5) J f(x) dµ(x) = 1. 
Rk 

Men noemt f een kansdichtheid van P ten opzichte van µ. Twee versies van f 
zijn µ- bijna overal gelijk en iedere eindige niet-negatieve meetbare f'unc­
tie f waarvoor (2 . 4.5) geldt is een kansdichtheid van een kansverdeling P 
op Rk Ook nu geldt (2.4 . 4) voor x E Rk. Stelling 1.6.9 garandeert voor 
iedere kansverdeling P op Rk de existentie van een niet-negatieve meetbare 
functie f op Rk met de eigenschap dat 

lim 
n....,. 

P(Kn) 
-- - f(x) 
>.k(Kn)-

,k · · ai1 k · · · k d. · i k b voor A - biJna e x € R en voor iedere riJ - imensiona e u ussen 
K , n = 1,2, ... , die x bevatten en waarvoor lim :\k(K) = o. Verder zegt n ~ n 
stelling 1.6.9 dat P dan en dan alleen >.k-absoluut continu is aJ.s ff d>.k 

en dat in dat geval f een versie van de dichtheid van P ten opzichte van 
).k is. 

De kansverdelingen waar men zich in de toepassingen van de waarschijn­
lijkheidsrekening en de mathematische statistiek mee bezig houdt behoren 
merendeels tot een van twee typen, die discrete respectievelijk continue 
verdelingen worden genoemd. 

Definitie 2.4.3. 
Een kansverdeling Pop Rk, k ~ 1, heet discreet als er een eindige of 

af'telbare verzameling D c Rk is met P(D) = 1. 

k Voor een discrete kansverdeling P op R geldt 

P(B) = l P({x}), BE~, 
x€BnD 
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waarbij de som in het rechterlid steeds hoogstens a~elbaa.r vee1 termen be­
vat. Di t betekent dat P absoluut continu is ten opzichte van de tel.maat I.I, 

gegeven door 

µ(B) = a.antal elementen van B n D, B € .sk; 

voor de kansdichtheid van P ten opzichte van 1.1 kan worden gekozen 

f(x) = P( {x}), x ( 

Omgekeerd is ook iedere kansverdeling die absoluut continu is ten opzichte 
van een tel.ma.at op een eindige of a~elbare verzameling D c Rk, discreet. 
De verdelingsfunctie F van een discrete kansverdeling P kan men beschrijven 
als een sprongf'unctie voor k = en een "terrasfunctie" voor k > 1: 

F(x) = l 
y~x 

yt:D 

P({y}), x e Rk, 

en iedere kansverdeling met een dergelijke verdelingsf'unctie is discreet. 

Definitie 2.4.4. 
Zij C een open verzameling in Rk, k ~ 1. Onder een continue verdeling 

op C verstaan wij een Ak-absoluut continue kansverdeling Pop Rk, waarbij 
de dichtbeid op C continu kan worden gekozen, terwijl P(Cc) = O, zodat de 
dichtheid op Cc gelijk aan O kan worden gesteld. 

Als P een continue verdeling is op een open verzameling C c Rk en f een ver­
sie is van de dichtbeid van P ten opzicbte van Ak die op C continu is , dan 
wordt de verdelingsf'unctie F van P gegeven door 

~ xi 

F(x) f 
(...oo ,x] 

f{y) d.Ak(y) = I ... I f(yi •... yk) 

De verdelingsfunctie van een continue verdeling kan dus door Riemann inte­
gratie van de dicbtheid worden verkregen. 

Stelling 2.4. 1. 

Een verdeling P op Rk is dan en dan alleen continu op een open verza­
meling C c Rk als voor iedere x e C en voor een rij k-dimensiona1e kubussen 
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Kn' n = 1,2, • .. , die x bevatten en vaarvoor lim Ak(Kn) 
n-

(2.4.6) f(x) 
P(K ) 

lim __ n_ 

Ak(K ) 
n 

O, de limiet 

bestaat, terwijl bovendien de aldus gedefinieerde functie fop C continu is 

en J f dAk = 1. De functie flc is dan een versie van de dichtheid van P 
c 

ten opzichte van Ak. In het bijzonder is een verdeling Pop R
1 

da.n en dan 
. • 1 • . . • a.lleen continu op een open verzamelinj C c R als ziJn verdelingsf'unctie F 

op C een continue afgeleide hee~ en F'dA = 1. De functie F ' Icis dan een 
c 

versie van de dichtheid van P ten opzichte van A. 

Bevijs: 

Zij P continu op C en zij g de versie van de dichtheid van P die con­
tinu is op C en daarbuiten gelijk is aan o. Men gaat gemakkelijk na dat de 
limiet (2.4.6) , voor iedere x ( C en iedere rij k-dimensionale kubussen van 
het beschouvde type, bestaat en gelijk is aan g(x). Hieruit volgt dat 
g = f IC en 

I I f dAk = g dAk 

c Rk 
Als omgekeerd P a.an de gestelde voorwaarde voldoet, dan volgt uit stelling 

de limiet (2.4.6) ook Ak-bijna overal buiten 1.6.9, die onder meer zegt dat 
C bestaat, 

P(Rk) ~ J f dA k ~ I f dA k = , . 

Rk C 

Op grond van dezelfde stelling kunnen vij hieruit besluiten dat P Ak-abso­
luut continu is en dat iedere functie , die Ak-bijna overal gelijk is aan f, 
een versie is van de dichtheid van P. Dit houdt in dat 

P(C) =If dAk = 1, 

c 
en dus is de :t'unctie fIC een versie van de dichtheid van P. Daar f continu 
is op C geldt hetzelfde voor P. Voor een een-dimensiona.le verdeling P kan 
men de limiet (2.4 . 6) in het bovenstaande zonder meer vervangen door de 
afgeleide van de verdelingsfunctie. 
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Zoals hierboven reeds verd opgemerkt kunnen vij voor een-dimensiona1e 

verdelingen de limiet (2 .4.6) zonder meer vervangen door de afgeleide van 
de verdelingsfunctie. Voor meer-dimensionale verdelingen kan men deze limiet 
echter niet vervangen door een afgeleide in de klassieke zin. Er is dan ook 

geen eenvoudige nodige en vol doende voor'll'aarde in termen van afgeleiden van 

de verdelingsfunctie voor continuiteit op een open verza.meling van een meer­
dimensionale verdeling. Wel kan men zonder veel moeite de volgende voor­
waarde afleiden: Een ka.asverdtoling P op Rk • k ,::. 2 • met verdel.i.ngsfunctie F 

is continu op een open verzameling C c Rk ale al.le partiele afgeleiden van 

de orde k en lager van F op C bestaan en continu zijn, tervijl bovendien 

De dichtheid van P kunnen vij dan op C gelijk stellen aan a x
1 

ax
2 

•• • 

Men ver'll'arre de begrippen ).k-absolute continuiteit en continutteit van 

een kansverdeling niet met continuitei t van zijn verdelingsfunctie. Iedere 
).k . k -absoluut continue, en dus ook iedere continue kansverdeling Pop R heef't 
een continue verdelingsfunctie F. Voor iedere x € Rk geldt immers 

en 

k 
0 .!, F(x) - F(x-0) ~ P( U {y 

i=1 

{y: y. = x.}) = O. 
l l 

Er zijn echter verdelingen met continue verdelingsfuncties die niet 
).k-absoluut continu zijn zijn, laat staan continu. 

Opgaven 

1. Bevijs dat een verdelingsfUnctie op R1 hoogstens af'telbaar veel discon­
tinuiteiten heef't. 

2 . Bevijs: Iedere verdelingsfUnctie Fop R1 kan geschreven worden als een 

convexe combinatie F(x) = p Fc(x) + (1-p) Fd(x) , x € R1 , met p € [0,1] , 
waarin Fd een discrete en Fe een continue verdelingsfunctie is. 

3. Geef een voorbeeld van een kansverdeling P op R2 met de eigenschap dat 
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P(K ) 

lim n = 0 
n- >. 2 (K ) 

n 
voor >.2-bijna al.le x E R2 

waarvoor lim >.2 CK ) = o. 
en iedere rij vierkanten Kn• die x bevatten en 

n__, n 

2 . 5 . STOCHASTISCHE GROOTHEDEN EN VECTOREN 

Zijn wij bij een experiment geinteresseerd in een bepaal.d quanti!"iceer­
ba.ar, d.w.:z.. in een getal uit tedru.kken aspect van de uitslag van het ex­
periment, dan ligt het voor de hand dit aspect in het model (n,A ,P) voor 
het experiment te representeren door een functie X, die aan iedere w E n 
een getal X(w) toevoegt . Daarbij :z.ullen wij steeds eisen dat voor ieder in­
terval (a,b] de ver:z.ameling {w: X(w) E (a,bl} een eventualiteit is, :z.odat X 
een meetbare f'unctie op n is. 

Definitie 2. 5.1. 

Een reele, eindige, A- 8 1-meetbare functie op een kansruimte (O,A,P) 
beet een stochaetische grootheid. 

Als regel zullen wij stochastische grootheden as.nduiden met hoofdletter 
X, Y, etc. Dit om duidelijk onderscheid te maken tussen een stochastische 
grootheid, d.w.z. een functie X en een mogelijke waarde x = X(w) ervan. 
(Een andere, speciaal in ons land in :z.wang :z.ijnde conventie is om stochasti­
sche grootheden met onderstreepte symbolen als ~, :t: , etc. aan te geven. ) 
Wij :z.ullen steeds gebruik maken van de volgende verkorte notatie: 

{X E B} {w: X(w) E B} 

P(X E B) = P ( { X E B} ) = P( { oo: X(w) E B}) , B E 8
1 

{X !. x} {w: X(oo) !.X} 

P(X !. x) P({X !. x}) = P({w: X(w) !. X }) , X E R 1 , etc. 

Uit de overplantingsstelling (stelling (1 .6.6) volgt dat voor iedere sto­
chastische grootheid X de functie PX gegeven door 
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(2.5.1) B E B
1 

• 

een kansmaat op B1 , d.w.z . een kansverdeling op R1 is. Wij noemen PX de 

(kans)ver<W'ling van de stochastische grootheid x. De verdelingst'unctie FX 

van PX wordt gedefinieerd door (2.4.1 ) : 

(2.5.2) -oo < X < oo; 

FX wordt ook de ver&Ungsfu:natie van de stochastische grootheid X genoemd . 

Als PX absoluut continu is ten opzichte van een c-finiete maat µ op B1 met 

kansdichtheid fX ten opzichte vanµ, dan geldt 

(2.5.3) 

(2.5.4) 

(2.5.5) 

Px(B) = P(XEB) = J fx(x) dµ(x). 

P(X~x) 

B 

I fx(y) dµ(y). 

(-"",X) 

J fx(x) dµ(x) = 1. 

Rl 

B € B
1 

• 

Men noemt fx een (kans)dichtheid van de stochastische grootheid X ten op­

zichte van µ. 

Als x1,x2 •• . .• ~ stochastische grootheden op een gemeenscbappelijke 

kansruimte (n,A ,P) zijn, dan ligt bet voor de hand X = (x1 .x2 >···•Xk) een 

k-dimensionale stochastische vector te noemen. Dit is dan een functie op 

(O,A,P) met waarden X(w) = (X1(w) ,X
2

(w), ••• ,~(w)) E Rk, met de eigenschap 

dat de reele functies x1,x2 , .•. ,~ meetbaa.r zijn. De volgende formuJ.ering 

is hiermee equivalent (zie §1.4). 

Definitie 2.5.2. 

Een A-dt -meetbare f'uncti e op een kansruimte ( n ,A ,P) met waarden in Rk 

beet ee.n k-dimensionaZ.e stochastische vector. 

Evenals een stochastische grootheid bepaal.t ook een stochastische vector 

X = (X1,x2 , . . . ,~) een kansverdeling PX gegeven door (2.5.1). doch nu met 
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B, 'fl. Due kanaverdeling PX op Rk wordt de (kans)verdsl.ing van a. stc­

aht:utiech4 v.ator X of ook vel de si.nalltam1 (kanaJvsl'ds'ling van ds stochas­

tt..an. groooth4d6n x1.x2 • ..• •lSt genoemd. De verdelingsfUnctie FX van PX 
wordt gedefinieerd door . 

(2. 5 .6 ) 
k 

FX(x) ~ Px(( -~.xJ) = P(~) = P( n {Xi .i xi}), 
i=l 

"x wordt ook de verdslingsftmctiB van dB stochastischs t>Bctor X of de 

sUiultan41 v•l'ds'lingsj"Unctie van ds stochastischs {ll'oothsdsn x1 .x2 •... •lSt 
genoemd. Ala PX absoluut continu is ten opzichte van een o-finiete maat 
op Ti" met kansdichtheid fX ten opzichte vanµ, dan geldt (2 . 5 . 3) voor Be "£1-, 
(2.5 . 4) voor x e Rk en 

(2.5.7) 1. 

Meo noemt fx een (kans)dichthsid van ds stochastischs vector x of een 

simultan. (kana)dichthsid van ds stochastischs groothsden x
1 
,x

2 
• ••• ·~ ten 

opzichte van µ. 

Wanneer een stochastische vector X = (X1,x2 , ... ,1St) • k ~ 1 • een dis­
crete kansverdeling PX op een eindige of artelbare verzameling D c Rk bezit 
(zie definitie 2 . 4.3) dan is 

een kansdichtbeid van X ten opzichte van de tel.maat op D, en 

P(XeB) l P(X=x), 
xeBoD 

l P(X=y), 
y<x 
y£D 

l P(X=x) = 1. 
X£D 

B £ 'ff. 
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De kansen P(X=x) voor x E D leggen de verdeling van een discreet verdeelde 

stochastische vector X dus gebeel vast. 

Wanneer een stochastische vector X = (X
1

,X
2

, .•• ,~ ) , k ~ 1 , een conti­
nue kansverdeling PX op een open verzameling C c Rk bezit (zie definitie 
2.4 . 4) dan wordt een versie van de dichtheid van X ten opzichte van de 

k Lebesgue maat A gegeven door 

0 voor x E Cc, 

(2.5.8) 

voor x E C, 

waarin K
0

,n=1,2, ..• , een rij k-dimensionale kubussen is, die x bevatten en 
waarvoor lim Xk(K ) = o. Hierbij moet worden opgemerkt dat in bet gevaJ. n...... n 
van een stochastische grootheid k = 1 en de limiet in (2.5.8) op C gelijk 
is aan de afgeleide van de verdelingsfUnctie van x. De verdelingsfunctie 
FX van een stochastische vector X van willekuerige dimensie k ~ 1, die een 
continue verdeling PX op een open verzameling C E Rk heef't, wordt gegeven 
door 

k ~ 
Fx(x) = P( n {X.~.}) = J ... 

i=1 l. l. _ .. 
waarin fX gedefinieerd is door (2.5 . 8). 

x, 
f rx<y,, ... , yk) dy, •• . dyk , x t: Rk, _ .. 

Merk op dat voor een continu verdeelde stochastische vector X steeds 
P(X=x) = 0 voor al.le x E Rk; deze kansen verschaffen in dit geval dus geen 
enkele informatie over de verdeling van X. 

Uit de kansverdeling van X = (X1, ..• ,~) kan de verdeling van 
x_= (X1, •.. ,Xm)' m < k, eenvoudig worden a.fgeleid. Da.ar voor B E If». 
{X E B} = {X E Bx Rk-m}, geldt 

B E Ifl, 

· en hieruit volgt voor x = (x , .. . ,x ) E Rm 
1 m 
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lim FX(x1, ..• ,~). 
x ....... 

l. 

i>m 

In dit verba.nd noemt men de verdeling ~ de ma:rginale (kans)verdeling van 
X. Als de verdeling van X discreet is, dan geldt voor x = (x1 , ... ,xm) E Rm 

PcX=x) l 
xm+1 

I P(X=(x
1 , ... •"it)) 

~ 

waarbij de sommatie zich uitstrekt over alle (x
1

, •• • ,~) waarvoor 
(x

1
, •• • ,xm) = x. Ale de verdeling van X Ak-absoluut continu is met dicht­

heid fX, d8n is de verdeling van X Am-absoluut continu met dichtheid 

fx(x) = Jk rx<x,, ... ,"k)d.Ak-m(xm+1•····~), 
R -m 

Voor x E Rm geldt imners 

J 1 J . . . J 
R (-oo,x J (-oo,x J m 1 

J rx(z)dAm(z). 
(-... ,x] 

Zoals wij een k-tal stochastische grootheden op een kans:ruimte als een 
k-dimensionale stochastische vector kl.IDilen beschouwen, zo kunnen wij ook 
een oneindige rij x = cx,,x2····) van stochastische grootheden op een kans­
ruimte (O,A,P) opvatten als een •-dimenaionaZe stochastische vector, d.w . z. 
als een A-B'"'-meetbare functie op (O ,A,P) met we..arden X(w) = (X1(w),X2(w) , .•. ) 
• ( 

00 
'"') 

00 
• • • • A 8 1 in R ,B • De A-B -meetbaarheid van X is l.IDDlers equivalent met de - -

meetbaarheid van de componenten Xi, i = 1,2, •••• Onder de verdeling van 
zulk een oo..dimensionale stochastische vector, of de simu1tane verdeling 
van de stochastische grootheden X., i = 1 ,2, •.. verstaan wij de kansme..at 

l. 
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Nu wordt de a-algebra 8
00 voortgebracht door de algebra B+ die bestaat uit 

cylinderverzamelingen van de vorm 

Daar voor een dergelijke verzameling 

PxeB•) = P((x, •...• ~) € B), 

betekent dit, dat PX bepa.ald vordt door de verdelingen Pk van de stochas­
tische vectoren ex, ' ... ,~). k = 1,2 •.• • ' en dus ook door bun verdelings­
tuncties Fk. Uitera.ard zijn deze verdelingen consistent in de zin d.at 

1,2 ,. .. ' 

o~. in te:nnen van de verdelingstuncties, 

(2.5.9) F ( ) l . F ( ) x .. (x
1

, ••• ,x.) ~ Rk k x,, . . . ,~ = i.m k+l x,, ... ,~,y • K ~ 
y+<» 

k 1 ,2 •.• . . 

Omgekeerd zegt de zogenaamde consistentiesteZ.Z.ing van Kotmogorov dat er 
bij iedere consistente rij verdelings~cties Fk op Rk , k = 1,2, ... , een 
kansmas.t P op 8

00 

bestaat, zodanig dat 

P{ (y 1 ,y 2' •.• ) (y, , ... ,yk) ~ex, .... ·~)}, 
x = ex

1
, .•• •"it) e Rk 

k = 1 ,2 ••••• 

In 1. 4 vordt gesproken over de a-algebra, die door een meetbare ~c­
tie in zijn domein wordt geinduceerd. Zo induceert een k-dimensionale 
(1,:;.k.::.00 ) stochastische vector X op een kansruimte (n,A,P) een a-algebra. 
~ c A in n, die bestaat uit al.le verzamelingen van de vorm {X e B} met 
Be ~- Stellen vij ons en,A,P) voor als een model voor een experiment E, 
dan kunnen vij AX omschrijven als de collectie van alle eventuaJ.iteiten 
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.. t de eigenach&p da.t het al ot niet opt re den ervan a.lleen V8l1 de ui tslag 

., n.n het exper:iJDent afbangt via de daa.rbij behorende va.arde X{c.i) van X. 
Dese interpretatie van de door een stochastische vector in n geinduceerde 
a-algebra ligt ten grondslag aan het begrip onafhan.kelijkheid van stochas­
ti1che vectoren. 

IMfinitU 2 . 5. 3. 
Zij (n ,A,P) een k.ansruimte, T een ville.keurige indexverze.meling, en 

sij Xt voor iedere t c Teen stochastische vector op (O,A ,P). De stochas­
tiache vectoren Xt, t c T heten da.n ondsrting (paa:rsg61..ri.js) onaj1lankstijk 
a.la de door hen inn geinduceerde a-algebra's A~, t c T dit zijn. 

suiting 2.5.1. 

Voor een eindige of oneindige rij stochastische grootheden x
1

, x
2

, ••. 
op een ltansruimte (n,A,P) zijn de volgende drie beveringen equivalent: 

(i) x1, ~,. .. zijn o . o .; 

(ii) De simultane verdeling PX van x
1

, x2 , •.. is de product kansma.a.t van 
b\m marginale verdelingen; 

(iii)Voor iedere k = 1,2, ... is de simultane verdelingsfUnctie Fk van 

x1, • •. ~ het product van bun marginale verdelingstuncties: 

~ ,2 •.... 

BA>i.js: 

Zij Pk de simultane verdeling van x1, •.. ,~ (k•1,2, ..• ) . Uit de de­
tinities 2.3.3 en 2.5.3 volgt dan d.a.t onderlinge onatbankelijkheid van 
x1, ~··· · equivalent is met de eigenscbap d.a.t 

k 
P( n {X. e B.}) = 

ia:1 l. l. 

1,2, ... ,k,k 1,2 •... 

De equivalentie van (i) en (ii) volgt du.s rechtstreeks uit de definitie 
van productmaat. De equiva.lentie van (ii) en (iii) is een gevol.g van de 

eeneenduidigheid van het verband tussen verdelingen en verdelingsf'uncties 
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(zie 1.5, opgave 3) . 

Ste'lUng 2.5.2. 
Zij X = (x

1
, •.. ,~) een k-dimensionale stochastische vector met de 

eigenschap dat de marginale verdelingen PX· dichtheden fx· ten opzichte 
1 1 van a-finiete ma.tenµ. hebben (i=l,2, .. ,k ). Nodig en voldoende voor onder-1 

linge onafhanltelijkheid van x
1 
,~, ••• ,~ is dan dat hun simul tane verde-

ling PX een dichtheid hee~ ten opzichte van de productmaat 
µ • µ

1 
x µ 2 x • • • x ~· gegeven door 

k (x
1

, •• • ,"k,) £ R. 

l3gi,ri,;js: 

De gestelde voorwaarde is, wegens de stelling van Fubini, equivalent 
met 

PX(B1xB2x ... x11t) ~ J fX(x)dµ(x) 
B

1
x ... xBk i~1 J B. 

1 

fx (x. )dlJ. (x.) i 1 1 1 

k 
= TT PX (B.) voor B.£ B1. i = 1,2, •.• ,k, i=l i 1 1 

m.a.v. met de eis dat PX= PX x P x .. . x PlL . 
1 X2 -1t 

SU'l'li.ng 2.5.3. 
Zij Xt, t £ T een collectie o. o. stochastische vector en op een kans­

ruimte (O,A ,P). Zij kt de dimensie van Xt en zij ft een Borelf'u.nctie op 
if-t met waarden in Rmt (t£T). Dan zijn ook de stochastiscbe vectoren 
Yt • tt(Xt), t £ T onderling onafha.nkelijk. 

l3gi,ri,;js: 

Voor t £ T en B £ If!'t geldt f~ 1 (B) £ akt, en dus 
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Wij besluiten deze paragraaf met enige opmerkingen over de kansver­

deling van een functie van een stochastische vector. Zij X (X1, .•. ,lSt) 
een stochastische vector met kansverdeling PX en zij ~ een meetbare tunc­
tie op Rk met waarden in Rm. Dan is Z = ~(X) een m-dimensionale stochas­
tische vector waarvan de kansverdeling als volgt uit die van X kan worden 
gevonden : 

(2.5. 10) B € /?'. 

Indien X een kansdichtheid f X ten opzichte van een o-finiete maat \J op ~ 
bezit dan geldt dus 

(2 . 5. 11) Pz(B) = J fx(x)dµ(x), 
{x:~(x)€B} 

B € /?'. 

Als X discreet verdeeld is , dan is de verdeling van Z eveneens discreet en 
wordt bepaald door 

(2.5. 12) P(Z=z) = l P(X=x), 
{x:~(x)=z} 

als X continu verdeeld is met kansdicbtheid fX gegeven door (2.5.8) en bo­
vendien ~ continu is, dan geldt 

(2.5 . 13) Fz(z) = J fx(x)dx , 
{x:~(x)~z} 

waarbij bet rechterlid een (oneigenlijke) Riemann integraal voorstelt. 
Het eenvoudigste voorbeeld van het bovenstaande is bet volgende. 

Indien X een stochastische grootheid met verdelingsfunctie FX voorstelt , 
dan wordt de verdelingsfunctie van Y = a + bX, b > O, gegeven door 

- CQ < x < oo . 

De grafiek van Fy ontstaat dus uit die van FX door verschuiving naar rechts 
(c.q. links) over een afstand a (c.q - a) en vermenigvuldiging van de schaal 
langs de horizontale as met een factor b-1 (d . w.z. bij behoud van dezelfde 
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schaa.l "uitrekken" van de graf'iek in horizontale richting met een factor b). 
De k.lasse van alle kansverdelingen van de vorm FX(b-

1
(x-a)), - ... <a< m, 

b > o, noemt men de door FX voortgebrachte famiZie van kansverdel.ingsn met 
plaatspal'Cl1719t4r a sn schaa1-pal'Cl1719ter b. Evenzo noemt men de klassen 
{FX(x- a): - m <a<~> reap. {FX(b-1x): b > O} de door FX voortgebrachte 
f'amilie van k.ansverdelingen met plaatsparameter a resp. schaaJ.parsmeter b. 
Bij de in de waarschijnlijkheidsrekening meest voorkomende families heef't 
men een bepaalde representant vastgelegd ten opzichte vaarvan de plaats­
en/or schaalparameter vorden gedefinieerd. Deze representant wordt de 
etandaard-ve~ti.ng van de familie genoemd. Indien PX continu is met kans­
dichtheid rx • FX dan bee~ de verdeling van Y = a + bX, b > o, als kans­
dichtheid 

De gratiek van fy wordt uit die van fX verkregen door verschuiven over een 
atstand a, "uitrekken" in horizontaJ.e richting met een factor b en delen 
van de f\mctievaa.rden door b. De klassen van kansdichtheden 
{b-l fx(b-

1(x- a)): - .. <a< .. , b > O}, {fX(x-a): - m <a< m} e:n 
-1 ( -1) {b rx b : b > O} vorden de door rx voortgebrachte families van kans-

dichtheden met plaatepare.meter a en/of schaalparameter b genoemd. 
Een tweede probleem van dit type is bet bepa.1en van de kansverdeling 

van Z • X + Y waarbij X en Y o.o . stochastische grootheden zijn. Wa.nneer 
PX, y • P X><P y de simultane ltansverdeling van X en Y voorstel t, da.n volgt 
uit (2.5 .10) en de stelling van Fu.bini (stelling 1.6. 7) 

(2 .5.14 ) 

Fz(z) s J I{(u,v):u+v~ } (x,y) dPX,Y(x,y) 
R2 

= J1 dPX(x) J, I{(u,v) : v~z-~} (x,y) dPy(y) 
R R 

= f Fy(z-x) dPX(x), 
R1 

Indien X en Y beide discreet verdeeld zijn, dan "WOrdt de verdeling van Z 
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bepaaJ.d door 

(2.5.15) P(Z=z) =I P(Y=z-x) P(X=x), 
x 

Als Py absoluut continu is ten opzichte van A met dichtheid fy, dan volgt 
uit (2.5.14), de overplantingsstelling (stelling 1.6.6) en de stelling 
van Fubini (otelling 1.6. 7) 

(2.5.16) 

z-x 
Fz(z) = f J fy(t) dA(t) dPX(x) 

R1 

z 

= f f fy(t-x) dA(t) dPX(x) 
R 1 -"' 

z 

f I fy(t-x) dPX(x) dA(t), 
1 _... R 

zoda.t ook PZ absoluut continu is ten opzichte van A met dichtheid 

fz{z) = J fy(z-x) dPX(x), 
R1 

(2.5.17) 

Blijkt fz continu te ziJn op een open verzameling C, tervijl fc fz dA = 1, 
da.n is Pz blijkbaar een continue verdeling op C. Dit is zeker het geval. 
a.ls fy continu en begrensd is. AJ.s niet aJ.leen Y, maar ook X een verdeling 
heef't , die absoluut continu is ten opzichte van A, met dichtheid f X, de.n 
volgt uit (2.5 . 17) en de stelling van Radon-Nikodym (stelling 1.6. 8) 

(2 .5 . 18) 

Zijn PX en Py continue verdelingen, dan kunnen we de Lebesgue integraal in 
(2.5.18) vervangen door de overeenkomstige oneigenlijke Riemann integraal. 
De kansverdeling PZ (respectievelijk de verdelingsfUnctie Fz of de kans­
dichtheid fz) wordt de convoiutie van de kansverdelingen PX en Py (resp. 
van de verdelingsfuncties FX en Fy of de kansdichtheden fX en fy) genoemd. 

Uit (2.5 .10) blijkt dat de kansverdeling Py van een f'unctie Y = ~(X) 



64 

van een stochastische vector X s1echts afhangt van de kansverde1ing PX van 

X; de kansruimte (O,A,P) vaarop X gedefinieerd is en de f'unctie X ze1f doen 

hierbij niet ter zake. Om de verdeling Py te bepalen kunnen wij du.s naar 

believen een kansruimte (O,A,P) construeren, hierop een stochastische vec­

tor X definieren met de vereiste verde1ing Px = PX en hieruit de verdeling 

~ = P van Y = ~(X) berekenen. Daar een geschikte keuze van (n,A,P) en X y y 
de berekeningen vaak aanzienlij k vereenvoudigt, wordt van dit invai>iantie 

principe veelvuldig gebruik gemaakt (zie §2.6). 

Opgaven 

l. Als X een stochastische grootheid is met een continue verdelingsfunc­

tie F, dan is U = F(X) een stochastische grootheid met P(UEB) = >.(B) 

voor iedere Borelverzameling B c [0,1). Bewijs dit. 

2. Zij F een verdelingsfunctie op R1 en zij U een stochastische grootheid 

met P(U~u) = u voor O ~ u ~ l. Als verder F-l (y) = inf{x: F(x) ;;. y} 

voor 0 < y < 1, dan is X = F-1(u) een stocbastische grootbeid met F 

als verdelingsfunctie . Bewij s di t . 

3. Bewijs dat een stochastische vector X = (X
1
,x

2
, ... ,l1t) dan en dan al­

leen een discrete verdeling bee~ als de marginale verde1ingen van 

X1, ~·····~discreet zijn . 

4. Als X ,X , ... o . o. stochastische grootheden ziJn met , 2 
P(X0 =0) = P(~=l) = ~ voor alle n, dan is ook 

co x 
Y=2 l ..!!. 

n=l 3n 

een welgedefinieerde stochastische grootheid. 
Bewijs: 

a) P(0~,:;.1) = 1; 

b) P(x,=o) = P(O,:;.Y~), P(X1=1) P(~,:;.1); 
c) Ala k ~ 1 en x

0 
= 0 of 1 voor n - 1 2 k d - , , ... , , an geldt 

~ xn ~ xn 1 k 
P(2 I. n,:;. Y ,:;. 2 l 0 + k) = P( n {X = x } ) = 

1 3 1 3 3 n=l n n 

d) p(..i. + _1_ < y < ..i. + _2_) 0 _k k+l k voor i 
~ 3 3 3k+l k 0' 1 ' ... ,3k_ 1' 

o, 1 ,2' ... ; 
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e) Er is een gesloten verzameling C c R 1 met }.(C) = O en P(YeC) = 1; 

f) De verdelings:functie van Y is continu en is op Cc differentieerba.a.r 
met afgeleide O. 

5. Ala de stochastische grootheden X ,X , ... ,X o . o. zijn en alle de-
1 2 k 

zelfde verdelingsf'unctie F bezitten, dan bezit Y = min(X1, • .. ,~) de 
verdelingsf'unctie 1 - (1-F)k en Z ~ ma.x(x

1 , ... ,~) de verdelingsfunctie 
~. Bewijs dit. Leid vervolgens de simultane verdelingsfunctie van Y en 
Z af. 

2. 6. VOORBEELDEN VAN KANSVERDELINGEN 

DISCRETE VERDELINGEN 

2.6.1. Gedegenereerde verdeiing 
Een stochastische grootheid X bezit een gedegenereerde verdeling in­

dien voor zekere x
0 

e R
1 geldt P(X=x

0
) = 1. 

2 . 6 . 2 . Aiternatieve verdeiing 

Een stocbastische grootheid X bezit een alternatieve verdeling indien 

voor zekere x0 ,x1 e R1 en O < p < 1 geldt P(X=x
0

) = p, P(X=x
1

) = 1 - p. 

2.6.3. Binomiaie verdeUng 

Beschouw een se.mengesteld experime.nt (O,A , P) bestaande uit n o.o . 

(deel) experimenten (O. ,A.,P.), i = 1,2, ... ,n. Zij S. een eventualiteit 
1 1 1 1 

waarvan het al dan niet optreden door de uitslag van bet ie experiment 
wordt bepa.ald (d .w.z. S. £A.) en .waarvoor P.(S.) = p, i = 1,?., ... ,n. 

1 1 1 1 

Indien Si optreedt zeggen wij dat het ie experiment een succes oplevert. 

Zij X bet aantal der eventualiteiten s1,s2 , ... ,s
0 

dat bij uitvoerin~ van 
bet samengestelde experiment optreedt. Wegens de onafhankelijkheid van de 
(deel) experimenten is de kans op bet optreden van precies x voorgeschreven 

eventualiteiten Si ,Si , ... ,Si gelijk aan px(1-p)n-x. Daar er (0 ) ver-
1 2 x x 

schillende deelverze.melingen {i 1,i2 , •.. ,ix} c {1,2 , • . . , n} zijn , komen wij 
tot bet volgende results.at: Het aantai successen X bij n o.o. e:r:per>imenten 
met kans p op succes bezit de kansverdeling 

x = 0, 1 , •. • ,n. 
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Deze verdeling vordt de binomiale verdeling met parameters n en p genoemd. 

Het hier beschreven model heef't in de praktijk vrijvel steeds betrekking op 

n o.o. uitvoeringen van hetzelfde experiment vaarbij S1 ,s
2

, ... ,8
0 

steeds 

dezelfde gebeurtenis bij de verschillende uitvoeringen van bet experiment 

aangeven. In voorbeeld 2.1.4 c) vonden vij reeds dat het aantal rode knik­

kers bij n aselecte trekkingen met teruglegging uit een vaas met r rode en 
r •t (N-r) vitte knikkers een binomiale verdeling met parameters n en N bezi • 

Dao,r aoc1cctc trckkingen met terue;1egging o.o. experimenten zijn (opgave 4 
in §2.3) en bij iedere trekking de kans op een rode knikker (succes) gelijk 

is aan i is dit een speciaal geval van het hier behandelde algemene model. 

Zij Xi bet "aantal successen" bij bet ie experiment, d.v.z. 

x. 
l. 

als Si optreedt 

0 als s7 optreedt, 
l. 

dan geldt P(Xi=1) = p, P(Xi=O) = 1 - p, i = 1,2, ... ,n, terwijl bovendien 

x1 ,~, ••.• ~ o.o . zijn. Daar X = l ~ · is hiermee aangetoond dat de in 
ons model geconstrueerde binomiaal. verdeelde stochastische grootheid X kan 

vorden geschreven als de som van n o. o . stochastiscbe grootheden die alle 

dezelfde alternatieve verdeling bezitten. Toepassing van het in §2 . 5 ge­

noemde invariantie principe levert: de som van n o.o . stochastische groot­

heden x1 ,x2 , ... ,Xn met dezelfde alternatieve verdeling P( Xi=1) = p , 

P(Xi=O) = 1 - p , i = 1,2, ... , n, bezit een binomiale verdeling met parameters 
n en p. Indien (m+n) o.o. experimenten met kans p op succes vorden uitge­

voerd en X (reap . Y) het aantal successen bij de eerste m (resp. de laat­

ste n) experimenten voorstelt, dan zijn X en Y o .o. en binomia.al verdeeld 

met parameters m en p reap . n en p, tervijl z = X + Y een binomiale ver­

deling met parameters (m+n) en p bezit. Volgens bet invariantie principe 

geldt dus: de som van tvee o.o . stochastische grootheden met binomiale ver­

delingen met parameters m en p resp. n en p bezi t een binomiale verdeling 
met parameters (m+n) en p. 

2.6.4. Hypergeometrische verdeting 

Uit een verzameling van N elementen, populatie genaamd, waarvan r 

elementen een kenmerk R bezitten wordt zonder teruglegging een aselecte 

steekproef van n elementen getrokken. Indien X bet aantal el.ementen in de 

steekproef voorstelt die het kenmerk R bezitten, dan gel.dt (zie voorbeeld 
2.1.4 c)) 
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(r) (N- r) 
x n- x 

(N) 
n 

P(X=x) = 

voor max(O , n-N+r) ~ x ~min(r,n), x geheel. Deze verdeling vordt de hyper-
geometrische verdeling genoemd; N, R en n zijn de parameters van deze ver­
deling. Voor vaste n en x geldt 

lim 
r+oo 

N-r+<» 

lim 
r+o> 

N-r+oo 

r ! 

(r-x) !rx 

l-1 n-x 
( 1 - i> 

(N-r)! 

(N- r-n+x)!(N-r)n-x 

(N- n) !N° 
N! 

1 . • 

indien zovel r al.s (N- r) veel groter zijn dan n , kan de binomiale verdeling 
r met parameters n en N dus a ls benadering dienen voor de bypergeometrische 

verdeling met parameters N, r en n. Daar de binomiaJ.e verdeling veelal een­
voudiger te berekenen is dan de hypergeometrische verdeling, wordt deze 

benadering veel gebruikt. Wanneer wij bedenken dat X bij trek.kingen met 

teruglegging een binomial.e verdeling met parameters n en i bezit (zie voor­
beeld 2.6 . 3) , ligt deze benadering ook vel voor de hand: als r en (N-r) veel 
groter zijn dan n, dan is het intui tief vel duidelijk dat al dan niet terug­
leggen veinig verschil maakt . 

2.6 . 5. Poisson verdeiing 
Een stochastische grootheid X bezit een Poisson verdeling met parameter 

µ (>O) indien 

P(X=x) e-IJ £ 
x ! , x= 0 , 1, 2 , ... 

Deze verdeling kan vorden opgevat als de limiet van een rij binom.iale ver­
delingen met parameters n en p

0 
voor n + en np

0
+ µ (dus p

0 
+ 0). Immers , 

voor vaste x , 

I X 
1 n. P 

x ( l - p )n-x = 1 lim ~ ( i - p )n-x 
Pn n x. (n-x1 : n 
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Voor grote n en kleine p kan de Poisson verdeling met \J .. np dus als bena­
dering d.ienen voor de binomiale verdeling met parameters n en p. Deze bena.­
dering vordt veel gebruikt. 

Er zijn ecbter ook situaties waarin deze limietovergang reeds op na­
tuurlijke wijze in bet model plaatsvindt en waarbij dan in dit model een 
stocbastiscbe grootheid optreedt die niet bij benadering, doch exact een 
Poisson verdeling bezit. Beschouw hiertoe een proces dat zic:h in de tijd a.f­
speelt en waarbij op ieder tijdstip een gebeurtenis S kan optreden (bijv. 
gespreksaanvragen bij een telefooncentrale). Zo' n proces wordt een Poisson 
proc.s met para.meter A (>O) genoemd indien aan de volgende voorwaarden is 
vold.aan (de notatie f(x) = o(g(x)) voor x + 0 betekent dat ~~ f(x)/ g(x) = 0): 

a) In een tijdsinterval ter lengte 6t is de kans dat S eenma..a.l optreedt 
gelijk aan A6t + o(6t) voor 6t + O; de kans dat S in dit tijdsinterval 
meer dan eenmaaJ. optreedt is 0(6t) voor 6t ... o. 

b) Het optreden van S in disjuncte tijdsinte.rvallen is ona.fhe.nkelijk . 

Zij X het aantal malen dat S optreedt in een tijdsinterval ter lengte T. 
CC de verdeling van X te bepalen verdelen wij bet tijdsinterva.l in n ge-
lijlte delen ter lengte ! en definieren X. als bet aantal ma.len dat S op-n i,n 
treedt in bet i e van deze deelintervallen. Ui t a) en b) volgt dat voor 
n + • P(X. =1) =AT+ o(n-1), P(X. >1) = o(n-1) en dus P(X. =O) = AT i,n _1 n . i,n i,n 
• 1 --;- + o(n ) voori=l,2, ... ,n, en voorts dat x

1
,

0
,. .. ,xn, n o.o. zijn 

voor iedere n. Dus geldt voor gebele x .::_ O 

P(X•x) > P({X=x} n {X. <1 voor i - 1 , n- 1 ,2, ... ,n}) = 

• P( {x d.er X. zijn 1 en (n-x) der X. zijn O}) i ,n 1 , n 

voor n + oo 

lfu geldt voor n + .. en vaste x 



zodat 

(n) 
x 

x 
n 

= x! 

>.T n 
( 1 - -) ( 1 +o ( 1 )) 

n 

>.T (AT)x - >.T I >.T\x P(X=x) ~ e- x! {l+o(l)) + e ~ 

t"' ->.T (>.T)x voor n + "'· Daar echter lx=o e x! = 1, geldt 

P(X=x) = e->.T (>.T)x 
x! , x = 0,1, ... ; 

( 1+0( 1)) 

e->.T (1+0(1)), 

X bezit dus een Poisson verdeling met parameter µ = >.T. 

Zij X (resp. Y) het aantal malen dat S optreedt in het tijdsinterval 
[O,~) (resp. [µ,µ+v)) bij een Poisson proces met parameter>.= 1 . Dan zijn 
X en Y o.o. (veronderstelling b) en Poisson verdeeld met parameter µ reap. 
v, terwijl Z = X + Y een Poisson verdeling met parameter (µ+v) bezit. Toe­

passing van bet invariantie principe levert: de som van tvee o.o. stocbas­
tiscbe grootheden met Poisson verdelingen met parameter µ resp. v bezit een 
Poisson verdeling met parameter (µ+v). 

2 . 6.6 . Negatief binomiaie verdeiing 
Beschouv een rij o.o . experimenten met kans p > O op succes en zij 

X het nummer van het experiment vaarbij bet ke succes optreedt~ d .v.z. het 
aantal experimenten dat moet vorden uitgevoerd om k successen te verkrijgen. 
Daar {X=x} = {(k-1) successen bij de eerste (x-1 ) experimenten} n {succes 
bij bet xe experiment} en de eventualiteiten in het rechterlid kans 
(~=~) pk-l (1-p)x-k reap. p bezitten en bovendien o.o. zijn, geldt 

(2.6.,) x = k,k+1, ••. 

Deze verdeling vordt de negatief binomiale verdeling met parameters k en p 
genoemd. Deze naam vordt in de literatuur echter ook vel gebruikt voor de 
verdeling van X = X - k, het aantal mislukkingen dat aan het ke succes voor­
afgas.t, 
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(2 .6.2) 
x=0,1,. .. . 

en is in fei te a.an deze laatste schrij:f\rij ze ontle end. Voor k 1 vindt men 

(2.6 .3) )x-1 P(X=x) = p(1-p , x = 1 , 2 ,... , 

(2.6.4) x = 0,,, ... ; 

beide verdelingen vorden in de li teratuur aangeduid met de naam geometrische 

119rdeZ.ing of ook vel Pascal ven:lel:ing met parameter p. Om misverstanden te 

venlijden i;ullen vij de naam negatief binomiale verdeling ( c. q. geometrische 

ot Pucu verdeling) uitsluitend gebruiken om de verdeling van X, zoal.s ge­

geven in (2.6.1) (c.q. (2.6 .3)) aan te duiden. 

Bij een rij o.o. experimenten met kans p op succes definieren vij nu 

x,. X1 + x2 , . .. ,x1 + ~+ .. . +lSt ale de nummers van de experimenten "Vaa.r-

b'j b e e ke . . 
l et 1 ,2 , ... , succes optreedt. x

1 
is dus bet aantal experl.lllenten 

dat *>et vorden uitgevoerd om bet eerste succes te verkrijgen, tervij1 voor 

i • 2,3, ... ,It, X. het aantal experimenten voorstelt dat na het verkrijgen van 
1 

bet (i- 1)e succe11 nog moet vorden uitgevoerd om bet ie succes te verkrijgen. 

De •illultane verdeling van x = ex, •... • ~) wordt gevonden door op te merken 

dat vcor iedere vector x c ex,, ... •'1t) van positieve gehele get.alien de even­

tualiteit {I• x} dan en alleen dan optreedt als rijen van (x
1
-1), (x

2
-1), . . . 

• • . • ( ~ -1) aielukkingen steeds worden gevolgd door een succ es. Dus gel.dt 

}:x.-k 
P(X-x) •Pk (1-p) 1 • xi .;:, 1 • i = 1 , 2, ... ,k, 

vaaruit volgt dat X1 ·~· • · • •lSt o.o. zijn en geometrische verdelingen met 

pv ... ter P bezitten. Da.a.r l Xi een negatief binomiale verdeling met pe.ra­

•ter• k en P bet.it• volgt uit bet invariantie principe dat de som van k 
0

•
0

• •tochaatiacbe sr<>otbeden met Pascal verdelingen met parameter p een 

n-.:atier bincaial.e verdel.in t 
g me Pllr!lllleters k en p bezit. Evenzo geldt dat 

4e eaa van tvee o.o. atocbastiscbe grootbeden met 
negatief binomial.e ver-
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deling met parameters k en p resp. m en p, een negatief binomiaJ.e verdeling 
met parameters (k+m) en p bezit. 

2 . 6 . 7. Muitinomial.e 'l)erde Ung 
Juist zoaJ.s in voorbeeld 2.6.3 gaan wij uit van een samengesteld !X­

periment (O,A,P) bestaande uit n o.o. (deel) experimenten (ni ,Ai,Pi), 
i = 1,2, ... ,n. In plaats van twee eventualiteiten S. ,s7 €A. bescbouwen ]. ]. ]. 

vij nu, voor iedere i = 1,2, ... ,n, k paarsgevi.js disjuncte eventuaJ.iteiten 
S. 

1 
, S. 

2
, ... ,S. k met V S . . = n . en P. ( S. . ) = p. , l pJ. = 1 , voor 1, ]. , ]. , J l, J l l l , J J 

i = 1,2, ... ,n. Zij Xj bet a.a.ntal der eventualiteiten S 1 ,j,s2 ,j , • • . ,Sn,j 
dat bij uitvoering van bet samengest elde experiment optreedt en zij 
X = (X

1
,x

2
, ••• ,~). Indien x = (x

1 ,x
2

, ••• , ~) een vector van niet-negatieve 
gehele getallen met l xj = n.voorstelt, dan is de kans dat voor iedere 
j = 1,2, • . . ,k precies x. voorgeschreven eventuaJ.iteiten uit J x. 
{S

1 
. ,s

2 
., • . . ,s .} optreden gelijk aan n p.J . Daar de verzameling ,J , J n ,J 1 j J 

{1,2 , . .. , n} op n ! (ij xj!) - verschillende manieren te splitsen is ink dis-
. J d .e b t k · · t Juncte deelverzamel1ngen waarvan e J xj elementen eva , omen WlJ ot 

bet volgende resultaat: 

P(X=x) 

voor i edere vector x = ( x 
1 

, x
2

, ••• , ~) van niet-negati eve gebele get all en 
met l x. = n. Deze verdeling wordt de multinomiale verdeling met parameters J 
n en p = (p

1 ,p
2 , . . . ,pk) genoemd. Uit het model volgt recbtstreeks dat de 

marginal.e verdeling van Xj een binomial.e verdeling met parameters n en pj 
is. In de praktijk bee~ bet bier beschreven model vrijwel steeds betrek­
king op n o.o . uitvoeringen van hetzelfde experiment waarbij voor iedere j 
s1 .,s2 ., ... ,S . steeds dezelfde gebeurtenis bij de verscbillende uit-,J ,J n,J 
voeringen van bet experiment aangeven; X. is dan bet aantal mal.en dat deze 

J 
gebeurtenis optreedt. 

Con~inue 'l)erdelingen 

Voor continue verdelingen van stocba.stiscbe grootheden (c .q. vectoren) 
X zal de kansdichtheid fX steeds worden gedefinieerd door (2.5.8); fX is 
dus steeds een versie van de kansdichtheid van X ten opzichte van de Lebesgue 



72 

1 k ma.at op B (c.q. op B ). 

2.6.8. Homogene verdsZing 
Een stochastische grootheid X bezit een homogene verde1ing (ook wel 

un.ifoI"Tlle verdsZing genaamd) op (a,b) indien voor a< b ~ R
1 

Dan geldt 

{ 

(b-a)-l voor a < x < b 

fx(x) 

O anders. 

Fx(x) • { 

0 

(x- a) (b-a)-l 

voor x ,:;,. a 

voor a < x < b 

voor x ~b . 

2.6 .9 . Garrrna verdsZing 

Een Poisson proces met parameter A (zie voorbeeld 2.6.5) wordt vanaf 

het tijdstip 0 we.a.rgenomen. Zij X het tijdstip waarop voor de ke maaJ. de 

gebeurtenis S optreedt, d.w. z. de wachttijd tot de ke gebeurtenis. Voor 

x > O treedt de eventualiteit {X ,:;,. x} dan en s1echts dan op indien de ge­

beurtenis S in bet tijdsinterva1 (O,x] tenminste k maa1 optreedt. Indien 

Y het aantal ma1en voorstelt dat S optreedt in bet tijdsinterval (O,x], 

dan bezit Y een Poisson verdeling met parameter µ = AX (zie voorbee1d 

2.6.5). Dus geldt 

F (x) = P(X<Y) = P(Y>k) = 1 - P(Y<k) 
x -- -

(2.6.5) k 1 . 
~ -AX~ 
l e •I 

j=O J. 
x > o. 

De.a.r FX continu differentieerbe.a.r is op (o,~) met 

kl . kl ., 
Fx' (x) = .A I e-.Ax ~ .A I e-.Ax (.Ax)J-

j=O j! - j•l (j-l) ! 

(2.6.6) 

x > 0, 
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en J: Fx(x)d.x = 1, is X continu verdeeld met dichtheid fx 
De verdelingsf'unctie FX is dus ook te schrijven als 

k X AX 
( ) - A f -Ay k-1 _ 1 J -y k-1 

FX x - (k-1)! e Y dy - (k-1) ! e Y (2 . 6.7) 

0 0 

dy, x > 0 , 

waaruit (2.6.5) door herhaalde partiele integratie kan worden teruggevonden . 

Daar de integraal in het rechterlid van (2.6.7) bekend staat als een onvol­
ledige gamma f'unctie, wordt deze kansverdeling een gamma verdeling met para­
meters k en A genoemd. Voor k = 1 ontstaat de zogenaa.mde e:cponenti~l.e verde­
ting met parameter A waarvan de kansdichtheid en de verdelingstunctie worden 
gegeven door 

Ae-Ax , 

1 -
- AX e 

x > O, 

x > 0 . 

Laten nu z1 = X1 , z2 = X1 + x2 , ... ,Zk = X1 + x2+ ... +~ de tijdstippen 

voorstellen waarop de gebeurtenis S voor de 1e,2e, ... ,ke ma.al optreedt. x1 
is dus de wachttijd tot de eerste gebeurtenis , terwijl voor i = 2,3, ••. ,k , 
Xi de wachttijd van de (i-1 )e tot de ie gebeurtenis voorstelt. La.at z EC 

= {(y1 , ... ,yk): 0 < y 1 < . .. < yk} en zij K = {(y1 , ... ,yk): jyCzi l < h, 
i = 1,2, ••• ,k} een k-dimensionale kubus om het punt z, waarbij h > 0 zo klein 

is dat K c C. Dit betekent dat z 1 - h ~ 0 en dat de intervallen (zi-h'zi+h), 
i = 1 , 2 , ..• ,k, disjunct zijn. Als verder Z = (z1 , .•• ,Zk), dan treedt de even­

tuaiiteit {Z E K} dan en dan alleen op als S niet optreedt in de tijdsinter­

vaJ.len [0,zl- h] en [zi+h ,zi+1-h], i = 1,2, .. . ,k-1, s precies een keer optreedt 
gedurende ieder van de interval.lee (zi-h'zi+h), i = 1,2, ..• ,k-1, en minstens 

een keer optreedt tijdens het interval (zk-h,~+h ). Uit de bekende eigen­
scbappen van bet Poisson proces (zie voorbeeld 2.6.5) volgt derhalve 

k-1 
->.Cz , -h)-X ) (zi.+1-zi.-2h) -2'h k-1 2'h 

e ~ • ( 2).he " ) • ( 1 - e - " ) 

- >.(z - h) 
(2Ah)k-l e k (1 - 2>.h) 

- e • 
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zodat 

->.~ 
e Z E C. 

Daar integratie van deze limiet over C juist 1 oplevert, mogen wij conclude­
ren dat Pz continu is op C met dichtheid 

k -Azk 

f'z(z) = { >. : 
Z E C 

De simultane verdelingsf'u.nctie van x1, • . . ,~ in het punt (x1, ••. , ~) wordt 
gevonden door fz te integreren over de verzameling {(z1, ••• , ~): z 1 ~x1 , 
zi - zi-l ~ xi, i = 2,3, . . . ,k). Daar de determinant van Jacobi van de trans­
formatie z

1 
= t

1
, z

2 
= t

1 
+ t

2
, . • . ,zk = t 1 + t 2+ •. . +tk gelijk is aan 1, 

levert de overgang op de nieuwe variabelen t 1 , t 2 , · · · , tk in de integraal 

k 

k ~ 
( 1 

->. l t. 
P( n {Xi ~ xi)) Ak Jo .. . i=1 l 

dt, dtk = e ... 
i=1 

k - AX. 
n ( 1-e l) • x. > 0, i 1,2, •• • ,k . 

iz1 l 

x1,x2 , .•• ,~ zijn dus o.o . en identiek verdeeld met exponentiele verde­
lingen met parameter >.. Daar ~ een gamma verdeling met parameters k en >. 
bezit, volgt uit het invarisntie principe dat de som van k o.o . stochas­
tische groot heden met exponentiele verdelingen met parameter >. een gamma 
verdeling met parameters ken >. bezit. Evenzo geldt dat de som van twee 
o .o. stochastische grootheden met gamma verdelingen met parameters k en >. 
resp. men >., een gamma verdeling met parameters (k+m) en >. bezit. Dat de 
relatie tussen de gamma verdeling en de Poisson verdeling een sterke ana­
l ogie vertoont met die tussen de negati ef binomiale en de binomiale verde­
ling, zal na het vooraf'gaande wel duidelijk zijn . 

Uit (2.6.5), (2.6.6) of' (2.6.7) volgt dat voor vaste k de gamma ver­
-1 delingen een f'amilie van ksnsverdelingen met schaalparameter A vormen 
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(zie §2.5); als standaard verdeling wordt de verdeling met A 

met aJ.s kansdichtheid 

f(x) (k- 1) ! 
-x k-1 

e x x > o. 

1 gekozen 

-Indien X een standaard gamma verdelin~ met parameter k bezit, dan hee~ 
X = A-l X dus een gamma verdeling met parameters k en A· Dit is ook zonder 
meer wel duidelijk uit de definitie van het Poisson proces. Een Poisson 

proces met parameter 1 gaat over in een Poisson proces met parameter A wan­
neer de eenheid van tijd met een factor A wordt vermenigvuldigd. 

Bij de definitie van de gamma verdeling hebben wij ons tot nu toe be­
perkt tot positieve gehele waarden van de parameter k . Naar e.nalogie van 

(2 . 6 . 6) noemen wij nu voor wil lekeurige reele k > 0 en A > 0 de kansverde­
ling met dichtheid 

(2 .6.8) x > 0 , 

de gamma. verdeling met parameters k en A. Hierin is 

k > O, 

de (volledige) gamma functie. Met behulp van partiel e integratie vindt men 
r (k+ l) = k r(k) voor k > O; daar r(1) = 1 geldt r( k ) = (k-1) ! voor posi­

tieve gehele k , zodat (2 . 6 .8) in dit gevaJ. overgaat in (2 . 6.6) en deze bei­
de definities dus consistent zijn . Hoevel voor niet gehele k de relatie met 
bet Poisson proces is verbroken , kan men rechtstreeks met behulp van 

(2 . 5.18) aantonen dat de som van twee o.o. stochastische grootheden met 
gamma verdelingen met parameters k en A resp. m en A ook voor niet gehele 
ken m een gamma verdeling met parameters (k+m) en A bezit. Ook de conclusie 

- 1 dat A een schaalparameter van de gamma verdeling i s blij:rt voor niet 
gehele k geldig ; aJ.s standa ard gamma verdeling met par ameter k wordt ook nu 
het geval A = 1 gekozen . 

2.6.10. Dubbei-e:i:ponentieie verdeiing 
Een stochastische grootheid X bezit een dubbel- exponentiele verdeling 
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Mt parameter >. > o (ook vel LaplaCfl v•l'd6ling genaamd) indien 

( ) • .! , ->-I xl rx x 2 " e , - - < x < -. 

De&r de integraal van rx over R 
1 

gelijk is aan l , i s 
dicbtbeid. Juist toa.ls bij de exponentiele verdeling 
meter; a.ls standaard verdeling wordt het geva.J. >. • 1 

fX inderdaed een kans­
- l is >. een schaalpara-

gekozen. De naam La-
place verdeling !tan tot vervarring aanleiding geven aangezien in het Frans 
de norma.le 'n!rdeling (sie voorbeeld 2.6.12) na.e.r Laplace vordt genoemd. 

2.6. 11. Cauo}qJ v.N:I.Zing 
Ben stocbastiscbe grootheid X betit een etand&ard Cauchy verdeling als 

- 00 < X < GO~ 

tod&t 

l JX Av 1 1 'l" (x) • - ~ • - + - arctn x , x 11 - 1+y2 2 11 
- or> < x < 

Daar Fx( • ) • 1 ie dit inderda.e.d een kansverdeling. De door deze verdeling 
'VOOrtgebrachte :raa.ilie met plaatsparameter a en schaalpa.rameter b > 0 
vordt de :ramilie van Cauchy verdelingen genoemd. 

2 . 6.12. Normal.41 ~Ung 

Ben stochsstische grootheid X betit een normale verdeling met para­
meters - • < µ < • en a 2 

> O indien 

(2.6 . 9) 
- GO < X < oo , 

vu.rbij o de positieve vortel uit o2 voorstelt. Deze verdeling i;rordt sym­
bolisch a.J.s N(µ,o2 )-verdeling aangeduid. De dichtheid (2.6.9) is eymmetrisch 
om bet punt x = µ, neemt zijn maximum a.an in x • µ en bezit twee buigpunten 
in x = µ s o. Door overgang op poolcoordinaten blijkt 
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en da.e.r fX ~ O, is fX dus inderdaad een kansdichtheid voor iedere 
- oo < µ < 00 en iedere o2 

> o. 
De norm.ale verdelingen vormen een familie van kansverdeiingen met 

pla.e.tsparameter µ en scha.a.J.parameter a, waarbij als st;an.daa:r'd no:rmaZ.e ver­

deZ.ing de N(0,1)-verdeling wordt gekozen. De standaard norma.l.e dicbtheid 

en de standaard normale verdelingsfunctie worden met 4> resp. t aangegeven: 

(2.6.10) 

(2.6.11) 

<j>(x) 

1 Jx _ t(x) = l2iT _ 
1 2 

- 2Y 
e dy, - CD < X < 00• 

De integraal (2.6 . 11) kan niet in elementaire functies worden uitgedrukt. 

Er bestaan echter uitgebreide tabellen van de functie t. Wegens de symme­

trie van <j>(x) om het punt x = 0 geldt voor alle x 

(2.6.12) ~(-x) - ~(x), 

waardoor met een tabe1 van ~ voor positieve waarden van het argument kan 

worden volstaan. 

Indien X een N(µ , o2 )- verde1ing bezit, dan wordt de verdelingsfunctie 

van X gegeven door 

(2.6.13) r -"' 

_ .!.( Y-ll) 2 

e2 a dy=$ 
1 2 

e-?l' ay = ~ex~µ), 

zodat de vaarden van FX voor iedere normale verdeling in een tabel van ~ 

kunnen worden gevonden. Voor b > 0 wordt de verdelingsf'unctie van 

Y = a + bX gegeven door 

(y-a-bp) 
~ bo ' 
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zoda.t y = a + bX voor b > O een N(a+bµ,b2o2)-verdeling bezit. Merk op dat 
dit laatste resultaat zovel als (2.6.13) niet anders dan een herha.ling is 
van de reeds uit (2.6 .9) getrokken conclusie dat de normale verdelingen een 
fsmilie kansverdelingen vormen met plaatsparameter µ en schaa.1parameter 0 • 

Uit (2 . 6.12) volgt nu nog dat de verdelings:f'unctie van Y =a+ bX voor 
b < O vordt gegeven door 

_ "'(y-a-bµ) = "'(y-a-bll) Fy(y) = P(a+b}(,:;y) = 1 y bo ~ lblo ' 

( 2 2) . b •t v zoda.t y = a+ bX voor alle b ; O en N a+bµ,b o -verdeling ezi • oor 
a= - µ/o, b = 1/o volgt dat (X-µ)/o, de gestandaardiseerde van X, een 
standa.ard normale verdeling bezit; deze uitspraak is equivalent aan (2.6 . 13). 

In voorbeeld 2.6.13 zal vorden aangetoond dat de som van twee o.o. 
2 ( 2) . stochastische grootheden met resp. een N(µ 1 ,o1)- en een N µ2 ,o2 -verdeling, 

een N(µ 1 +µ2 ,o~+o~)-verdeling bezit. 

2 • 6. 13. Meerdimensiona 'le norma 'le verde Ung 
Zij A= (aij) een symmetrische reele (kxk)-matrix. A heet positief 

def'i.niet als voor iedere reele kolomvector c = (c1, •.• ,ck)' de kwadratische 
vorm c'Ac = li·l. a .. c. c. > O is, tenzij c = o. Daar A symmetrisch is, be­J· lJ l J 
staat er een orthogonale matrix P zodanig dat P ' AP = (A.6 .. ), een diago-

i lJ 
naal-matrix met elementen A1,A2 , ... ,Ak; voor iedere orthogona.le P met 
deze eigenschap vinden wij dezelfde waarden voor de Ai hoewel mogelijk in 
een andere volgorde. A1,A2 , •.. ,~ heten de eigenwaarden van A. A1s A 
positief definiet is, dan is ook P' AP positief definiet want voor c ; 0 is 
d = Pc ; 0 zodat c'P'APc = d'Ad > O. Echter c'P'APc = l A.c~ en ui.t 2 

l l l Aici > 0 voor alle c > 0 vol~ Ai> 0 voor i = 1,2, . . . ,k. O~ekeerd: 
Als Ai> 0 voor i = 1, ••• ,k , dan geldt voor iedere c 1 0 dat b = P ' c 1 0 
en dus dat c'Ac = c'P(P'AP)P'c = l A.b~ > O. Een symmetrische :matrix A is l l 
dus dan en slechts dan positief definiet als zijn eigenwaarden A. alle po­

i sitief zijn. Daa.r IAI = IP'API = U Ai bee~ een positief definiete matrix A 
een positieve determinant n A. en

1
is dus niet-singulier. Daar P ' A- 1P de in­. l 

verse is van P ' AP = (A.6 .. J, geldt 'D'A-1
? = {A':°16 .. ). De inver.se van een l lJ l lJ 

positief definiete matrix A is dus positief definiet en zijn eigenwaarden 
zijn de inversen van de eigenwaarden van A. 
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Zij t = eai.) een reele symmetrische positief definiete ekxk)-matrix 
met inverse t-l ~ eaij) en zij IJ = (µ

1
,µ

2
, ... , µk) ' een reele kolomvector. 

De stochastische vector X = (X1,x2 , ... ,~) bezit een k-dimensionale normale 
verdeling als 

(2 . 6 . 14) 

1 
-~ex, •... ,~ ) 

e 

1,2 , ... ,k, waarbij 

(2 .6.15) Qex1•····~) 
k k 
l l 

i=1 j=l 
O ij ( ) ( ) x.-IJ. x.-µ. , 

l. 1 J J 

1 

en 1~1 2 de positieve wortel uit de determinant van t voorstelt. Deze ver­
deline wordt symbolisch als N(µ,t)-verdeling aangeduid . Voor k = 1 is 
(2 .6 . 14) de dichtheid van de (een- dimensionale) N(IJ 1, o11 )-verdeling. 

Laten A1,A2 , •• • , Ak de eigenwaarden van t voorstellen en zij Pde 

orthogooale matrix waarvoor geldt P' t-l P = eA:1o .. ). Beschouw de trans-4 l. l.J 
formatie z = P 1 ex-1J) , x - 1J = Pz. Dan geldt 

k , 

i~l ~ 
, . 

daar de ie factor in dit product de integraal van de dichtheid van de 
Neo , Ai)-verdeling voorstelt. Daar fx > 0 is fX dus inderdaad een kansdicht­
heid. 

Indien X = ex1 , .•. ,~) een N(1J,t)-verdeling bezit dan wordt de kans­
dichtheid van x =ex, •. • .• ~_,) gegeven door ezie §2.5): 
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k-1 k-1 
C exp{- l I l oij (x.-µ.) (x.-µ.)} • 

2 i=1 j=1 l. l. J J 

k-1 k-1 ki k" 
1 r r ( rlij a a J ) ( ) } C exp{--;:; l l v - -:;--kk ) (x.-1.1. x.-µ · 
"' i=l j=1 v l. l. J J 

k-1 k- 1 ki k" 
- 1 t t (rlij - ~) ( ) ( ) =Cexp{--l l v x.-µ. x.-µ.}, 

2 i=l j=l <1kk l. 1 J J 

waarin C en C constanten voorstellen. Zij f de (k-1 ) x (k-1 )-ma~rix die ui t 

t e ke . . D . t-1 d t . ontstaat door weglaten van de k kolom en de rl.J . an is f e ma rix 
. . k" k " kk 1 

met elementen o1 J - a 1 a J (o )- . Immers, voor i,j = 1,2, .•• ,k-1, 

k-1 . ki ks 
l (o18 

- ~)a . 
s=l okk SJ 

Dus geldt 

- 1 - - -t-1 - -fX(x1 , ... ,~_ 1 ) = C exp{- 2 (x-µ)' (x-µ)} 

waarbi~ ~ = (x1 , .•• ,~_1 )• enµ= (µ
1

, •• • ,µk_ 1)•. Daar fx een kansdichtheid 

is en i positief definiet is, leidt het vergelijken van deze uitdrukking 

voor fx met (2 . 6.14) tot de conclusie dat 

k-1 l c = {(21T)2 (If I )2}-1. 

X is dus N(µ,f)-verdeeld. Door permutatie van x1 , ... ,~en herhaling van 
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bet bovenstaande precede vinden wij: Indien X = (X1, ... ,~) een N(µ,l)-ver­
deling bezit, dan bezit X = (X ,X , ... ,X ), 1 < v < v2 < ••• < vm ~ k 

v, v2 vm - 1 

een N(~.f>-verdeling, waarbij 'ii'=(µ ,µ ,. ... ,µ )'en 'f =(a ), v, \12 \I 4 \l.'11. m 1 J 
i,j = 1,2, ... ,m. Door in dit resultaat m = 1 te kiezen vinden wij dat 
de stochastische grootheid X. een (eendimensionale) N(µ. ,o .. )-verdelin~ be-

1 1 11 
zit. i = 1,2, •.• ,k. De vectorµ en de diagonaal.-elementen a .. van t zijn 

11 + 
dus juist de parameters van de ma.rginale norms.le verdelingen van 

x
1
;x

2
, ..• ,~. 

De overige parameters o .. , i;. j, van de N(µ,t)-verdeling bepalen , zo-
1J + 

als wij later zullen zien, de mate van af'hankelijkheid van x
1

,x2 , ... ,~. 
In dit stadium constateren wij slechts dat x

1
,x2 , ... ,~ dan en slechts 

dan o.o. zijn indien a .. = 0 voor ieder paar indices i ~ j. Nodi~ en vol-
1J 

doende voor onaf'hankelijkheid is immers dat 

k 
n f'x (x.) 

i=l i 1 

1 1 k 

(2n)k/2(no .. )1/2 exp{- 2 i~1 
i 11 

een versie van f'X is en hieraan is dan en slechts dan voldaan also.. 0 
1J 

voor alle i r/< j . 
Tenslotte tonen wij aan dat meerdimensionale normaliteit door een 

lineare transformatie van de stochastische vector niet verloren gaat. Zij 
X = (x

1
, •.. ,~)' een stochastische vector met een N(µ,t)-verdeling, B = (bij) 

een niet-singuliere (kxk)-matrix en a= (a1 , •.. ,~)' . Beschouw de stochas­

tische vector z =BX+ a, d.w.z. z = cz, •. .. ,Zk)' en zi = Ljbij xj + ai, 
i = 1,2, ..• ,k. Deverdelings:f'unctievan Zin het punt z = (z 1, •.. ,zk)' 

vordt gegeven door 

Fz(z) =f ... f f'x(x,,. .. ,l).;) dx, . .• ~· 
Bx+a~z 

In deze integraal gaan wij over op nieuwe va.riabelen y = Bx + a, d. w • z. 
x = B-1(y-a). De kwadratische vorm (x-µ)' t-l (x-µ) in de exponent in 

(2.6.14) gaat over in 

( -1 t-1 _,( ) (y-Bµ-a)' B ) ' B y-Bµ-a 
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vaa.rbij 

(2.6 . 16) µ* = Bµ +a, t* = B t B'. 

Dua ge1dt 

f~ ... f~ 

, , 1 -1 
aangezien (It*[ >2 = ( ltl )°2 llBll = ([.II )'2 nB- 1

ll Daar t* positief de-
finiet is, hebben vij dus bet volgende resultaat verkregen: Indien 
X • (X , •.. , x. )' een N(µ,v)-verdeling bezit en Been niet-singuliere 1 -lt 4 * t* . (kxk)-matrix voorstelt, dan bezit Z = BX+ a een N(µ , )-verdel1ng met 
µ*en t* gegeven door (2 .6.16). 

F.en tveetal recbtstreekse gevolgen van dit resultaat verdienen bij­
zondere aandacbt. Daar B zodanig kan vorden gekozen dat t* = B t B' een diagonaal-matrix is (d.v.z. a~.= O voor alle i I j), is het steeds moge-1J lijk om uit een N(µ,t)-verdeelde stochastische vector X = (X

1 
, ••• •'Sc)' 

door een lineaire transformatie een stochastische vector Z = BX + a te 
verkrijgen vaarvan de componenten z

1
, ••• ,~ o.o. zijn en (eendimensionale) nonua.le verdelingen bezitten . Merk op dat dit verschijnsel al impliciet werd uitgebuit in bet bevijs dat fx een kansdichtheid is. Daar t positief definiet is kan men B zelfs zo kiezen dat t* = B t B' =I (de eenheidsmatrix) ; kiest men dan tevens a• -Bµ, dan volgt dat Z = B(X-µ) een N(O,I)-verdeling bezit, d.v. z. dat z1 , • •• ,~ o.o. zijn en standaard normale verdelingen bezitten. 
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Een tweede gevolg van ons resultaat is dat z1 = lj b 1j Xj + a 1 een (een­
dimensionale) N(µ~,a~ 1 )-verdeling bezit . Daar iedere b = (b1, .•. ,bk ) ; 0 als 
eerste riJ van een niet-singuliere matrix B kan fungeren, volgt hieruit dat , 
indien X = (X1, .•. ,~) een N{µ,f)-verdeling bezit, de stochastische grootheid 
Y = l· b. X. +a een N(L. b.µ.+ a, l· l· a .. b. b.)-verdeling bezit. Beperken J J J J J J 1 J lJ 1 J 
vij ons tot het geval dat f een diagonaal-matrix is, dan kunnen vij dit ook 
als volgt formuleren: Indien de stochastische grootheden x 1 , ... ·~ o.o. zijn 
en X. een N(µ.,a~)-verdeling bezit, j = 1,2, ... ,k, dan bezit Y = l· b. X. +a J JJ 22 JJJ 
een N(I. b. µ. + a, l· b. a.)-verdeling. Dit resultaat werd reeds in voor-J J J J J J 
beeld 2 . 6.12 aangekondigd. 

Opgaven 

1. De som van twee o.o. stochastische grootheden met binomiale verdelingen 
met parameters m en p resp. n en p bezit een binomiale verdeling met 
parameters (m+n) en p (zie voorbeeld 2.6.3). Bevijs dit, zonder gebruik 
te maken van het invariantie principe, rechtstreeks met behulp van 
(2.5. 15). 

2. Uit een popu1atie van N elementen waarvan r een kenmerk R bezitten 
wordt zonder teruglegging een aselecte steekproef van n elementen ge­
trokken. Zij, voor i = 1,2, ..• ,n, 

x. 
1 

aJ.s ie element in steekproef kenmerk R bezit 

0 anders . 

Geef de kansverdeling van Xi en de simultane kansverdeling van Xi en 
X., i; j . Zijn X. en X. o.o.? 

J 1 J 
3. Voor de hypergeometrische verdeling uit voorbeeld 2.6.4 geldt 

P(X=x) m 

Geef een kanstbeoretische interpretatie van deze laatste uitdrukking 
en leid een benadering voor P(X=x) af voor het geval zowel n als (N-n) 
veel groter zijn dan r. 
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4. De som van tvee o.o. stochastische grootheden met Poisson verdelingen 
met parameter µ resp . v bezit een Poisson verdeling met parameters 
(µ+v) (zie voorbeeld 2.6.5) . Bevijs dit rechtstreeks met behulp van 
(2.5. 15). 

5. Gee~ een Poisson benadering van de binomiale verdeling voor bet geval 
n groot is en p dichtbij 1 ligt. 

6. Bewijs dat de som van de ke.nsen in (2.6.1) ge1ijk is ae.n 1 . Wat be-
tekent dit resultaat? 

7. Bepaal de ka.nsverdeling van de som van tvee o.o stochastische groot­
heden die beide een homogene verdeling op (0,1) bezitten. 

8. Indien X een binomiale verdeling met parameters n en p bezit, dan 
geldt 

1 

P(~) - _,.....::.n.:....! .......,...,.. J k( )n-k-1 
( ) 

t Y 1-y dy > k k! n-k-1 • 
O, 1 , ••• ,n. 

p 

Indien X een Poisson verdeling met parameter µ bezit dan geldt 

00 

J 
-y k 

k! e y dy, k 0, 1,.. . . 
µ 

Bevijs deze resultaten door herhaalde partiele integratie. Het tveede 
resultaat volgt echter ook rechstreeks uit de relatie tussen de 
Poisson- en de gamma verdeling (zie voorbeeld 2. 6.9). 

9. Het aantal eitjes, dat een insect in een legsel produceert, kan be­
schouvd vorden als een stochastische grootheid, die een Poisson ver­
deling met parameter µ hee~. Voor ieder eitje is de overlevingskans, 
d.w.z. de kans dat er inderdaa.d een levend insect uit voortkomt, gelijk 
aan p , ongeacht de lotgevallen van eventuele ander ei tj es. BepaaJ. de 
kansverdeling van het aantal J.evende insecten dat uit een J.egsel voort­
komt. 

1 o. 

11. 

Zij s0 = O, Sn= x1 +~+ ... +Xn, n = 1,2, .•. , vaarin x1 , x2 ~··· o.o. 
exponentieel verdeelde stochastiscbe grootheden zijn met parameter ~ . 
Zij verder voor een vast getaJ. x > O de stochastische grootheid T ge­
geven door T = max{n: Sn~ x}. Bepaal de kansverdeJ.ing van T. 
Bepaal de verdeling van de stochastische grootheid y - lo (rr0 X ) - - g i=l i , 



vaarin X1 ,X2 , ..• ,xn o.o. stochastische grootheden zijn, die alle homo­
geen verdeeld zijn op (0,1). 

12. Peter en Paul hebben afgesproken elkaar op een bepaalde datum tussen 
5 en 6 uur 's middags te ontmoeten. A.ls ZlJ die dag op o.o. aselect 
gekozen tijdstippen tussen 5 en 6 uur op de afgesproken plaats arriveren, 
en als ieder hoogstens een kwartier op de ander b1ijrt vachten, hoe 
groot is dan de kans, dat zij elkaar inderdaad ontmoeten? 

13. De som van twee o.o . stochastische grootheden met gamma verdelingen met 
parameters k en A resp. m en A bezit ook voor niet gehele positieve k 
en m een gamma verdeling met parameters (k+m) en A. Bevijs dit met 
behu.lp van (2.5.18) . 

14. Indien X een dubbel-exponentiele verdeling met parameter A bezit, dan 
heef't lxl een eXponentiele verdeling met parameter A. Bevijs dit. 

15. Indien X en Y o.o. ZlJn en beide een standaard Cauchy verdeling bezit­
ten, dan heef't hun gemiddelde Z = ~(X+Y} eveneens een standaard 
Cauchy verdeling. Bewijs dit door de dichtheid van X + Y met behu.lp 
van contour integratie te berekenen . 

16. Indien X en Y o.o zijn en beide een standaard norm.a.le verdeling be­
zitten, dan bezit hun gemiddelde Z = ~(X+Y} een N(O,~}-verdeling. Be­
vijs dit rechtstreeks met behu.lp van (2.5.18) . 

17. Bevijs: Als de stochastische 

N(µ,t)-verdeling hebben met 

µ =(µ,) . t =(°', 
µ2 po 

grootheden X en Y een tveedimensionale 

2 

poa2) , IP I < , • 

dan zijn X + Y en X - Y onderling onafhankelijk. 
18. Indien X en Y o.o. zijn en beide een standaard normale verdeling be­

zitten, dan beef't Z = X/Y een standaard Cauchy verdeling. Bevijs dit. 

2.7. VERWACHTING EN MOMENTEN 

Zij X een stochastiscbe grootheid gedefinieerd op een kansruimte 
(O,A,P}. 
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Definitie 2.7.1. 

Indien X P-integreerba.a.r is noemt men 

EX = f X(w) dP 

n 

de verwachting van x. Indien X P-sommeerbaar is spreekt men van een sto­

chastische grootheid X met eindige vervachting. 

Da&r Px'B) = P(X-l (B)) voor B € B 1 , volgt uit de overplantingsstelling 

(stelling 1.6.6) 

(2.7.2) 

EX bangt dus alleen van de kansverdeling PX van X af, d.v.z. stocbastiscbe 

grootbeden met dezelfde kansverdeling bebben ook dezelfde vervacbting. Men 

spreekt dan ook vel over de vervachting van een kansverdeling in plaats 

van de vervachting van een stocbastische grootbeid die deze kansverdeling 

bezi t. Soms zullen rij EX door een l!ymbool rill en aangeven. Hiervoor zal 

dan in het algemeen de letter µ vorden gebruikt. Daarbij zal uiteraard 

steeds vorden aangegeven op velke stochastische grootbeid of op velke kans­

verdeling deze verva.chting betrekking bee~. 

Zij Y = (Y1 , .•• ,Yk) een stochastische vector met kansverdeling Py en 

bescbouv de stochastische grootheid X = $(Y) = ~(Y 1 , •.. ,Yk)' $ eindig en 

meetbaar. Ds.n geldt, vederom volgens de overplantingsstelling 

(2.7.3) EX= E~(y) = f ~(Y(w))dP = f ~(y) dPy• 
n Rk 

Wij kunnen de verwacbting van X = ~(Y) dus op drie verschillende vijzen be­

palen: als integraal over n m.b.t. P, als integraal over R1 m.b.t. zijn 

kansverdeling PX en als integraal over Rk m. b. t. de kansverdeling p y van Y. 

In de vaak voorkomende situatie vaarin Py gegeven is, is (2.7.3) meestal. de 

aangevezen metbode; het voordeel boven (2.7.2) is dat vij ons de moeite van 

bet bepalen van PX besparen. 

Indien X een kansdicbtbeid fx ten opzichte van een a - finiete ma.at µ op 
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(R1 ,81 ) bezit, kan (2.7.2) volgens de stelling van Radon-Nikodym ook ge­

schreven worden a.ls 

(2 .7.4 ) EX I x fx(x) dµ(x). 
1 

R 

Als X een discrete verdeling op een eindige of a~elbare verzameling D c R
1 

bezit, kan voor µ de telma.at op D worden gekozen waa.rdoor (2 .7.4) overga.at 

in 

(2.7.5) EX= l x P(X=x). 
xeD 

Voor continu verdeelde X met kansdichtheid fx = F~ kan voor µ de Lebesgue 

maat worden gekozen waardoor (2.7.4) overgaat in 

(2.7.6) 

Op ana.loge wijze kan (2.7.3) worden geschreven als 

(2.7.7) EX= E ~(Y) = I ~(y) fy(y) dv(y) 
Rk 

wanneer Y een dichtbeid fy ten opzichte van een a-finiete mast v op 

(Rk,Bk) bezit. Als Y discreet is op D c Rk vinden wij 

(2.7.8) EX = E ~(Y) l ~(y) P(Y=y), 
yeD 

terwijl voor continu verdeelde Y met fy gedefinieerd door (2.5.8) en 

continue ~ geldt 

(2.7.9) EX = E ~(Y) 

De volgende eigenschappen van de verwachting volgen recbtstreeks uit die 

van de integraal (zie stelling 1.6 . 1). 
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SteZZ.ing 2. 7. 1. 

a. 

b. 

c. 

d. 

e . 

Als X(w) = IA(w) , A€ A, dan geldt EX= P(A). 

Als P(X=c) = 1, c € R1, dan geldt EX= c. 

Voor stochastische grootheden x
1 

en x
2 

en reele a, b en c geldt 

E(ax
1
+bX

2
+c) = a EX

1 
+ b EJS? + c mits het rechterlid van deze gelijk­

heid gedefinieerd is. 

Als P(x1,:;.x2 ) = 1 dan geldt EX1 ~Ex2 mits beide verwachtingen gedefi­

nieerd zijn ; met name volgt uit P(X.:;,c) = 1 , c € R
1

, dat EX ~ c. 

Indien EX gedefinieerd is , geldt IEXI ~ EIXI =EX+ +EX-. 

Natuurlijk bezitten ook de andere stellingen over integralen een analogon 

voor verwachtingen. Wij noemen hier slechts de ongelijkheid van Jensen en 

een specia.a.J. geval van de stelling van Fubini. 

Stelling 2.7 . 2. (Jensen) 

Zij X een stochastische grootheid met eindige verwachting en zij ~ een 
1 reele meetbare convexe functie op R Dan geldt E ~(X) ~~(EX). 

SteZling 2.7.3 . (Fubini) 

Als X1 en x2 o.o. stochastische grootheden ziJn waarvoor hetzij 

P(x1x~o) = 1 hetzij Elx1x2 1 < ~, dan geldt Ex
1
x

2 
= Ex

1
EX

2
• 

De verwachting van X kan worden opgevat als een "gemiddelde waarde" 

van de stochastische grootheid . Evenzo kunnen wij "gemiddelden" van ze­

kere f'uncties van X beschouwen. 

Definitie 2.7.2 . 

Indien ~ voor zekere gehele k > 0 P-integreerbaar is , noemt men 

EJ(t = f ~(w) dP 

het ke moment van X; als bovendien Ii EX gedefinieerd en eindig is, noemt 

men 

f (X(w)-\i )k dP 
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het ke aen'trale moment van X. Voor iedere reele r > O heet 

het absolute moment van de orde r van X. 

In tegenstelling tot absolute momenten worden momenten en oentrale mo­

menten slechts voor gehele waarden van k gedefinieerd. Deze beperking komt 

vo6rt uit het feit dat wij slechts verwachtingen van reele tuncties wensen 

te beschouwen. Merk op dat voor iedere stochastische Rrootheid X alle abso­

lute momenten en alle even momenten gedefinieerd zijn; als X een eindige 

verwachting bezit, zijn ook alJ.e even centrale momenten gedefinieerd. Dit 

houdt natuurlijk geenszins in dat deze momenten ook eindig zouden zijn. 

SteZZing 2.7 . 4. 

Indien voor zekere reele r 0 > 0 het absolute moment van de orde r
0 

van een 

stochastische grootheid X eindig is, dan is ook het absolute moment van de 

orde r van X eindig voor alle 0 < r < r 0 . Tevens zijn dan het ke moment en 

het ke centrale moment van X gedefinieerd en eindig voor alle positieve ge­

hel.e k ~ r 0 • 

Bewijs: 

Voor 0 < r < r
0 

gel.dt 

Voor gehele positieve k ~ r 0 volgt uit de hierboven a8J\getoonde P-sommeer­

baarbeid van lxlk en de meetbaarheid van ~ tevens de P-sommeerbaarheid 

van bet positieve en van het negatieve deel van ~ en dus ook die van ~ 
zel.f'. Bet ke moment is dus gedefinieerd en eindig. Het bestaan van een po­

sitieve gebele k ~ r
0 

impliceert dat r 0 ~ 1, zodat volgens bet voorafgaan­

de ~ = EX gedefinieerd en eindig is. Dus is ook 

k 

I 
j=O 

( - 1 )k-j (~) \Jk-j ~ 
J 

P-sommeerbaar , zodat bet ke centrale moment gedefinieerd en eindig is . 
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Behalve het eerste moment (de verwachting) waarvan in stellingen 

2.7.1 - 2 . 7.3 reeds eigenschappen werden genoemd, zullen wij in deze para­

graaf slechts het tweede centrale moment nader beschouwen. Dit moment wordt 
2 

ook de variantie genoemd en aangegeven met het symbool a ; deze notatie als 

kwadraat is geoorloofd daar het tweede centrale moment, mits gedefinieerd, 

steeds niet negatief is. 

Definitie 2 . 7 . 3. 

De variantie van een stochastische grootheid X met eindige verwachting 

µ = EX wordt gegeven door 

(2.7.10) a (X) = E(X-µ) = (X(w) -µ) dP; 2 2 f 2 

de standaa:r>d.ajl;Jijkin.g van X wordt gegeven door de niet negatieve wortel uit 

de variantie van X: 

(2.7.1r) cr(X) 

1 

[E(X-µ) 2 J2 ~ O. 

Volgens stelling 2. 7. 4 is de variantie van X gedefinieerd en eindig 

indien Ex2 < ~. A1s X discreet verdeeld is op D c R1 dan geldt volgens 

(2.7 . 8) 

(2.7.12) l 2 (x-µ) P(X=x); 
xeD 

als X continu verdeeld is met fx = FX dan geldt volgens (2.7 . 9) 

a2 (x) = J (x-µ)
2 fx(x) dx. 

_.,. 

De standaardafwijking van X, als zijnde de wortel uit de verwachte 

kvadratische afwijking van X van zijn verwachting, heeft dezelfde "fysische 

dimensie" als de stochastische grootheid X zelf en wordt algemeen gehanteerd 

als een maat voor de "spreiding" van de kansverdeling van x. 

De variantie bezit de volgende elementaire eigenschappen. 
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Stt1Hing 2. 7. 5. 

a . o
2
(x) 0 dan en slechts dan indien P(X=c) = 1 voor ~ekere 

b. o
2

(X) = E~ - (EX)
2 

indien het linkerlid gedefinieerd is. 
c . Indien o

2
(X) gedefini eerd is geldt voor alle reele a en b 

reHe c. 

2 2 2 
o (a+bX) = b a (X) en dus o(a+bX) = lbl o(X). 

Bewijs: 

a. o
2

(X) = f (X(w)-µ)
2 

dP = 0, µ = EX, impliceert dat (X(w)-µ) 2 • o 
P- bijna overal, d.w. z . P(X=µ) = 1. Omgekeerd: als P(X=c) • 1 dan geldt 
µ = EX= c zodat (X(w)-µ)

2 
= 0 P-bijna overal en dus o2 (x) • o. 

b. o
2

(X) = E(X-µ)
2 = E(~-2µX+µ2 ) = E~ - 2µ EX + µ 2 = E~ - (EX)2 va.arin 

µ = EX. 

c. Voor µ = EX geldt E(a+bX) 

Eb2 (X-µ )
2 = b 2 o2 (X) . 

a + bµ zodat o 2 (a+bX) E(a+bX-a- bµ) 2 • 

Uit c. en stelling 2 . 7.1 volgt dat indien X eindige vervachting 
µ EX en eindige variantie o

2 
= o

2
(x) bezit, de stochastische (U'OOtheid 

x* = X-µ 
a 

verwachting 0 en variantie 1 bezit . Men noemt x* de geetanda.ard.issfn'iUJ 

van X. Uit c . blijkt tevens d.at de standa.ardafVijking de eigenschappen be­

zit die wij van een maat voor "spreiding" mogen eisen: hij is invariant 
onder verschuiving van de kansverdeling van X en reageert lineair op scba.al­
veranderingen. 

Definitie 2.7.4. 
Indien de stocbastische grootheden x1 en ~ eindige verwachtingen µ1 reap. 
µ
2 

bezitte.n en x1x2 P- integreerbaar is , wordt de covariantie van X1 en x2 
gegeven door 

De stoch&stische grootbeden x1 en x2 heten ongecorre'leerd indien 
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cov(X1 ,X2 ) • O. 

Merk op dat cov(X ,X) 

SteHing 2.7.6. 
a . cov(x

1 
, x

2
) = Ex

1
x

2 
- EX

1
EJS? indien het linkerlid gedefinieerd is . 

b. Indien x
1 

en x
2 

eindige varianties bezitten is cov(X1 ,x2 ) gedefinieerd 

en eindig. 
c. Indien x

1 
en JS? o . o. zijn en een eindige covariantie bezitten dan zijn 

x
1 

en x
2 

ongecorreleerd. 

d. Voor reele a
1 
•82,. .. ,an en stocbastiscbe grootheden x 1 ,x2 • • · • ,Xn 

met ein~ge varianties geldt 

2 n n n 
a ( l a.x.) l l ai aJ. cov(Xi,Xj) 

i=1 ]. ]. i=1 j=1 

n 
l a~a2(x.)+2rra.a.cov(x.,x.) 

i=1 ]. ]. i <j ]. J l. J 

Indien x
1 
,x

2
, ... ,Xn bovendien paarsgevijs ongecorreleerd zijn geldt 

2 n ° 2 2 
a ( l a.X.) = I ai a (Xi). 

i=1 ]. l. i=1 

N. B. Met nadruk zij er op gevezen dat deel c van deze stelling niet omkeer­

baar is: ongecorreleerde stochastische grootheden x1 en x2 zij n niet nood­

zakelijk o.o. (zie opga.ve 4). 

Bet.ri.js: 

a. Daar cov(X1,x
2

) gedefinieerd is zijn 11
1 

zodat 

EX1 en 11
2 

EX
2 beide eindig 

aangezien bet rechterlid gedefinieerd is ( stelling 2. 7. 1 ) . Merk op dat 

hieruit volgt dat eindigheid van 11
1 

en 11
2 

en P-integreerbaarheid van 



b. 

c . 

d. 
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X1X2 ook P-integreerbaarheid van (X1-µ 1 ) (X2-µ 2 ) inhoudt, waarmee de­

finitie 2.7 . 4 gerechtvaardigd is. 

D 2(X ) 2( ) 2 E 2 . . aar o 1 <~en o x2 < ~, ziJn EX1 , EX
1

, EX
2 

en X2 alle eindig. 

Aangezien 12 x 1x2 1 ~ x; + x; is dus ook x
1
x

2 
P-sommeerbaar zodat het 

gestelde uit a. volgt. 

Uit stelling 2.7.3 volgt dat in dit geval EX1x
2 

= EX
1
Ex

2 
zodat vol­

gens a. cov(X
1
,x

2
) = O. 

Uit de eindigheid der varianties volgt de eindigheid der verva.chtingen 

en covarianties zodat El ai Xi = l ai µi waarbij µi = EXi' en 

2 'i' 2 
o (la.X.) = E{L a.(X. - µ.)} =El 

J. J. J. J. J. • 
J. 

= L la. a. cov(X.,X.) . 
ij J. J J. J 

Hieruit vol gen de overige beweringen ender d. 

Uit stelling 2 . 7.1 c. en stelling 2. 7. 6 c. en d. volgt onmiddellijk 

SteUing 2.7.7. 

Indien X1 ,X2 , •• • ,xn stochastische grootheden zijn met dezelfde e i ndige 

variantie o
2 = o2 (x.) en verwachting µ=EX., dan geldt voor hun som 

n 
1

. - 1n 
1 

S = "· 1 x, en hun gemiddelde X = - "· 1 X. li= ~ n li= 1 

ES= nµ, EX= µ . 

Als x1 ,x2 , • • • , X
0 

bovendien paarswijs ongecorreleerd zijn (dus a fortiori 

wanneer zij paarsgewijs of onderling onafhankelijk zijn) dan geldt 

2 2 o (S) = no , 

Defini~ie 2.7.5. 

02 

n 

Zij X = (x
1 
,x

2
, • • • ,Xn) een stochastische vector waarvan ieder·e component 

eindige variantie bezit . De cova:riantie-matrix tx van deze stochastische 

vector is de (nxn)-matrix met elementen o .. = cov(X
1
.,XJ.) i,j = 1,2 , . .. ,n. 

J. ,J 

N.B. Het diagonaal element o . . stelt de variantie van X. voo·r en niet de i,i J. 



stand.aardaf'wijking van x. zoals de notatie zou doen vermoeden. 
1 

Stsl.U.ng 2. 7. 8. 

Zij X = (X1 ,~, ... ,X0
) een stochastische vector vaarv8t iedere colll]>Onent 

eindige variantie bezit. Dan is de covariantie-matrix +x symmetrisch en 
positief semi-definiet. tx is dan en slechts dan singul.ier indien er een 
niet triviale lineaire combinatie van x1 ,x2 , ••• ,Xn bestaat die een ge­
degenereerde verdeling bezit, d.w.z. indien voor zekere reele c en 
a1 ,~, •.. ,an met la~# O, geldt 

n 
P( l 

i=l 

Bewijs: 

a. x. 
1 l 

c) 1. 

tx is symmetrisch daar cov(Xi,Xj) = cov(Xj,Xi). Aangezien een variantie 
steeds niet-negatief is volgt uit stelling 2 . 7.6 d 

2 n 
O <a ( l a.x.) = 

- i .. 1 1 l 

n n 

l l oi,J.aiaJ., 
i=1 j=1 

a .. = cov(x.,x.), 1 , J 1 J 

voor alle reele a1,a2 , ... ,an' zodat fx positief semi-definiet is. tx is 
dus dan en slechts dan singulier, indien er reele getallen a 1 ,a2 , • •. ,a

0 
met l a~ # 0 bestaan, waarvoor de bovenste.ande kwadratische vorm gelijk is 1 

a.annul, d.w.z. waarvoor a2(La.X.) = o. Toepassing van stelling 2.7.5 a 1 l 
voltooit bet bewijs. 

Past men het bovenstaande toe voor n = 2, dan vindt men dat voor twee 
stochastische grootheden x1 en x2 met eindige varianties de matrix 

positief semi-definiet is. De determinant van deze matrix is dus niet 
negatief, d.w.z. 

(2.7.15) 
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gelijkheid geldt hierbij dan en slechts dan indien de matrix (2.7.14) 

singulier is, d.w.z. indien voor zekere a 1 , a
2 

enc met a~+ a; 1 O geldt 

De ongelijkheid (2.7. 15 ) - die in feite niet anders is dan de ongelijkheid 

van Schwartz - is aanleiding tot de vol~ende definitie . 

Definitie 2 .7.6. 

De correiatie-coe'f'ficient van twee stochastische grootheden x
1 

en x
2 

met 

eindige positieve varianties wordt gegeven door 

SteHing 2. 7 .9. 

cov(x1,x2 ) 

o(x
1 
)o(x

2
) 

Voor twee stochastische grootheden x 1 en x
2 

met eindige positieve varian­

ties geldt steeds 

p(X1,x2 ) = O dan en slechts dan indien x1 en x2 ongecorreleerd zijn; 

p(X1,x2 ) = 1 (resp. - 1) dan en slechts dan als (2 . 7.16) geldt voor zekere 

a 1 , a2 enc waarvoor a 1a2 < 0 (resp. > O). 

Bewijs: 

De beide eerste beweringen volgen uit (2.7.15), bet feit dat beide varian­

ties positief en eindig zijn en uit de defini tie van het begrip ongecorre­

leerd. Daar de varianties positief zijn, zijn de verdelingen van X1 en x2 
beide niet gedegenereerd. Dus geldt IP(X1,x2 >1 = 1 dan en slechts dan in­

dien (2 .7. 16) vervuld is voor zekere a 1 en a2 waarvoor a 1a; # O. In dit 

geval geldt 

cov(a1x1,c-a1x 1) 2 2 -a1
o (X

1
) < o, 



zodat p ( x1 ,x2 ) = 1 ( resp. - 1) en dus cov( x1 ,x2 ) > 0 ( resp. < 0) impliceerl 

dat a 1 a2 < 0 ( resp. > O) • 

Een correlatiecoefficient 1 of - 1 geef't dus aan dat er tussen beide 

stochastische grootheden met kans 1 een stijgend respectievelijk dalend 

lineair verband bestaat. In bet algemeen wordt j p(X1,x2 )1 opgevat als een 

aanduiding van de mate van 1ineaire af'hankelijkheid tussen x1 en x
2

. 

Voorbeelden 

Deze paragraaf vordt besloten met het berekenen van vervachtingen, varian­

ties en covarianties van de in §2.6 behandelde kansverdelingen . 

2. 7 .1. Gedegen£reerd,e verd£Ung 

Indien P(X=x0 ) = 1 dan geldt EX= x
0 

en a 2 (x) 
en 2.7.5. 

0 volgens stellingen 2.7 . 1. 

2. 7. 2. Ai ternatieve verd,e Ung in O en 1 

Als P(X=1) = p en P(X=O) = 1 p dan geldt EX= p, E-f­

o2(X) = E-f- - (EX) 2 = p - p2 = p(1-p). 

2.7.3. Binomi.a.Ze verd£Ung 

Zij X binomiaal verdeeld met parameters n en p, d.w.z. 

p en dus 

x=0,1, .. . ,n. 

Zeals in §2 . 6 werd opgemerkt is de verdeling van X dezelfde als die van 

n 

l 
i=1 

x. 
1 

waarbij X1 ,X2 ,. • · ,Xn o.o. zijn en a.lle de in het vorige voorbeeld be­

sproken alternatieve verdeling bezitten . Dus geldt volgens stelling 2.7.7 

(2.7.17) EX = np, 2 a (X) = np(1-p). 

2 . 7.4. Hypergeometriache verdeling 

Veronderstel dat X de b.ypergeometrische verdeling 
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P(X=x) 

bezit . Een voorbeeld van een dergelijke stochasti sche grootheid X is het 

aantal rode knikkers i n een aselecte steekproef zonder terugleggin~ van n 
knikkers uit een vaas waarin zich r rode en (N- r) witte knikkers bevinden. 
Definieren wij 

als bij de ie trekking een rode knikker wordt getrokken 
x. 

J. 
0 anders , 

dan geldt X ~n X. voor deze X. BiJ' het beantwoorden van opgave 2 van Li=1 J. 

§2 . 6 wordt gevonden (ga dit na) 

r - N', i = 1 ,2, •. . ,n 

zodat x1,x2 , ... ,X
0 

afbankelijk zijn doch alle dezelfde alternatieve ver­

deling bezitten. Uit het bovenstaande volgt 

Uit het eerste deel van stelling 2.7.7 en uit stel ling 2.7.6 d volgt nu 

EX_!!.!: c?Cx) = n(N-n) r(N-r) , 
- N ' N2 (N-1) 

aangezien 

n n 2 
a2 (X) = a

2
( l x.) l a(X.)+2 J. l cov(X. ,X.) "' 

l l : . l J i =1 i=1 l<J 

r(N-r) n(n-1) r(N-r) n~N-n) r{N-r2 n 
N2 N2 (N-1) N2 (N- 1) 



2. 7.5 . Poisson verdsting 

Indien X een Poisson verdeling met parameter IJ bezit, d.v.z. 

dan geldt 

(2 . 7.19) 

Immers 

x 
P(X=x) = e -µ !!, , 

x. 

EX= e-IJ I 
x=O 

x=0,1 , ... , 

IJ. 

CIO X 00 X 
EX(X-1) = e-µ l x(x-1) ~= -lJ I \J = e-µ µ 2 e\J = 

x=O x. e x=2 (x- 2) ! 

o2
(X): ~ - (EX)2 = EX(X-1) +EX - (EX)

2 = u2 
+ µ - µ

2 

2. 7 .6. Negatisf binomiate verdsling 

2 
lJ • 

lJ. 

Als X een negatief binomiale verdeling met parameters ken p bezit, d.v.z. 

P(X=x) (x-1) k ( )x-k 
k-1 p l-p , x = k,k+1, •• • , 

dan geldt 

(2 .7.20) EX = .!. p , 

Immers, voor k = geldt 

.. 
EX= l x p(1 - p)x-l 

x=1 
d ~ ( )x d (p-1 ) = _p1 , - p - l 1-p = - p dp 

dp xa:O 

00 

x-1 d2 "' +1 EX(X+1) = I x(x+1) p(1-p) = p - I ( 1-p)x 
x=1 dp2 x=-1 

o
2

(X) =E.,? - (EX)
2 = EX(X+1) - EX - (EX)2 = l-: 

p 

2 =-2 • 
p 
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Aangezien de som van k o . o. stochastische grootheden met negatief binomiale 

verdelingen met parameters 1 en p een negatief binomiale verdeling met 

parameters ken p bezit, volgt (2 . 7 .20) uit stelling 2 .7.7. 

2.7.7. Multinomiale verdeling 

Zij X = (X1 ,X2 , . .. ,~) een stochastische vector met een multinomiale verde­

ling met parameters n en p = (p1 ,p
2

, ... ,pk), d.w.z 

P(X=x) 

voor iedere vector x = (x1 ,x
2

, ••• ,~) van niet-negatieve gehele getaJ.len 

met L xj = n . Daar de marginaJ.e verdeling van Xj een binomiaJ.e verdeling 

met parameters n en p. is, geldt 
J 

(2.7.21) EX. 
J 

np o
2 (X.) = np.( 1-p . ). 

j' J J J 

Voort s is voor j 1 m 

n ! 

j 1 ,2' ... ,k. 

yk 
pk = n(n-1) p. p , 

J m 

waarb ij de eerste sommatie loopt over aJ.le x = (x
1

, •• • ,~) met niet-nega­

tieve gehele componenten met L x. = n en de t weede sommatie over alle 
), 

y = (y1 , .. . ,yk) met niet-negatieve gehele componenten met l yi = n - 2 . 

De laatste som is derhaJ.ve gelijk aan 1. Uit bet bovenstaande volgt 

(2.7.22) cov(X. ,X ) = - n P· p , 
J m J m 

j I m. 

2 . 7.8 . Homogene verdeling op (0, 1) 

De kansdichtheid van een stochastische grootheid X die homogeen verdeeld 

is op (0,1) is 
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voor O < x < 1 

0 anders 

Daar J x fx(x) dx = ~ en J x2 
fx(x) dx = t• geldt 

(2.7 . 23) 1 2 1 
EX = 2• a (X) = 12· 

2.7 . 9. Gan1na verdeZing 

De kansdichtheid van een stochastische grootheid X die een gamma verdeling 

met parameters k en°A
0

bezit wordt gegeven door 

Daar 

geldt 

(2.7.24) 

x > o. 

"" "" 
J x fx(x) dx = rC:) J 

"" 
-AX k 1 J -x xk dx e x dx = Ir{'k') e 

0 0 

= r<r)) k 
Ar k = ):°• 

EX=~ A' 

0 

e-Ax xk+1 dx = r(k+2) = k(k+1) 
A 2r(k) x2 ' 

2. 7 .10. DubbeZ- exponentii:IZe verdeiing 

X bezit een dubbel-exponentiele verdeling met parameter X als 

Dan geldt 

(2.7 . 25) EX= O, a2(X) = 2
2

. 
A 
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Ret eerste volgt uit de integreerbaa.rheid van x fx(x) en de symmetrie van 

fx om nul, terwijl 

2.7.11. Cauahy verdeLing 
X bezit een standaa.rd Cauchy verdeling als 

1 rx<x) = 2 • 
'11( l+x ) 

.. 
2 
2 · 
>. 

Voor reeler~ 1 is de f'Unctie fxlr (1+x2 )-1 niet sommeerba.ar terwijl voor 

oneven k ~ 1 de fUnctie xk(1+x2 )-1 zelfs niet integreerbe.ar is. De Cauchy 

verdeling bezit dan ook geen enkel eindig moment van een orde ~ 1. De on­

even momenten en al.le centraJ.e momenten zijn niet gedefinieerd; de even 

momenten en alle andere absolute momenten van een orde r ~ 1 zijn alle ge­

lij k aan + ... 

2.7.12. Nor-male verdeZing 
X bezit een normale verdeling met parameters µ en o2 als 

_ .!.(x-µ)2 
1 2 cr 

fx(x) = cr;l'2°; e 

Zoals de notatie reeds doet vermoeden zijn verwachting en variantie van X 

juist gelijk aan de parameters µ en o2 van de verdeling: 

(2.7.26) EX \l • 

Het eerste volgt uit de integreerbaarbeid van x fx(x) en de symmetrie van 

fx om µ, terwijl partiele integratie levert 

2 1 
0 (X) = CJ'2w 

2 
CJ 

= l2i 

_ .. 
2 

CJ • 

_ .. 
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2 . 7. 13. MeerdimensicnaZ.e normaZ.e vet® Ung 
De stochastische vector X = (x1 ,~···· •Xit) bezit een k-dimensionale N(µ, t )-
verdeling als 

f (x) = /2 1 t 1/2 exp(-~(x-µ) ' t-1(x-µ)). 
x C21r)k <I I> 

In §2.6 werd AAnaetoond dat x. in dit geva.l een eendimensiona..le N(µ. , o .. )----0 l. l. l.l. 
verdeling bezit, zodat 

(2.7.27) i 1,2, ... ,k. 

Voorts werd bevezen dat l bj xj een eendimensionale NCI bjµj' i ?oijbibj)­

verdeling bezit. Hieruit volgt dat o2
(x. +X.) = a .. + a .. + 2o. ~ ~ l. J l.l. JJ l.J 

= a2{x.) + c/(x.) + 2o .. voor i :i j, aangezien de matrix t symmetrisch is. l. J l.J + 
Vergelijkingen met stelling 2 .7.6 d leert nu dat 

(2.7.28) cov( X. , X . ) = a .. ( = a .. ) , 
l. J l.J Jl 

i :i j. 

De parameters µ en t van de meerdimensionale normale verdeling Zl.Jn dua 
juist de vector van vervachting en de covariantie-matrix van de stochastische 
vector x. In dit licht bezien betekent de eis dat t symmetrisch en positief­
definiet is (zie §2.6) slechts uitsluiting van het geval waarin een 1ineaire 
combinatie van de componenten van X een gedegenereerde verdeling bezit. 

Tenslotte verd in §2.6 aangetoond dat x
1 
,x2 , .. -~ dan en slechts dan 

o.o. zijn indien t een diagonaal-matrix is. Voor stochastische grootheden 
die een simultane normale verdeling bezitten zijn de begrippen "(paars­
gevijs) ongecorreleerd" een "onderling onafhankelijk" dus equivalent. 

Opgaven 

1. Bevijs: Als F de verdelingsf'unctie is van een niet-negatieve stochastische 
grootheid X, dan geldt .. 

EX J (1-F{x)) dx. 

0 
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2. Zij X een stochastiscbe grootheid, EX = ~ en Ex2 < ~ 
Laat zien dat a 2 (X),:;. E(X-a)2 voor alle a€ R1 • 

3. Bewijs dat E(X- 1
) ~ (EX)- 1 voor iedere stochastische grootheid X, 

waarvoor P(X>O) = 1. 

4. De stochastische grootheden X en Y bezitten de volgende simul.tane verde­

ling 

P(X=O,Y=l) P(X=O,Y=-1) P(X=1,Y=O) P(X=-1,Y=O) 

Toon a.an dat X en Y ongecorreleerd doch niet o.o . zijn . 

1 
11· 

5. Indien x
1

,x2 , ... ,X
0 

eindige varianties bezitten dan geldt voor reele 

a
1

, ••• , an, b 1 , ••• ,bn 

n 
cov( I a.x., 

i=1 l. l. 

n 

l 
i=1 

b.X.) 
J. J. 

n n 

l l 
i=1 j=1 

a.b. cov(X. ,X.). 
J. J J. J 

6. Indien de stochastische grootbeden X en Y dezelfde eindige variantie 

bezitten, dan zijn de stochastische grootheden X + Y en X - Y ongecor­

releerd. Toon dit aa.n. (Zie ook 2.6. opgave 17 .) . 
7. Bepaal verwachting en variantie van de binomia:te en van de hypergeome­

trische verdeling rechtstreeks uit de betreffende kansverdelingen zonder 
gebruik te maken van splitsing in alternatief verdeelde stochastiscbe 
grootheden. 

8 . Een secretaresse moet N brieven naar N verscbillende adressen versturen. 
Voor iedere brief neemt ze aselect een van de reeds geadresseerde enve­
loppen. Bereken bet verwachte aantal brieven dat in de juiste enveloppen 
wordt verstuurd zonder de verdeling van dit aantal te bepa1en. 

9. Men wenst bloedmonsters, afkomstig van een groot aantal personen, te on­

derzoeken op de aanwezigbeid van een bepaa:tde stof. Ter besparing van 
kosten gaat men hierbij a.ls volgt te werk . Men verdeelt de te onderzoe­

ken personen in groepen van k~ Voor iedere groep worden de bloedmonsters 
bijeengevoegd, waarna bet aldus verkregen mengsel wordt onderzocbt . 
Valt de analyse negatief uit, dan kan men hiermee volstaan. Is bet re­
sul.taat positief, dan wordt bet bloed van de betreffende k personen als-
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nog afzonderlijk onderzocht, zodat men in dat geval in totaal k+ 1 ana­

lyses moet uitvoeren voor deze k personen. Verondersteld wordt , dat de 

te onderzoeken personen o.o. zijn en dat voor ieder van hen de kans, 

dat zijn bloed de stof in kwestie niet bevat, gelijk is aan p. 

a) Bereken de kans dat de analyse van de gemengde bloedmonsters van een 

groep k personen positief uitvalt. 

b) Zij S het tot ale aantal ui t te voeren analyses als men n mk perso­

nen onderzoekt. Bereken ES en a2(S) . 

c) Voor welke waarden van p geeft de boven beschreven methode b i j geschikt 

gekozen k inderdaad een besparing vergeleken met het apart analyser~n 

van alle monsters? Geef een benadering voor de optimale ~arde van k, 

afhankeli.ik van p . 
10. Zij M het hoogste getrokken lotnummer in 2 . 1, opgave 3. 

La.at zien dat voor vast gekozen n 

n 

(n+1) 2 (n+2) 

11 . In een flatgebouw met (k+1) woonlagen , van beneden af genummerd 

0,1, .•• ,k, vertrekt een lift met n personen van woonlaag O naar boven. 

Aa.ngenomen wordt dat op de woonlagen 1 ,2 , . •. ,k geen personen wensen in 

te stappen, zodat alleen wordt gestopt om de n personen te laten uit­

stappen. Voorts wordt verondersteld dat deze n personen het nummer van 

de woonlaag waar zij uitstappen aselect en onafhankelijk van elkaar ~it-­

de getallen 1,2, ..• ,k kiezen. Bereken verwachting en variantie van het 

aantal malen dat de lift stopt zonder de kansverdeling van di t aantal 
malen te bepalen . 

12. X bezit een standaard normale verdeling. Bewijs dat voor positieve 
gehele k geldt 

0 als k oneven is, 

k! 
als k even is. 

Leid hieruit een uitdrukking voor E(Y-µ)k af, wanneer y een N(µ , a2 )­
verdeling bezit . 
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2.8. DE ZWAKKE WEI' VAN DE GROTE AANTALLEN 

Stetting 2. 8. 1. 

Zij Y een stochastische grootheid waarvoor P(Y,;:.O) = 1 en zij + een niet­
negatieve en niet-dalende funct ie gedefinieerd op [O ,w). Dan ~eldt voor 
iedere c > 0 waarvoor +(c) > O, 

(2.8.1) 

Bewijs: 

P(Y __ >c) < filrl 
-~· 

= f +(y) dPy = f 
[O,c) 

+(y) dPY + f +(y) d.Py.::,, 
[c,w) 

.::,, +(c) f dPy = +(c) P(Y~c), 
(c ,oo) 

waaruit de stelling volgt daar +(c) > O. 

Ongelijkheden van het type (2.8.1) worden onge'lijkheden van Chebyahev 
genoemd. Zij zijn alleen dan niet triviaal indien E+(Y) < +(c); zeker dient 
dus E+(Y) eindig te worden verondersteld. Meestal hanteert men hierbij 
functies + waarvoo: ~ +(y) = ... Men gebruikt dan de ongelijkbeid om te 
concluderen dat voor alle niet-negatieve stochastische grootheden Y waar­
voor E+(Y) een gegeven eindige we.arde bezit, de kans P(Y,;:.c) uniform naar 
boven begrensd is door een functie van c die naar 0 nadert voor c + 00 • 

Voor praktische toepassing zijn ongelijkheden van Chebyshev in het algemeen 
niet voldoende scherp; als bewijstechniek zijn zij echter van grote waarde. 
De volgende speciale gevallen zijn hierbij van bijzonder belang. 

Door voor een willekeurige stochastische grootheid X, Y = IXI en 
+(y) =yr, r > o, te kiezen ontstaat de zogenaamde onge'lijkheid van Ma:t'kov: 
Voor iedere stochastische grootheid X waarvan het absolute moment van de 
orde r (> 0) eindig is, geldt voor iedere c > 0 

(2.8.2) 
r 

P( IXI > c) < !.11U:.. 
- - r c 
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Dit resu1taat wordt vooral voor r = 1 en r 2 veel gebruikt. 
Door voor een stochastiscbe grootbeid X met eindige vervachting µ en 

variantie o2 , y =IX - µI en +(y) = y 2 te kiezen ontstaat de ongeUjkheid 
van Bienaym6 - Chebyehev: 
Voor iedere stochastische grootheid X wa.arvoor µ = EX en o2 = a 2 (X) eindig 
zijn, geldt voor iedere c > 0 

(2.8.3) < 
(J2 

P( IX-µ I ~ c) = 2 c 

a.ls o2 
> O kunnen wij hiervoor ook schrijven 

(2.8 .4) p(lktl > c) < _!. : 
a - - 2 c 

de kans dat de gestandaardiseerde van een stochastische grootheid in abso-
. -2 lute waarde ~ c is, is noo1t groter dan c 

Definitie 2.8.1. 

Een rij stochastische grootheden x
1
,x

2
, ... convergeert in waarachijnZijkheid 

naar een reeel getal a (notatie: Xn~ a voor n-+<>o) indien voor iedere £ > 0 

lim P( IX -a l > c) = O. 
n....., n 

Een r1J stochastische grootheden x
1 ,x2

, ••• convergeert in waarschijnlijk­
heid naar een stocbastiscbe grootheid X (notatie: X ~X voor n+-) indien n 
Xn X ~ 0 voor n ~ •, d.w.z. indien voor iedere £ > O 

lim P( IX -XI > £) = o. 
n....., n 

Merk op dat in het laatste geval de stochastische grootheden X,X
1 

,x2 , •• . 
op dezelfde kansruimte gedefinieerd dienen te zijo; voor convergentie in 
waa.rscbijnlijkheid naar een reeel getal behoeft de rij x

1 
,x2 ,. • • niet op 

dezelfde kansruimte gedefinieerd te zijn: het betreft in di t geval. een ei­
genschap van de rij kansverdelingen PX ,PX , ..• 

1 2 
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Steliing 2.8.2 . 

Indien X1 ,X2 , •.. o.o . stochastische grootheden zijn die alle dezelfde ver­

wachting µ en dezelfde eindige variantie o2 bezitten, dan convergeert de 

rij der gemiddelden 

x 
n 

n 

n l Xi, 
i=l 

n = 1 , 2, . .. , 

voor n 4 ~ in waarschijnlijkheid naar µ. 

Be1JJijs: 

Daar o
2 

gedefinieerd is, is µ eindig en volgens stelling 2 . 7.7 geldt 

Toepassing van de ongelijkheid van Bienayme-Chebyshev op X levert voor 
n 

iedere e: > 0 

zodat voor iedere e: > O 

lim P(IX -µI > e:) O. n 
n~ 

Deze stelling staat bekend als de zwakke wet van de grote aantaZZ.en . 

De stelling is overigens een zwakke versie van deze zwakke wet aangezien 

de eis van gelijke eindige varianties onnodig restrictief is (zie opgave 1) . 
Indien men veronderstelt dat x

1
,x2 , ... o.o. en identiek verdee1d zijn met 

eindige verwachting µ = EXi, behoe~ zelfs geen enkele andere voorwaarde te 

worden opgelegd om de zwa.kke wet te bewijzen. Een interessant speciaal ge­

val van stelling 2.8.2 is bet volgende. 

Stelling 2.8 .3. (BernouJ.li) 

Beschouw een oneindige rij van o . o. uitvoeringen van een experiment waarbij 

bij ieder (deel) experiment de kans op het optreden van een eventualiteit S 
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Z .. X(n) bet aa.ntal malen dat S optreedt bij de eerste n gelijk is aan P· lJ 
de riJ. der f'requentie-quotienten van S, experimenten. Dan convergeert 

x<n) __ , n;1,2, ... , 
n 

voor n + .., in waa.rschijnlijkheid naar P· 

Bewijs: 
Zij 

a.ls s bij het ie experiment optreedt 

O anders, 

dan zijn x
1
,x

2
, •.. o.o. en identiek verdeeld met EXi 

p( 1-p) < "'· De.ar 

volgt de stelling rechtsreeks uit stellin~ 2.8.2. 

Stelling 2.8.3. vertoont een duidelijke analogie met de empirische wet 
van de grote aantallen die het intuitieve uitgangspunt bij de opbouw van 
bet kansbegrip vormt. De empirische wet houdt in dat in lange reeksen her­
hal.ingen van een experiment - steeds zorgvuldig ender dezelfde omstandig­
heden uitgevoerd - het frequentie-quotient van een gebeurtenis S zich vs.a.k 
stabiliseert in de nabijheid van een getal p dat wij intu'itief als de ke.ns 
op de gebeurtenis S opvatten. Daar een op deze intuitie gebaseerde definitie va.n bet begrip kans als limiet van het frequentie-quotient op ernstige 
moeilijkheden betreffende bet bestaan van deze limiet stuit, hebben wij 
gekozen voor een axiomatiscbe opbouw van bet kansbegrip waarbij de empi­
riscbe vet slechts a.ls intuitieve motivering van de keuze der axioma's een 
rol speelt. Nu blijk:t dat uit de ogenscbijnlijk zvakke axioma' s (kans is 
een genormeerde maat) een stelling volgt die redelijk goed over eenkomt met 
de empirische vet, mag men bopen dat het door de axioma's gederinieerde 
wiskundige model van het kansbegrip tot pra.ktisch bruikbare resultaten zal 
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leiden. Men hoede zich echter voor de vergissing te menen dat de zwakke wet 

een bewijs van de empirische wet is. Empirisch gevonden resultaten zijn 

langs wiskundige weg niet te bewijzen. 

Opgave 

1. Laten X1.X2 , ... o.o. stochastische grootheden met eindige varianties 

voorstellen die alle dezelfde verwachting ~ bezitten. Indien 

1 n 2 
lim ~ l a (Xi) = O, 
n._ n2 i=1 

dan convergeert de rij der gemiddelden 

n 

n l xi, 
i=1 

n = 1 ,2, ... , 

in waarschijnlijkheid naar µ. 

2.9. ZWAKKE CONVE.RGENTIE VAN KANSVERDELINGEN 

Wij beschouwen in deze paragraaf kansverdelingen op (if,sk) met 1 ~k < 00 

Wij gebruiken daarbij de volgende notatie: 

Voor willekeurige x, y € Rk en A c Rk is 

k 
~(x,y) = {) 

i=1 

de afstand van x tot y, is 

2}~ (x.-y.) 
l. l. 

~(x,A) = inf ~(x,y) 
y€A 

de afstand van x tot A, en stelt 

aA = {x: ~(x,A) = ~(x ,Ac) = O} 

de rand van A voor. Merk op dat cA gesloten is, zodat aA e ~ voor alle 

Ac Rk. Verder schrijven Wl.J C(Rk) voor de verzameling van alle reele 

f'uncties op Rk, die begrensd en continu zijn. 
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Definitie 2.9. 1 

Als P een kansverdeling op (~ ,Jtt) is en A € Jir. de eigenschap heef't dat 

P(<lA) = o, dan noemen wij A een P-continutteitsverzamez.ing. 

Definitie 2.9.2 

Een rij kansverdelingen p ,P
2

, ... op (Rk,Bk) convergeert zwak naar een 
k _le 1 zw 

kansverdeling P op (R .~) ( notatie: P __. P voor n + oo) a.ls 
n 

lim J f(x) dP (x) = f f(x) dP(x) 
n-+oo Rk n Rk 

voor iedere :f'unctie f € C(Rk). Een rij verdelings:f'uncties F 1,F2 , .•• op 

Rk convergeert zwak. naar een verdelings:f'unctie F op Rk (notatie: F n ~ F 

voor n + 00 ) als de met de F corresponderende rij kansverdelingen zwak. con-n 
vergeert naar de kansverdeling, die bij F behoort. 

SteZz.ing 2.9.1 

De volgende vijf beweringen betreffende kansverdelingen P 1,P2 , .. . ,P 

op (~,ak) met verdelings:f'unties F1,F
2

, ... ,F zijn equival.ent 

(i) 

(ii) 

(iii) 

(iv) 

(v) 

Bmvijs: 

P ~ P voor n .... 00 ; 
n 

lim sup P
0

(A) ~P(A) voor iedere gesloten verzameling Ac Rk; 
n+oo 

lim inf Pn(A) ~P(A) voor iedere open verzameling Ac Rk; 
n+oo 

lim P (A) = P(A) voor iedere P-continuiteitsverza.meling A c ~; 
n+oo n 

lim F (x) = F(x) voor ieder punt x € Rk waar de :functie F continu is. 
n+oo n 

Indien wij bij een gesloten verzameling Ac Rk :f'uncties r
1
,r

2
, ... € C(Rk) 

definieren door 

a.ls d (x,A) < ..!. 
K - m' 

als d (x,A) > ..!. 
K - m' 
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dan geldt 

1 ,2, ... , 

en 

Hieruit volgt 

Pn(A) ~ J fm(x) dP0 (x), 
Rk 

m, n 1 ,2, ... , 

en dus impliceert (i) op grond van de defi nit i e van zwakke convergentie 

lim sup Pn(A).:;,, J fm(x) dP(x), m = 1,2, . . . 
n--. Rk 

Laten wij nu m + m, dan gaat het rechter lid van deze ongelijkheid wegens 

de gedomineerde convergentie van fm na.ar IA over in P(A). Da:a.r wij voor A 

iedere gesloten deelverzameling van Rk kunnen nemen , is hiermee aangetoond 

dat (ii) uit (i) volgt. Deequivalent ievan (ii) en (iii) is gem.akkelijk te 

bewijzen door over te gaan op complementen. Schrijven wij A
0 

voor bet in­

wendige , en A voor de afsluiting van een verzameling A e Bk, dan volgt uit 

(ii ) en (iii) 

P(A
0

) -~ lim inf P (A
0

) < lim inf P (A) < 
n - n -

~ lim sup P
0

(A) .:;,, lim sup P (A) < P(A). 
n -

Daar voor iedere P-continuiteitsverzameling A per definitie P(A
0

) P(A) 

volgt (iv) dus uit (ii) en (iii). Verder volgt (v) uit (iv), omdat conti­

nuiteit van de verdelings:functie F in een punt x betekent, dat de eel 

(-~,xJ een P-continuiteitsverzameling is (ga dit na ! ). Tenslotte moeten 

wij nog bewij zen dat ( i) ui t ( v) volgt . Gemakshal ve geven wij het bewij s 

alleen voor het eendimensionale geval (k=1). Laat f e C(R1) , zodat 
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M = s~ lt(x)I < ~. en z1J c > o. Wij kiezen dan een interval. (a,b] zo 
groot dat P((a,b]) ~ 1 - c en bovendien zo, dat de verdelingsfunctie F 

conti nu is in ieder van de punten a en b. Dit laatste is mogelijk omdat 
een verdelingsf'unctie op R1 hoogstens aftelbs.ar veel discontinuiteiten 

beef't (zie 2.4, opgave 1). Nu geldt 

(2.9.1) 

en 

(2.9.2) 

I f f(x) dP(x)I .:;,,M.P((a,b]c) .:;,,M.c, 
(a ,b]c 

I I f(x) d.Pn(x)I ~M.Pn((a,b]c), n = 1 ,2, .•. 
( a,b]c 

Verder volgt uit de continuiteit van f, dat f uniform continu is op het 
gesloten interval [a,b] . Er is dus een getal o > 0 met de eigenschap, 

lt(x) - f(y) I ~ c voor alle x, y e [a,b] met Ix - YI ~ o. We splitsen 
het interval (a,b] nu in een aantal deelintervalleo I. = (x. 

1 
, x.] , 

J .1- J 
j = 1,2, ... ,m met a = x < x < ••. < x = b, "78.arbij we er voor O 1 m 
zorgen dat x. - x. 1 ~ o voor al.le j en dat F cootinu is in ieder van de J J-
punten xj. Nu volgt 

(2 .9 . 3) 

en evenzo, 

(2.9.4) 

daar 

I f(x) dP(x) -

(a,b] 

f f(x) dP (x) -n 
(a,b] 

I f'(x) - f'(x.) I 
J 

m 
I f( x .) P(I.)I < c 

j=1 J J -

m 
l 

j=l 
r(x.) P (r.)I < c, 

J n J -

j = 1 , 2 , ... ,m. 

Uit (2.9.1), (2.9 . 2) , (2.9.3) en (2 . 9.4) concluderen wij 

D = 1,2, .. . , 
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If :f(x) d.P (x) - J f(x) d.P(x) I ~ 
R 1 n R1 

m 
~ 2€: + M l 

j=1 
IP (I.) - P(I.)I + MP ((a,b]e) +Me:, 

n J J n 

n = 1 ,2, .... 

Da.ar F eontinu is in de punten xj, volgt uit (v) 

lim P (I.) 
n.....,. n J 

en ook 

lim (F (x.)-F
0

(x. 1 )) 
n.....,. n J J-

lim P ((a,bf) 
n-+oo n 

Derhalve implieeert (2.9.5) 

j 1 ,2, •.. ,m, 

lim sup If f(x) d.P (xl- J f(x) d.P(x)I ~ 2(M+1) e:, 
n-+«> R 1 n R 1 

en dus volgt (i) daar e: > 0 willekeurig klein gekozen kan worden. Het 

bewijs voor bet meerd.imensionale geval (k>1) verloopt in prineipe net 

zo . Men kiest eerst een eel (a,b) die zo groot is, dat P((a,b]) ~ 1 - c, 

en vervolgens splitst men deze eel met behulp van hypervlakken evenwijdig 

aan de zijvla.kken van (a,b] in een a.antal deeleellen, die zo klein zijn, 

dat f op iedere deeleel minder dan e: varieeil"t. Men dient eehter (a,b] en 

de splitsing daarvan in deeleellen zo te kiezen, dat F eontinu is in alle 

2k hoekpunten van (a,b] en in alle 2k hoekpunten van iedere deeleel. 

Alleen dan kan men immers uit (v) eoneluderen dat Pn((a,b]) ~ P((a,b]) 

voor n + ~ en evenzo voor de deeleellen. Men kan a.an deze eis voldoen 

door bij de constructie uitsluitend hypervla.kken te gebruiken die P-nul­

verz8lllelingen zijn (zie opgave 1) . 

Uit stelling 2.9.1 kunnen wij eoneluderen dat de limiet van een zwak 

convergente rij kansverdelingen uniek is, da.ar volgens (v) zijn verdelings­

f'unctie vast ligt (zie opgave 1). Hieruit volgt de volgende stelling. 
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SteZUng 2.9.2 
Twee kansverdelingen Pen Q op (Rk,~) met de eigenschap dat 

f f(x) dP(x) = J f(x) dQ(x), f e C(~), 
Rk Rk 

zijn identiek. 

BeJ.Uija: 

2 d l.gt p Et p en P Et Q voor Stellen vij P 
0 

= P, n = 1 , , ... , an vo n n 

n + ""• en dus P = Q. 

Op grond van stel.ling 2.9.1 beschikken wij nu over vijf karakteriseringen 
van bet begrip zwakke convergentie. De karakterisering vaarop vij onze 
definitie gebaseerd hebben is uit theoretisch oogpunt wellicht de belang­
rijkste. Voor de practijK zijn (iv) en (v) echter van groot belang, daar 
zij betekenen dat men bij zwakke convergentie van P

0 
naar P, voor grote 

waarden van n en een ruime klasse verzamelingen, P(A) als benadering voor 
P n (A) kan bescbouwen. Vooral in de statistiek maakt n:en hi er vaak gebruik 
van. Men moet echter wel bedenken dat zvakke convergentie van P

0 
naar P 

niet noodzakel.ijk voor al.le A e B¥- i.mpliceert dat P
0

(A) + P(A) als n-+ "'· 

Als bijv. ~n voor n = 1,2, .•. de discrete homogene verdeling op de ver­
zameling {..!. : i = 0, 1 ,2, .•. ,n} is, zodat de verdelingsfunctie van P gege-n n 
ven wordt door 

l
o 

F (X) = _i_ n n+1 

1 • 

als x < o, 

als i -1 < i i 1,2, ... ,n, Q !. x n 
als 1 ~ x, 

dan convergeert P0 voor n +"' zwak naar de homogene verdeling op [0,1]. 
Voor de verzameling A van al.le irrationale getallen geldt echter P

0
(A) = O, 

n = 1, 2, •. • , terwijl de limietverdeling a.an deze verzameling de ma.at 1 
toekent. Verder mag men niet uit bet oog verl.iezen dat in stel.l.ing 2.9.1 
verondersteld wordt dat F een verdelingsfunctie is. Zonder deze veronder­
stelling mag men uit (v) niet concluderen dat de bij de F behorende rij 

n 
kansverdelingen zwak convergent is. Zo geldt (v) bijvoorbeeld voor iedere 
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rij f'Uncties F1,F2 , .•. en iedere tunctie F die nergens continu is. Een 
minder triviaa1 voorbeeld van een situatie, waarin (v) geldt zonder dat 
er sprake is van zwakke convergentie, wordt gegeven door 

( ) 
1 1 , 1 F0 x = 3 $(x-n) + 3 $(x) + 3 $(x+n), x € R , n = 1,2, ... , 

waarin $de verdelingsf'unctie van de N(0,1)-verdeling is. Hier convergeert 
F

0
(x) voor n + .. naar 

(2.9.6) F(x) 1 1 1 3 + 3 $(x), x e R . 

Deze f'unctie F is geen verdelingsfunctie, hoewel hij wel een Lebesgue­
Stieltjes maat op R1 bepaalt . Deze ma.at kent aan de hele ruimte R1 slechts 

1 de maat 3 toe. Men zegt in dergelijke situa.ties wel dat er voor n + 00 

massa ne.ar het oneindige verd-vijnt. 

Definit;i.e 2.9 . 3 
Wij noemen een collectie kansverdelingen n op (Rk,Ift) relatief COll{}act 
als iedere oneindige rij kansverdelingen P 

0 
e n, n = 1 , 2,. . . een z\18.k 

convergente deelrij bevat. 

St;e z:Ling 2. 9. 3 
Een rij kansverdelingen P

1
,P

2
, ... op (Rk , .s1<) is dan en slechts dan 

zwak convergent als de collectie n = {P
0 

: n = 1,2, .. . } relatief compact 
is en alle zwak convergente deelrijen van de rij P1,P2 , ... dezelfde 

limiet hebben. 

lJel,Jijs: 

Zij n relatief compact, zodat de rij P 1,P2 , .. tenminste een zwak conver­
gente deelrij heef't, en stel dat alle zwak convergente deelrijen van de 
rij P

1
,P

2
, .•. een gemeenschappelijke limiet P hebben. Voor een willekeurige 

functie f € C(Rk) vormen de getallen 

n = 1,2, . .. , 
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een begrensde getallenrij. Zij a ,a , .•• een willekeurige deelrij van 
nl n2 

deze getalJ.enrij. Uit de relatieve compa.ctheid van n volgt , dat de rij 
p ,P , . . . een :z.wak convergente d.eelrij Pm Pm..., .. · bevat · 
n, n2 1' <:: • 

Daar deze deelrij tevens een deelrij van de rij P1 ,P2 , ... is, is zijn 
limiet volgens onze veronderstelling P. Op grond van de definitie van 
zwakke convergentie geldt dus 

= a = J f(x) dP(x). 
Rk 

Hiermee is aangetoond , da.t de getallenrij a 1,a2 , ... de eigenschap 
heeft, dat iedere deelrij een verdere deelrij bevat, die na.ar a convergeert . 
Maar di t betekent dat a ... a voor n ... 00 en dus volgt dat P ~ P voor n n 
n ... 

Als omgekeerd gegeven is dat de rij P 1,P2 , ... zwak convergeert naar een 

limiet P, dan :z.ijn uiteraard alle deelrijen van deze rij zwa.k convergent 
met dezelfde limiet P. A.ls verder P ,P , ... een oneindige rij inn is, n n 
dan zijn er twee mogelijkheden: of ef is2een kansverdeling P die oneindig n 
vaak voorkomt in de rij P ,P , ..• , zodat deze rij de zwa.k convergente n 1 n 2 
deelrij Pn,Pn•··· bevat, 6f iedere Pn komt slechts eindig ve.&k voor in de 
rij P ,P , .... In bet lastste geval bevat de rij P ,P , ... echter een n

1 n
2 n

1 
n

2 
deelrij die tevens een deelrij is van de rij P

1
,P

2
, ... en a.ls zodanig 

zvak convergeert. Iedere oneindige rij in n bevat dus een zwa.k convergente 
deelrij, m.a.w. n is relatief compact. 

Definitie 2.9.4 
k Een reele functie Fop R , die niet een verdelingsfunctie is, heet een 

defectieve verdetingsfunctie als F(x) een niet-dalende rechtscontinue 
functie van ieder van de coordinaten x. , i = 1 ,2, ••• ,k van x E Rk is met 

1 
0 ~ F(x) ~ 1 voor alle x e Rk, terwijl bovendien m(x,x+h ] ~ O voor iedere 
eel (x,x+h] (zie voorbeeld 1.5. 4 voor de notatie). 

Een defectieve verdelingsfunctie op Rk bepaalt een Lebesgue-Stieltjes maat 
Pop (Rk ,~) met P(Rk) < 1. Men noemt een maat met deze eigenschap wel 
een defectieve kansverdeling. De in (2.9 .6) gegeven functie F is een voor­
beeld van een defectieve verdelingsfunctie op R1. 
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Stetting 2.9.4 (Seiectiesteiiing van Hetty) 

Bij iedere rij verdelingsfuncties F1,F2 , ... op Rk is er een deelrij 
k F ,F , ... en 

n 1 n2 
een, eventueel defectieve, verdelingsfunctie F op R , zo-

danig ds.t F (x) n. + F(x) voor j + m en s.lle x E Rk vs.s.r F continu is. 
J 

Bewijs: 

Wij seven het bevijs hier al.ieen voor het ccndimcn8ionnl.c gcve.1 (k:1). 

Het bevijs voor het meerdimensions.le geva.l (k>l) is s.naloog, zij het iets 

ingevikkelder. Zij R~ = {r1,r2 , .. . } een a~elbare overal dicht liggende 

verzameling in R
1 

We bevijzen nu eerst, dater voor iedere i = 1,2, •.. 

een stijgende rij natuurlijke getallen nij' j = 1,2, ... , is, zodanig 

dat F ( r. ) voor j + m convergeert, tervijl bovendien voor iedere 
n .. i 

l.J 
i = 1,2, ..• de rij n. 1 ., j = 1,2, ... , een deelrij van de rij 

1+ ,J 
n .. , j = 1 ,2, .. . , is . We bevijzen dit door inductie naar i. De existentie 

l.J 
van een stijgende rij natuurlijke getallen n ., j = 1,2, ... , zodanig dat 

1J 
F (r1) voor j + m convergeert, is duidelijk, daar O < F (r ) < 1 voor 
n 1j - o 1 -

s..lle n. Evenzo kunnen vij bij een gegeven stijgende rij natuur1ijke getal.-

len nij ' j = 1, 2, ... , een deelrij ni+l,j' j = 1,2, ...• vinden met de 

eigenschap dat F (r.+ 1) voor j + 00 convergeert. Nu vij ons overtuigd 
0 i+1,j 1 

hebben van de existentie van getaJ.len nij' i, j = 1,2, .. . , met de boven 

opgesomde eigenschappen, beschouven wij de diagonaal.rij n. = n .. , 
J .JJ 

j = 1,2, .•.• Deze rij is voor iedere i = 1,2, ... , afgezien van zijn 

eerste (i-1) elementen, een deelrij van de rij n .. , j = 1,2, . .. , en dus 
l.J 

convergeert F (r.) voor j + oo en iedere i = 1,2, ... naar een limiet, die 
nj l. 

wij L(ri) noemen . Ls.at nu 

F(x) = inf L(r), x E R1. 
r>x 
rER1 

0 
1 

Men gaat gemakkelijk na dat de zo gedefinieerde f'Unctie F op R niet-

dalend en recbtscontinu is met 0 ,::.. F(x) ,::.. 1 voor alle x E R 
1 

• zodat F 

een, eventueel de:fectieve, verdelings:functie i~. Als F continu is in een 

punt x en c > o, dan zijn er getallen r, s E R0 , zodanig dat r < x < s en 
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F(x} - £ < L(r) ~ L( s} < F(x} + £. 

Daa.r verder de beide uiterste leden van de ongelijkheid 

F (r) < F (x) ~ F (s) n. - n. n. 
J J J 

voor j ..... nae.r L(r) resp. L( o) convergeren, vol.gt hieruit , do.t F n. (x) 
J 

voor al.le voldoend grote j minder dan £ van F(x) e.f'wijkt , zodat 
F (x) + F(x) voor j + "'· 

nj 

Definitie 2.9 . 5 
Een colJ.ectie kansverdelingen 
tight) als er voor iedere £ > 

n op (Rk ,it) beet uniform beperkt (Engels: 
O een compacte verzameling K c Rk is met 

de eigenache.p dat P( K) ~ 1 - £ voor alle P ~ n . 

Stelling 2.9 .5 (Proh/Jrov) 
Een colJ.ectie kansverdelingen n op (Jf- ,it) is dan en slechts dan r elatief 
compact als hij uniform beperkt is. 

Betirijs: 

Zij n uniform beperkt en zij P1,P2 , • .. een rij kansverdelingen inn met 
verdelingstuncties F1,F

2
, ..•. Te bewijzen is nu dat deze rij een zwa.k 

convergente deelrij beve.t. Toepe.ssing va.n stelling 2.9 .4 geef't ons een 
deelrij P

0
., j = 1,2, ... , en een eventueel de:fectieve verdelingsf'unctie 

k J 
F op R , zodanig de.t F (x) + F(x) voor j + 00 in alle continuiteitspun­nj 
ten van F. Zij P de bij F behorende, eventueel defectieve kanaverdelin~ op 

k-k k ( R ,lr) . Neem £ > 0 en een compacte verzameling K c R zo, dat Q ( K) ~ 1 - £ 
k voor alle Q £ rr. Kies e.,b £ R zo, dat K c (a ,b ] en zo, dat F continu is 

in alle hoekpunten van (a, b]. Dan g_eldt 

P(a,b] = lim P (a,b] > 1 - c. . n. = 
J+CD J 

Daar c > 0 willekeurig klein gekozen kan worden , volgt hieruit dat P niet 
defectief is, zodat P ~ P voor j ..... oo. Het omgekeerde bewij zen n. 

J 
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wij uit het ongerijmde. Stel dat rr relatief compact maar niet uniform be-
k perkt is. Er is da.n een e > O zo, dat er bij iedere compacte K c R een 

P ~ rr is met P(K) < 1 - e. Geven wij voor r > O de k-dimensionale gesloten 

bol om de oorsprong met straal r aan met Sr, dan is er du.s een rij 

p ,P , ••. in rr met P (S ) < 1 - e voor n = 1 ,2, .... Wegens de relatieve 
1 2 n n 

compactheid va.n rr bevat deze rij een deelrij P , j = 1,2 , ... , die zwa.k 
nj 

convergeert n~~r e~n 1imiet P. Kies nu r > 0 zo, da.t Sr een P-continui-

teitsverza.meling is . Dan geldt 

lim P ($ ) < lim sup P (S ) ~ 1 - e , . n. r = n n 
J-Mo J ~ 

da.ar Sr c S
0 

voor alle n ~ r. Maar ook kunnen wij r zo groot kiezen, dat 

P(Sr) > 1 - e, waarmee wij een tegenspraak gekregen bebben. 

In de waarscbijnlijkheidsrekening en de matbematische statistiek past men 

de tbeorie over zwa.k.ke convergentie van verdelingen vaak toe op verdelingen 

van stochastische vectoren, wa.arbij bet deze stochastische vectoren zijn, 

waarin men pri:ma.ir geinteresseerd is. Men hee~ daarom de volgende termino­

logie ingevoerd. 

Definit;ie 2.9 . 6 

Een rij k-dimensional.e stocbastische vectoren x
1
,x2 , ... conve~geert; in 

verdeZing naar een k-dimensionale stochastische vector X (notatie: 

Xn ~ X voor n + w) al.s de bijbehorende verdelingen PX voor n + ® zwak con-
n 

vergeren naar de verdeling PX van x. Als daarbij de limietverdeling PX ge-

degenereerd is in een punt a E Rk, d . w.z. als P(X=a) = 1 voor een zekere 

a E Rk, dan zeggen wij ook wel dat de rij x
1
,x

2
, ... in verdeling naar a 

( • D ) convergeert notatie: X
0 

+ a voor n + w • 

Uit de definities 2.9.2 en 2.9.6 volgt , dat convergentie in verdeling van 

X naar X equivalent is met convergentie van de verwachtingen Ef(X ) naar 
n n 

Ef(X) voor alle f E C(~). Ook de andere, in stelling 2. 9. 1 opgesomde karak-

teriseringen van zwa.kke convergentie van verdelingen kan men met behulp van 

definitie 2.9.6 fo:nnuleren in termen van convergentie in verdeling van sto­

chastische vectoren . 
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Naast convergentie in verdeling kennen wij ook convergentie in waarschijn­

lijkheid. Dit begrip hebben wij weliswaar in 2.8 alleen voor het eend.imen­

sionale geval gedefinieerd, maar de definitie laat zich gemakkelijk genera­

liseren. 

Definitie 2.9.7 
Een rij k - dimemdomue stochastiscbe vectoren x1 , ~,. · · convergeert;; in 

-waarachijnUjkheid naar een punt a € Rk (note.tie: X ~ a voor n-+ .,) als n 
voor iedere € > 0 

lim P(~(Xn,a) > &) O. 
n--

De rij x
1
,x

2
, • .. convergeert in waarschijnlijkheid naar een k-dimensionale 

stochastische vector X als ~(Xn,X) ~ O voor n + °' • d.w.z. als voor iedere 

€ > 0 

lim P(dk(Xn ,X) > €) = 0 . 
n+= 

Merk op dat een rij stochastische vectoren x1,x
2

, ... slechts dan in waar­

schijnlijkheid naar een stochastische vector X kan convergeren, als 

x, .x2 ·· · · · x alle op een kansruimte gedefinieerd zijn, terwijl dit laatste 
niet nod.ig is voor convergentie in verdeling. Hieruit volgt al. dat conver­

gentie in verdeling in het algemeen niet semen hoeft te gaan met convergentie 

in waarschijnlijkheid. Zelfs als x1,x2 , ..• ,X wel alle op een kansruimte 

zijn gedefinieerd , dan nog impliceert convergentie in verdeliog van X naar 
n 

X niet dat ook Xn ~ X voor n + °'• Als bijvoorbeeld P(X=1) = P ( X=-1) = ~ en 

P(~=(-1)~) = 1 voor n = 1,2, . •. , dan convergeert Xn voor n-+., in ver­

deling naar X, maar P( IX -Xl>d heeft geen limiet voor n + als O < € < 2, 
n 

zodat Xn niet in waarschijnlijkheid naar X convergeert . 

SteUing 2.9.6 
Uit convergentie in waarschijnlijkheid van een rij stochastische vectoren 

volgt convergentie in verdeling naar dezelfde limiet. Omgekeerd impliceert 

convergentie in verdeling naar een constante vector a , dat de rij ook in 

waarscbijnlijkheid naar a convergeert. 
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BelJJijs: 

Als Xn ~ X voor n + 00 en A£ FJt, dan geldt voor iedere £>Oen n ~ 1,2, .. . , 

zodat 

P(X EA, d. (X ,X)>£) + P(X eA, d_ (X X)<£) _< 
-~ Jt n n lt n ~ -

lim sup P(X
0

eA) .;f. P(<\(X,A)~£). 
n-

Daar deze ongelijkheid voor iedere c > 0 geldt, volgt voor elke gealoten 

verzameling Ac Rk, 

lim sup P(XneA) ~ P(XeA), 
n+<><> 

en dus (stelling 2. 9. 1) geldt X g_ X voor n + ... 
n 

Het voorgaande geldt in het bijzonder als de verdeling van X de in een punt 

a£ Rk gedegenereerde verdeling P is, d.v.z. als gegeven is dat X ~a 
. . a D n . 

voor n + 00 • De conclusie is dan dat Xn + a voor n + 00 • Als omgekeerd dit 

laatste gegeven is • dan volgt voor iedere £ > O, 

lim sup P(<\(Xn,a)>&) ~ lim sup P(<\(Xn,a.).::.,£) = 

n- n-+<><> 

= lim sup PX ({x: <\(x,a).::.,d) ~ Pa({x: <\(x,a)~d) = 0 , 

n- n 

daar d e verzamelingen {x: <\(x ,a ) .::., £} gesloten zijn. Dus geldt Xn ~ a 

voor n + oo. 

Stez.ting 2.9.7 
Ala tvee rijen k-dimensionale stochastische vectoren x1

,x2
, . •. en 

Y ,Y2
, ... de eigenscha.p hebben dat X ~ X voor n + 00 , tervijl 

1 n 

d. (X Y ) ~ O voor n + 00 , dan geldt ook Y !}. X voor n + 00
• 

-it n• n n 
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Merk op, dat het gegeven impliceert da.t voor iedere n = 1 ,2, ... de twee 
stocha.stische vectoren X en Y op dezelfde ka.nsruimte gedefinieerd zijn. n n 

Beurija: 

Voor iedere A e £ > O, n 1,2,. .. , geldt 

< P(d_ (X ,Y )>&) + P(d. (X ,A)<£), - Jtnn ~n =ac 

zodAt 

lim sup P(YneA) ~ lim sup P(~(~,A)~£) ~ P(~(X,A)~E), 
n~ n-+<» 

dAa.r de verzameling {x: ~(x,A) ~ E} gesloten is. Omdat dit voor iedere 
£ > O geldt, volgt hieruit voor alle gesloten verzamelingen A c Rk, 

lim sup P(Y
0

eA) ~ P(XeA) , 
O-

en dus Y !l X voor n -. "'. n 

Uit de definities valt gema.k.kelijk af te leiden, dAt convergentie in ver­
deling va.n een rij k-dimensionale stochastische vectoren x1,x2 , ... naar 
een stochastische vector X impliceert, dat voor iedere continue functie g 
op Rk met waa.rden in Jfl, de rij g(X1), g(X2), ... in verdeling convergeert 

na.ar g(X). De volgende stelling zegt dat dit ook nog waa.r is voor Borel 
functies g op Rk met waarden in Ff1 die niet overal continu zijn, mite de 

verzameling Dg van alle punten x £ ~, wa.ar g niet continu is, een PX-nu1-
verzameling is. Wil deze voorwa.arde zinvol zijn, da.n moet ui teraa.rd D g e ~. 
Dit is echter altijd het geval, zelfs als de functie g geen Borel f'unctie 

is. Dit is als volgt in te zien. Zij A r voor een gegeven functie gen £ ,u 
voor £ > 0 , 6 > 0 de verzameling van alle punten x e Rk met de eigenschap 
dat er punten y, z e Rk zijn waarvoor ~(x,y) < 6, ~(x,z) < 6 en 
dm(g(y),g(z)) i.£. Deze verzameling A r is dan open, zodat A £ ~. en 

E ,u £ , 6 
tevens geldt 
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waa.r de vereniging resp. doorsnede genomen wordt over all.e rationale £ > O 
resp. 6 > 0. Derhalve is D een Borel verzameling in Rk. g 

SteUing 2.9.8 
Al.seen rij k-dimensional.e stochastiscbe vectoren x

1
,x

2
, ..• in verde1ing 

convergeert naar een stochastische vector X en g een Borel f'unctie op Rk 

is met waarden in 'ffl, waarvoor P(XEDg) = 0, dan convergeert de rij 
g(X1 ), g(X2 ), ... in verdeling naar g(X). 

Bewijs: 

Als A een gesloten verzameling in 'ff1 is, dan geldt voor de afslui ting van 
g-l(A). 

en dus 

- 1 P(XEg (A)) P(g(X)£A). 

Derbalve volgt uit het gegeven 

lim sup P(g(Xn)EA) = lim sup P(X eg- 1(A)) < 
n-+co ~ n -

~ lim sup P(X
0

Eg- l (A)) ~ P(Xeg-l (A)) 
n-+«> 

D en dus g(X ) + g(X) voor n + n 

Stetiing 2 .9 . 9 

P(g(X)d), 

Als een rij k-dimensionale stochastische vectoren x1,x2 , . . . in verdeling 
convergeert naar een stochastische vector X, en een rij m-dimensionale 
stochastiscbe vectoren Y1, Y2 , ... in waarschijnlijkheid naar een constante 
a£ Rm convergeert, terwijl voor iedere n = 1,2, ... , de twee stochastische 
vectoren x en y op een kansruimte zijn gedefinieerd, dan convergeert de n n 
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rij (k+m)-dimensionale stochastische vectoren (X1,Y1), (X2 ,Y2 ), ... in ver­

deling naar (X,a) . 

Bewijs: 
Uit het gegeven volgt met behulp van stelling 2.9.8 dat (X

0
,a) ~ (X,a) voor 

n + ~. Verder geldt 

en du.s volgt het gestelde uit stelling 2. 9.7. 

Opgaven 

1. Zij Peen k8llsverdeling op (Rk,sk) met verdelingsf'unctie F. Bewijs: 

a) Onder alle b.ypervlakken Hin Rk, die loodrecht staan op een geve­

ven richting, zijn er hoogstens af'telbaar veel met P(H) > O; 

b) Als S c ~ een collectie verzamelingen is met de eigenschap dat 

aA n aB 0 voor alle A, B e S met A # B, dan bevat S hoogstens 

af'telba.ar veel verzamelingen die niet P-continuiteitsverzamelingen 

zijn; 

c) De verzameling van alle punten waar F continu is ligt overal dicht 

in Rk; 

d) Al.s F continu is in alle hoekpunten van een eel (a, b] • dan is deze 

eel een P-continuiteitsverzameling. Laat door middel van een tegen­

voorbeeld zien dat het omgekeerde niet algemeen geldt . 

2. Bewijs stelling 2.9 .2 rechtstreeks, zonder stelling 2.9.1 te gebruiken. 

3. Bewijs dat zwa.kke convergentie van een rij k-dimensionale verdelings­

functies F1, F2, · ·· naar een continue verdelingsf'unctie F impliceert 

dat Fn(x) + F(x) voor n + m uniform in x . 

4. Bewijs stelling 2.9.4 voor k > 1. 

5. Zij Px voor x E Rk de gedegenereerde kansverdeling op (~,sk) gegeven 

door Px(A) = IA(x), A E: sk. Bewijs dat Px 2~p voor n + ~ dan en dan 
k n 

alleen als de rij x1 ,x2 , .•• in R convergeert naar een limiet x en 

P = Px. Onderzoek de betekenis van relatieve compactheid en uniforme 

beperktheid voor gedegenereerde verdelingen en formuleer de stellingen 

2.9.3, 2.9.4 en 2.9.5 voor zulke verdelingen als stellingenover rijen 

l . . Rk en verzame ingen in • 
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6. De Levy afstand A(F,G) tussen twee verdelingsf'uncties Fen G op R1 

wordt gedefinieerd als het inrimum van alle reele h met de eigenschap 

d.at voor alle x € R 1 

F(x-h) - h ~ G(x) ~ F(x+h) + h . 

Bewijs; 

a) A(F ,G) is op een factor 12. na de grootste afstand tussen de gra­

fieken van F en G, gemeten langs lijnen met richtingscoefficient 

-1; 

b) A is een metriek; 

c) De verzameling van alle verdelingsf'uncties op R1 met de metriek A 

is een volledige metrische ruimte; 

d) A(F ,F) + 0 voor n +"' dan en dan alleen als F ~ F voor n + 00 • n n 
7. Als voor iedere n = 1,2, .. . twee o.o. stochastische vectoren X en 

Y gegeven zijn, zodanig dat X ~ X en Y ~ Y voor n + ~, dan ~ijn er 
n n n D 

twee o . o. stochastische vectoren X' en Y' zo, dat (X ,Y ) + (X' ,Y') 
n n 

voor n + 00 • Bewijs dit. 

8. Zij M het hoogste getrokken lotnummer in 2 . 1, opgave 3. Bewijs dat 

M/N by vaste n voor N + 00 in verdeling convergeert naar een stochas­

tische grootheid X, en bewijs met behulp hiervan de bewering in 2.7, 
opgave 10. 

2.10 KARAKTERISTIEKE FUNCTIES 

In het voorga.ande (stelling 2.9.2) hebben vij gezien , dat men een ka.nsver­

deling Pop (Rk,~) geheel kan beschrijven door middel van de integralen 

van alle begrensde, reele, continue f'uncties op R1t. In deze paragraaf zal 

blijken dat P in feite al wordt vastgelegd door alle integralen van de vorm 

f. cos(I t.x.) dP(x), f sin(I t.x.) dP(x), 
k 1 JJ k 1 J J 

R R 

1 
t

1
, • • • ,tk € R . 
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Ter vereenvoudiging van de notatie gebruiken wij complexe integralen, d.w. z. 

integralen, waarbij de integrand een f'unctie met complexe waarden is. Dit 

gebruik is echter niet meer dan een a:f'korting: Als f = u + iv, wa.a.rin u en 

v reele meetbare f'uncties zijn., dan schrijven wij 

J fdP J udP + i J vdP. 

Bovendien zullen wij voortdurend vectornotatie gebruiken. Daarbij beschouwen 

wij elementen van Rk, en ook stochastische vectoren, als kolomvectoren. Wij 

zuJ.1en in deze paragraaf derhalve integralen van de vorm 

J eit'x d.P(x) = J cosCI t.x.) dP(x) + i J sin(f t.x.) dP(x) 

R
k k 1 J J k 1 J J 

R R 

met t = (t 1 , ••• ,tk)' £ Rk, of, in termen van een stochastische vector 

x = ex,, ... ,~) ' , 

beschouwen. 

k 
Eeit ' X = E cosCI t.x.) 

1 J J 

k 
+ i E sin(l t.x.) 

1 J J 

Definitie 2.10.1 

De karakter>iatieke functie van een kansverdeling Pop (Rk,E1t) is een f'unctie 
4> op ~, gegeven door 

I i t 'x _k 4>(t) = e dP(x) , t E lr". 

Rk 

De karakteristieke :functie 4>x van een k-dimensionale stochastische vector 

X is de karakteristieke :functie van de verdeling PX van X, zodat 

4>x(t) = J eit'x dPX(x) = Eeit'X, t E Rk. 
Rk 

Uit de definitie volgt onmiddellijk, dat iedere karakteristieke fUnctie qi 

op Rk continu is met 
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•<o> • 1. 

1 •<t >I !. 1 • t ( Rk . 
+C- t) • +ITT. t I! Rk , 

Ala X • (X1 , ... ,~)' een k-dimensionale stochastische vector is, a een 

a-dimenaioo&le vector is en B een (mxk)-matrix is, dan is a + BX een m­

di.menaionale stochastiache vector met karakteristieke t'unctie 

(2.10.1) 

Uit (2 . 10.1) met m = 1, a• e volgt in bet bijzonder 

(2.10 . 2) lt 1 •t •x(u) = +x(tu) , t I! R , u I! R . 

De karaltteristieke f'unctie •x van de stochastische vector X bepe.alt dus de 

karakteristieke f'unctie •t •x van i~ere lineaire combinatie t'X van de 

componenten van x. en omgekeerd wordt +x vastgelegd door de lt&rakteristielte 

t'uncties •t •x van alle lineaire combinaties t'X, t I! ~. 

St•lZing 2 . 10. 1 

Al8 X = ex,.• • •·~) I een k-dimenSiOnale StO<:h&atiBChe VeCtOr .iS JDet 0.0. 

componenten x1, ... ,~ dsn geldt 

k 
(2 . 10.3) •x<t> = n +x (t.). t = (t1, ... ,tk)' ( ~; 

j"'l j J 

(2.10 . 4) 

en dus in bet bijzonder 

(2.10 . 5) +k (u) "' 

Ix. 
1 J 

k 
n •x.<u),ul!R

1
. 

j21 J 
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Bewijs: 

(2.10.3) volgt uit stelling 2.5.3 en stelling 2.7.3: 

k 
~X(t) = E It 

j=1 
e 
it.X. 

J J = 
k 
It 

j=1 
Ee 

it.X. 
J J = k 

n ~x (t. >. 
j=1 j J 

en de beide andere beveringen volgen hieruit door substitutie in (2.10 .2). 

Ter illustratie van het voorgaande berekenen vij de karakteristieke func­

ties van een aantal norma.le verdelingen. Voor de karakteristieke f'unctie ~ 

van de N(0,1)-verdeling geldt per definitie 

.. . 2 -~t2 
~(t) = _ 1_ J eitx- ix dx = _e __ J 

l21i l2iT _... 

Nu kan men met behuJ.p van contour integratie gema.kkelijk inzien dat 

.. f - Hx- it)2 
e dx =-

_ .. 
en dus vordt de kara.kteristieke f'unctie van de N(0,1)- verdeling gegeven 

door 

(2.10 .6) 

Als een stochastische grootheid X een standa.ard normale verdeling heeft, 

dan heeft ll + ax met "II en a reeel een N( p ,a2 )- verdeling. Op grond van 

(2.10.1) en (2.10.6) kunnen vij dus besluiten dat de karakteristieke :t'unctie 

van de N(p,a2 )-verdeling gegeven vordt door 

(2.10 .7) 
"t , 2 2 

~(t) = e 1 ll- ~a t , t £ R1• 

Als tenslotte een stochastische vector X = (X1, • • • ,~) ' een N(u , i)-verdeling 

heeft • vaarbij nu "II £ Rk en vaarbij t een symmetrische posi tief definiete 
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(kxk)-matrix is, dan heef't iedere lineaire combinatie t'X van de componenten 

van X een N(t'v, t•tt)-verdeling (zie 2.6.13) . Uit (2.10.2) volgt derhalve 

dat de karakteristieke f'unctie van de N(v,~)-verdeling gegeven wordt door 

(2.10 .8) $(t) = eit'v-~t'~t. t € Rk. 

In de a.e.nhef van deze paragi·aa.f' zin,.peel.den wij r<::eds op bet f'ei t dat 

een kansverdeling door zijn karakteristieke f'unctie geheel vastgelegd wordt. 

In het bewijs van deze bewering ma.ken 'Wij gebruik van de ongelijkheid 

(2. 10.9) x,y € R 
1

, 

en van het feit dat de grootheid 

T uT 

(2.10.10) ljiT(u) = I sint ut dt = f sin t 
t dt, 

0 0 

als f'unctie van u en T begrensd is met 

..!!. als u < o, 2 
(2.10.11) lim ljiT( u) 0 als u o, 

T-+<» ..!!. als o. 
2 

u > 

Stelling 2.10.2 (Inversiestelling) 

Als $de karakteristieke f'unctie is van een kansverdeling Pop (R1,B1) 

met verdelingsfunctie F, d.an geldt 

T . . 
1 I e-ita_e-itb 

(2.10.12) F(b) - F(a) = 21T ~ it $(t)dt 

-T 

voor alle a, b € R 1 waar F continu is. Als $ bovendien >.-sommeerbaar is, ·• 

dan is P een continue verdeling met begrensde continue dichtheid 

(2.10.13) 

.. 
f(x) = _!._ I e-itx~(t)dt. 

21T 

1 1 
Deze stelling impliceert dat een kansverdeling P op (R ,B ) daor zijn ka-

rakteristieke f'unctie geheel wordt vastgelegd. 
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Bewijs: 

Met behulp van (2.10.9) is gemakkelijk in te zien dat de integrand in het 

rechterlid van (2. 10. 12) voor vast gekozen a en b begrensd is. Op grond 

van de stelling van Fubini kunnen wij derhalve schrijven 

J
T -ita -itb 

1 e -e ~(t)dt 
2n it = -1 TJ I eit(x-a)_.eit(x-b) -=-----=---- OP(x)dt 

2n 1 it 
-T -T R 

_ _!_I TI eit(x- a)_eit(x-b) 
- 2 .t dt dP(x) 

1T 1 1 
R -T 

=..; J, (1/IT(x-a) - IJIT(x- b))dP(x), 

R 

waarin 1/JT gedefinieerd is door (2 . 10 . 10). Op grond van (2 . 10.11) en de ge­

domineerde convergentiestelling kunnen wij hierui t concl uderen dat het 

rechterlid van (2.10.12) gelijk is aan 

~(P(a,oo) - P(- oo,a) - P(b,oo) + P( - oo,b)) F(b) - F(a) 

als F continu is in a en b . 

Als ~ A- somm.eerbaar is, dan is de functie f, gedefinieerd door (2,l0.13l, 

begrensd en continu. Verder volgt uit (2 . 10.9) dat de integrand in het 

recbterlid van (2.10.12) niet alleen begrensd, maar ook A-sommeerbaar is. 

Dit houdt in dat (2 . 10 . 12), wegens de gedomineerde convergentiestelling en 

de stelling van Fubini, overgaat in 

1 OOJ -ita -itb 
F(b) - F(a) e - e ~(t)dt = = 2n it 

b 

e-itx~(t)dx dt = f 
a 

f(x)dx 

voor alle continuiteitspunten a,b van F. Hieruit volgt 

x 

F(x) = J f(y)dy, x € 
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yp.rmee het be\cijs volledig ia . 

De volgende &telling 
k lingen op R , k 2 1. 

ia de generalisatie van &telling 2 . 10 . 2 voor verde­

Het bewijs , dat geheel ana1oog is aan bet bevijs voor 
1 

verdelingen op R , wordt aan de lezer overgelaten . 

Sul.1.ing 2 . 10 . 3 (InV.l"8UBUZ.l.i.ng) 

Al.a + de kara.ltter ietieke functie is van een kansver deling P op (Rk , 'fi<l , 
k 2 1 , dan gel dt 

T T 

(2 . 10 . 14) P(a,b] , . I ., ---k l>.m 
(211) T+-_T f 

- T 

voor i edere eel (a,b] , die een P- continuftei tsverzameling is . Als + boven­

dien >.k- sommeerbaar is, dan i s P een continue ver deli ng met begrensde con­

t i nue dichtheid 

(2.10 .15 ) r (x) = ( 2~)k J _ .. 
De inversiestelling en (2 . 10 .2) implicer en ea.men, dat de verdeling van een 

s tochastische vector X wordt vastgelegd door de verdelingen va.n al.le 

linea.ire combinaties t'X van de componenten van X. Wij kunnen k-dimensio­

nale verdelingen dus volledig beschrijven met behulp van een- d.imensional.e 

verdelingen. Zo kunnen wij de mee rdimenflional.e norms.le verdeling k.arakter­

iseren door te stellen dat een k.- dimensional.e stochastische vector X dan 

en slechts dan N(µ,t)-verdeeld is, als voor iedere t ! ~de stochastische 

grootheid t'X een een-dimensional.e N(t ' µ,t•lt) - verdeling hee~. 
Tot nu toe hebben wij - spreltend over meerdimensionale no?'lllale verdelingen -

altijd verondersteld, dat de covariantie-matrix t positief def'iniet is. De 

zojuist gegeven ltarakterisering van de N(µ,t)-verdeling definieert echter 

oolt een verdeling op (Rk,.ak) als wij slechts veronderstellen d.at teen 

symmetrische reele positief semi- d.e1'iniete (kxk) -matrix is, mite vij per 

conventie de eendimensional.e N(µ,O)-verdeling gelijk stellen aan de in bet 

punt ll gedegenereerde verdeling. We kunnen dit ale volgt inzien. Al.a ~ een 

reele symmetrische positie1' semidefiniete (kxk)- matrix is, dan is er een 

orthogona.l.e matrix P, zodanig dat P' t P = A een diagonaal.- matrix is met 
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diagonaal.-e.lementen A1,>.2 , ... ,Ak ~ O. Le.ten Y1,Y2 , ... ,Yk nu k o.o. sto­
chastische grootheden zijn, vaarbij voor iedere j = 1 ,2 , . .• , k de sto­
chastische grootheid Yj een N(O,Aj)-verdeling heef't, met dien versta:nde 
dat P(Y.=O) = 1 e.1.s >.. = o. De ka.rakteristieke fUncties van Y , Y , ... y J J 1 2 , k vorden dan aeseven door 

2 -i.>. .u 
+y . (u) = e J , u £ R 1, j 

J 
1,2' ... ,k 

en dus (stelling 2 . 10 . 1) vinden wij voor de karakteristieke f\mctie van de 
stochastische vector Y = (Y1 ,Y2 , ••• ,Yk) ' , 

k 2 - i l )..t. 
j=l J J - it'ht k +y(t) = e = e , t = (t 1,t2 , . . . ,tk)' £ R. 

Ale nu \J £ Rk en X ,. \J + PY, dan voldoet de verdeling van X aa.n de gestelde 
eisen. Uit (2. 10 . 1) volgt immers 

en dus ook 

eit'IJ + (P ' t) y 
it'll- h'PhP't e 

• ( ) = it ' 1Ju- it 1 ftu
2 

u Rl t -k "t'X u e 4 , t: , t: tr, 

it'll-h ' 't e 4 , 

zodat t ' X voor iedere t t: Rk de voorgeschreven eendimensione.1.e verdeling 
heef't. Wij noemen de verdeling van X de N(IJ ,~)-verdeling, ook ale t niet 
positief detiniet maar e.lleen positief semidefiniet is. In bet l aatste 
geval spreken vij van een singul:isre normale verdel:ing. Steeds is de 
karskteristieke fUnctie van de vorm (2.10 .8). Uit de beschreven constructie 
volgt . dat in bet singuliere gevs.l. een of meer componenten van y met kans 1 
gelijk aan 0 zijn . Dit betekent dat de singuliere N(ll,l)- verdeling ka:ns 1 
toekent aan een verzameling, die door de tra:nsformatie x = \J + Py, m. a. w. 
door een tre.nslatie en een rotatie , ontstaat uit een lineaire deelruimte 
van i" met dimensie gelijk aan de rang van ~ en dus kleiner dan k. Daar 
de.rgelijke verzamelingen .>.k-nulverzamelingen zijn, zijn singuli ere normal.e 
verdelingen niet absoluut continu. Een singuliere normal.e verdeling heef't 
du.s geen dichtheid! 
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SUZ.Z.ing 2.10. 4 

len rij lt&.naTerdelingen P 1. P2 • ... op (Rlt ,Bk) m~t karakter ietieke tunctiea 

• 1 , •
2

•• • • conve rgee rt dan en dan al le en zwak naar een verdeiina P met 

ltaraltteriatielte t'unctie +. a.ls +
0
(t) .. +(t) voor n + • en a.lle t ( if-. 

B«.iri.J. : 
Daar eit'x voor iedere vaste t ' Rlt een begrenadecontinue t'Unctie van 

x < Rlt ia , impliceert zwaklte convergentie van P
0 

naar P per deri.nitie dat 

+ (t) + +(t) voor n + •. Het omgekeerde volgt uit atelling 2.10.5. n 

St•Zling 2.10.5 (Continu!tsitaatelling van~) 
Ala de ltarakteristielte f'uncties +1,+2 , ... van een rij kanaverdelingen 

p ,.P 2 , ... op (Rlt,~ ) de eigenscbap hebben dat +
0 

( t) voor iedere t < ~ 
en n .. • naar een limiet +(t) convergeert, die a.la tunctie van t continu 

ia in de oorsprong, dan is + de ltar8kteristielte runctie van een kansverdelitl€ 
P , en P0~P voor n + 

Bftri.ja: 

We bevij zen eerst dat de collectie verdelingen n • {P 
1
,P

2
, . • . } unifo:na 

beperkt is. Zij ~ = {x: lxif s h, i=l ,2 , •.. ,k}, h > 0 een k-dimenaionale 

ltubu.s met middelpunt o. Met behulp van de stelling van Fubini ltunnen vij 

achrijven 

_,_ 
(2b)k I 

~ 

• (t)dt = - 1
-

n (2h)lt 

1 

= (2b)k 

Deze ui tdrultk.ing is reeel. Voor n > 0 geldt 

It sin hx. 
hit a.ls x < K 

n' 
j!l1 s 

hlt-1 x. 
J 

als x ' K 
n n 

' 
eit xdP (x)dt • 

n 

h > 0 , n :2: l. 
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zoda.t ui t het bovensteande volgt 

(2.10.16) - 1- f <I> (t)dt S P (K ) 
(2h)k n n n 

~ 

1 
+ nh' 

n, h > o, n ~ 1. 

De gedomineerde convergentie van q,
0 

naar <I> op ~ impliceert dat 

(2. 10 .17) -
1
- f q.(t.)dt = ~ l.im f q.0 (t)dt 

(2h)k ~ (2h) n-- ~ 

reeel is . Zij nu£> o. Daar <I> continu is in 0 en <j>(O) = 1, is er een 
c5 > o, zode.nig a.at l<l>(t)-11 < c voor alle t £ K0 • Hieruit vo1gt 

_,_ f <j>(t)dt > 1 - £, 
(2o)k K 

0 

zoda.t wegens (2. 10. 16) en (2. 10.17) 

P (K ) + _!_ > 1 - £ n n no 

voor alJ.e n > 0 en alle voldoend grote waarden van n. Kiezen wij n > (ccS)-
1

, 
dan volgt 

P (K ) > 1 - 2£ n n 

voor al.le voldoend grote waarden van n. Door n zonodig nog groter te .l!:iezen 
kUllllen wij bereiken dat deze ongelijkheid voor al.le n ~ 1 geldt. 
n is dus uniform beperkt en derha.1. ve (stelling 2. 9 . 5) relatief" compact. 
De rij P1,P2 , . • . heef't dus minstens een zwak convergente deelrij. Uit 
het reeds bewezen deel van de vorige stelling volgt, da.t de bij deze zwak 
convergente deelrij behorende karakteristieke f'uncties naar de karakteris­
tieke f'unctie van de limietverdeling convergeren . Daar zij ook naar <I> con­
vergeren , kunnen wij hieruit concluderen dat <I> de karak't:leristieke f'unctie 
van een kansverdeling P is. Me.ar nu volgt met behulp van de vorige stelling 
en de inversiestelling, dat iedere zwak convergente deelrij van de rij 
P 

1 
,P 

2
,. . de zelfde limiet P heef't , en dus ( stelling 2. 9. 3) dat P n Z.J_T P voor 

voor n ...... 
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Ste'l'ling 2. 10 .6 

k dl . P (R1 ,B 1 )bestaa~en Als de eerste n momenten van een ansver e ing op ......., 
eindig zijn, dan heef't de karakteristieke f'unctie <I> van die verdeling n 

continue afgeleiden, gegeven door 

(2 . 10 . 18) <l>(k)(t) = ik J xkeitx dP(x), t £ R1, k = 1,2, .•• ,n. 
Rl 

Beurijs: 

Stellen wij <l>(O) = <1>, dan ge.ldt (2.10.18) voor k = 0. Verder volgt uit 
(2.10 . 18) voor een k < n dat (2.10.18) ook geldt voor k + 1. Het gegeven 
betekent immers , dat 

1 ,2, ... ,n. 

en dus impliceren (2.10.18) en de gedomineerde convergentiestelling 

daar 

ik+l I xk+leitx dP(x), 

Rl 

De continuiteit van <l>(k) voor k = 1, 2, • • • ,n-1 volgt triteraard uit de 

differentieerbaarbeid. De continuiteit van <l>(n) kan men recbtstreeks met 
behulp van de gedomineerde convergentiestelling bewijzen. 

Karakteristieke f'uncties worden veel gebruikt als bulpmiddel bij bet be­
studeren van verdelingen van sommen van o.o. stocbastiscbe grootbeden. Ter 
illustratie geven wij bier de volgende stellingen. De eerste is een al 
eerder genoemde versie van de zwakke wet van de grote aantallen , die aan­
zienlijk sterker is dan stelling 2 .8.2, zij bet dan dat bier de stocbas­
tische grootbeden in kwestie niet alleen o.o . maar ook identiek verdeeld 
worden verondersteld. 
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ste'lZing 2.10.7 

Als X x_ en i· dentiek verdeelde stochastische grootheden zijn 1· -'2···· o.o . 
met eindige verwachting 11, dan convergeren de gemiddelden 

1 n x =- 2 x.,n=1,2, . . . , 
n n j:l J 

voor n + .. in vaarschijnlijkheid naar µ. 

Bel,)ijs: 

AJ.s 4> de karakteristieke functie van de X., j = 1, 2, · . . is dan wordt 
- J de karakteristieke functie van X voJ.gens steJ.ling 2.10 . t gegeven door n 

+x (t)"" (4>(~))n, t £ R
1 , n = 1 , 2, .... 

n 

Daar 4> volgens stelling 2. 10.6 dit'ferentieerbae.r is met 4> '(0) 
ceert dit voor vaste doch viJ.lekeurige t en n + .. , 

iµ , impli-

Nu is eiµt de karakteristieke :f\mctie van de verdeling die gedegenereerd 
is in bet punt µ, en dus (stelling 2.10.4) geldt X ~ µ , zodat ook X ~ µ n n voor n + ... 

De volgende stelling is een eenvoudige versie van de zogenaamde cen'tr'aZ.e 
Z.imietsteZ.Zing. Deze zegt dat onder zekere voorwa.arden sommen van grote 
e.antallen o.o. stochastische grootheden bij benadering normaal. verdeeld 
zijn. Als gevolg hiervan speelt de normale verdeling een belangrijke rol. 
in vel.e situ.aties, waar men met sommen of gemiddelden van vel.e wa.arnemingen 
te doen heef't. 

steZ.Ling 2.10.8 (Lindebel'g-L6vy) 
Als x1 ,~, ... o.o. en identiek verdeeJ.de stochast:ische grootheden zijn 
met eindige verwachting µ en variantie o2 , dan convergeert de verdeling 
van de gestandaardiseerde som 
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,n=1,2, •• . 

voor n + ~ zwak na.a.r de N(0 ,1 )-verdeling . 

Bewijs: 

Als 4> de karakteristieke functie van x. - µ , j 
J 

de karakteristieke functie van Zn gegeven door 

<Pz (t) 
n 

l , 2, . • • is, dan vordt 

Uit het gegeven volgt verder, vegens stelling 2.10 . 6, dat 4> tvee keer dif­

ferentieerba.ar is met 4> ' (0) = iE(X.-µ) =Oen cp"(O) = - E(X. - µ) 2 = - a2 . 
J J 

Voor vaste doch villekeurige t e R1 en n + 00 geldt dus 

1 t
2 

+ -(1) )n ~ e-h
2 

<Pz (t) = ( 1 - 2 n v n ~ 
n 

en zo volgt het gestelde uit stelling 2 . 10.4 en (2. 10.6). 

Een interessant en historisch bela.ngrijk specia.al. geval van de laatste 

stelling is bet volgende (zie ook stelling 2.8.3) . 

SteZ'ling 2.10.9 (de Moivre-LapZace) 
(n) 

Als X , n = 1,2, . •. , het aantal successen inn o.o. alternatieven is , 
vaarbij voor ieder alternatief de kans op een succes gelijk is aan p = 1-q 

met pq > O, dan convergeren de gestandaardiseerde grootheden 

= x(n) _np 
;npq ' D 1 ,2, ... > 

voor n + ""naar een N(0 ,1 )-verdeelde stochastische grootheid, zodat 

b 
1 J lt2 +-- e-2 dt 

l21T 
a 

voor n + 00 en alle a , b € R 1 met a .:;, b. 
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Op deze laatste stelling berust de zogenaamde no:rma:Ze bena.dering voor 

binomiale verdelingen. Als een stochastische grootheid X een binom.iale 

verdeling heef't met parameters n en p = 1-q met pq > O , dan geldt voor 

k < l en grote waarden van n 

(2.10 . 19) 

waarin t de verdelingsfunctie van de N(O, 1)-verdeling is. Voor gehele 

waarden van k en l vervangt men (2. 10.19) vaak door 

(2 . 10.20) 

In de meeste gevallen geef't dit een iets betere benadering. In het bij­

zonder krijgt men dan voor gehele k, 

P(x=k)::: t(k+z-np> _ t(k-z-np> . 
rnpq ;npq 

Men zegt dat (2 . 10 . 20.) uit (2 . 10.19) onstaat door het aanbrengen van 
een oontinu!teitscorrectu. 

Opgaven 
1. Ga na dat de karakteristieke f'unctie van 

a) de binomiale verdeling met parameters n en p door 

b) de Poisson verdeling met parameter 1J door 

c) de negatief binomiale verdeling met parameters k en p door 

it 
Ht)=( pe .t)k,-oo<t<oo; 

1- (1-p)e1 
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d) de mu1tinomiale verdeling met t parame ers n en p 1 ,p2
, . . . ,pk door 

k it. 
~(t,, .•. ,tk) = ( l p.e J)n, _ .. < tJ. < .. J. = 

j=1J • 1 , 2, •..• k; 

e) de homogene verdeling op (-1,1) door 

"'( ) sin t ~ t t • _ .. < t < .. ; 

f) de standaard gamma verdeling met parameter k door 

"'(t) = __ ,;...__ 
~ k , _ .. < t < .. ; 

( 1-it) 

g} de standaa.rd dubbel-exponentiele verdeling door 

~(t) 
1 

= 1+t2 ' _ .. < t < co; 

h) de standaard Cauchy verdeling door 

~(t) = e-ltl, _.., < t < .. , 

gegeven vordt. 

2. Bevijs: 

a) AJ.s X een Poisson verdeling met parameterµ heef't, d.8ll convergeei-t 
µ 

(X -µ)//µ voor µ+..,in verdeling naar een N(0,1)-verdeeld.e sto­
µ 

chastische grootheid. 

b) AJ.s \. een standaard gamma verdeling met parameter k heef't, dan 

convergeert (~-k)/,ik voor k + .. in verdeling naar een N(0,1)­

verd.eelde grootheid. 

3 . Laten X1,X2•··· o.o . stochastische grootheden Z1Jn, die a.lle d.e­

zelfde verdeling hebben met vervachting µen eindige variantie o2 • 

Def'inieer voor n = 1 , 2 , ... 



2 1 n 2 s = - I (X1.-JJ) ' 
n n i=l 

1 n x =- I \· 
n n i= l 

2 1 n 
T = - I 

n n i~1 

a) Bereken ES2 en 
n 

(X.-X )
2 

1 n 
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b) Bevijs dat s2 
2 n 

r:I . 
~ en ~ voor n + oo in waarschijnlijkheid convergeren n 

oaar o 

4. Laat zien dat het gemidd.elde van n o.o . standaard Cauchy verdeelde 
stochastische grootheden zelf ook een standaard Cauchy verdeling heef't. 

5. Bevijs dat een rij k-dimensionale stochastische vectoren X1,x
2

, . • . , 
dan en dan alleen in verdeling naar een stocbastische vector X conver­
geert als t ' X !I. t'X voor n + oo en alle t " Rk. n 

6. Bevijs stelling 2.10.3. 
7. Geef generalisaties van de stellingen 2. 10. 7, 2. 10.8 en 2. 10.9 voor 

o.o en identiek verdeelde k-dimensionale stochastische vectoren 
x

1 
,x

2
, ••.• 

2. 1 1. VOORWAARDELIJKE VERWACHTING 

Zij gegeven een kansruimte (O,A,P). Voor A, C " A met P(A) ; O vordt de 
voorwaardelijke vaarschijnlijkheid van C gegeven A gedefinieerd door (zie 
§2 . 2) 

(2.11.1) P(c!A) ~ P~t~~ . 

lndien V ~ (V1, •.. ,Vm) een stochastische vector op (O,A,P) voorstelt, kun­
nen vij de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven A definieren door 

(2.11.2) 

Aangezien P(CIA) voor vaste A al.a f'unctie van C een kans op (ll,A) is, is 
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PVIA een kansverdeling op Rm. Als Y = (Y 1 , • .. ,Yk) een discreet verdeelde 

stochastische vector op (n,A,P) voorstelt, dan vordt voor iedere y € Rk 

vaa.rvoor P(Y=y) # O de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven Y = Y 

gedefinieerd door 

(2.11.3) 

Wij interpreteren PVIY=y als de kansverdeling van V als bekend is dat Y bij 

het experiment de vaarde y heef't aangenomen. Als + een reele Borelfunctie 

op Rm is, dan vordt de verwacbting van +(v) met betrekking tot de verdeling 

(2.11.3) de voorwaardelijke verwacbtiog van +(V) gegeven Y = y genoemd: 

E(+(v) IY=y) = J +(v) dPvl Y=y(v). 
Rm 

(2.11.4) 

Definitie (2.11.3) vordt mogelijk gemaakt doordat P(Y=y); O. Indien 
k ecbter Y een continue verdeling bezit en dus P(Y=y) • 0 voor alle y € R , 

moeten vij op een andere vijze te verk gaan. Als bet paar (V,Y) bijvoor­

beeld continu verdeeld is met dichtheid fy y• dan is ook Y continu verdeeld , 
met dichtbeid fy. Men zou dan kunnen overwegen om, onder bet opleggen van 

voldoende regulariteitsvoorwaarden om de onderstaande limietovergangen te 

rechtvaardigen, (2.11.3) te vervangen door 

lim 
h+Q 

I 
lim P(V€BiY£[y,y+hJ) 
h+O 

I fv y<v,u)dvdu , 
C:z: 2:z:+bJ B 

f fy(u)du 

[y,y+b) 

f fy yCv, y)dv , 
B 

fy(y) 

voor alle y vaa.rvoor fy(y) ; O. Dit komt neer op een definitie vaarbij de 

voorvaardelijke verdeling PVIY=y vordt gegeven door zijn dicbtheid 
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hetgeen een duidelijke analogie met (2.11.3) vertoont. Voor een reele 
Borelf'unctie ~ op Rm zou men nu voorts kunnen definieren 

E{~(v)jY=y) = J ~(v) fV IY=y(v)dv. 
Rm 

Een dergelijke aanpak is echter veinig eJ.gemeen. Men geef't er. daarom 
de voorkeur aan de begrippen voorva.ardelijke verdeling en ve?Vachting op de 
stelling van Radon-Nikodym te baseren. Op grond van de ove?Veging dat een 
ltans als een vervachting kan vorden opgevat - namelijk als verwachting van 
een indicator f'unctie - stelt men hierbij de definitie van voorwaardelijke 
vervachting centraal . 

Zij X een stochastische grootheid gedefinieerd op een kansruimte 

(O,A , P) en veronderstel dat EIXI<~, d.v.z. dat X P-sommeerbaar is . 
Zij voorts A

0 
een deel-o-algebra van A. 

stetling 2. 11. 1 

E:r bestaat een A0- meetbare stochastische grootheid X' zodanig dat voor 
iedere A e A

0 

(2.11.5) I XdP = I X' dP. 

A A 

Ieder t veetal A0-meetbare stochastische grootheden met de eigenschap 
(2 . 11.5) is P-bijna overal gelijk . 

'&Mijs: 

Veronderstel eerst dat X ~ 0 op 0 en detinieer voor alle A e A
0 

v(A) = J XdP . 

A 

Men veritieert gemakkelijk dat v een eindige maat op (O,A ) is die P-abso-
0 

luut continu is. Ui t de stelling van Radon-Nikodym volgt nu het bestaan 
van een niet-negatieve, ei ndige en A

0
- meetbare functie X' vaarvoor 

v(A) f X' dP, A e Ao; 

A 



tvee tuncties met deze eigenschappen zijn P-b.o. gelijk. 

Indien X niet niet-negatief is op n schrijven vij X = X+-X-, 1111.arbij 

x+ • max(X,O) en x- = m.in(X,O) beide niet-negatief en P-soJ11Deerbaar zijn. 

'l'oepassing van het voorafgaande op X+ en x- levert het bestaan van niet-
+' _ , 

negatieve, eindige en A
0
-meetbare functies X en X zodanig dat voor 

iedere A t: A0 

A A 

+• -· Hieruit volgt dat de A0-meetbare f'unctie X' = X -X voldoet aan (2.11.5). 
Als X' en X" beiden A0..:meetbaar zijn en a.an (2.11.5) voldoen, dan 

geldt voor iedere A t: A0 

f X'dP = f X"dP. 
A A 

Door hierin voor A de verzamelingen {w : X' (w) > X"(w)} respectievelijk 

{(I): X' (w) < X"(w)} te kiezen ziet men dat deze beide verzamelingen P-JDa&t 

nul bezitten , zodat P(X ' =X" ) = 1 . 

Definitie 2.11.1 

Een A0-meetbare stochastische grootheid X' zodanig cl.at voor alJ.e A t: A0 
aan (2.11.5) is volda.an wordt een ooorwaa:rdaiijks verwa.chting van X gegeven 

A0 genoemd en aangeduid door de notatie X' = E(XIA0 ). Indien vij de afhanke­

lijkheid van w t: o in de notatie tot uitdruk.king wensen te brengen schrijven 

wij X'(Cll) = E(X iA
0

)(w). 

In pla.ats van over een voorwa.ardelijke verwachting spreekt men ook vel over 

een vereie van de voorwaardelijke verwachting. Volgens stelling 2.11.1 zijn 

tvee versies P-bijna overal gelijk. 

De volgende stelling geeft een tweede karaltterisering van. E(XIA0 ) die 

echter in wezen nauwelijks van de eerste verse.hilt. 

Stelling 2. 11.2 

X' = E(XjA0 ) d.an en slechts dan indien X' A0-meetbaar is en 
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(2.11.6) J XZdP = J X'ZdP 

(d.w.z. EXZ = EX'Z) voor iedere A
0
-meetbare stochastische grootheid Z waar­

voor XZ P-sommeerbaar is. 

Bawijs: 

Voor A € AO is de stochastische grootheid Z = IA A0-meetbaar en daar 

EIXI<~, is ook EIXZI<~. Uit (2 . 11 .6) vol~ dus (2.11.5). Het bewijs 
dat ook omgekeerd (2 . 11.6) uit (2.11.5) volgt verloopt in vier stappen . 
a) Als z een elementaire A0-meetbare f\lnctie is, is bet te bewijzene 

triviaal. 

b) 

c) 

Ala X ~ O en z !_ O op n, dan kiezen wij een rij niet-negatieve 

elementaire A -meetbare f'uncties Z t Z. Volgens a) geldt o n 

J XZndP = J X'ZndP voor alle n. Uit het bewij s van stelling 2 .11.1 

volgt dat X ~ O op ll impliceert dat X' ~ O P-bijna overal. Toepassing 

van de monotone convergentie stelling levert J XZ0 dP ... J XZdP en 

J X'Z
0
dP ... J X'ZdP, waaruit (2.11.6) volgt . 

+ Als X > O op S'l passen wij b) toe op Z en z- en vinden 

J xz+; = J X' Z+dP en J XZ- dP = J X'Z- dP: Daar . EIXZI <~, zijn deze 

inte(!ralen eindig, zodat (2.1 1. 6) geldt. 
d) Voor willekeurige X en Z kan c) worden toegepast op X+ en x-, daar de 

P-sommeerbaarheid van xz die van x+z en x-z impliceert. Dit geef't 

I X+ZdP = J (X+)'ZdP en J x-ZdP = I (X-) ' ZdP. Daar deze integralen 

eindig zijn, en uit het bewijs van stelling 2.11.1 volgt dat 
X' = (X+)'-(X- )' P-bijna overal , geldt (2.11 .6) ook nu. 

In het voorafgaande kwamen herhaaldelijk beweringen voor die P-bijna 
overal juist zijn . In een meer op de waarschijnlijkheidsrekening afgestem­
de terminologie zegt men dat een dergelijke bewering met kans 1 of bijna 
zeker (afgekort: b.z.) juist is (in het Engels: almost surely of a.s.). In 
de volgende stelling worden een aantal eenvoudige eigenschappen van voor­
wa.ardelijke verwachtingen opgesomd. Daar voorwaardelijke verwacbtingen 



door ons slechts zijn gedefinieerd voor sommeerbare stochastische groot­

heden, wordt hierbij stilzwijgend aangenomen dat X, x
1 

en x
2 

inderdaad 

eindige verwachtingen bezitten. 

Ste'LUng 2 . 11.3 

a. E(E(X IA0 )) = EX. 

b. E(XIA 0 ) = X b.z. als X A0-meetbaar is. 

c. E(XZ IA0 ) = ZE(XIA0 ) b . z. als Z A
0
-meetbaar is en EIXZI<~. 

d. E(XIA0 ) = EX b.z . als A
0 

en de door X geinduceerde a- algebra AX o.o. 

zijn. 

e. E(E(X IA0 ) IA1) = E(XIA0 ) = E(E(XIA
1

) IA
0

) b . z. als A
0 

c A
1 

c A. 

f. Al.s X = c b . z . dan geldt E(X!A
0

) = c b.z .. 

g. E(aX1+bx21Ao) = aE(X11Ao) + bE(X21Ao) b . z .. 

h. Als X ~ 0 b.z. dan geldt E(XjA
0

) > O b . z .. 

i. I E(xlA0 ) I ~ E( I xl IA0 ) b. z .. 

8el;)ijs_: 

a, b, f , gen de eerste gelijkheid in e volgen rechtstreeks uit stelling 

2 . 11 . 1 en de daarop aansluitende definitie 2 . 11.1. h volgt uit bet bevijs 

van stelling 2.11.1. Uit gen h volgt i daar E(XIA0 ) = E(x+IA0 ) - E(X-jA0 ) 

b.z. en E(IXI jA0 ) = E(x+IA
0

) + E(x-IA
0

) b.z .. Door in stelling 2.11.2 z te 

vervangen door ZIA' A£ A0 , verkrijgt men c. Als A0 en AX o .o. zijn en . 

A£ A
0

, dan zijn X en IA o.o. zodat d volgt uit stelling 2 . 7.3. 

Daar 

I XdP = f E(XjA1 )dP. A*" Al' 

A A 

I XdP J E(xlA0)dP, A *" Ao• 
A A 

ziJn de beide rechterleden gelijk voor iedere A£ A0 als A0 c A1 c A. Daar 

E(XIA ) A -meetbaar is en E(E(XIA ) ) =EX eindig is, levert toepassing van 
0 0 1 

stelling 2 . 11.1 endefinitie 2. 11.l de tveede gelijkheid in e. 

Men kan E(XjA ) blijkens zijn definitie opvatten als een vergroving 
. 0 
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van X tot een A
0

-meetbare stochastische grootheid waarbij de gemiddelde 

waarde over A
0
-meetbare verzamelingen met betrekking tot P behouden blij:f't. 

Als A
0 

= A treedt geen vergroving op daar volgens stelling 2. 1 1. 3b 

E(XJA) = X b. z •. Naa.rmate de o-algebra Ao echter kleiner wordt treedt vol­

gens stelling 2.11.3e stapgewijs een steeds verder ga.e.nde vergroving op. 
Dit proces eindigt als men voor A

0 
de kleinste a-algebra in A kiest, name-

lijk A
0 

= {~,O}. Men ga.at met behulp van definitie 2.11.1 of stelljng 

2.11.3d eenvoudig na dat in dit geval E(XJA0
) =EX zodat X nu tot een 

P-bijna overal constante stochastische grootheid is teruggebracht. 

Hoewel E(XIA
0

) niet als een integraal is gedefinieerd corresponderen 

de eigenschappen f-i in stelling 2.11.3 met eigenschappen van EX (zie stel­

ling 2. 7. 1 b-e). Ook de hierna volgende stellingen wij zen erop dat een 

voorwaardelijke verwachting zich, grof gesproken, bijna zeker als een ver­

wachting gedraagt (verg. stellingen 1.6.2-1.6.5). 

Stelling 2.11 . 4 (M?notone convergentie stelling) 

Als O s Xn t X b.z. en EX< w, dan geldt ook E(X IA ) t E(XJA
0

) b.z • • 
n O 

BebJi.js: 

Daa.r ~ b.z. een niet-dalende rij niet-negatieve stochastische grootheden 

is, geldt hetzeltde voor de rij X' = E(X IA0 ) volgens stelling 2.11.3g en 
n n 

h. De rij X~ convergeert dus b. z. naar een A
0
-meetbare :functie z. Toepas-

sing van stelling 1.6.2 op X
0

IA en XIA respectievelijk X~IA en ZIA levert 

voor iedere A £ A
0 

J X0 dP + J XdP, J X~dP-+ J ZdP. 
A A A A 

Daa.r de beide linkerleden voor iedere n aan elkaar gelijk zijn, zijn ook 

de rechterleden gelijk. Aangezien Z A0-meetbaar is, volgt hieruit dat 

Z = E(XIA0 ) b.z •. 

.. Stelling 2. 11. 5 (lemna; van Fatou) 

Als Xn ~ O b.z. en EX <w voor n = 1,2, •.. . en als voorts E (lim inf X ) < co, 
dan geldt 

E(lim
0 
int X0 IA0 ) ~ lim inf E(X

0
IA

0
) b.z . • 

n 
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AJ.s Xn s 0 b.z. en EXn > -~ voor n 

dan geldt 
1 , 2, ... en als voorts E(lim sup Xn) >·- .. , 

n 

E(lim sup ~IA0 ) ~ lim sup E(X IA ) b 
n n n 0 .z .. 

Bewi.js: 

Het tweede deel van de stelling volgt uit bet eerste door Xn door -Xn te 

vervs.ngen.Om het eerste deel te bewijzen merken wij op dat 

lim inf xn = lim yn• yn = inf xm. 
n n+<» m>n 

Daar Y
0 

een niet-dalende rij b.z. niet-negatieve stochastische grootheden 

is volgt uit stelJ.ing 2.11.4 

E(lim inf x
0

1A0 ) = lim E(YnlA0 ). 
n ir>"" 

Voor iedere m !,n -geldt Yn !,.Xm. Volgens stelling 2.11 . 3g en h geldt dus 

E(Y
0

IA0 ) ;;_ E(XmlA0 ) b.z. voor iedere m ~ n, zodat 

Hieruit volgt dat met kans 

E(lim inf x lA0 ) .!. lim inf E(xmlA 0 ) 
n n n-o m~p 

Stel-Ung 2 . 11 .6 (gedomineerde convergentie ste'll-ing) 

lim inf E(X
0

IA0 ). 
n 

AJ.s X
0 

+ X b.z. en er een stochastische grootheid Y met EIYI < 00 bestaat 

zodanig dat IX I < Y b.z . voor alle n, dan geldt 
n -

Bewi.js: 
Uit het gegeven volgt dat de in de stelling en in het onderstaande bewije 



148 

voorkomende stochastische grootheden eindige verwachtingen bezitten zodat 

hun voorwa.ardelijke ver.re.chtingen gedefinieerd zijn . . zij Yn = lx0 -xl · Dan 

is 2Y _ y > o b. z. zodat volgens stel.ling 2. 11 . 3g en stelling 2 · 11 • 5 
n= 

E(2YIA
0

) - E(lim sup Y
0

IA 0 ) = E(lim inf(2Y-Yn) IA0 ) ~ 
n n 

~ l.im inf E(2Y-Y
0

IA
0

) = E(2YIA
0

) - lim sup E(Y
0

IA0 ) b.z., 
- n n 

zodat volgens stelling 2.11.3h en f 

o ~ lim sup E(Y
0

IA
0

) ;, E(lim sup YnlA
0

) = O b.z. · 
- n n 

De tweede uitspraak van de stelling volgt door toepassing van stelling 

2. 11. 3 i en g. 

In de stellingen 2. 11. 4 en 2. 11. 5 wordt geeist dat al.le voorkomende 

stochastische grootheden eindige verwachting hebben, terwijl deze eis in de 

overeen.komstige stellingen 1.6.2 en 1.6.3 niet wordt gesteld. Dit vindt zijn 

oorzaak in het feit dat wij voorw.ardelijke venrachtingen all.een gedefini­

eerd hebben voor stochastische grootheden met eindige verwachting. De ge­

noemde eis dient uitsluitend om de existentie van de in de stellingen 

2. 11 . 4 en 2. 11. 5 optredende voorwaardelijke verwachtingen te gara.nderen. 

Men kan de definitie van voorwaardelijke verwachting echter uitbreiden tot 

stochastische grootheden die slechts P-integreerbaar zijn, d.w.z. wa.a.rvoor 

de verwachting gedefinieerd maar niet noodza.kelijk eindig is. De stellingen 

2. 11 .4 en 2. 11 . 5 blijven dan, ook zonder de genoemde eis, gel.den. Stell.ing 

2. 11. 4 is dan niet meer een speciaal geval. van stel.ling 2 . 11 • 6. Bij de ge­

noemde uitbreiding van de definitie van voorwaardelijke verwachting doet 

zich de complicatie voor, dat de voorwaa.rdelijke verwachting van een stoch­

astische grootheid met oneindige verwachting de waarde + co of - .., kan hebben 

op een verzameling met positieve maat. Een dergelijke voorwaardelijke ver­

vacbting is dus geen stochastische grootheid in de zin van definitie 2.5.1. 

SteZ.ling 2.11.7 (ongel.iJ°'kheid van Jensen) 

Zij g een reele meetba.re en convexe ""·-cti"e 1 ... ..., op R . Indien EX en Eg(X) 
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eindig zijn, dan geldt 

Bewija: 

Daar g meetbaar en convex is, is g ook continu op R
1 en bestaa.t er voor 

iedere a e R
1 een reeel getal m(a) zodanig dat g(x) ~ g(a) + m(a)(x- a) 

voor alle x e R1 (zie bet bewijs van stelling 1.6.5). A.angezien g begrensd 

is op begrensde intervallen geldt betzelfde voor de functie m; men veri­

fieert zelfs eenvoudig dat m monotoon niet-dalend is op R
1

• Uit 

g(X) ~ g(a) + m(a)(X-a) volgt volgens stelling 2. 11.3 dat voor iedere a e R
1 

E(g(X) IA
0

) ~ g(a) + m(a)(E(X!A0 )-a) b.z .• 

Zij Deen af'telbare verzameling die dicht ligt in R
1

• Daar een af'telbare 

vereniging van P-nulverzamelingen zelf ook een P-nulverzameling is, geldt 

(2.11.7) E(g(X)IA0 ) ~sup {g(d)+m(d)(E(XIA0 )-d)} b.z . . 
deD 

Beschouw de verz8Jlleling A e A
0 

van die we n waarvoor E(XIA 0 )(w) eindig is 

en waarvoor 

E(g(X) IA0 )(w) ~sup {g(d)+m(d)(E(XIA0)(w)-d)L 
- deD 

Daar E(XIA0 ) b.z . eindig is volgt uit (2.11 . 7) dat P(A) = 1. Voor een 

willekeurige vaste w e A kiezen wij een rij ~ e D die voor n ... 00 naar 

E(XIA
0

)(w) convergeert . Daar g continu is op R1 en m begrensd is op begrens­

de intervallen vinden wij voor iedere w £ A 

E(g{X) IA
0

)(w) ~ lim {g{d
0

)+m(dn)(E(XIA0 )(w)-d
0

)} 

n--

g{E(X!A0 ) (w)). 
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Beschouw een stochastische vector Y = ( Y 1 , • •• , Yk) • 1 ~ k ~ 00 , gedefini­

eerd op dezelfde kansruimte ( n ,A ,P) waarop ook de stochastische grootheid X 

is gedefinieerd. Zij Ay de door Y in fl geinduceerde a-algebra. Indien 

E!XI< .. , definieren wij de voorwaar>deUjke ve'l"Wachting van X gegeven Y 

ale de voorwaa.rdelijke verwachting van X gegeven Ay: 

(2.11.8) 

Dit is een Ay-meetbare stochastische grootheid, hetgeen volgens stelling 

1.4. 1 equivalent is met bet bestaan van een reele Bore1£'unctie g op Rk zo­

danig dat E(XIY) = g(Y). Uit definitie 2.11.1 volgt nu dat (2.11.8) equi­

T&lent ie met: 

O.finitiB 2. 11.2 

Een stochastische grootheid X' wordt een voorwaardelijke verwachting van X 

gegeven y genoemd (notatie: X' = E(X I Y)) indien er een reele Borelfunctie 

g op ~ beetaa.t zodanig dat X' = g(Y) en indien voorts 

(2.11.9) J XdP = J X'dP 
A A 

voor iedere A E Ay• d.w.z. voor iedere A= Y-l (B), Be sk .. 

Merk op dat volgens de overplantingsstelling 

I g(Y)dP =I g(y)dPY(y), 
Y-1(B) B 

zodat (2.11.9) in definitie 2.11.2 mag worden vervangen door 

(2.11.10) voor alle BE ~-

Wegens (2.11.8) zijn twee versies g
1

(Y) en g
2

(Y) van E(XIY) als 

tuncties op 11 P-bijna overal gelijk. Dit is equivalent met de bewering dat 

de bij deze versies behorende :f\mcties g
1 

en 82 op Rk. p -bijna overal ge-
li. •1t • • y J ZlJn. 
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Indien tvee stochastische vectoren Y en Y dezelfde o-algeora Ay = Ay 

inn induceren, dan geldt volgens (2 .1 1.8) E(XIY) = E(XIY) b.z •. Dit bete­

kent dat versies van deze voorwaardel ijke verwachtingen g(Y(~)} = E(XIY}(w} 

en g(Y(w)) = E(XIY)(w} als f'unctie van w P-bijna overal gelijk zijn. De 

f'Uncties g en g zijn in het algemeen natuurlijk niet gelijk; zij kunnen 

zelfs op ruimten met van elkaar verschillende dimensies gedefinieerd zijn. 
Uit (2.11.8) volgt ook dat E(XIY) a1le in stellingen 2.11.2-2.11.7 

opgesomde eigenschappen van E(XjA0 }. bezit. In de twee volgende stellingen 

noemen wij hiervan slechts de met stellingen 2 . 11.2 en 2.11.3c:-e correspon­

derende eigenschappen, daar deze met behulp van stelling 1. 4.1 tormeel een 

ander aanzien krijgen (eigenschap bin stelling 2.11.3 is een specie.al. ge:­

val. van c). 

SteZUng 2.11.8 

X' = E(XIY) dan en slechts dan indien er een reele Boreltunctie g op Rk be­

staat zodanig dat X' = g(Y) en indien voorts EXh(Y) = EX'h(Y) voor iedere 

reele Borelf'unctie h op If waarvoor EXh(Y) bestaat en eindig is. 

St;eZ"ling ~. 11.9 

Op een kansruimte (O,A,P) ziJn gedefinieerd een stochastische grootheid X 

met EIXl<m en stochastische vectoren Y = (Y,, . .• ,Yk) en Y = (Y~, ... ,ym) ' 
1 s k, m s m, zodanig d.at Y = ~(Y) waarbij ~ een BorelfUnctie op Rm met 

waarden in Rk voorstelt. Zij h een reele Borelf'unctie op Rk. Dan geldt: 

1. E(Xh(Y} IY) = h(Y)E(XIY) b.z . als EXh(Y) bestaat en eindig is . 

2. E(X IY) = EX b.z. als X en Y o.o. zijn. 

3. E(E(XIY) iY) = E(XIY) = E(E(xlillY) b.z • • 

Wij wensen nu bet begrip voon.>aaX'deZijke ven.>achting van X gegeven 

Y = y (notatie: E(XIY=y)) voor y E Rk in te voeren . Hiertoe kiezen wij een 

versie g(Y) van E(XIY) en definieren E(XIY=y) = g(y) voor alle y E Rk. 

Keuze van een andere versie van E(XIY) leidt voor Py-bijna alle y E rf tot 

dezelfde definitie van E(XIY=y). Volgens definitie 2.11 . 2 en bet daarna 

volgende is iedere reele Borelf'unctie g op rf die aan (2 . 11.10) voldoet een 

versie van de f'unctie E(XIY=·) op "ff-. De eigenschappen van g(y) = E(XIY=y) 

volgen rechtstreeks uit die van g{Y) = E(XIY), waarbij beweringen die voor 
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E(XIY) bijna zeker ge1den overgaan in beweringen over E(XIY=y) voor Py- bijna 

~e y E Rk 

Na.ar analogie van de relatie P(A) = EIA kunnen wij ook voo:rwa.ardelijke 

waarschijnlijkheden al.a voorwaardelijke verwachtingen van de corresponderen­

de indicator tuncties definieren. Als coven beschouwen wij een kansruimte 

(0 ,A ,P), een deel-o-algebra A
0 

van A en een stocbastische vector 

Y = (Y1
, ••• ,Yk)' 1 ~k ~-, op (O,A,P) en definieren de volgende begrippen. 

Voor A EA is 

(2 . 11.11) 

een voo~aa:rdel.ijke waarschijnl.ijkheid van A gegeven A0 . Volgens definitie 

2.11.1 is P(A IA
0

) voor iedere vaste A EA gedefinieerd als een A0-meetbare 

stochastische grootheid waarvoor geldt 

(2.11.12) P(AnA0 ) = J P(AIA0 )dP voor iedere A0 E A0 • 

AO 

Twee versies van P(AIA0) zijn P- bijna overal gelijk. Voor A E A is 

(2. 11.13) 

een voorwaardel.ijke waarschijnlijkheid van A gegeven Y. Volgens definitie 

2.11.2 en (2.11.10) is P(AIY) voor iedere vaste A e A gedefinieerd als een 

reele Boreltunctie g van Y waarvoor geldt 

P(AnY-
1

(B)) = I P(AIY)dP = I g(y)dPy(y) 

Y- 1(B) B 
(2.11.14) 

voor al.le B E Jlt. Indien g(Y) een versie van P(AIY) is, definieren wij voor 

~e y e Rk de vooZ'tJ<UD'delijke uxza:rschijnlijkheid van A gegeven Y = y als 

P(AIY:oy) = g(y); P(A IY=·) is dus een reele Borelfunctie op Rk waarvoor 

geldt 

(2.11.15) J P(A!Y=y)dPy(y) voor iedere B E Jlt. 
B 
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ZiJ. V (V ) = 1 • • • · • Vm • 1 ~ m ~ '"'• een tveede stocbastische vector op 

(n,A,P). Geheel analoog aan de notatie Pv(B) of P(Vt:B) voor de (onvoorvaa.r­

delijke) ve.a.rschijnlijkheid P({w:V(w)t:B}) = P(v- 1(B)) voor B t If4 (zie §2•
5

) 

voeren wij nu overeenkomstige notatie in voor de voorvaardelijke vaarschijn­

lijkheid van de eventualiteit {V t: B}. Voor iedere B t: If4 is 

(2 . 11.16) 

(2 . 11.17) 

(2.11.18) 

pvlA (B) = P(Vt:BIAo) = P(v-1(B)IAo» 
0 

Pvjy(B) = P(Vt:BIY) = P(V- 1(B)IY), 

De relatiesdie deze drie begrippen definieren volgen rechtstreeks uit 

(2.11.12), (2.11.14) en (2.11.15) door hierin Ate vervangen door v-1(B), 

Be Ifll. Zo is bijvoorbeeld PVIY=·(B) voor iedere vaste B €EID gedefinieerd 

als een reele Borelfunctie op Rk vaarvoor geldt 

(2.11.19) 

B 

voor iedere Be fit . De functie PV IA (respectievelijk PVIY en PV IY=y) op 
0 

Ef1L vordt een voon,iaa:rdeiijke kaneverdeUng van v gegeven A
0 

(respectieve1ijk 

Y en Y = y) genoem.d. 

De hierboven ingevoerde terminologie suggereert dat er voor iedere 

A e A een zodanige versie van P(AIA0 ) zou kunnen vorden gekoze·n dat 

P(A!A0)(w) voor iedere (of P-bijna alle) vaste w t: n als fUnctie van A een 

va.arschijnlijkheid op (n ,A) zou zijn. Indien dit inderdaad mogelijk is 

noemt men een derge.lijke keuze een reguliere Versie van de voorvaardelijke 

wa.arscbijnlijkheid P(.!A0). Over bet al dan niet bests.an van een regul.iere 

versie merken wij bet volgende op. Da.a.r 0 ~IA~ 1 is P(AIA0) = E(IAIA0) 

voor iedere A e A gedefinieerd en b.z . niet-negatief volgens stelling 

2 . T1. 3h . Er is dus voor iedere A e A een versie vaarvoor P(AIA0 )(0l) ~ 0 

voor alle we n. Uit (2.11.12) volgt dater een versie van P(OIA0) is vaar­

voor P(n!A0)(w) = 1 voor alle we n. Voorts geldt volgens stelling 2 . 11.4 

voor een disjuncte rij A1, ~· ..• e A 
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De P- nulverzameling van die w £ n waarvoor de bovenstaande gelijkheid niet 

geldt zal echter in het al.gemeen van de besc.houwde rij A1, A2 , • • • a.fhangen. 

De verzameling van die w £ n wa.a.rvoor P(. IA0 ) (w) niet o-a.dditief is op A• 

is dus de vereniging van een - mogelijk .overa.f'telba.ar - a.antal. P-nulverza.­

melingen en dua niet noodzakelijk een P-nulverzameling. Men kan a.an de hand 

van een voorbeeld aantonen da.t deze complies.tie tot gevolg kan hebben da.t 

er geen reguliere versie van P( . IA0 ) bests.at . Tevens ka.n men ecbter bewijzen 

dat er voor een stocha.stische vector V = (v1, •.. ,Vm)• 1 ~ m ~ 00 ,. wel steeds 

een reguliere versie van zijn voorwa.ardelijke kansverdeling PVIA op (Rm,,;n) 

bests.at. Wij spreken a.f da.t vij voor een voorwaardelijke kansvergeling van 

een stocha.stische vector steeds een regul.iere versie zullen kiezen. Voor 

P-bijna. alle w, c.q. Py-bijna. .a.lle y, zijn PVIA (B)(w), PVIY(B)(w) en 

PVjY=y(B) a.ls functie van B dus voortaan wa.a.rscRijnlijkheden op (Rm,Jfl). 

In het voora.f gaande hebben wij voorwa.ardelijke verwa.chtingen en voor­

waa.rdelijke wa.a.rschijnlijkheden impliciet, d.w.z. a.ls oplossing van een 

vergelijking gedefinieerd. De twee volgende stellingen geven een methode 

om in de meest voorkomende geva.llen deze f'uncties expliciet te bepa.len. 

stelling 2.11.10 

La.ten V = (V1, ••. ,Vm) en Y = (Y 1, .•• ,Yk), 1,;;, m, k < 00 , twee stochastische 

vectoren op een ka.nsruimte (n,A,P) voorstellen, µ 1 en µ2 twee o-finiete 

me.ten op (Rm,Jfl) respectievelijk (Rk.~) enµ= µ 1xµ
2 

hun productmaa.t op 

(Rm+k,~k). Veronderstel dat de simultane kansverdeling PV y van het pa.ar . 
(V,Y) een ka.nsdichtheid fv y ten opzichte vanµ bezit. Dan is . 
(2.11.21) 

een ka.nsdicbtheid van Y met betrekking tot µ2 . Voor alle v £ Rm en y £ Rk 

detinieren wij 

(2. 11. 22) 

0 anders. 
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PVIY=y(B) = J fVIY=y(v) dµ 1(v), y € Rk, B c Jfll, 

B 

een reguliere versie van de voorve.a.rdelijke kansverdeling van V gegeven 

Y = Y- f'V IY=y wordt een voorwaardelijke dichtheid van V gegeven Y = y ten 

opzicbte van µ
1 

genoemd. 

Bez,.ri,;j B : 

Voor B € -sk geldt volgens de stelling van Fubini ( stelling 1. 6 . 7) 

zodat (2.11.21 ) inderdaad een dichtheid van Y ten opzichte van µ 2 is. Zij 

C == {y IY € Rk, O < fy(Y) < 00 } zodat C € ff en Py( C) = 1. Door v ederom de 

stelling van Fubini toe te passen vinden vij dat het rechterlid van 

( 2 . 1 1 • 23) voor iedere B € 'fi11' een Borelfunctie van y is en dat voor iedere 

B e ff1 en B € -sk 

I <J fVIY=y(v) dµ1(v)} dPY(y) 

B B 

j <J 
BC B 

fv y(v,y) dµ(v,y) = P({V€B}n{Y£BC}) = 
• 

= P({V£B}n{Y£B}). 

Vo1ge.ns (2.11 . 19) is (2.11.23) dus inderdae.d een versie van PVIY::sy · Voorts 

is :fVIY=y niet-negatief tervijl voor iedere y € C 



156 . 

J 
fy(y) 

fVIY=y(v) dµ 1(v) = LIYT = 1, 
Rm y 

zodat f I voor Py-bijna alJ.e y € Rk een kansdichtheid is. (2.11.23) is 
V Y=y 

dus een reguliere versie. 

St;ez:ling 2. 11 . 11 
Laa.t v = ( V 

1
, ••• , V m), 1 ~ m ~ "', een stocb.a.stiscbe vector op een kansruimte 

(n,A,P) voorstellen, 4> een reele Borelfunctie op Rm waarvoor El4>(V)l<00 en 

A een deel-O-algebra van A. Dan geldt voor een reguliere versie van PVIA 
o. 0 

E(4>(V)IA0 ) = J 4>(v) dPVIA (v) b . z .. 
Rm 0 

(2.11.24) 

Merk op dat het rechterlid slechts gedefinieerd is als PVIAo een. maat is; 

voor een reguliere versie is dit b.z. het geval. 

Bewijs: 

Als 4> = IB, B € Ffl, dan is 4>(V) 

(2 . 11.16) 

I zodat volgens (2 . 11.11) en 
v-1 (B) 

terwijl 

E(I _
1 

IA
0

) 
V (B) 

PvlA (B) b.z. 
0 

J 4>(v) dPvlA (v) = J dPvlA = PvlA (B) b.z .. 
Rm 0 B 0 0 

Uit stelling 2.11.3g volgt nu dat (2.11 . 24) juist is indien 4> een elemen­

taire Borelfunctie is. Voor een willekeurige niet-negatieve Borelfunctie 

4> bewijst men (2.11.24) door 4> te benaderen door een niet-dalende rij 

niet-negatieve elementaire Borelf'uncties en de monotone convergentie stel­

lingen 1.6.2 en 2 . 11.4 toe te passen. Voor een willekeurige Borelfunctie 
4> volgt (2.11.24) door het bovenstaande toe te passen op 4>+ en$-. 
Als Y = (Y 1,. .. ,Yk), 1~k;, 00 , een tweede stochastische vector op (n,A,P) 

voorstelt dan volgt uit (2. 11. 24) dat 
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E(~{V) IY=y) = f ~(v) dPVIY=y(v) 
Rm 

voor Py-bijna a.lle y ~ Rk. Indien de voorwaarden in stelling 2 .11. 10 ver­

vu1d zijn, kunnen wij dus expliciet een versie van E(~(v)IY=y) aangeven, 

namelijk 

(2 . 11.26) 

waarin fV IY=y wordt gegeven door (2.11.22). 

In het begin van deze paragraaf werden voor een tweetal eenvoudige ge­

vallen rechtstreeks definities van voorwaardelijke kansverdeling en voor­

vaardelijke vervacht i ng gegeven en de vraag rijst of deze wel in overeen­

stemming zijn met de daarna gegeven algemene definities. Het anvoord op deze 

vraag is ja. Uit (2.11.19) volgt v~or discreet verdeelde Y dat PVIY=y(B) 

voor ally met P(Y=y) # 0 ondubbelzinnig gedefinieerd is en door (2.11 .3 ) 

wordt bepaald. Indien de simultane verdeling van (V,Y) continu is, zijn de 

voorva.arden in stelling 2.10 . 10 vervuld (µ 1 ,µ2 enµ zijn nu Lebesgue 1!18.ten) 

zodat de voorwaardelijke dichtbeid fVIY=y(v) vordt gegeven door (2. 11.22). 

Tenslotte wordt de voorwaardelijke vervachting E( ~( V)IY=y) volgens (2.11.25) 

en ( 2. 11. 26) verkregen als vervachting met betrekking tot de voorwaardeli.ike 

verdeling van V gegeven Y=y. 
Tot besluit willen wij nog de aanaacht vestigen op enige consequenties 

van (2.11 . 19) en stelling 2.11.10. Kiezen wi j B = Rk, dan gaa.t (2.11.19) 

over in 

( 2. 11. 27) 

een formule die grote overeenkomst vertoont met, en voor discrete Y zelfs 

een speciaal geval is van (2.2.4). Uit stelling 2. 11.10 volgt onder de ge­

stelde voorwaarden dat een dichtheid van Pv met betrekking tot de maat µ 1 
gegeven wordt door 

(2 . 11.28) 
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Als Ven Y beide discreet zijn is ook (2.11 . 28) een speciaa.l geval van 

(2.2 . 4). Verder volgt uit stelling 2. 11 .10 een analogon van (2 . 2.5), de 

regel van Bayes : 

(2 . 11.29) 

voor p -bijna alle v en P -bijna alle y . Als V en Y discreet zijn is dit v y 
zeits een speciaal geval van (2.2.5) . 

In het voorgaande hebben wij (2.11.19) en stelling 2.11.10 gebruikt 

om de voorvaardelijke verdeling van V gegeven Y = y te definieren in termen 

van de simultane verdeling van Ven Y. In de practijk gebruikt men (2.11.19), 

stelling 2.11.10 en de daaruit afgeleide formules (2.11 . 27)-(2. 11.29) vaak 

in omgekeerde richting om de simultane verdeling van Ven Y, de marginale 

verdeling van V, of de voorwa.ardelijke verdeling van Y gegeven V te be-

palen als de marginale verdelin~ van Y en de voorwaardelijke verdelin~ 
van V gegeven Y bekend zijn. Deze situatie doet zich met name voor bij de 
constructie van kansruimten bij experimenten die uit twee of meer deelex-

perimenten bestaan, waarbij de wijze waarop en de omstandigheden wa.aronder 

ieder deelexperiment moet worden uitgevoerd, worden vastgeiegd door de uit­

slagen van de daaraan voorafgaande deelexperimenten. Bij wijze van voor­

beeld beschouwen wij bet volgende experiment: Men kiest aselect een getal 

y uit het eenheidsinterval en vervolgens voert men n o .o. alternatieven 

uit, alle met bet eerder gekozen getal y als succeskans. Het hierbij be­

haalde aantal successen noemt men v. Wij interpreteren deze omschrijving 

in een mathematisch model door te spreken over twee stochastische groot­

heden, Ven Y, zodanig dat Y de homogene verdeling op (0,1) bezit , terwijl 

de voorwaardelijke verdeling van V gegeven Y = y voor y € (0,1) de bino­

miale verdeling met parameters n en y is. Nemen wij voor \.1 de telmaat op 
- 1 

de gehele getallen en voor µ2 de Lebesgue maat op R 1 , dan hebben wij dus 

in de note.tie van stelling 2. 11.10 
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aJ.s y £ ( 0, 1 ) , 

anders; 

en 

Met behul.p van (2.11.22), (2.11.28) en (2.11.29) vinden vij derheJ.ve 

(n) v( )n- v v y 1-y voor v £ {0,1, •.. ,n}, y £ (0,1); 

1 = n+l voor v £ {0,1 , ••• ,n} 

De verwachting van V kunnen wij op twee me.nieren berekenen: 

n 
E(V) r_L=~. 

v=O n+1 

en 

E(V) E(E(VIY)) E(nY) = ~ 

Opgaven 
1. Bepa.al de voorwaardelijke verdeling van X gegeven Ya.ls X en Y tvee 

stochastische grootheden zijn vier simultane verdeling een tvee­

dimensionaJ.e N(µ,t)-verdeling is met 111 > 0 dan vel ltl = O. 

2. X1·~·· ··•Xn+ l zijn o . o . identiek verdeeld.e stoohastische groot­
k 

heden en s = l x. k = 1 ,2~ • .• ,n+1~ Bepe.al de voorvaard.elijke 
k i=l i ' . 

verdeling van de stochastische vector (s1, ... ,Sn) gegeven Sn+1 eJ.s Xi 

a) exponentieel 



3. 

·b) geometrisch 

verdeeld is. 
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Bepaal de voorwa.ardelijke verdeling van X gegeve.n Z 

o.o. stochastische grootheden zijn die 

a) Poisson verdelingen met parameters µ resp. v 

X+Y als X en Y 

b) binomiale verdelingen met parameters m en p resp. n en p 

bezitten. 
~- De stochastische grootheden u en v zijn o .o. en homogeen verdeeld op 

(0 , 1), X = min(U,V) en Y = max(U,V). Bepaal de voorwaardelijke ver­
deling van Y gegeven X en bereken E( yk IX) voor k = 1 ,2, .• • • 

5. Bepaal de voorvaardelijke verdeling van x1 gegeven M = max(X1, ••• ,X
0

) 

als x1, .•. ,Xn o. o. stocbastische grootheden zijn die homogeen verdeeld 
zijnop(0,1). 

6 . Voor een stochastische grootheid X vaarvoor ~ < = en een stochas­
tische vector Y geldt 

ve.arin o2(xlY) de variantie van de voorvaardelijke verdeling van X ge­
gegeven Y voorstelt en o2(E(XIY)) de variantie van E(XIY). Bevijs dit. 

7 • Bij ee.n samengestel.d experiment neemt men eerst de waarde van een 
stochastische grootheid Y vaar, vaarbij Y een gamma. verdeling met 
parameters k en ~ bezit (k geheel). Indien Y de vaarde y aanneemt ver­
richt men vervolgens een ve.arneming van een stochastische grootheid 
met een Poisson verdeling met parameter y. Bepaal de (onvoorwaardeJ.ijke) 
kansverdeling van het resultaa.t van deze tveede vaarneming. 

8. Beantvoord opgave 7 als Y N(µ ,o2) verdeel.d is en in tveede instantie 
een N(y,t

2
) verdeel.de stochastische grootheid vordt vaargenomen. 
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