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VOCORWOORD

Deze syllabus bevat de stof die wij in Leiden sinds 1965 als inleiding
tot de colleges in de waarschijnlijkheidsrekening en de mathematische sta-
tistiek voor candidaten in de wiskunde doceren. Naar onze mening is dit de
rijstebrijberg wear men zich doorheen moet eten om deze beide vakken te
kunnen bestuderen op het niveau dat in de wiskunde aan onze universiteiten
gebruikelijk is. Het behandelen van deze stof vergt drie uren per week ge-
durende é&n semester.

De voor de hand liggende voorbereiding op het bestuderen van deze
syllabus is het afleggen van een candidaatsexamen in de wiskunde en het
volgen van een college in de maat- en integratietheorie. Dit laatste is
gewenst masar niet strikt noodzakelijk. In hoofdstuk 1 wordt een korte
samenvatting gegeven van begrippen en stellingen uit de maat- en integra-
tietheorie die in de waarschijnlijkheidsrekening een belangrijke rol spelen.
Bewijzen worden hierbij vaak achterwege gelaten behalve waar het om stel-
lingen gaat die niet in ieder college over maat- en integratietheorie wor-
den behandeld.

Deze syllabus maakt geen enkele aanspraak op originaliteit. De titel
is gestolen van Kolmogorov en de aanpak is grotendeels ontleend aan Lo&ve.
Alleen bij de behandeling van zwakke convergentie in § 2.9 hebben wij de
voorkeur gegeven aan de fraaiere opzet d la Billingsley.

Gezien het doel van deze syllabus was de keuze van te bespreken on-
derwerpen voor ons geen probleem. Alleen die zaken worden behandeld die
zowel in de waarschijnlijkheidsrekening als in de mathematische statistiek
een belangrijke rol spelen.

Onze dank gaat uit naar de Raad van Beheer van het Mathematisch
Centrum te Amsterdam die bereid was dit collegedictaat als MC syllabus uit
te geven. Het manuscript werd getypt door mevrouw S.M.T. Hillebrand en
mejuffrouw 0.P. de Jong, de correctie werd uitgevoerd door de heren
E.J. Sedoc en K.M. van Hee en de reproductie werd verzorgd door de heren
D. Zwarst en J. Suiker. Wij zijn hun zeer erkentelijk voor hun nauwgezette

en vlotte werk.

Leiden, november 1970 J. Fabius

W.R. van Zwet
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1. MAAT- EN INTEGRATIETHEORIE

In dit hoofdstuk geven wij een samenvatting van de maat- en integratie-
theorie, voor zover nodig voor een goed begrip van de waarschijnlijkheids-
rekening. Een uitgebreider behandeling is o.m. te vinden in de volgende

boeken:

[1] Halmos, P.R., Measure Theory, D. Van Nostrand Company. Inc.

[2] Kingman, J.F.C., and Taylor, S.J., Introduction to measure and probabi-
lity, Cambridge University Press.

[3] Lo&ve, M., Probability Theory, D. Van Nostrand Company. Inc.

DJ] Zaanen, A.C., Integration, North-Holland Publishing Company.

1.1. VERZAMELINGEN

Zij gegeven een niet-lege verzameling {1, onze ruimte, die bestaat uit
elementen of punten w. Wij beschouwen in het volgende deelverzamelingen
A, B, C, ... van Q; hieronder valt ook de lege verzameling @ en de verza-
meling Q zelf. Zoals gebruikelijk schrijven we we A resp. Luf:A als y al dan
niet een element van A is, en ACB of BDA als A een deelverzameling van
B is, dwz. als ieder element van A ook in B ligt. We omschrijven deze situ-
atie ook wel door te zeggen: A is bevat in B, of: B bevat of omvat A. Twee
verzamelingen zijn gelijk als zij uit dezelfde elementen bestaan: A = B dan
en dan alleen als ACB en Bc A. Een verzameling heet eindig indien hij uit
een eindig aantal elementen bestasat.

Als P(w) voor ieder punt weQ een of andere bewering is, dan schrijven
we {w: Plw)} voor de verzameling van alle weQ, waarvoor P(y) waar is. Als

bv. O = R1

» dan geldt {w: a < w < b} = (a,b] voor willekeurige reéle a < b.
De verzameling die uit de punten Wyslps e e s W bestaat geven we aan met
{w.l,w?,... ,wn}; de verzameling die uit &&n enkel punt w bestaat met {w}.

De gebruikelijke verzamelingstheoretische operaties kunnen wij als
volgt definié&ren:
Vereniging:

AUB = de verzameling van alle we 2, die tot A of B of beide behoren.



n
U A, = A1UA2U ...U.An = de verzameling van alle wWER, die tot min-
. 3

a2 stens €&n der verzamelingen A,[,Az,. e ,An behoren.
-

\J A, = Alu A2U ... = de verzameling ven alle we @, die tot minstens
1% &8n der verzamelingen A1 ‘AE' ... behoren.

U A, = de verzameling van alle wel, met de eigenschap dat WEAt voor

ke ‘ minstens €én t€ T. Hierbij is de indexverzameling T een wille-
keurige verzameling, niet noodzakelijk bevat in 9, al dan niet
eindig, al dan niet aftelbaar.

Doorsnede:

ANB = AB = de verzameling van alle wEQR, die tot A en B behoren.

n

| Ai = A10A2ﬂ ...ﬂAn = AIAE'”An = de verzameling van alle wef

1:1 die tot elk van de verzamelingen A‘i ,A2,. 5o 'An behoren.

N & = A1nAzﬂ... = AA,... = de verzemeling ven alle we®, die tot

b elk van de verzamelingen Al ,A2,. .. behoren.

tQT A =de verzameling van alle we( met de eigenschap dat we A, voor

alle t€T. Ook hier is T een willekeurige indexverzameling.
Twee verzamelingen heten disjunct als zi] geen elementen gemeen hebben:
A en B zijn disjunct dan en dan alleen als AB = §.
Comp lement:
AS = {u: méﬂ] = de verzameling van alle we die niet tot A behoren.
Verschil:
A-B=28B%=de verzameling van alle we€fl die tot A maar niet tot B
behoren. In het bijzonder geldt dus A = Q - A.
Symmetrisch Verschil:
A A B = (A-B)U(B-A) = (AUB) - AB = de verzameling van alle we Q die

tot precies &&n van de twee verzamelingen A en B behoren.

Uit deze definities kan men een aantal rekenregels afleiden. Zo blijken
de operaties U en N commutatief, associatief en distributief ten opzichte
van elkaar te zijn:

AUB = BUA; ANB = BN A3

AU (BucC) = (AUB)UC; AN(BNC)

AV (BNc) = (AUB)N(AUC); AN(BUC)

(ANB)NC;
(ANB)U (ANC).



Bovendien geldt

AUS = A; AUQ = 0; ANG = @; ANQ = A,

AcBE=ANB = A &> AUB = B.
Voor complementen geldt

(A9)¢ = a; 8° = q; 2° = ¢;

AcB&== B%c2C,
en voor het complement van een vereniging of doorsnede vindt men

(auB)® = A°n 8%; (anB)® = A°UBS;
of, algemeen voor een willekeurige indexverzameling T,

(U 4= N a5 (N a)°= Y &l

terT teT teT teT
Een eindige of aftelbare vereniging kan men op de volgende manier altijd
schrijven als een disjuncte vereniging, dwz. sls een vereniging van paars-

gewijs disjuncte verzamelingen:

= _ c o 1R = c,c c

i(;j} A; = A1U(A1A2)U(A1A2A3)U e U(AJAS. A LA ),
i " ¢ g.c

i\=J1 Ay = AUV ... .

Voor een oneindige rij verzamelingen A1 ’AE" .. definigert men

® ®
lim sup A_ = 91 nl;Jn As lim inf A= L_J1 nQn A
lim sup An bestaat derhalve uit alle weQ, die tot oneindig veel der verza-
melingen An behoren, en lim inf An bestaat uit alle w0 die tot bijna alle
verzamelingen An, dwz. alle verzamelingen An op hoogstens een eindig getal
na, behoren. In het algemeen zal dus lim inf Anc: lim sup An. Als deze twee
verzamelingen gelijk zijn noemt men de rij verzamelingen A,I ,AE,. .. convergent

met
lim A = lim sup A = lim inf A .
n n n

Een rij verzamelingen A't ,Aa,.. . heet (monotoon) stijgend als A.CA CA ...

1 253
en (monotoon) dalend als A1:A2:A3:::. .. . Iedere monotone rij W’:rzame%ingen
L--]
is convergent met lim An = 1) An als de rij stijgend is en lim An = ﬂ An
n=1 n=1

als de rij daalt.



Een nuttig hulpmiddel bij het werken met verzamelingen is het begrip
indieatorfunctie (ook: karakteristieke functie ). De indicatorfunctie I A
Van een verzameling AC ( is een reéle functie op Q, gedefinieerd door

1 als weA,

I (w)=
~ 0 alsw;‘.h.

Met behulp van zulke indicatorfuncties kan men alle verzamelingstheoretische

relaties en operaties herleiden tot arithmetische
ACB &1, I A=Bé&e=sI, = I_;

IAB = min (IA'IB} = IA'IB;

= - — — = + i .
I,us ma.x{IA,IB)=1 (1 IA)(‘I IB) Ty ¥ Ty =T

Ilim s ™ lim inf IA % Ilj:cn sup A = lim sup IA »
n n n n

Opgaven:

1. Bewijs voor willekeurige indexverzamelingen S en T:

an(cU B.) = @) (aB,); AU( ﬂ Bt} w (AUBt);

teT teT te T teT

(U a )Ny s = AB = |J AB ;
s€s °  t€T Y gsest€T % tenm sLE.)S 8%

(N apuCn 8= Nus)= (1 N ((aus).
s€S teT seS t T t€T seS

2. Bewijs:
A-B

]

A - AB;

AAB=BAA;

(AAB)AC=AA(BaC):
A&A=Eﬁ;Aaﬂc=ﬂ;ﬂﬁﬂ=A;Aaﬂ.=A°;

Taas = |IA'IB

=IA+1.B (mod. 2).

3. Bewi]js:

r]

s 5 c
lim inf An = (1im sup An) ;
lim sup AS = (lim inf A )¢

P Ay n'



s 1 g &
L. Zij p=R, An = (an,bn] » 0 = 1,2,... . Bepaal lim inf An en lim sup An

voor ieder van de volgende gevallen:

a =n,b =n+ 1;
n n
g + 3
an n,nbn= n;
a =.{iL 3 b = 1 +l,
n n n n
=1 = 1
an_n’ bn 1 o

5. 2i3 B,I - A1 en Bn-ﬂ = Bn A An+1 voor n = 1,2,... . Bewijs dat de rij B1,

BE" .. dan en dan alleen convergeert als lim An = @.

1.2. ALGEBRA'S EN o-ALGEBRA'S

Een verzameling, waarvan de elementen zelf verzamelingen zijn, noemen
wij een klasse. De klasse M(A) van alle deelverzamelingen van een gegeven
verzameling A heet de machtsverzameling van A. Iedere klasse van deelverza-—
melingen van Q is dus bevat in M(Q) en iedere deelklasse van M(Q) is een
klasse, die uit deelverzamelingen van § bestaat.

Een niet-lege klasse FCM(q) heet algebra (van Boole) als

e
(1.2.1) AEF —= A EF,
(1.2.2) A, BEF =—>AUBEF.

Hieruit volgt dat iedere algebra de verzamelingen 2 en ¢ als elementen

bevat. Daar AB = (ASUB®)® volgt ook

(1.2.3) A, BEF—=ABEF,
en herhaalde toepassing van (1.2.2) en (1.2.3) geeft
n n
(1.2.4) A ,..,h€eF=—3\) A.€F, [) A. EF.
1272 n j=1 1 j=1 2

Een algebra is dus een niet-lege klasse die afgesloten is onder het vormen
van complementen en eindige verenigingen en doorsneden.

Een niet-lege klasse ACM(2) heet een o-algebra (vaen Boole) als

(1.2.5) A€4 —3A°c 4,



(1.2.6) 1,A2,.. Cdﬂu A EA.
n=1
Evenals boven volgt dat iedere g-algebra ! en @ als elementen bevat en,

daar ) A = (UA ¥,
(1.2.7) A1,A2,...€‘A==‘»ﬂ A €A

i=1
Nemen wij Ai = A voor i 2 n, dan gaan (1.2.6) en (1.2.7) over in (1.2.L4)

met F vervangen door 4. Een g-algebra is dus een niet-lege klasse, die afge-
sloten is onder het vormen van complementen en eindige of aftelbare vereni-
gingen en doorsneden.

Uiteraard is M(Q) een o-algebra en dus ook een algebra. Verder is iedere
doorsnede van (o-)algebra's weer een (o0-)algebra. Hieruit volgt dat er bij
iedere klasse CEM(R) een unieke minimale algebra F en een unieke minimale
O-algebra A bestaan, die C omvatten. We noemen F(4) de (0-)algebra voortge-
bracht door C. F(A) is de doorsnede van alle (0-)algebra's die C omvatten.

Als in een ruimte @ een d-algebra 4 is gegeven, dan noemt men het paar
(9,4) een meetbare ruimte, en de elementen van A meetbare verzamelingen.
Voorbeelden
1.2.1. Zij CE€M(Q) de klasse van alle &énpuntsverzamelingen {w}. De door ¢

voortgebrachte algebra F bestaat dan uit alle deelverzamelingen van
Q, die Of zelf eindig zijn, Of een eindig complement hebben. De door
C voortgebrachte d-algebra 4 bestaat uit alle deelverzamelingen van
 die 3f zelf eindig of aftelbaar zijn, Of een eindig of aftelbaar
complement hebben. Steeds zal CCFCACM(R). Is Q aftelbaar, dan
geldt 4 = M(R), en is Q eindig, dan geldt F = 4 = M(Q).

1:2:2. 'Zijy Q= R1, en zijn ¢! de klasse van alle cellen, dwz. intervallen
van de vorm (a,‘b] met -=» < a < b < « Hierbij stellen we (a,ed] = (a,=)
en (a a.] = @. De doorsnede van twee cellen is weer een cel, maar C
is niet gesloten onder het vormen va.n complementen en verenigingen.

De door C voortgebrachte algebra F bestaat uit alle verzamelingen die
als vereniging van eindig veel cellen geschreven kunnen worden. Een
dergelijke verzameling kan altijd als vereniging van eindig veel dis-
Jjuncte cellen geschreven worden. De door (’-"1 voortgebrachte O-algebra
B’ heet de o—algebm van Borel in R s 2ijn elementen de Borel-verza-
melingen in R! .B bevat onder meer: alle intervallen, alle open verza-

melingen, alle eindige of aftelbare verzamelingen. Zie bv. [1]



1.2.3.

T

voor een voorbeeld van een deelverzameling van R1 die niet tot
31 behoort.
Als D1 de klasse van alle intervallen van de vorm (—‘“,E;l met

a £ = is, dan is p' bevat in 01. De door D1 voortgebrachte

— <
(0-)algebra is dus ook bevat in de door ok voortgebrachte (o-)algebra.
Daar echter elke cel (a,b:] = (= ,‘rﬂﬂ(—W,aﬂc, moet de door D1 voort-
gebrachte (o-)algebra zeker ¢! omvetten. Derhalve brengen D' en !
dezelfde (o-)algebra voort.

Zij Q@ = Rk. We schrijven de elementen van {I als vectoren:

w = (w1,...,mk}, a = (al,.. . ,a.k] etc. Verder defini&ren we

L--]

(2yeeey=), —a = (_a1""’-&k) en betekent a < b dat a; < b, voor
i=1,...,k. Als nu voor - < a < b £ = de cel (a,b] gedefinigerd

is door
(a,b] = {uw: mie(ai,bi],i =S IR 2 N

en C'k de klasse wvan alle cellen is, dan is de door c’k voortgebrachte
algebra Fk net als boven de klasse van alle deelverzamelingen van 0
die als eindige vereniging, of - wat op hetzelfde neerkomt - als
eindige disjuncte vereniging van cellen geschreven kunnen worden.
De door g voortgebrachte g-algebra B¢ heet de g-algebra van Borel
in Rk, zijn elementen de k-dimensionale Boreh}_erzarnelingen.
Definiéren we verder i als de klasse van alle cellen van de
vorm (-oo,a.:] met —= < & < =, dan kunnen we een willekeurige cel (a,b]
weer uitdrukken in elementen van Dk. Daartoe voeren we punten

e. = (e. 5...,¢. ) in, gedefini&erd door
J 1 k

a. als i=7], T3 = 1.2, wwike
Nu is gemakkelijk in te zien dat
k c
(8,8] = (=,5]N (U (=,c])".
j=1

k
De door D~ voortgebrachte (o-)algebra moet c,'k dus omvatten. Omdat



k
echter D™ C Ck, volgt ook nu dat Fk' en Bk zowel door p¥ als door Ck

worden voortgebracht.

Opgaven

1. Bepaal voor ieder van de volgende definities van CCM(R) de door C voort-
gebrachte algebra en g-algebra:
a) C bestaat uit een enkele niet-lege verzameling AC Q
b) C bestsat uit alle verzamelingen die een gegeven verzameling A omvatten;
¢) C bestaat uit alle verzamelingen die in een gegeven verzameling A bevat

zijn;

d) C bestaat uit alle verzamelingen die tenminste &&n punt gemeen hebben

met een gegeven verzameling A.

2. Bewijs dat iedere eindige algebra een o-algebra is.

3. Bepaal de door C voortgebrachte algebra en o-algebra als Q = 32 en C

bestaat uit:
a) Alle verzamelingen die bevat zijn in een verticale lijn, d.w.z. AEC
dan en slechts dan als er een acR| is, zodanig, dat x = a als (x,y)E A3

b) Alle verzamelingen van de vorm { (x,y) : x<(a,b]} met —o sa gb <™,

1.3. PRODUCTRUIMTEN

Als A.l ,Az,. e 'Ak willekeurige, niet noodzakelijk tot &&n en dezelfde
ruimte behorende verzamelingen zijn, dan is hun productverzameling de ver-
zameling van alle geordende k-tallen (w_,o_,... ,wk) met w

Ly e (R
wkcAk:

€A2,. ey

1 2

i+
X Ay = AxAX...xA = {(w1,w2,...,mk}:mi€Ai, 1 = 150,500 .kF

1=1

Als 91,92,...,nk gegeven ruimten zijn, dan noemen wij Q = Q1><S'22x.,.>cﬂk hun

productruimte. Nemen wij Ai,BiCni voor i = 1,2,...,k, dén zijn A,ierx...xAk

en B1XB2x 2 .ka deelverzamelingen van deze productruimte en

(1.3.1) (A1XA2X...xAk)ﬁ(B_leEX...ka) = (A1ﬁB1)x(A2ﬂ Ba)x...x (Akﬂ Bk”



6 . 0
(1:3:24) (A1xA2x...xAk) = {A1x9 x...xnk)u(a1xA xQ x...xszk)u

c

273
c c

cee UA xuuaxA xAC x@ ) U (Axe.axA x4 ).

Uiteraard is niet iedere deelverzameling van 2 een productverzameling.

2

Als nu F1,F2,. e ’Fk algebra's van deelverzamelingen van resp.
91,92,...,91: zijn, dan volgt uit het bovenstaande dat de klasse van alle
eindige (disjuncte) verenigingen van verzamelingen van de vorm A1XA2><. . .xAk
met Aie Fi’ i=1,2,...,k, een algebra van deelverzamelingen van de product-
ruimte Q_xQ_x...x2 is. We noemen deze algebra de productalgebra ven

12 k

F,I ,F2, I ,Fk.- De productalgebra van k og-algebra's A 1 ’AE’ vee ’Ak in resp.

Q1505500 a0y is niet noodzakelijk een g-algebra. De g-algebra die door deze
productalgebra wordt voortgebracht heet de product—o-algebra A1=~<A pX e .xAk.
De meetbare ruimte (Q1X...ka, ﬂ1X...xAk) heet de meetbare productruimte
van de meetbare ruimten (91,.41) (ﬂg,ﬂ.a},. % ,(Qk,Ak} ;

Het voorgaande kan gemakkelijk worden gegeneraliseerd tot producten met
oneindig veel "factoren". WiJj beperken ons daarbij tot aftelbare producten:

De productverzameling A'I %A _%... is per definitie de verzameling van alle

2

pree e
Het product legzx... van een rij gegeven ruimten Q1,92,-.. noemen wi] weer

oneindige rijen w = (m,l,m ) met w,€ A; voor i = 1485w 4
hun productruimte. De verzamelingen van de vorm Axﬂk”x... met Acg1>q§22x..xgk
en k < » noemen wij de cylinderverzamelingen in Q%0 o Als hierbij de
verzameling A, de basis van de cylinderverzameling, zelf een productverza-—
meling A1><A2x.. xnk met A,IF_“ Q.l, A2€ 92,..., Ake Qk 1s, dan spreken wi] van
een productcylinderverzameling met zijden A1 ’AE’ - ,AK. Laten nu FisFpse--
algebra's in resp. 91.92,... zijn. Dan is de klasse van alle eindige
(c:i:i-.ajunct,e) verenigingen van productcylinders A XA X. . .xakmkﬂanex. .. met
zljden Aie'. Fi’ i=1,2,...,k, k < ®», een algebra in de productruimte

91"923‘. .. : de productalgebra van F'I ’F2" .. . Deze productalgebra kan ook
b : :

eschreven worden als de klasse van alle cylinderverzamelingen Axﬂk+1><52k+2x. .
waarvan de basis tot de productalgebra van F1 ’FE" i ’Fk behoort. De product-
algebra van een rij o-algebra's Ai in Qi’ i=1,2,..., is in het algemeen
geen o-algebra. De o-algebra die door deze product algebra wordt voortge-
bracht is de product—d-algebra A XA X..., en (Q1><$22X.. .,41XAQX...) is de

‘meetbare productruimte van (5'21 LA 1 ), (92 ,.42) s
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Voorbeelden

1:3:%s

1.3.2.

acin 1 1 1 1 1 .
ZlJQi=R,Di=D,Ci=C,Fi=F,Ai=B voor i = 1,2,...,k

(Zie voorbeeld 1.2.2. en 1.2.3. voor de notatie).

Dan volgt:
= gE.
R1X§22X...x{zk =R

p* = {A1XA2><...><!Lk: Ai€D1, i=1,...,k};

& = {Aixﬁex...xak: Aie:cl, i= 1,...,k};

Fk is de productalgebra ven F 1 ,FQ,.. " ’Fk en wordt voortgebracht zowel
1
door Dk als door Ck, en ook door de klasse {A1><A2x...xAk: AiEF §

12 Yyenesk)s

Bk =4 XAex.. .xAk en wordt voortgebracht door ieder van de hierboven
1
genoemde klassen en ook door de klassen {A xA x...xAk A, EB s
i= 1,...,k}
1

1 1 1 :
Zlq]gi-_-R’Di=D!Ci=CsFi=F3Ai=B voor 1 = 1,2,...

De productruimte, die bestaat uit alle oneindige rijen van reéle ge-

tallen noemen wij R”. Voorts definiéren we:

D”: de klasse van alle producteylinders in R© met zijden in 01 .

¢”: de klassen van alle productcylinders in R met zijden in 01.

F: de klasse van alle productcylinderverzamelingen in R met zijden
in F .

F : de productalgebra van F1 oF S Fm is de klasse van alle cylin-

P
derverzamelingen in 2 metaba.sls in Fk k < @ en al deze cylinder-
verzamelingen kunnen geschreven worden als eindige (disjuncte)
verenigingen van verzemelingen uit 7.

B : de klasse van alle producteylinderverzamelingen in R~ met zijden
in 31 2

B : de productalgebra van A1 ,Az,. vielu B: is geen U—alge;ra en bestaat
uit alle cylinderverzamelingen in R met basis in B, k < =,

B : de pmchat-o-algebm van 4 ,.4 PYEERH We noemen B~ de o—algebra van
Borel in K. en zijn elementen de Borel-verzamelingen in R .
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oo
De productalgebra F wordt voortgebracht door ieder van de klassen

O
ﬁm, dw, F'. De product-O-algebra B wordt voortgebracht door ieder van

e o +
de klassen Dw, Cm, Ty Bl B
143.8., ZiJ Qi = {0,1}, Ai = M(Qi), i =1,2,... . De productruimte {0,1}k =
521><92><. = .xnk bestaat uit alle geordende k-tallen (w1,. . ,wk} met
= x
k M(Q1xnz i ,XQk

(=]
ductruimte {0,1} = ﬂ1x92x,,_ bestaat uit alle oneindige rijen

w, = Diof: 1, 1= Tii-u5ky @n A1XA2X...XA ). De pro-

7 R (w1,m ) met mi =0o0f 1, i = 1,2,..., en de productalgebra

PYERE
van,A1,A2,... bestaat uit alle cylinderverzasmelingen. Deze product-
algebra is geen O-algebra.

g

Opgaven

1. Stel dat E = A X B, E1 = A1 x B1 en E2 = A2>< 32 niet-lege deelverzame-
lingen van 91 x 92 zijn. Bewijs dat E = E1LJE2 en E1E2 = ff dan en slechts
dana.lsafA=A1UA2,AA2=ﬁenB=B=B of A=A, = A B‘—'B.IUB

en BB, = § .

1 1 2 1 2’
2u Zi3 Ai een (0-)algebra van deelverzamelingen van Qi’ die wordt voortge-

2

bracht door een klasse Ci' i=1,2,...k. Bewijs dat de product-(0-)-
algebra wordt voortgebracht door de klasse {A1KA2X...XAR: AiGZCi,
i=m,.00.kk.

3. Bewijs dat de O-algebra van Borel BX in Rk wordt voortgebracht door de
klasse van de open verzamelingen.

4. Bewijs dat in de meetbare productruimte (Q = {O,TTN, A = A1X42X...) van

voorbeeld 1.3.3. de volgende verzamelingen meetbaar zijn:

{w: w: =0 voor i 2 nl},

{w: § w; <o},
>
{w: § w, 2™t <1},
1 1 ¢ 1
{w: lim‘; z w, = E} o
-0 1 1

1.4. MEETBARE FUNCTIES

Zij f een functie op een ruimte 91 met waarden in een tweede ruimte

92. Het Znverse beeld f"(A) van een verzameling AC292 is per definitie
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{u:1: r(w,l)cA}. Gemakkelijk is in te zien dat £ adle verzamelingstheore~

tische operaties bewaart:

£ = (£7 ()¢ , Aca;
U a) =y ) . AE0,, teT
te? teT

= N -1 3

N a)= N i), A=, teT
t€T teT

voor een willekeurige, eindige of oneindige indexverzameling T. Wij beschou-
wen functies op meetbare ruimte (9 A ) met waarden in een tweede meetbare
ruimte (ﬂ A ) Ecn dergelijke func‘t;:.e f heet AI Ag-metbaar, of kortweg
meetbaar, als . (k)e:.ll’ voor alle AEA Definiéren wij de door f in 91
getnduceerde o-algebra £ (A ) = {£ (ﬁ) AEA } (dit is een o-algebra!),
dan kunnen wij ook zeggen dnt f dan en slechts dan meetbaar is als
'1(A2)c.41. Wenneer aan deze eis voldaan is voor een functie f die slechts
op een (meetbare) deelverzameling Q) van ., gedefinieerd is, dan zeggen we
dat f meetbear is op ﬁ; Als de og-algebra A2 wordt voortgebracht door een
klasse 6'2, den is de eis dst £~ (C )= {f-1(B) B GC }CA nodig en voldoende
voor de neet‘baarhexd van f: Nodig omdat £ {C ek 4 (A ) en voldoende omdat
de klasse {ACq,: T [A}e 4.} een g-algebra is en C,, en derhalve ook A,
omvat. Als (Qi, Ai), i= 1,2,3, meetbare ruimten zijn en f : 01-* Q. en

2

g: ﬂa-r 93 resp. A1 - 32 - en .‘12 - Aa - meetbare functies zijn, dan is ook de

samengestelde functie g(f), gedefinieerd door g(f){m_i}- g(:‘.’(m1 ) Jvoor w
meetbaar, en wel 41 - A_ - meetbaar.

3

Indien (11 of 92 de ruimte Rk(1 <k £ =) is, dan zal meetbaarheid in het
hierna volgende zonder nadere aanduiding steeds betrekking hebben op de

o-algebra van Borel Ei'k . Daar Bk wordt voortgebracht door Dk volgt uit het
voorafgaande:

Q
15 1*

Een reéle functie f op een meetbare ruimte (0,4) is dan en slechts dan meet-
baar als {w: f(w) £ a}c 4 voor alle aCR'; daar steeds €4 en Q€ 4, is de
functie f = a, a€ R‘, meetbaar ongeacht de keuze van 4. Een functie f op

een meetbare ruimte (0,4) met waarden f(w) = (f.l(m).---.fk(w})eﬂk (k < =)
of met waarden f(u) = (1’ (w), £ ( ),...)E R~ is dan en slechts dan meetbaar
als {w: rl(m) <al€e A voor alle agR in alle i, d.w.z. als ieder der reéle
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k

functies f. meetbear is; de functie f = a, a€R (1 £ k g =) is steeds meet-
1

=

baar. Een meetbare functie op R" met waarden in R' noemen wij een Borelfunctie.
Voor eencontinue functie f op R™ met waarden in Rk is de verzameling

{w: F£.(w) < a} vooralle a£R1 en alle i gesloten; daar 81 de gesloten ver-
zamelingen in R1 bevat, zijn alle continue functies Borelfuncties.

Wil men toelaten dat reéle functies ook de waarden = en -« kunnen aan-
nemen, den dient men in het voorgaande R1 overal te vervangen door zijn
afsluiting §1 = R1kf{m}LJ{—w]. In plaats van B1 beschouwt men dan §1, de
c-algebra van Borel in §1, gedefiniéerd als de minimele g-algebra die zowel
51 als de beide verzamelingen {=} en {-e=} bevat. 51 wordt dus voortgebracht
door de klasse 51 van alle intervallen van de vorm [—m,a] met a.c..R1. Geheel
analoog kan men ook ﬁk en Ek definiren. Wij merken nog op dat in R
voor de elementen = en -= de volgende rekenregels die met limietovergangen

corresponderen, gelden:

a+e=gag+ limx =+« VOOr —-= < & < @}
oo
w4+ W = @ ¥ - 8 = @ =

o voor 0 < & < =

g.0 = —a.(—=) = a lim x = 0 voor a =0

Koo
- VOOr —-= < a < 03
w0 = (—»),(-=) = =, i, B =3
a fi ]
—— =+ a lim — =0 VOOr —= < & < .
+ - x
el Koo

Met name geldt dus O.= = 0, doch =—= en E zijn niet gedefiniéerd.
Beschouw twee eindige reéle meetbare functies f en g op een meetbare

ruimte (Q,4). De functies hT(X,Y) = x+y en h,

variabelen x en y zijn continu en dus Borelfuncties. Derhalve zijn de samen-

(x,y) = xy van de reéle

gestelde functies h1(f,g) = f+g en ha(f,g) = f.g meetbaar. Evenzo is ook

f/g meetbaar op de verzameling {w: glw) # 0} waar deze functie is gedefinierd.
Indien wij voor f, z, f+g, f.g en f/g de waarden » en —= toelaten, dan zijn
f+g, f.g en f/g weliswaar niet noodzakelijk overal (c.q. op {w: glw) # 0})

gedefiniéerd, doch onze conclusies omtrent meetbaarheid blijven gehandhaafd.
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Voor een rij re€le meetbare functies f,, f,, ... op een meetbare ruim-
te (R,4) geldt

{wz sup £ (0) g2} = (| {o: £ (0) < aleca.
n n=1
zodat sup f , en dus ook inf f = - sup - f _, meetbaar zijn. Hetzelfde
geldt voor lim sup f en lim inf f , daar
n n n n

lim sup f = inf sup f .
n n
n m>n

De verzameling C van alle we§ waarvoor lim fn(m) bestaat is meetbaar, daar
n-co

T = lim sup f enf= 1lim inf £ meetbaar zijn en dus

C = {w: ?(m}

_i:(m) = w} u {w: flw) = flw) = ==} v {w: Fw)- _{(m) = 0}le d.

De functie f = lim £ gedefinieerd op C, is daar gelijk aan T en dus meet-

oo
baar op C. Oock E fn is dus meetbaar op de verzameling waar deze functie ge-
definieerd is.

Iedere meetbare reéle functie £ op een meetbare ruimte (Q,4) die
slechts eindig veel waarden aanneemt, is van de vorm

n
f= E 8y IA met A1, e An disjunet, AiG.A voor i1 =1, 2, «se, D €n
i=1

i
n < <. Wij noemen zulke functies elementaire functies. Iedere meetbare
niet-negatieve functie f is de puntsgewijze limiet voor een niet-—dalende

rij niet-negatieve elementaire functies t S Men kan bijvoorbeelci

1:\2n
o= 1 B T EL e < Ky
k=1 2 s B “’ =

kiezen. Tenslotte is iedere meetbare re€le functie f te schrijven als het

verschil £ - £~ van twee niet-negatieve meetbare functies £ en £, waar-
bij

£ (0) = max(£(w),0), £ (w) = - min(£(w),0).

+ - SHE ;
We noemen f en f het positieve resp. negatieve deel van f.
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Stelling 1.4.17

Zij (91,A1) een meetbare ruimte met de eigenschap dat A1 de o-algebra
is, die in 2, wordt geinduceerd door een functie g op QT met waarden in een
meetbare ruimte (Qa,AE): A, = g_1(A2). Dan is een reé&le functie f op
(91,A1) dan en slechts dan meetbaar als er een meetbare re€le functie h op
(92,A2) is, zodanig dat f = h(g).
Bewijs:

Als er een dergelijke functie h is, dan geldt voor iedere Borelverza-

meling BE.B1:
-1 -1, -1
£ (B) =g (n (B))EA4,,

wegens de meetbaarheid van g en h, en dus is f meetbaar. Zij nu gegeven dat
£ meetbaar is. We dienen dan de existentie van een functie h met de boven-

genoemde eigenschappen aan te tonen. We beschouwen daartoe de volgende ge-

vallen:
a) f = I,, een indicatorfunctie, noodzakelijk met A€ 4,. Daar 4, = 5_1(A2),
is er een BEA,, zodanig dat A = 5_1{B). Maar dit betekent dat

2’
f(m1) = IE(g(m1)) zodat I een functie met de gezochte eigenschappen is.

n
b) £ = E a; IA , een elementaire functie. Op grond van a) weten wij dat er
1 i

meetbare functies h, op 2, zijn, zodanig dat I, = h:(g), i = 1,2,...,n.
i

n
Maar dan is ock de functie h = I a; h
1

meetbaar op 9, en £ = h(g).

3 2

¢) f is niet-negatief. Er zijn dan elementaire functies . zodanig dat
- 5§ . ; t .
£(w,) iii fn{m]), w,€Q,. Voorts is f = hn(s) met h meetbaar op 2,
Derhalve bestast lim hn(wz) voor alle w,€ {f{w1): m1G:Q1}. Definigéren
n-+o
wij nu
lim h (we} als deze limiet bestaat,
nreo O

h(we) =

0 anders,

dan is h meetbaar op de hele ruimte Q,, en f = hig).
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d) Door c) tenslotte toe te passen oOp f+ en f  volgt de bewering voor een
willekeurige meetbare f.

Opgaven

1. Bewijs dat een functie f = (f1,f2,...) op een meetbare ruimte (R,4) met

o X eees A X Ay X sawl)

dan en slechts dan meetbasar is als fi: (Q,4) > (ni,Ai) meetbaar is voor

1.2 Ny By s s

waarden in een meetbare productruimte {91 x Q

2. Als f een continue reé&le functie op R is met lim f(x) = 1im f(x) = 0,

x> .
dan is er voor iedere € > 0 een elementaire functie g = ) a; I, met de
1 i

eigenschap dat de Ai eindige disjuncte intervallen zijn en dat

[£(x) - g(x)| < & voor alle xeR1.

1.5. MATEN

Een maat u is een re€le functie op een klasse C van deelverzamelingen
van een ruimte Q met de eigenschappen

(1) u(a) is eindig voor tenminste één A C;
(ii) wu(A) 2 O voor alle AEC;

oo
(iii) u is o-additief, dwz. u(tl An) Sy u(An) voor iedere disjuncte rij
1 & 1
A1, A2, ... EC waarvoor ook Li)Ane c.

De maat u heet eindig als u(A) eindig is voor alle A€ C, en o-finiet als
er verzamelingen A‘I’ Ag, ...€C(C zijn, zodanig, dat = UAn en u(An) < =
voor alle n.

In veel gevallen blijkt het mogelijk een gegeven maat op een klasse
voort. te zetten tot een maat op de door C voortgebrachte o-algebra.
Stelling 1.5.1. (Carathéodory)

Als m een maat is op een algebra F < M(2), dan kan m worden uitge-
breid tot een maat u op de door F voortgebrachte og-algebra 4 (d.w.z. er be-
staat een maat u op 4 met u(A) = m(A) voor alle A€F). Als m o-finiet is,
den is deze voortzetting uniek, en is er voor iedere ¢ > 0 en iedere AEA
met u(A) < = een BEF zodanig, dat u(AAB) < e, hetgeen inhoudt dat
[u(a) - u(B)| < e.

In het volgende beschouwen wij uitsluitend maten op g-algebra's. Als
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(2,4) een meetbare ruimte en u een (eindige, o-finiete) maat op 4 is, dan

heet (2,4,u) een (eindige, o-finiete) maatruimte. Een verzameling A €A met

p(a) =

0 heet een u—nulverzameling, en een bewering P(w) die juist is voor

alle weA®, waarbij A een u-nulverzameling is, heet u-bijna overal juist.

Voor verzamelingen A, B, A,I s Ae, ... €A geldt:

{1.5.1)
(1.5.2)
(1.5.3)

u(g) = 0;

u(a) + u(A®) = u(Q);

p(a) 2 u(B) als A < B,

p(B-A) = u‘(_B) - u(A) als bovegdien H(A) < =;

(5. w@ay) s 1ula), u(i:} A 2 Tua)s

(1.5.5) u(lim An) = 1im u(An) als A1, Ays ... een stijgende rij is, en
ook als Ay, Ay, ... en dalende rij is met U(An) < = yoor voldoen-
de grote n;

(1.5.6) u(lim inf A ) < lim inf u(a )

(1.5.7) u(lim sup An) > 1lim sup u(An) als u(C{ A,) < = voor voldoend grote

n

B3

(1.5.8)  u(lim An) = lim u(An) als lim A bestaat en u(C; A,) < = voor vol-
doend grote n. =

Voorbeelden

1.5.1. Zij N een eindige of aftelbare deelverzameling van een ruimte @, zi}j

oS0

A c M(Q) een o-algebra en zij p(A) voor een willekeurige verzameling
A€ A gelijk aan het aantal elementen van A n N. u is dan een maat op
A. Men noemt p een telmaat. In feite wordt p geheel vastgelegd door
de eis dat p(N®) = 0 en p{w} = 1 voor iedere weN.

Lebesgue maat op {R.',B‘J

Voor iedere disjuncte vereniging A = LnJ {a.i ,bi] van cellen defini&ren
n 1

wij 1(A) = ): (bi—ai) < ». Hiermee is 1 als functie op F1 ondubbel-
1

zinnig gedefinieerd. Bovendien blijkt 1 een o-finiete maat op F1 te

zijn. Er is dus wegens stelling 1.5.1 een unieke voortzetting A! van
1, die een: maat op de Borel verzamelingen is. 2! heet de Lebesgue
maat op 81 en is op grond van zijn constructie de enige maat op B.l

die aan ieder interval zijn lengte als maat toekent.
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In feite kan 1 tot een maat op een nog grotere g-algebra L, de
o-algebra van de Lebesgue-meetbare verzamelingen, worden uitgebreid.
Men kan aantonen dat er bij iedere verzameling Le L een Borel verza-
meling B is zodanig, dat L A B bevat is in een .\1—nu.lverza.meling in
B'.

Lebesgue-Stieltjes maat op (31,81)
Zij F een redle, niet-dalende, rechtscontinue functie op R1, en
laten F(«) en F(-») gedefinieerd zign als de limieten van F(x) voor

X >  resp. X * -», Door nu m(A) = ) (F(bi) - F(ai)) te stellen voor
1
iedere disjuncte vereniging A = Lrb (ai ,bi] van cellen, krijgen wij
il

evenals boven een ondubbelzinnig gedefinieerde o-finiete maat m op
F1 - De unieke voortzetting p op 31 van m heet de Lebesgue-Stieltjes
maat behorende bij de gegeven functie F. u is de enige maat op 31,
die aan iedere cel (a,b] het verschil F(b) - F(a) als maat toekent.
Neemt men F(x) = x, dan wordt p de Lebesguemaat op B'.00k hier geldt
dat men m kan voortzetten tot een grotere g-algebra Bu’ de o-algebra
van de u-meetbare verzamelingen, die gekarakteriseerd wordt door de
eigenschap dat er bij iedere A€ Bu een BE’B.r is, zodanig dat A A B
in een p-nulverzameling in B1 bevat is.

Omgekeerd kan men bij iedere maat p op B‘, die aan elk eindig
interval eindige maat toekent, een niet-dalende, rechtscontinue
functie F vinden zodanig dat u(a,b] = F(b) - F(a) voor iedere cel
(a,bl. Men neme bijv.

u(xo,x] als x 2 X,
F(x) =

—u(x,xoj als X < X5,

waarbij X, een willekeurig doch vast gekozen regel getal is. F wordt

op een additieve constante na uniek bepaald door u: Als F en G beide

voldoen, dan is er een constante ¢ zodanig, dat F(x) = G(x) + c.
Tedere maat op B die aan iedere eindige cel eindige maat toe-

kent, is dus een Lebesgue-Stieltjes maat.

Lebesgue-Stieltjes maat op ( Rk, BkJ

Analoog aan het voorgaande nocemt men een maat u op Bk , met de eigen-
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schap dat u(a,b] eindig is voor iedere eindige cel, d.w.z. voor

iedere cel (a,b] met a = (31,...,ak) en b = (b1,...,b eindig, een

)
Lebesgue-Stieltjes maat. Voor de constructie van een dergelijke maat
gaan we uit van een regle functie F op Rk, die niet-dalend en
rechtscontinu is in ieder van zijn argumenten. Dit is echter nog
niet genoeg. Voor een eindige cel (a,b] definigren wij differentie-
operatoren ﬁi door &i F(x1,...,xk) = F(x1,...,xi_1,bi,xi+1,...,xk) -
- F(x1,...,xi_1,ai,xi+1,...,xk) te stellen (i=1,2,...,k). We eisen

nu dat A, A, ... ﬂk F[a1,...,ak) > 0 voor iedere eindige cel (a,bl.

1 2

We definiéren vervolgens m(a,b] = By B, .. ak F(a1,...,ak] voor

alle cellen (a,b], zo nodig via een liiietovergang als &én of meer
van de codrdinaten van a of b oneindig zijn. Gebruik makend van het
feit dat iedere verzameling in F* te schrijven is als een eindige
disjuncte vereniging van cellen, kunnen we m via additiviteit ondub-
belzinnig definiéren op Fk. De aldus verkregen functie m blijkt een
g-finiete maat op Fk te zijn. ZiJ)n unieke uitbreiding u op Bk is de
enige maat op B* net u(a,bl = 4, by wen By F(&1,...,ak] voor alle
cellen (a,b]. Omgekeerd is er bij iedere Lebesgue-Stieltjes maat p
op Bk een functie F op Rk, die aan alle hierboven gestelde eisen
voldoet, en die via de geschetste constructie weer tot p voert.
Nemen wij F(x1,...,xk} =x, X,
voldaan. Voor eindige cellen (a,b] blijkt

e X dan is aan alle eisen

k k
By by enn ﬂk_F(a1,...,ak) =1 (bi—ai). De corresponderende maat A

1
heet de Lebesgue-maat op Bk.1

Heeft men een aantal o-finiete maatruimten (Qi,Ai,ui), dan
definieert men een productmaat u = My X My X ... X poOD de product-
meetbare ruimte (Q,4) = (ﬂ1x...XQk,A1X...XAk]. Men gaat daarbi] als
volgt te werk. Eerst definieert men m(A1x...xAk) = u1(A1) u2(A2) -
uk(Ak} voor alle product-verzamelingen Ay X ooo X Ak met AiE:Ai,
i=1, 2, ..., k. Vervolgens definieert men m(A)} voor A in de pro-
ductalgebra F van A1, ceay Ak

disjuncte vereniging van zulke productverzamelingen te schrijven.

via additiviteit door A als eindige

Deze definitie van m is ondubbelzinnig en maakt m tot een o-finiete
maat op F. De productmaat u is nu per definitie de unieke voortzet-

ting van m op 4. U is dus de-umieke'maat op A met de eigenschap dat
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u(A1x...xAk) =1, () HQ{AE) uk(Ak} als A,€4,, i =1,2, ...,k
Men noemt (Q,4,u) de product maatruimte van de (Qi,Ai ,ui).
De product maatruimte (Q,4,u) van een oneindige rij maatruimten
mi'Ai'"i]’ 1=1,2, ..., kan men slechts op zinvolle wijze defi-
niéren als ui(ﬂi) = 1 voor alle i. Men neemt dan Q = Q, x 2y % ...
en 4 = A.I ¥* A, x ... . Voorts definieert men
m(A) = u,(4,) uy(a,) ... W (A ) voor iedere product cylinder
A=Ay x A, x ... x Ao Xy % «v., met zijden A€A4,,
i=1,2, ..., k < » vaarna men deze definitie via additiviteit
uitbreidt tot willekeurige verzamelingen in de product algebra F
van A,l 5 '42’ -+» « De zo verkregen functie m blijkt weer een ondub-
belzinnig gedefinieerde maat op F te zijn met m(Q) = 1, en de pro-
ductmast W is zijn unieke voortzetting op 4.
Opgaven
1. Zij F een niet-dalende rechtscontinue functie op R' en zij u de bijbe-
horende Lebesgue-Stieltjes maat op ;E.?1 :
Bewijs voor willekeurige a < b:

u(a,b) = F(b~0) - F(a),

ula,b) = F(b-0) - F(a-0),
wla,bl = F(p) - F(a-0),
u{a} =TF(a) - F(a-0).

2. Laat zien dat (Rk,Bk,kk) de product-meatruimte van k exemplaren van
(RT,BT,A-l] is.

3. Zij Fi een niet-dalende rechtscontinue functie op R en zij Hy de corres-—
ponderende Lebesgue-Stieltjes maat op B1 si=1, 2
de productmaat p

5 =-+5 k. Bewijs dat

1 XMy X eal % W, op B® via de in voorbeeld 1.5.4 be-
schreven constructie uit de functie F(x1'“"xk} = F1(x1) Fe(xe)"'Fk(xk)
verkregen kan worden.
L. zij F(x.l,...,xk) = min(x_l,...,xk). Bewijs dat F aan alle in voorbeeld
1.5.4 gestelde eisen voldoet en dat de door F bepaalde Lebesgue-Stiel-
tjes maat u op B& de eigenschap heeft dat u(A) = 0 voor iedere ABBk die
geen enkel punt gemeen heeft met de hoofddiagonaal

A= {(x1,...,xk} PXy =x, =L, = xk} in R®,
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5. Als (Q,A,u) de productmaatruimte van de maatruimten (Qi ,Ai,ui) met
- -]

ui(Qi} =1,i=1,2, ..., dan geldt A€4 en p(A) =T ui(Ai) voor iedere
= 1
productverzameling A = A x A, % ... met Aie Ai voor alle i. Bewijs dit.

5. Zij (Q,4A,u) de productru:::mte fran de maatruimten {Qi,Ai,ui) met
Qi = {0,11}, Ai = M(S‘Ei} en waar M. gegeven wordt door ui{O} = ui{1} =1
(1105 o)
Bewijs:
a) {wl€4d en ul{w} = 0 voor iedere we€ Q.
b) E = {w : Zmi<w}£zﬁ. en 1:1(E}=0.
c¢) De functie f(w) = 21: wy 2™ op Q is meetbaar.

d) Zij Q= Ec, A={A:A€d, Ac Ec}, p(a) = u(A) voor alle Ae:}lh, en
zij T de restrictie van f op 0. F beeldt O eenduidig af op (0,1].
f en zijn inverse functie zijn beide meetbaar.

e) AT(a,bJ = ﬁ(§_1(a,b]) = u(f_1(a,b]) voor iedere cel (a,b]l = (0,11].

£) A1(B) = u(f_1(B)) voor iedere Borel verzameling B < [0,1].

1.6. INTEGRATIE

We beschouwen in het volgende al dan niet eindige,re€le meetbare
functies op een gegeven maatruimte (Q,A,u). Voor de integraal van een der-

gelijke functie f over Q schrijven wij

J f(w) du(w), of kortweg I f dp.

Q
Zulke integralen worden als volgt gedefinieerd:
LAls T een niet-negatieve elementaire functie is, d.w.z. als
£f=) a; I, metn<e®, 0<a; <=, A;€4 (i=1,2,...,n) en A
1
t

A. 2 s An dis-

-1)

n
J f du = % ai U(Ai)s

met de conventie dat O.o = «.0 = 0 (zie §1.k4).
Als f een niet-negatieve meetbare functie is, dan is er een rij niet-
negatieve elementaire functies f , zodanig dat O < fn(w) + f(w) voor n + =,

weER en
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deu=1im[f du.
noe 5
Deze definitie is ondubbelzinnig.

Als f een willekeurige meetbare functie is en tenminste &&n van de
integralen £t du en J f~ dp eindig is, dan zeggen wij dat f integreer—

baar is, of ook wel dat de integraal van f bestaat, en
+ -
deu=Jf du—Jf du.

Is de aldus gedefinieerde integraal eindig, dan noemen we f sommeerbaar.

De integrasl van een meetbare functie f over een verzameling A€ A wordt
gegeven door

[ £ o= o) auw) = [ 1,000 £0) auw
A A A
mits het rechterlid gedefinieerd is. We zeggen dan dat f integreerbaar op

A is, of, als de integraal eindig is, sommeerbaar op 4 is.

Uit deze definitie van integraal kan men de volgende stellingen af-
leiden.

Stelling 1.6.1.

a) Voor iedere constante ac R' en AC A geldt

ladu=au(A).

b) Als a, beR1, A€A, en T en g integreerbaar op A zijn en af + bg op A

gedefinieerd is, dan is af + bg ook integreerbaar op A met

J(af+bg)du=ajfdu+bjgdu,

A A
mits het rechterlid van deze gelijkheid gedefinieerd is.

c) Als f en g integreerbaar op A€ 4 zijn en f < g pu-bijna overal op A, dan
geldt

J fdps J g du.
A A
d) Als f integreerbaar op A€A is, dan geldt

!deulij'fl du=If+du+[f-du.
A A A A
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Stelling 1.6.2. (monotone convergentie stelling)

Als 0 < fn(w) + f(w) voor n + « y-bijna overal, dan geldt ook

J fn dy + J f du voor n + =,

Stelling 1.6.3. (lemma van Fatou)

Als fn > 0 p-bijna overal voor n = 1, 2, ..., dan geldt

J lim inf fn du < lim inf J fn du;
n n
Als fn < 0 u-bijna overal voor n = 1, 2, ..., dan geldt

f
J lim sup fn du > lim sup j fn du.
n n

Stelling 1.6.4. (gedomineerde convergentiestelling)
Als fn(w} + f(w) voor n + ® p-bijna overal en er een sommeerbare
functie g is zodanig dat lfnl < g HW-bijna overal voor alle n, dan is f

sommeerbaar en

J £ - fn[ du ~ 0 voor n > ® gzodat

J fn du - J f d4 voor mn * =, uniform in A€A4.
A A

Voorbeelden

1.6.1. Lebesgue integralen
Als (R,4,u) = (R1,B1,A1), dan noemen wij J f dy de Lebesgue inte-—
Qnaal van f. Voor een elementaire functie f = E v IA. met de bij-
zondere eigenschap dat de verzamelingen Ai dis}uncte éindige inter-
vallen zijn volgt uit de definities dat de Lebesgue integraal en de
Riemann integraal gelijk zijn. Daar de benaderingsprocedure in de
definitie van beide typen integralen voor een continue functie op
een eindig interval met elementaire functies van dit speciale type
kan worden uitgevoerd, impliceert dit dat de Lebesgue integraal van
een continue functie over een eindig interval en de overeenkomstige
Riemann integraal gelijk zijn.
Nemen wij (R,4,pn) = (Rk,Bk,Ak), dan krijgen wi] te maken met Lebes~
gue integralen over Rk. Deze vertonen een soortgelijke overeenkomst

met Riemann integralen over Rk.
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1.6.2. Lebesgue-Stieltjes integralen
zZij (9,4) = (R1,B1) en zij u de Lebesgue-Stieltjes maat die corres—
pondeert met een niet-dalende rechtscontinue functie F op R‘. We
noemen | f du dan gen Lebesgue-Stieltjes integraal. Voor een elem-

taire functie f = E ¥; IJﬂL met A, = (ai ,bi] eindig en disjunct

1 i
(i=1,2,...,n) is de Lebesgue-Stieltjes integraal gelijk aan de Rie-
mann-Stieltjes integraal:

n n
[ f du =Z¥i U(Ai3 =] y; (F(o;) - F(ay)) = I f aF.
1 1

Evenals boven volgt hieruit dat de beide typen integraal identiek
zijn voor continue functies over eindige intervallen.
Stelling 1.6.5. (ongelijkheid van Jensen)
Als g een re€le meetbare en convexe functie op R1 is en f een sommeer-
bare functie op een maatruimte (2,4,u) met p(Q) = 1 is, dan is de samenge-
stelde functie g+*f integreerbaar en

J g(f) du 2 g([ f du).

Bewijs:

Een re€le functie g heet convex op een al dan niet eindig open inter-
val I als

voor alle x, y&I. Dit is bv. het geval als g op I een niet-dalende afge—

leide heeft. Men kan bewijzen dat iedere meetbare convexe functie ook con-

tinu is, en dat een continue functie g dan en dan alleen convex op I is

als er bij iedere acI een getal m(a) is, zodanig dat

g(x) 2 g(a) + m(a) (x-a) voor alle xg€I. Uit het gegeven volgt dus voor
willekeurige ae R1 :

g(f(w)) 2 gla) + :;(‘;)h(f(w) -a), weq.

Daar het rechterlid een sommeerbare functie van w is, is g+f integreerbaar
met
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J g(f) du > g(a) + m(a) {J f dp - a},

waaruit de stelling volgt als men a = [ f dp invult.
Stelling 1.6.6. (overplantingsstelling)
zij (92,4,u) een maatruimte en zij (Q',4') een meetbare ruimte. Als nu

f een 4 - A'-meetbare functie op §I is met waarden in Q', dan is de functie
-1
u'(a') = n(r (4')), A'e 4"

een maat op A'. Als verder g een meetbare reéle functie op (Q',4') is, dan

geldt

J g(f) au = J g du'
Q Qr
in de zin dat de beide integralen bestaan en gelijk zijn zodra &&n van hen

bestaat.
Bewije:

De bewering dat p' een maat is, is een direct gevolg van het feit dat
f_1 alle verzamelingstheoretische operaties bewaart. De tweede bewering is
in het speciale geval dat g = I, een indicator functie is niets anders
dan de definitie van p'. Wegens de lineariteit van integralen volgt deze
bewering dus voor elementairefuncties g; wegens de monotone convergentie-
stelling voor niet-negatieve meetbare functies g, en tenslotte, via de
splitsing van g in zijn positieve en negatieve delen, voor willekeurige
meetbare g.
Stelling 1.6.7. (Fubini)

Laten (01,A1,u1) en (QE,AQ,MQ) twee o-finiete maatruimten zijn, en zij
(9,4,u) de product-maatruimte. Als een reéle functie f op (Q,4,u) meetbaar

en hetzij niet-negatief hetzij sommeerbaar is, dan zijn de integralen

J f(w1,m2) dua(wz) en J f(w1,m2) du, (w,)

522 91
u1-bijna overal resp. u2—bijna overal gedefinieerd en A1 resp. AE meetbaar,
en

I fdp = I {J f(w1,w2) due(we)} duT(w1) = J {I f(m1,m2} du1{m1)} du(me).
9]

b, R >
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2ij (QR,4) een meetbare ruimte en laten u en v twee maten op 4 zijn.
Men noemt v u-absoluut continu als iedere v-nulverzameling tevens een v~
nulverzameling is.

Stelling 1.6.8. (Radon-Nikodym)

Als u o-finiet en v p-absoluut continu is, dan is er een niet-nega-
tieve u-integreerbare functie g, zodanig dat

v(a) = J g du voor alle Ac A,
A
Als g1 en g2 twee zulke functies zijn, dan is g, = g2 u=-bijna overal. Als
ook v o-finiet is, dan kan men g eindig kiezen. Men noemt g de dichtheid
van V ten opzichte van u, of ook wel de Radon—-Nikodym afgeleide van v naar
H. Men schrijft ock wel g = d

a” .
Zij (R,4) een meetbare ruimte en zij v een maat en N een collectie

maten op (Q,4). Men zegt dat u de collectie N domineert indien iedere vel
u—-absoluut continu is.
Stelling 1.6.89. (domineringsstelling)

Indien N wordt gedomineerd door een g-finiete maat My dan bestaat er

een rij m.a.t.en Vi€ N en een rij reéle getallen LT 0 met I c. = 1 zodanig
i=1
dat de maat Z €; v; eveneens N domineert.
i=1
Bewijs:
Daar u o-finiet is bestaat er een rij disjuncte verzamelingen A e4d
met u =

T(a) = §
nu(a) 2
dus eindig in plaats van g-finiet worden verondersteld.

Zij R de klasse van alle maten p = I ¢; v; met v.€N en c; > 0 voor
i

alle i en z ¢; = 1. R wordt gedomineerd door u: zij r de dichtheid van
i

{ﬂ en 0 < u(A ) < ® voor alle n. De mast T gedefinieerd door
AnaAa)

is eindig en domineert eveneens N. Zonder bezwaar kan u

PER ten opzichte van u. De stelling is bewezen indien wij een p_€ R con-

0
strueren die R (en dus N) domineert.

Zij AO de klasse van alle verzamelingen C€ A waarvoor p(C) > 0 en
waarvoor er een p€R bestaat met dichtheid r(

w) > 0 voor p-bijna alle w€C.
Indien CT’ 02, <€A

0> €™ Pys Py ++-€R 20 zijn gekozen dat rs (w) > 0

voor u-bijna alle we C;» dan geldt voor ¢; > 0 met ) e; =1 dat
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o =1 ¢; p;€R dichtheid r = ) c; r; ten opzichte van u bezit met r(w) > 0
i i

voor p-bijna alle we U Ci' Daar u(Ci) > 0 voor alle i, geldt u(UCi) > 0,
zodat ‘1) Cit-: AO. AO is dus afgesloten onder aftelbare vereniging.

Kies nu een rij C.€ A met de eigenschap dat lim up(C.) = sup u(C)
ST 1 ce4

(eindig!). Volgens het bovenstaande geldt CO =y cie ‘40 en dus

p(CO) = sup u(C). Zij Po€ R zo gekozen dat ro(m} > 0 voor p-bijna alle
Ced
weE Co. Wij [z}ullen aantonen dat deze p. R domineert.

Hiertoe beschouwen wij een wille]ieurige verzameling A€4 met pO(A) =0
en een willekeurige maat p€ R met dichtheid r ten opzichte van uy en bewij-
zen dat p(A) = 0. 2ij C = {w: r(w) > 0} dan geldt o(C®) = 0. Voorts is
pO(AnCo) = 0 daar immers pO{A} = 0 en sangezien ro(m) > 0 voor p-bijna alle
weCy, geldt U(AHCO) = 0 en dus p(AnCO) = 0 daar p R domineert. Tenslotte:
als u(AnCSnC) > 0 zou zijn, dan zou A n C; nce AO dear immers r > 0 op C.
Omdat Cy€ A, zou dan ook C, U (Ancgnc) € A,. Anderzijds volgt uit

u(AncgnC) > 0 dat u(CDU(AnCSr}C]) ] u(CO) = sup u(C), hetgeen inhoudt dat
Ce A
CO u (Aﬂcgﬂc) ¢ ‘40' Uit deze tegensprasak volgtoda.t u{AncgﬂC) = 0 dus

p(AﬂC;nC} = 0. Daar ook p(C%) = p(AnC,) = 0 geldt p(A) = O hetgeen te be-

wijzen was.

Q

Opgaven

1. Bewijs: Als f1, f2, ... re€le sommeerbare functies op de maatruimte

(2,4,u) zijn en ) J lfn! de < =, dan is de reeks ) fn(w) H-bijna overal
1
absoluut convergent met sommeerbare som en J (an) du = z J fn du.

overal als |f‘| du = 0, en ook als f dau = 0 voor alle AcA.

A
3. Als f een integreerbare functie op (2,4,u) is en Aps Ay, ...€4A disjunct

2. Zij f een meetbare reéle functie op TQ,A LH). Bewijs dat f = 0 u-bijna

zijn, dan geldt:
J fap=) J £ au.
UA a

n

Bewijs dit.

n

L. Als v een p-absoluut continue mast is en u o-finiet is, dan geldt

= av
deu—[fdudu
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voor iedere regle meetbare functie f in de zin dat beide integralen be-
staan en gelijk zijn zodra er &&n bestaat. Bewijs dit.

5. Laten M, en u, twee maten zijn op een meetbare ruimte (2,4), en zij
v(a) = u.lr\] + UQ(AI voor A€EA. Bewijs dat V een maat is en dat
J f av = fdu, +

1
sommeerbaar zijn.

f dl-l2 voor alle functies f die zowel 1-11— als u2-



29

2. WAARSCHIJNLIJKHEIDSREKENING

2.1. KANSRUIMIEN

Bij ieder experiment bestaat een uitslagenruimie Q: de verzameling
van alle mogelijke uitkomsten van het experiment. Een eventualiteit A be-
horende bij een experiment is een potentifle gebeurtenis, die bij de uit-
voering van het experiment, afhankelijk van de uitslag ervan, al .dan niet op-
treedt, met dien verstande dat het al dan niet optreden van A volledig be-
paeld wordt door de uitslag van het experiment. Dit betekent dat er een
1-1 correspondentie is tussen eventualiteiten die bij een gegeven experi-
ment behoren enerzijds en deelverzamelingen van de uitslagenruimte Q van
dat experiment anderzijds. De met een eventualiteit A corresponderende
verzameling bestaat uit juist die uitslagen w, die het optreden van A tot
gevolg hebben. Op grond van deze 1-1 correspondentie zullen wij in het
volgende eventualiteiten en de daarmee corresponderende verzamelingen ver-
eenzelvigen. De verzamelingstheoretische relaties en operaties worden zo

relaties enoperaties voor eventualiteiten:

Q is de zekere eventualiteit, die bij iedere uitslag van het experiment
optreedt;

[} is de ommogelijke eventualiteit, die bij geen enkele uitslag van het
experiment optreedt;

VA is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als tenminste &&n
van de Ah optreedt;

nAn is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als alle eventu-
aliteiten An optreden;

AAB is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als precies &én
van de eventualiteiten A en B optreedt;

lim sup A is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als oneindig
veel van de eventualiteiten Ah optreden;

lim inf An is de eventualiteit die dan en slechts dan optreedt als al de
eventualiteiten ﬁn op eindig veel na optreden;

AcB betekent dat B optreedt als A optreedt, m.a.w. dat het optreden van A
dat van B impliceert;

=@ betekent dat A en B niet beide kunnen optreden, m.a.w. dat A en B

elkaar uitsluiten.
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Bij een gegeven experiment wensen wij vaask niet de gehele klasse M(Q) van
alle deelverzamelingen van de uitslagenruimte O te beschouwen, doch slechts
een deelklasse 4 hiervan. Wel zullen wij steeds veronderstellen dat A afge-
sloten is onder alle eindige en aftelbare verzamelingstheoretische opera-
ties, d.w.z. dat A een o-algebra is. Wij krijgen dus bij ieder experiment
te maken met een meetbare ruimte (Q,4). Wij spreken hierbij af dat slechts
de meetbare verzamelingen eventualiteiten genoemd worden.

Stel dat wij een gegeven experiment E, steeds onder dezelfde initi&le
omstandigheden, kunnen herhelen. Zij n(A) het aantal malen dat een bij E
behorende eventualiteit A optreedt indien het experiment n maal wordt uit-
gevoerd; n(A) wordt de frequentie van A genoemd. Het frequentiequotiént of
de relatieve frequentie van A in deze reeks van n realiseringen van het
experiment is dan per definitie

£q(a) = B(A)

n

In het algemeen vertoont f£q(A) bij aangroeiende n allerlei grillige fluctu-
aties. Voert men het experiment nogmeals n keer uit, dan zal men bovendien
bij deze tweede reeks van n realiseringen veelal andere waarden voor fq(a)
vinden dan in de eerste reeks. Nu doet zich echter in de praktijk bij vele
experimenten de omstandigheid voor det, naarmate n groter wordt, deze fluc-
tuaties van fq(A) binnen &én reeks realiseringen van een gegeven experiment,
en ook de verschillen van fq(A) tussen verschillende reeksen realiseringen
van hetzelfde experiment, steeds geringer worden. Men noemt dit verschijn-
sel de empirische wet van de grote aantallen. Het 1lijkt dus alsof fq(A) bij
een steeds langer wordende reeks herhalingen van ons experiment convergeert
near een vaste limiet P(A). Dit getal P(a)
eventualiteit A willen noemen.

nu zouden wij de kans van de
Dit is echter geen houdbare definitie van
het begrip kans. Er is hier immers geen sprake van een limiet in de gebrui-

kelijke zin ven het woord omdat men een experiment nu eenmaal niet oneindig

veak kan herhalen. Men is er daarom toe overgegaan de waarschijnlijkheids—

rekening op axiomatische grondslag op te bouwen door eenvoudig aan iedere

eventualiteit A een getal P(A) toe te kennen en dit per definitie de kans

of waarschijnlijkheid van A te noemen. Willen wij echter het gedrag van

frequentiequoti&nten in lange reeksen herhalingen van een gegeven experi-
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ment als achtergrond voor het begrip kans handhaven, dan zullen wij moeten
eisen dat de aldus ingevoerde waarschijnlijkheid de volgende eigenschappen

van frequentiequotiénten ook heeft:

fa(@g) = 0, fa(Q) = 1
0 < fq(A) = 1 voor alle A € 4

fq(AuB) = fq(A) + fq(B) als A, B € 4 disjunct zijn.

Daar wi] bovendien steeds werken met o-algebra's van eventualiteiten ligt
het voor de hand niet slechts additiviteit masar zelfs o-additiviteit te
eisen. Deze eisen komen er op neer dat de waarschijnlijkheid P een genor-—
meerde eindige maat op A moet zijn, d.w.z. een maat op 4 met de eigenschap
dat P(Q) = 1.

Op grond van deze overwegingen komt men tot de volgende definitie wvan

wat men een mathematisch model voor een experiment zou kunnen noemen.
Definitie 2.1.1.

Een kansruimte of waarschijnlijkheidsruimte is een genormeerde maat-
ruimte (2,4,P). De verzamelingen A € A noemen wij eventualiteiten, de ge-

normeerde eindige maat P noemen wij waarsehijnlijkheid of kans.

De vraag hoe men @, 4 en P moet kiezen opdat de kansruimte (Q,4,P) een
redelijk bruikbaar model voor een gegeven experiment is, blijft bij deze
axiomatische opzet van de waarschijnlijkheidsrekening dus geheel buiten be-

schouwing.

Voorbeelden
2.1.1. Alternatief

Een experiment dat slechts twee mogelijke uitkomsten heeft noemt men
een alternatief. Veelal zullen wij de twee mogelijke uitkomsten
"succes" en "mislukking" noemen. Ook duiden wi] ze vaak aan met de
cijfers 1 en 0. Een kansruimte die als model voor een alternatief kan
dienen krijgen wij door 2 = {0,1} en 4 = M(Q) te nemen. De kansmaat P
op A wordt dan geheel vastgelegd door P(1), de kans op een succes:
Kiezen wij P(1) = pmet 0 < p < 1, dan volgt P(0) = 1 - p.
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Fen voorbeeld van een alternatief is het kruis of munt gooien met een
geldstuk, waarbij bv. de uitslag "kruis" een succes genoemd wordt. Als
men de beide mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk acht, zodat men

p = } stelt, dan spreekt men van een zutvere munt.
2.1.2. Aselecte trekking

Beschouwen wij nu een experiment dat een eindig aantal (r mogelijke)
witkomsten heeft. Een kansruimte voor een dergelijk experiment kan
men construeren door @ = {1,2,...,r} en A = M(Q) te kiezen. Een kans-
meat P op 4 wordt dan geheel vastgelegd door de keuze van niet-nega-
tieve getallen P(1), P(2), ..., P(r), zodanig dat hun som 1 is. Bij
veel experimenten van dit type, bv. het gooien met een dobbelsteen,
het trekken van een kaart uit een goed geschud pak speelkaarten, het
blindelings trekken van een loterijbriefje of een knikker uit een
vaas met r goed doorelkaar geschudde genummerde briefjes of knikkers,
zal men op grond van symmetrie alle mogelijke ﬁitkomsten even waar-—
schijnlijk achten, zodat men P(i) = %, i=1,2, ..., r zal kiezen.
Men spreekt dan van een worp met een zuivere dobbelsteen of van een

aselecte trekking ven 1 object uit een collectie van r objecten.
2.1.3. Aselecte trekking van een getal tussen 0 en 1

In voorbeeld 2.1.2 hebben wij het woord "aselect" gebruikt om aan te
geven dat het experiment een zekere symmetrie vertoonde, met als ge-
volg dat alle mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk geacht werden.
Een dergelijke symmetrie kan echter ook aanwezig zijn bij experimenten
met oneindig veel mogelijke uitkomsten. Wij kunnen hierbi] denken aan
een continu analogon van een roulette: een ronddraaiende wijzer, die
op zeker moment tot rust komt, waarna men de stand van de wijzer af-
leest op een lineaire schaalverdeling van O tot 1 op de cirkel waar—
langs de punt van de wijzer kan bewegen. Bij dit experiment hebben
wij @ = (0,17, en het ligt voor de hand voor A de o-algebra van alle
Borelverzamelingen in (0,1] te kiezen. De veronderstelling dat alle
mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk zijn is nu echter niet vol-
doende om een kansmaat P op 4 vast te leggen. Uit deze veronderstel-

ling volgt alleen dat iedere &énpuntsverzameling in (0,1] de maat O
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moet hebben., De afwezigheid van enige voorkeur bij dit experiment kun-
nen wij echter ook omschrijven door te stellen dat de kans, dat de
uitslag van het experiment in een gegeven interval (a,bl < (0,1] valt,
niet van de ligging, maar alleen van de lengte van dit interval af-
hangt. Maar dan moet deze kans evenredig zijn met de lengte van het
beschouwde interval, en, daar 2 zelf lengte 1 heeft, zelfs gelijk zijn
asn deze lengte. Hiermee is P geheel vastgelegd (zie voorbeeld 1.5.2):
P is de Lebegue maat op 4. Dit voorbeeld verklaart waarom voor de o-
algebra van eventualiteiten A niet steeds M(Q) wordt gekozen. Weliswaar
zou men in dit geval verder kunnen gaan dan de Borelverzamelingen en
voor A de Lebesgue-meetbare verzamelingen kunnen kiezen, doch de

Lebesgue maat is niet tot M(Q) uit te breiden.
2.1.4. Aselecte steekproef

Wij beschouwen nu het experiment dat bestaat uit het nemen van een

steekproef van n objecten uit een gegeven collectie van N objecten.

Om de gedachten te bepalen denken wij hierbij aan een vaas met N ge-

nummerde knikkers, waaruit men een steekproef van n knikkers neemt.

Men kan hierbij op verschillende manieren te werk gaan:

a) Na de vaas met inhoud goed geschud te hebben neemt men &&n voor
€én n knikkers uit de vaas. Het resultaat noemt men een geordende
steekproef zonder teruglegging. De mogelijke uitkomsten van dit
experiment kan men omschrijven als alle geordende n-tallen van de
vorm (i1,i2,...,in)uaarin i, 12, o in verschillend zijn en
1 §=ij <Nvwvoor j =1, 2, ..., n. Br zijn N!/(N-n)! zulke geordende
n-tallen, en het 1lijkt onder de gegeven omstandigheden redelijk
alle mogelijke uitkomsten even waarschijnlijk te achten. Men komt
zo tot een kansruimte (2,4,P), waarbij @ uit N!/(N-n)! punten be-
staat, 4 = M(Q) en waarbij de kansmaat P man iedere &énpuntsver-
zameling de kans (N-n)!/N! toekent; men spreekt dan van een geordende
aselecte steekproef zonder teruglegging, of wel van n aselecte
trekkingen zonder teruglegging.

b) Na goed schudden neemt men in &&n keer n knikkers uit de vaas. Men
heeft dan een ongeordende steekproef zonder teruglegging. Nu kan

men de mogelijke uitkomsten identificeren met alle verzamelingen
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van de vorm {11, i2, —— in} met i1, «+., 1_ verschillend en

1 é=ij < Nwvoor j =1,2, ..., n. Daar er (n} zulke verzamelingen
zijn, en het wederom redelijk lijkt alle mogelijke uitkomsten even
vaarschijnlijk te achten komt men nu tot een kansruimte die uit
(g) punten bestaat, die ieder een kans 1/(§) hebben; men noemt dit
een aselecte steekproef zonder teruglegging.
De onder a) en b) genoemde kansruimten zijn consistent in de volgende
zin. De eventualiteit in model a) dat de steekproef uit de knikkers
i1, 12’ — in bestaat ongeacht hun volgorde, bestaat uit n! punten,
te weten de n! geordende n-tallen die men krijgt als men alle permu-
taties van i1, i2, — in opschrijft. De kans van deze eventualiteit
in model a) is dus n! iyﬁ%ll = 1/(ﬂ), hetgeen gelijk is aan de kans
die dezelfde eventualiteit in model b) heeft. Is men uitsluitend ge—
interesseerd in eventualiteiten waarbij de volgorde van de knikkers
in de steekproef geen rol speelt, dan kan men dus naar verkiezing met
model a) of b) werken.
¢) Men trekt de knikkers &én voor &&n, maar steeds legt men de laatst
getrokken knikker , na het nummer te hebben genoteerd, terug in de
vaas, voordat men deze goed schudt en de volgende knikker neemt.
Men krijgt zo een geordende steekproef met teruglegging. Waar in
de gevellen a) en b) noodzakelijk is dat n < N, mag hier n > N zijn.
De mogelijke uitkomsten van het experiment kunnen we identificeren
met de geordende n-tallen (i1,i2,...,in) met 1 < ij < N voor
j=1,2, ..., n, waarbij de ij niet noodzakelijk verschillend
hoeven te zijn. Het aantal mogelijke uitkomsten is derhalve N2, en
ook hier is het redelijk san alle mogelijke uitkomsten dezelfde
kans N © toe te kennen; men spreekt van een geordende aselecte
steekproef met teruglegging, of wel van n aselecte trekkingen met
teruglegging.
We veronderstellen nu dat r van de N knikkers in de vaas, bv. de
knikkers met de nummers 1, 2, ..., r, rood zijn en dat de overige
w =N - r knikkers wit zijn, en we vragen naar de kans Py dat een
aselecte steekproef van n knikkers precies k rode knikkers zal bevat-
ten. Het antwoord op deze vraag hangt er uiteraard van af of de steek—

proef met of zonder teruglegging wordt genomen. In het laatste geval
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maakt het echter geen verschil of we met model a) of b) werken, omdat
de volgorde van de knikkers in de steekproef hier geen rol speelt.
(Dit zou wel het geval zijn als wij bv. vroegen naar de kans dat de
eerste k knikkers in de steekproef rood zijn en de volgende n - k
knikkers zwart.)

In het geval dat geen teruglegging plaats vindt zijn er onder de

(g) mogelijke ongeordende steekproeven precies (;) {nf die uit k

)
k
rode en n - k witte knikkers bestaan, zodat

r N-r
) )

N
M

Pk .
Hierbij zi] opgemerkt dat het aantal rode knikkers in de steekproef
uiteraard niet groter dan min (n,r) kan zijn en dat het asantal witte
knikkers in de steekproef niet groter dan min (n,w) kan zijn. Bij
substitutie van een waarde voor k, zodanig dat k > min (n,r) of

n -k > min (n,w), in onze uitdrukking voor Py > vinden wij dan ook

P = 0, dankzij de gebruikelijke conventies voor binomiaalco&fficién-
ten.

Neemt men de steekproef met teruglegging, dan zijn er onder de N
mogelijke resultaten rk wn_k waarbij de steekproef k rode knikkers op
k voorgeschreven plaatsen bevat en verder uit witte knikkers bestaat.
Daar men k plaatsen in de steekproef op (E) manieren kan voorschrijven,
bestaat de eventualiteit dat de steekproef precies k rode knikkers be-

vat dus uit (;) ok Bk punten, zodat

k r,n-k
p = () (T (-
Het aantal rode knikkers in de steekproef moet uiteraard tussen O en n

liggen. Voor k < O en k > n geeft onze formule dan ook P = 0.

Opgave

Geef een volledige opsomming ven de in voorbeeld 2.1.4 a), b) en
c) genoemde uitslagenruimte Q voor N = L, n = 3. Als de knikkers 1 en
2 rood, en de knikkers 3 en 4 wit zijn, geef dan in elk van de model-

len a), b) en ¢) aan uit welke prunten van R de volgende eventualiteiw
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ten bestaan:

8) De steekproef bevat alleen rode knikkers

b) De steekproef bevat 1 rode en 1 witte knikker

c) De steekproef bevat minstens 1 witte knikker.

Beschrijf evenzo voor model c¢) de eventualiteit dat de steekproef uit
twee verschillende knikkers bestaat. Bereken in ieder van deze geval-

len de kans van de beschouwde eventualiteit.

2.2. VOORWAARDELIJKE WAARSCHIJNLIJKHEID

Zij gegeven een kansruimte (2,4,P). Voor A, B e A met P(A) = 0 defini-
eert men de voorwaardelijke waarschijnlijkheid van B gegeven A:

(2:2.1) P(3|a) = 2482,

Gemakkelijk is na te gaan dat P(B|A) bij vaste A als functie van B een kans-—
maat op 4 is en dat

0 als B c A%,
P(B|A) =

P(B

P(a) &ls Bc A

De kansmaat P(-|A) wordt dus uit de oorspronkelijke maat P verkregen door
de maat die P buiten A legt te verwijderen en de resterende maat op de in
A bevatte deelverzamelingen opnieuw te normeren.

We kunnen deze definitie als volgt motiveren. Stel dat (Q,4,P) een
model is voor een experiment E. We beschouwen dan naast E een nieuw experi-
ment EA dat in feite gelijk is aan E, maar waarbij als extra voorwsarde
wordt gesteld dat A moet optreden. Om EA uit te voeren dient men dus aller—
eerst £ uit te voeren en te kijken of A dearbij optreedt. Is dit het geval,
dan heeft men daarbij EA uitgevoerd, en anders beschouwt men het experiment
als mislukt en doet men het over. Willen we nu voor EA een kansruimte
(QA’AA’PA) construeren, dan mogen we ongestraft QA = Q en AA = A nemen, als
we tenminste 3A(Ac) = 0 stellen., Ter bepaling van PA(B} voor een willekeu- .
rige eventualiteit B ¢ 4 beschouwen wij een reeks van n realiseringen van

het oorspronkelijke experiment E. Als A hierbij n(A) keer optreedt, dan be-
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vat onze reeks van n realiseringen van E een reeks van n(A) realiseringen

van EA’ en het aantal malen dat B optreedt bij deze n(A) realiseringen van
EA is gelijk aan n(AB), het asantal malen dat AB optreedt bij de n realise-—
ringen van E.Het freguentiequotiént qu(B) van B in de reeks van n(A) rea-

liseringen van EA wordt dus gegeven door

_ n(AB) _ fq(aB)
24,(8) = C0R) = Falid

Als (2,4,P) een goed model voor E is, dan zullen fq(AB) en fq(A) bij grote
n in de buurt van resp. P(AB) en P(A) liggen, zodat qu(B) in de buurt van
P(B|A) komt. Derhalve dienen wij Py = P(+|A) te kiezen.

Een andere schrijfwijze voor de definitie (2.2.1) is
(2.2.2) P(AB) = P(A) P(B|A),

een gelijkheid die ook zinvol blijft als P(A) = 0, hoewel P(B|A) in dat ge-
val ongedefinieerd blijft. Door inductie volgt uit (2.2.2) de zogenaamde
productregel:

n 1

Nn=
(2.2.3) PQ’} A;) = P(a,) P(A21A1) P(A3|A1A2] P(An| (1) A;).

Als een eindige of aftelbare collectie verzamelingen A1, AE, vee € 4

een partitie van § vormt (d.w.z. UA; = @ en A Aj =@ als i # j), dan volgt
voor willekeurige B € A4:

(2.2.4) P(B) = J P(A;B) = 2 P(4;) P(B|Ai).
o K 1

Als bovendien P(B) = 0, dan volgt hieruit

( P(Aj} P(BJAj)
2.2.5) P(Ale) = Z P(Aj_) P(BlAi)
i
welke formule bekend staat als de regel van Bayes.
Zoals uit de volgende voorbeelden zal blijken zijn voorwaardelijke
waarschijnlijkheden vaask zeer nuttig bij de constructie van kansruimten bij

gegeven experimenten, daar in veel gevallen door de omschrijving van het
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experiment bepaalde voorwasrdelijke kansen worden vastgelegd.

Voorbeelden

2.2.1.Geordende aselecte steekproef
De in voorbeeld 2.1.4 a) omschreven handelwijze laat zich ook als
volgt omschrijven: Gegeven is een vaas met N knikkers, genummerd van 1 tot
en met N. Hieruit neemt men aselect 1 knikker en vervolgens kiest men tel-
kens aselect 1 knikker uit de nog in de vaas asanwezige knikkers, totdat men
in totaal n knikkers uit de vaas genomen heeft. Zij nu (i1’12""’in) een
geordend n-tal met igs =ens i, verschillend en 1 é'ij < N voor
J = 1,2, ..., n. Daar de eerste knikker aselect gekozen wordt uit alle N
knikkers moeten we de kans dat de eerste knikker het nummer i1 heeft gelijk
aan 1/Nstellen. Als reeds bekend is dat de eerste k knikkers de nummers
i1, Vi ik hebben, dan wordt de volgende knikker aselect gekozen uit de
nog resterende N - k knikkers, waaronder knikker i

kens dat de (k+1)-ste knikker het nummer i

K+1* De voorwaardelijke

k+1 heeft, gegeven dat de eerste

k knikkers de nummers i1, i2' azeincy ik hebben, moeten wij dus gelijk aan
1/N-k stellen (k=1,2,...,n-1). Toepassing van de productregel (2.2.3) geeft
nu

1 1 1 _ (N-n)!

P(11""’ln) "W W1 Nem#l n! 2

hetgeen in overeenstemming is met de eerder gemaskte keuze voor deze kans.
Neemt men de steekproef met teruglegging, dan is iedere trekking op-
nieuw een aselecte trekking van 1 knikker uit onze vaas met N knikkers. Met
behulp van de productregel volgt hieruit dat we voor ieder geordend n-tal
(i1,...,in] met 1 g,ij X Nwvoor j=1,2, ..., n,
1

P(l1""’1n) =¥ -

1S 1
N """ N

%[

moeten kiezen, hetgeen weer in overeenstemming is met de in voorbeeld 2.1.h

c) gedane keuze.

2.2.2. Gegeven zijn twee vazen met knikkers: Vaas I bevat 2 witte en 8 rode

knikkers, vaas II bevat L4 witte en 1 rode knikker. Men kiest aselect, bv.
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door met een zuivere munt te gooien, &&n van deze vazen en trekt dearuit
aselect 1 knikker. ZiJ W de eventualiteit dat deze knikker wit is. We kun-
nen P(W) dan berekenen met behulp van (2.2.14). Immers, als A, resp. A, de
eventualiteit is dat vaas I resp. II gekozen wordt, dan is P(A1) = P(A2) =-%
wegens de aselecte keuze van de vaas. Omdat de knikker aselect getrokken

wordt uit de gekozen vaas geldt

w|E

P{W|A1) = -% ,P(W]AQ}
Hieruit volgt

1 1
P(W)=-2- 3

Door toepassing van de regel van Bayes vinden wij verder

P(a, W) = 3—1-—5- = % JP(a, W) = «;i ;

Op grond van het voorgaande kunnen wij dit als volgt interpreteren: Voert
men het gehele experiment, inclusief de keuze van de vaas, een groot aantal
malen uit, dan mag men verwachten, dat in ongeveer de helft van de gevallen
de gekozen knikker wit zal zijn, in ongeveer l-van de gevallen waarin de

5

gekozen knikker wit is, zal deze knikker uit vaas I afkomstig zijn.

Zie voor meer voorbeelden en opgaven bv.[1] en [2].

2.3. ONAFHANKELIJKHEID

Zij gegeven een kansruimte (R,4,P).

Definitie 2.3.1.

Twee eventualiteiten A, B heten (onderling) onafhankelijk (afkorting:
o.0.) als P(AB) = P(A) P(B).

Twee klassen eventualiteiten Cy» C, < A heten (onderling) onafhankelijk
als ieder paar eventualiteiten A, e C1, Ay € 02 0,0. is.

Een eventualiteit A waarvoor P(A) = 0 of 1 is dus 0.0. met betrekking
tot ieder eventualiteit B. Daar P(AB) = P(A) P(B) impliceert dat
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P(a°B) = P(A%) P(B), P(aB%) = P(A) P(B%) en P(A°B®) = P(a°) P(B®) (zie op-
gave 2), houdt onafhankelijkheid van A en B in dat de klassen {G,A,Ac ,0} en
{8,8,8%,0} o.o. zijn. Indien 0 < P(A) < 1, dan is onafhankelijkheid van A
en B dus equivalent met P(B|A) = P(B|A®) = P(B). Hieraan ontleent het be—
grip onafhankelijkheid zijn intuitieve interpretatie: informatie over het
al dan niet optreden van A brengt geen verandering in de kans die wij aan B
toekennen en leert ons dus niets over het optreden van B. Indien P(A) = 0
of 1, dan geeft het al dan niet optreden van A geen enkele informatie. Daar
de definitie van onafhankelijkheid symmetrisch in A en B is mogen wij in
deze interpretatie de rollen van A en B verwisselen.

Een eerste uitbreiding van deze definitie tot meer dan twee (klassen
van) eventualiteiten is de volgende.

Definitie 2.3.2.

Eventualiteiten A > t e T heten paarsgewijs onafhankelijk als
ieder paar eventualiteiten Ajs Ay met s, t €T, s =t, o.0. is.

Klassen van eventualiteiten C'_t c A, t € T heten paarsgewijs onafhanke-
1lijk als elk tweetal klassen Cos Ct met s, t €T, s #t, o.0. is.

Als A, B en C drie paarsgewijs onafhankelijke eventualiteiten zijn,
dan kan er toch nog een zekere mate van afhankelijkheid tussen A, B en C
bestaan, zoals blijkt uit het volgende voorbeeld.

Voorbeeld 2.3.1.

Beschouwen wij het experiment dat bestaat uit het doen van twee worpen
met een zuivere dobbelsteen. Zij 2 de bijbehorende uitslagenruimte met
A = MQ) en zij, voor i = 1, 2, Ci de klasse van alle eventualiteiten waar-
van het al of niet optreden geheel bepaald wordt door het resultaat van de
i-de worp. Het ligt dan voor de hand P zo te kiezen, dat C'I en 6'2 0.0. zijn.
In combinatie met de veronderstelling dat de dobbelsteen zuiver is, leidt
dit tot het toekennen van gelijke kansen aan de 36 punten in Q.

Zij nu A de eventualiteit dat het resultast van de eerste worp even
is, B de eventualiteit dat het resultaat van de tweede worp even is, en C
de eventualiteit dat het totale santal ogen even is. Een eenvoudige bereke-
ning leert dan dat A, B en C pearsgewijs onafhankelijk zijn met
P(A) = P(B) = P(C) = % Uit de definitie van A, B en C volgt verder
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C = AB y A°BS,

zodat

[}

AC = BC AB = ABC.
Derhalve hebben wi]

P(B|AC) = P(A|BC) = 1.

P(C|AB)

Hoewel informstie over het al of niet optreden van €&n van de eventualitei-
ten A, B en C ons niets verteld over het al of niet optreden van de andere
twee, impliceert het optreden van twee van deze eventualiteiten, dat ook de

derde optreedt.

Gezien het voorgaande zullen wij, als wij elke afhankelijkheid tussen

een aantal eventualiteiten A , t € T willen uitsluiten, moeten eisen dat

tl

iedere voorwaardelijke kans van de vorm P(Jl\.t A ... A_ ), voor zover ge-

1I ts Yy
definieerd, gelijk is aan de corresponderende onvoorwaardelijke waarschijn-
1ijkheid P(A, ).
t
1
Definitze 2.3.3.

Eventualiteiten A

+» t € T heten onderling onafhankelijk als

k k
P((N) At )= 1 P(A
i=1 i i=
voor iedere eindige deelverzameling {t1,t2,...,tk} van T.
Klassen van eventualiteiten Ct c A, t € T heten onderling onafhankelijk

als voor iedere keuze van A € Ct’ t € T de eventualiteiten A,, t € T o.o0.

t ; i
zijn.
Stelling 2.3.1.

Als algebra's Ft c A, t € T onderling onafhankelijk zijn, dan zijn de
daardoor voortgebrachte og-algebra's dat ook.

Bewtjs:
Laat A e At-’ ti eT,i=1,2, ..., k <, en zij € > 0. Voor iedere
i

n>0eni=1,2, ..., k is er volgens stelling 1.5.1 een verzameling

B; € Fti zodanig, dat P(AiABi) < n.
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Daar

k k k
(N 4A;)8(N B;) < U (a;88,),
i=

1 1=1

volgt dan

X k K
IP([]\ ) - P(r11 Bl < }1: P(A;4B;) < k.n.

Kiezen wij n > 0 2o klein dat k.n < £/2 en bovendien

x k i
Im P(a,) - 1 P(B,)] < /2,
1 | 1 1

dan volgt

k k
IP(Q A;) - 111 P(Ai}| < e,

en dus, deaar € > 0 willekeurig klein genomen kan worden,

k k
P(Q A;) = 1} P(Ai}.

Voorbeeld 2.3.2. Onafhankelijke experimenten

Zij E een samengesteld experiment dat uit n deelexperimenten Ei met
kansruimten (S'zi,Ai,Pi} bestaat (i=1,2,...,n). Willen wij bij E een kans-
ruimte (Q,4,P) construeren, dan ligt het voor de hand (2,4) gelijk te stel-
len a:.n de product meetbare ruimte van de (Qi,Ai). Voor i =& Ty 2y wang A
zij Ai de klasse van alle eventualiteiten waarvan het al of niet optreden
giheel bepaald wordt door de uitslag van Ei' Gemakkelijk is in te zien dat
Ai een o-algebra is en uit alle verzamelingen van de vorm
A; = A x A2 X e X An' met aJ. =@, voor j # i en Ai € Ai, bestaat. Uiter-
aard moeten wij P zo kiezen dat P{Ai} - Pi(Ai) voor Ace 4., i =1, 2, ..., n,
wil ons model (2,4,P) in overeenstemming zijn met de gegeven modellen
(Qi ’Ai'Pi)' We veronderstellen nu dat de deelexperimenten Ei op een zodanige
wijze worden uitgevoerd, dat zij elkaar niet kunnen beinvlceden, met als
consequentie dat in ons model (2,4,P) de g-algebra's A;_ 0.0. moeten zijn.

*

* * -
Da.a.rA1XA2><...xAn= 1nA2n...nAnvoorAieAi,L=1,2, o wowog Dl
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volgt hieruit

n * n % n
P(A1><A2><...><An) = P(Q1Ai) = 121 P(Ai) = iE1 Pi(Ai)

voor iedere productverzameling Ay @ Ay x L. X A met A, e Ai
i=1,2, ..., n. Maar hiermee is P geheel vastgelegd: P is de productmaat

P1 x P2 e Pn en (R,4,P) is dus de productmaatruimte van de kansruimten
(Rirﬁi,Pi). Wij noemen in dit geval de deelexperimenten E1, i En onder-
ling onafhankelijk.

De zojuist gegeven redenering blijft geldig als wij niet van een ein~
dige maar van een oneindige rij experimenten uitgaan. We kunnen A; dan be-
schrijven als de klasse van alle eventualiteiten A; =A XA X .., met

1 2
¥*
A. = Qj voor J # 1 en Ai € Ai' De veronderstelling dat de o-algebra's Ai’

J
i=1,2, ... 0.0. zijn houdt dan in dat voor een willekeurige product cy-
linderverzameling A met zijden Ai € Ai’ 1T - TN | e
k & k & k
P(A) =P(NA;) = T P(A;)= T P.(4,),
3 i . i :
i=1 i=1 i=

zodat P = P1 x P2 x: i e

Opgaven

14 Gegeven zijn twee vazen met knikkers. De ene vaas bevat 1 witte en L
rode knikkers, de andere 4 witte en 1 rode. Men kiest aselect een van
de twee vazen en neemt daaruit met teruglegging een aselecte steek-
proef wvan n knikkers. Zij Ai de eventualiteit dat de i-de knikker in
de steekproef wit is (i=1,2,...,n). Ga na of Ays Ass ..., A onder-
ling (pasrsgewijs) onafhankelijk zijn.

2. Bewijs: Als in een kansruimte (Q,4,P) een collectie o0.o. klassen

C, =4, t ¢ T gegeven is, dan zijn ook de klassen Cé = {A: A e Ct of
c

AT € Ct} 0.0.
3. Bewijs: n eventualiteiten A1, Ay vons An zijn dan en dan alleen o.o0.
als
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voor ieder van de 2" manieren Waarop men hierin Ki = A; of Ki = A;:
kan substitueren.

4.  Bewijs: n aselecte trekkingen met teruglegging vormen 0.0, experimen—
ten; voor aselecte trekkingen zonder teruglegging is dit niet het ge~
val.

5. Construeer een kansruimte voor een oneindige rij o.o. alternatieven

met succeskans p.

2.h. KANSVERDELINGEN

" 1
Een kansmsat P op(RT ,31) wordt een (kans)verdeling op R' of ook wel

een &&n-dimensionale (kans )verdeling genoemd.

Definitie 2.4.1,

Onder een verdelingsfunctie op R' (8én-dimensionale verdelingsfunctie)
verstaan wij een reéle niet-dalende, rechtscontinue functie F op R1 met
lim F(x) = 1 en 1lim F(x) = 0.
X X+—ca

Voor iedere kansverdeling P op R1 is de functie F, gegeven door

(2.4.1) F(x) = P{(-w,x]), - ® < ¥ <

een verdelingsfunctie. Omgekeerd is er bij iedere verdelingsfunctie F op R’
een unieke kansverdeling P op R die voldoet aan (2.4.1) (zie voorbeeld
1.5.3). Er is dus een 8énéénduidig verband tussen kansverdelingen en verde-—
lingsfuncties op HT. De in (2.4.1) gedefinieerde F wordt de verdelingsfunc-—
tie van P genocemd.

Als een kensverdeling P op R‘| absoluut continu is ten opzichte van een
O-finitie maat u op 31, dan heeft P vol

gens de stelling van Radon-Nikodym
(stelling 1.6.8) een dic

htheid f ten opzichte van u: er is een eindige niet-
negatieve meetbare functie f op R zodanig dat

(2.%.2) P(B) = j £(x) au(x), B e B,
B
zodat in het bijzonder
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(2.4.3) J f(x) du(x) =

R'I
twee versies van f zijn u-bijna overal gelijk. Omgekeerd is iedere eindige
niet-negatieve meetbare functie f op R! die aan (2.4.3) voldoet, een dicht-
heid ten opzichte van u van een kansverdeling P op R’ gegeven door (2.4.2).
Men noemt f een (kans)dichtheid van P ten opzichte van u. Uit (2.4.1) en
(2.4.2) volgt de relatie tussen verdelingsfunctie en kansdichtheid van P:

(2.4.4) F(x) = J fy) duly), — « < x < =,
(==,x]
k Bk . k
Een kansmaat P op (R ,B ), 1 £ k < =, wordt een (kans)verdeling op R
of ook wel een k-dimensionale (kans)verdeling genoemd. Een verdelingsfunc-
tie op Rk wordt, analoog aan definitie 2.4.1, als volgt gedefinieerd (zie

voorbeeld 1.5.4 voor de notatie).

Definitie 2.L.2.
: : k s
Een reéle functie F op Rk heet een verdelingsfunctie op R (k-dimen-
sionale verdelingsfunctie) als F(x1,...,xk) een niet-dalende rechtscontinue

functie van ieder van zijn argumenten is met

lim F(x1,...,xk) =0 vwvoori=1,2, ..., k,
x_—h_..l:p

i

1lim F(x1,...,xk} =1,

X .o

i=1,2,....,k

terwijl bovendien A
enb = (b1,...,b

. F(a1,...,ak) 0 voor alle a = (a1,....ak)
met i < b voor 1 = 1, 24 sy Ke

1 2
- k
k) in R

De verdelingsfunctie F van een kansverdeling P op Rk wordt weer door (2.4.1)
gedefinieerd, nu met x ¢ RX zodat (—=,x] = {y: Y; £%,1=1,2, ..., k}
een cel in Rk voorstelt. Er is een é&néénduidig verband tussen kansverde—
lingen en verdelingsfuncties op RE (zie voorbeeld 1.5.L4).

Als een kansverdeling P op Rk absoluut continu is ten opzichte van
een o-finiete maat ¥ op Bk, dan is er een eindige niet-negatieve meetbare
functie f op Rk zodanig dat (2.4.2) geldt voor alle B ¢ B’k en dus in het
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bijzonder

(2.4.5) J £(x) du(x) = 1.
Rk

Men noemt f een kansdichtheid van P ten opzichte van p. Twee versies van f
zijn p-bijna overal gelijk en iedere eindige niet-negatieve meetbare func-
tie f waarvoor (2.4.5) geldt is een kansdichtheid van een kansverdeling P
op Rk. Ook nu geldt (2.4.4) voor x e Rk.

De kansverdelingen waar men zich in de wasrschijnlijkheidsrekening en
de mathematische statistiek mee bezig houdt behoren merendeels tot &&n van

twee typen, die discrete respectievelijk continue verdelingen worden genoemd.

Definitie 2.4.3.

Een kansverdeling P op Rk, k > 1, heet discreet als er een eindige of

aftelbare verzameling D c R is met P(D) =1

Voor een discrete kansverdeling P op R‘k geldt

P(B) = J P({x}), BeB

X€BND

waarbij de som in het rechterlid steeds hoogstens aftelbaar veel termen be-

vat. Dit betekent dat P absoluut continu is ten opzichte van de telmaat u,
gegeven door

u(B) = aantal elementen van B n D, B e BX;

voor de kansdichtheid van P ten opzichte van u kan worden gekozen
£(x) = P({x}), x e R*.

Omgekeerd is ook iedere kansverdeling die &bsoluut continmu is ten opzichte
van een telmast op een eindige of aftelbare verzameling D c Rk, discreet.

De verdelingsfunctie F van een discrete kansverdeling P kan men beschrijven

als een sprongfunctie van k = 1 en een "terrasfunctie" voor k > 1:
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F(x) = )} P({x}), x e &%,
yix
yeD

en iedere kansverdeling met een dergelijke verdelingsfunctie is discreet.

Definitie 2.4.L.

Een kansverdeling P op Rk, k > 1, heet-continu als hij absoluut conti-
nu is ten opzichte van de Lebesgue maat AX op BX en bovendien de dichtheid
f van P ten opzichte van Ak op een open verzameling C < R* met J'lk(Cc) =0

continu kan worden gekozen.

Uit de lk—abaolute continuiteit van een continue verdeling P op RE volgt
dat de bijbehorende verdelingsfunctie F continu is. Voor iedere x € R

geldt immers

k
0 2 F(x) - F(x-0) 2 P(y {y:yi=xi})
i=1
en

0.

.
A (lJ {y:yi=xi})
i=1
Wij mogen dit echter niet omkeren: Er zijn kansverdelingen met continue

verdelingsfuncties die niet Ak-absoluut continu zijn, laat staan continu.

Stelling 2.4.1.
Een kansverdeling P op Rk is dan en dan alleen continu als de bijbe-

horende verdelingsfunctie F op een open verzameling C c Rk met lk(cc) =0

k

8- F(x)

3x1 ax2 s axk
eigenschap dat de (eventueel oneigenlijke) Riemann integraal

een continue k-voudige parti&le afgeleide heeft met de

J 2% F(x)
- 8x1 Bx2 S axk

De diechtheid f van P ten opzichte van Ak kunnen wij dan op C gelijk stellen

dx = 1.

aan deze afgeleide.

Bewijs:
Zij P een continue kansverdeling op RS met verdelingsfunctie F en

kansdichtheid f ten opzichte van AX en laat x e C, de in definitie 2.k4.k
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genoemde open verzameling. Het punt x heeft dan een omgeving 0x < C waarop
wij f continu mogen veronderstellen. Binnen deze omgeving kiezen wij een
punt a < x. Alsnuy > a, y € Ox’ dan zijn de Lebesgue integraal en de Rie—
mann integraal ven f over (a,y] gelijk:

F(y) - Fla) = J £(t) a¥(s) = J £(4) at,

(a,y] (a,y]
zodat

¥ F(x)’
ax1 3x2 e axk

=f(x), xeC,

wegens de hoofdstelling van de integraalrekening. Schrijven wij de open ver-
zameling C als de vereniging van hoogstens aftelbaar veel disjuncte begrens-
de cellen C, = (a(l),b{l}] met [a(l},b(l)]c C, dan volgt uit het voorgaande

[ #ax =1 [ etwax =] [ stomo = 5 ptey) = 2ic) = 1.
i i i

c 2
Ci Cl

Zij nu omgekeerd P een kansverdeling die san de gestelde eisen voldoet
en zij
k
3 P(x)
Bx1 8x2 s axk

als x € C
£(x) =

0 als x € ¢°.

Schrijven wij C we?g als de vereniging van aftelbaar veel disjuncte begrens-—
de cellen c; = (atl ,b(l)J met [a(l),b(l)} c C, dan volgt

1

B(C) = ] P(c;) = ] F)) - pald)y) . ) J f(x)ax = J f(x)ax = 1.
1 1 c
3 c
Voor een willekeurige cel (2,b] geldt dus P((a,b]) = P((a,bInC) en split-

sing va?_ga,?;}n C in aftelbaar veel disjuncte begrensde cellen
C; = (e 1).a" 9 net [c(l},d(ljj c C geeft
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p((a,b]) = § (F(aD)) - p(eli)y} = ] I Fix)ix =
i i Ca
1

Z L f(x)dlk{x] = J f(x}dlk(x)-
L i (a,bl

*
Hiermee is bewezen dat de kansmaat P en de kansmaat P gegeven door

P*(B) = J £(x)ax®(x), B e B,
B
op de klasse van alle cellen in Rk overeenstemmen, zodat zij ook op Bk
overeenstemmen. P is dus lk—absoluut continu en heeft een continue kans-
dichtheid f op C.

Voor een continue kansverdeling P op R kunnen wij dus als kansdicht-

heid ten opzichte van de Lebesgue maat A kiezen:

£(x) = F'(x) voor x € C.

c
0 voor x € C~.,

Uit het bewijs van stelling 2.4.1 blijkt dan dat
x
F(x) = I f(y)dy, - ® < x < o,

Voor een continue kansverdeling P op Rk is

ok F(x)
3x1 3x2 eivie axk

f(x) = voor x € C

0 vVoor X € Cc

een kansdichtheid van P ten opzichte van x= en

x *1 &
I sias J f(y1,...,yk) ay, -« dy,» x € R.

—0 -0

F(x) =

De verdelingsfunctie van een continue verdeling op Hk, k > 1, kan dus door
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Riemann integratie uit de kansdichtheid worden verkregen.

Opgaven

) (M Bewijs dat een verdelingsfunctie op R1 hoogstens aftelbaar veel discon-—
tinufteiten heeft.

2. Bewijs: Iedere verdelingsfunctie F op R1 kan geschreven worden als een
convexe combinatie F(x) = p Fc(x} + (1-p) Fd(x), x € R', met p ¢ (o,11,
waarin Fd een discrete en Fc een continue verdelingsfunctie is.

2.5. STOCHASTISCHE GROOTHEDEN EN VECTOREN

Zijn wij bi] een experiment geinteresseerd in een bepaald quantificeer-
baar, d.w.z. in een getal uit te drukken aspect van de uitslag van het ex-
periment, dan ligt het voor de hand dit aspect in het model (Q,4,P) voor het
experiment te representeren door een functie X, die aan iedere w € 2 een ge-
tal X(w) toevoegt. Daarbij zullen wij steeds eisen dat voor ieder interval
(a,b] de verzameling {w: X(w) € (a,b]} een eventualiteit is, zodat X een
meetbare functie op @ is.

Definitie 2.5.1.
Een reéle, eindige, A-B1-meetbare functie op een kansruimte (Q,4,P)
heet een stochastische grootheid.

Als regel zullen wij stochastische grootheden aanduiden met hoofdletter

X, Y, etc. Dit om duidelijk onderscheid te maken tussen een stochastische
grootheid, d.w.z. een functie X en een mogelijke waarde x = X(w) ervan.
(Een andere, speciaalin ons land in zweng zijnde conventie is om stochasti-
sche grootheden met onderstreepte symbolen als X, ¥, etc. aan te geven.)

Wij zullen steeds gebruik meken van de volgende verkorte notatie:

{X e Bl = {w: X(w) € B}

P(X € B) = P({X € B}) = P({w: X(w) ¢ B}), Be B,

X < x} = {w: X(w) < x}

P(X £ x) = P({X £ x}) = P({w: X(w) < x}), x e R', ete.
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Uit de overplantingsstelling (stelling 1.6.6) volgt dat voor iedere sto-
chastische grootheid X de functie Px gegeven dbor

(2.5.1) P, (B) = P(XeB), B« g

een kansmaat op B , d.w.z. een kansverdeling op R' is. Wij noemen Px de
(kans)verdeling van de stochastische grootheid X. De verdelingsfunctie Fx

van P, wordt gedefinieerd door (2.4.1):

X

(2.5.2) Fx{x) = PX((-W,JC]) = P(X<x), - = < x < =

Fy wordt ook de verdelingsfunctie van de stochastische grootheid X genoemd.

Als PX absoluut continu is ten opzichte van een o-finiete maat p op B met

kansdichtheid fX ten opzichte van u, dan geldt

(2.5.3)  By(B) = B(xeB) = | £,(x) av(x), Bes,
B
(2.50) R0 =R = | £ aly),  x <R,
(==,x]
(2.5.5) J £.(x) au(x) = 1.
1
R

Men noemt f, een ( kans)dichtheid van de stochastische grootheid X ten op-
zichte van p.

Als X1, XE, S Xk stochastische grootheden op een gemeenschappelijke
kansruimte (Q2,4,P) zijn, dan ligt het voor de hand X = {X7,x2,...,xk) een
k-dimensionale stochastische vector te noemen. Dit is dan een functie op
(2,4,P) met waarden X(w) = (xT(w),xz{w),...,xk(m)) € Bk, met de eigenschap
dat de reéle functies xt, Xa, o xk meetbaar zijn. De volgende formulering

is hiermee equivalent (zie §1.4).

Definitie 2.5.2.
Een A-—Hk-meetbare functie op een kansruimte (2,4,P) met waarden in Rk
heet een k-dimensionale stochastische vector.

Evenals een stochastische grootheid bepaalt ook een stochastische vector

X = (]’:1 ,Xz,.. . "XK) een kansverdeling P, gegeven door (2.5.1), doch nu met

X
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B € B". Deze kansverdeling PX op R® wordt de (kans )verdeling van de sto-
chastische vector X of ook wel de stmultane (kans)verdeling van de stochas—

tische grootheden X5 XE’ Vo Xk genoemd. De verdelingsfunctie Fy van P
wordt gedefinieerd door

X

(2.5.6) FX(x) =P

X

k
((~=,x]) = P(X<x) = P( ) X, = x1,
i=1

2 = ity bk B

Fy wordt ook de verdelingsfunctie van de stochastische vector X of de
stmultane verdelingsfunctie van de stochastische grootheden Xps Koo wees X
genoemd. Als PX absoluut continu is ten opzichte van een o-finiete maat u

3

op B* met kansdichtheid fy ten opzichte van u, dan geldt (2.5.3) voor B ¢ B
k
(2.5.4) voor x € R* en

(2.5.7) J £e(x) au(x) = 1.
Rk

Men noemt fx een (kans)dichtheid van de stochastische vector X of een

simultane (kans)dichtheid van de stochastische grootheden x1, X2, s Xk
ten opzichte van u.

Wanneer een stochastische vector X = l[)[1 ,xe,. - ,IK) » K> 1, een
discrete kansverdeling PJ( op een eindige of aftelbare verzameling D c Rk

bezit (zie definitie 2.4.3) dan is

£4(x) = B ({x}) = P(X=x), x € R,

een kansdichtheid van X ten opzichte van de telmaat op D, en

Py(B) = P(XeB) = ] P(¥=x), B e 5,
xeBnD

Fo(x) = P(Xx) = ] P(x=y), x e RS,
y<x
yeD

! P(x=x) = 1.
xeD
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De kansen P(X=x) voor x € D leggen de verdeling van een discreet verdeelde
stochastische vector X dus geheel vast.

Wanneer een stochastische vector X = (X1,X2,...,Xk), k > 1, een conti-

nue kansverdeling PX op een open verzameling C c R® bezit (zie definitie
2.4.4) dan is
3* P (x)
T (x) = 4 voor x € C
X 3)(1 3X2 “ee Bxk
(2.5.8)
0 voor x € C°

. k
een kansdichtheid van X ten opzichte van de Lebesgue maat X op Ek en

Kk T 1 X
P = B(() e = | e [ aglypaeeayy) @y e ar x e BN

1i=1

e -0

Merk op dat voor een continu verdeelde stochastische vector X steeds
P(X=x) = 0 voor alle x € Rk; deze kansen verschaffen in dit geval dus geen
enkele informatie over de verdeling van X.

Uit de kansverdeling van X = (X1....,Xk) kan de verdeling van
X = (X1,...,xm), m < k, eenvoudig worden afgeleid. Daar voor B € Bm,
‘(X e B = {XeBx B}, geldt
Px(B) = PX{BKBk_m), B « B®,

en hieruit volgt voor x = (x1,...,xm) ¢ R®

Fulx) = 1im F_(x.,...,% ).
X wawii: o i
1

1i®m

In dit verband noemt men deverdeling Py de marginale (kans)verdeling van X.

Als de verdeling van X discreet is, dan geldt voor x = (x1,...,xm) e B®

P(X=x) = z ai E P(X?(x1,...,xk))
*m+1 *x

waarbij de sommatie zich uitstrekt over alle (x1""'xk) waarvoor
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(xi,...,xm) = x. Als de verdeling van X continu is, dan geldt voor

xs= (x1,...,xm volgens het bovenstaande

am 7 * m 1
fi{x) = 3;:—717-3;; J e [ J ST J fX(Y1,-.-,Yk) y, +ee Q=

= [ vt J fx(x1,...,xk) ax g o-e- dx .

Zoals wij een k-tal stochastische grootheden op &én kansruimte als een
k-dimensionale stochastische vector kunnen beschouwen, zo kunnen wij ook
een oneindige rij X = (11,X2,...) van stochastische grootheden op een kans-
ruimte (Q,4,P) opvatten als een ~-dimensionale stochastische vector, d.w.z.
als een A-B-meetbare functie op (2,4,P) met waarden X(w) = {X1(m),X2(m),...)
in (RE,BQJ. De A-B -meetbaarheid ven X is immers equivalent met de A-B'-meet-
baarheid van de componenten X, i=1,2,... . Onder de verdeling van zulk
een =-dimensionele stochastische vector, of de simultane verdeling van de

stochastische grootheden Xi, i=1,2, ... verstaan wij de kansmaat PX op
Bm, gegeven door

P,(B) = P(XeB), B B .

+ "
Nu wordt de o-algebra B voortgebracht door de algebra B die bestaat uit
alle cylinderverzamelingen van de vorm

B' = {(x1,x2,...) : (x1,x ,...,xk] € B}, B ¢ Bk, ko= 1% P san
Daar voor een dergelijke verzameling

PX(B'] = P[x1,...,xk) € B),
betekent dit, dat Px bepaald wordt door de verdelingen Pk van de stochas~

tische vectoren {X1,...,Xk), k=1,2, ..., en dus ook door hun verdelings-

funecties Fk' Uitersard zijn deze verdelingen consistent in de zin dat
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1 -
PR(B} = Pk+1(BxR ), Be Bk, e s P oy

of, in termen van de verdelingsfuncties,

(2.5.9) Fk{x1,...,xk} = lim Fk+1(x1,...,xk,y), x (x1,...,xk) e RS

yeo
k

1, 2, eees

Omgekeerd zeght de zogenaamde consistentiestelling van Kolmogorov dat er

s . . . y k
bij iedere consistente rij verdelingsfuncties F, op R , k = 1, 2, ..., een

k
kansmaat P op B bestaat, zodanig dat

F(x) = PUy s¥pse s )i (e eeayy )2l 5e00x )1,

x (x1,...,xk) € Rk

K= 1,2, cous
Het bewijs van deze stelling is o.m. te vinden in [4] en [5].

In 1.4 wordt gesproken over de c-algebra, die door een meetbare functie
in zijn domein wordt geinduceerd. Zo induceert een k-dimensionale (1<k<e)
stochastische vector X op een kansruimte (£,4,P) een o-algebra A, < 4 in Q,
die bestaat uit alle verzamelingen van de vorm {X € B} met B ¢ . Stellen
wij ons (92,4,P) voor als een model voor een experiment E, dan kunnen wij
Ax omschrijven als de collectie van alle eventualiteiten met de eigenschap
dat het al of niet optreden ervan alleen van de uitslag w van het experiment
afhangt via de daarbij behorende waarde X(w) van X. Deze interpretatie van
de door een stochastische vector in Q geInduceerde og-algebra ligt ten grond-

slag aan het begrip onafhankelijkheid van stochastische vectoren.

Definitie 2.5.3.

zij (2,4,P) een kansruimte, T een willekeurige indexverzameling, en zij
Xt voor iedere t_e T een stochastische vector op (2,4,P). De stochastische
vectoren X, , t ¢ T heten dan onderling (paarsgewijs) onafhankelijk als de

door hen in @ geInduceerde o-algebra's AX , t € T dit zijn.
t
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Stelling 2.5.1.
Voor een eindige of oneindige rij stochastische grootheden Xy X5 een

op een kansruimte (2,4,P) zijn de volgende drie beweringen equivalent:

(i) Xys Xys +v. zijn 0.0
(ii) De simultane verdeling Py ven X,, X, ... is de product kansmaat ven
hun marginale verdelingen;

(iii)Voor iedere k = 1, 2, ... is de simultane verdelingsfunctie Fk van

X.I — Xk het product van hun marginale verdelingsfuncties:

n =

Fk(x-ln---sxk) " in{xi): (x1:---’JLK) € Rk) k= 1, 25 onns

i=1
Bewijs:

Zij P, de simultane verdeling van R X (k=1,2,...). Uit de de-
finities 2.3.3 en 2.5.3 volgt dan dat onderlinge onafhankelijkheid wvan

XT, xe, -+» equivalent is met de eigenschap dat

P, (Bi s
1 1

k
Pk(31x32><...x3k) = P(Q1{xi € Bil) = .

n =&

alsBieBT,i=1,2, seny Ky B = 1y 2y

De equivalentie van (i) en (ii) volgt dus rechtstreeks uit de definitie van

productmaat. De equivalentie van (ii) en (iii) is een gevolg van de eeneen-—

duidigheid van het verband tussen verdeli
1.5, opgave 3).

ngen en verdelingsfuncties (zie

Stelling 2.5.2.

. Zij X = (X1 "“'Xk) een k-dimensionale stochastische vector met de
elgenschap dat de marginale verdelingen P}: dichtheden fX

- - i :

o-finiete maten ¥; hebben (i=1,2,....x). Nodig en voldoende voor onderlinge
onafhankelijkheid van X.‘, JCE, %3y Xk is dan dat hun simultane verdeling P
een dichtheid heeft ten opzichte van de productmaat p = p, x p_ x
gegeven door ! ¢

ten opzichte van

X
i
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Bewtjs:
De gestelde voorwaarde is, wegens de stelling van Fubini, equivalent
met
k
PX(B1KB X...XBk] = J fx(x)du(x] = .E J fx_(xi)dui(xi) =
B,%...xB aml g, S
p MiEaE ' i
- 1
= I p, (B;) voor B; € B',i=1,2, ...k,
i=1 i

m.a.w. met de eis dat P = P x P *® g M P

Stelling 2.5.3.

Zij Xt, t € T een collectie o0.0. stochastische vectoren op een kans-—
ruimte (2,4,P). Zij k. de dimensie van X, en zij f, een Borelfunctie op
gEt met waarden in Rt (teT). Dan zijn ook de stochastische vectoren

e Al ft{xt)’ t € T onderling onafhankelijk.

Bewtijs:
Voor t € T en B € B™ geldt f;1(B) € Bkt, en dus

-1
{Yt € B} = {X% € ft (B)} € Axt,

zodat AYt c Axt, t e T.

Wij besluiten deze paragraaf met enige opmerkingen over de kansverde-—
ling van een functie van een stochastische vector. Zij X = {x1,...,xk) een
stochastische vector met kansverdeling PX en zij ¢ een meetbare functie op
Rk met waarden in R*. Den is Z = $(X) een m-dimensionale stochastische

vector waarvan de kansverdeling als volgt uit die ven X kan worden gevonden:
(2.5.10) P,(B) = P(¢(X)eB) = Py({x:¢(x)eB}), B e B".

Indien X een kansdichtheid fx ten opzichte van een o-finiete mast u op Bk
bezit dan geldt dus
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(2.5.11) P,(B) = J £, (x)au(x), B ¢ B™.
{x:¢(x)eB}

Als X discreet verdeeld is, dan is de verdeling van Z eveneens discreet en

wordt bepaald door

(2.5.12) P(Z=z) = ) P(X=x), z € RT3
{x:6(x)=z}

als X continu verdeeld is met kansdichtheid fx gegeven door (2.5.8) en bo-
vendien ¢ continu is, dan geldt

(2.5.13) F,(z) = J £, (x)ax, z € R%,
{x:4(x)2z}

waarbij het rechterlid een (oneigenlijke) Riemann integraal voorstelt.
Het eenvoudigste voorbeeld van het bovenstaande is het volgende.
Indien X een stochastische grootheid met verdelingsfunctie FX voorstelt,

dan wordt de verdelingsfunctie van Y = a + bX, b > 0, gegeven door
X-a
FY(X) = P(at+bXx) = FX(_E_}’ -® < X < o,

De grafiek van FY ontstaat dus uit die van Fx door verschuiving naar rechts
(c.q. links) over een afstand a (c.q -~ a) en vermenigvuldiging van de schaal .
langs de horizontale as met een factor b_1(d.w.z. bij behoud van dezelfde
schaal "uitrekken" van de grafiek in horizontale richting met een factor b).
De klasse van alle kansverdelingen van de vorm Fx(b_1(x—aJ), - ® < g < o,

b > 0, noemt men de door Fy voortgebrachte familie van kansverdelingen met
plaatsparameter a en schaalparameter b. Evenzo noemt men de klassen
{Fx(x-a): - ® < a < =} resp. {Fx(b-1x): b > 0} de door Fy voortgebrachte
familie van kansverdelingen met pleatsparameter a resp. schaalparameter b.
Bij de in de waarschijnlijkheidsrekening meest voorkomende families heeft
men &&n bepaalde representant vastgelegd ten opzichte waarvan de plaats- .
en/ of schaalparameter worden gedefinieerd. Deze representant wordt de
standaard-verdeling van de familie genoemd. Indien Px continu is met kans-
dichtheid Ty = F'(x) dan heeft de verdeling van Y = a + bX, b > 0, als
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kansdichtheid

2ol mipyla) = = LR,

X

P X
De grafiek van f‘f wordt uit die van f]{ verkregen door verschuiven over een
afstand a, "uitrekken" in horizontale richting met een factor b en delen
van de functiewaarden door b. De klassen van kansdichtheden

7! £ (07 (x-a)): - <a <=, b>0}, (f(x-a): -=<a<=}en

e 2y ('b x} b > 0} worden de door fX voortgebrachte families en kans-—
dichtheden met plaatsparameter a en/of schaalparameter b genoemd.

Een tweede probleem van dit type is het bepalen van de kansverdeling
van Z = X + Y waarbij X en Y o.o. stochastische grootheden zijn. Wanneer
PX,Y = PX x PY de simultane kansverdeling van X en Y voorstelt, dan volgt
uit (2.5.10) en de stelling van Fubini (stelling 1.6.7T)

Fy(z) = J Totx,y): x+y<z} (x,y) dPX,Y(x’y] =

(2.5.14) ar_(x) (x,¥) apy(y) =

1 X J I{ (x,y):y<z-x}

[}
o—

L F (z-x) dPX(x), i % R,

Indien X en Y beide discreet verdeeld zijn, dan wordt de verdeling van Z
bepaald door

(2.5.15) P(2=z) = ) P(Y=z-x) P(X=x), z € R
X
Als X continu verdeeld is met f F}'{ , dan geldt
o 1
(2.5.16)  F,(z) = J Fy(2-x) £ (x)ax, L

Wanneer ook Y continu verdeeld is met fY = F,}, dan iz Z eveneens continu
verdeeld. Uit (2.5.16) en de stelling ven Fubini (stelling 1.6.7) volgt

immers
- -]

z z
F,(z) = J fy(x)ax f £y (y-x)ay = J dy I fy(y-x) £, (x)ax,

-0 — -

-—CD
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zodat Z continu is met kansdichtheid

w

1
- = - R -
(2.5.17)  £,(2) = Fy(a) J fy(zx) £(x)ax, z e
De kansverdeling Pz (respectievelijk de verdelingsfunctie FZ of de kans-

dichtheid f,) wordt de comvolutie van de kensverdelingen P, en Py (resp. van
de verdellngsfuﬂctles FX en FY of de kansdichtheden fX en f ) genoemd.

Uit (2.5.10) blijkt dat de kansverdeling PY van een fuﬂctle Y = ¢(X)
van een stochastische vector X slechts afhangt van de kansverdeling Px van
X; de kansruimte (Q,4,P) waarop X gedefinieerd is en de functie X zelf doen
hierbij niet ter zake. Om de verdeling PY te bepalen kunnen wij dus naar
believeneen kansruimte(a,z ﬁ) construeren, hierop een stochastische vector
X definisren met de vereiste verdeling P~ = PX en hieruit de verdeling
P? = Py van Y= ¢{X] berekenen. Daar een geschlkte keuze van (Q,4,P) en X
de berekenlngen vaak aanzienlijk vereenvoudigt, wordt van dit invariantie

principe veelvuldig gebruik gemaakt (zie §2.6).
Opgaven

1. Als X een stochastische grootheid is met een continue verdelingsfunctie
F, dan is U = F(X) een stochastische grootheid met P(UeB) = A(B) voor
iedere Borelverzameling B < [0,1]. Bewlijs dit.

2 Zij F een verdelingsfunctie op R1 en zij U een stochastische grootheid
met P(Usu) = u voor 0 < u < 1. Als verder F_ | (¥) = inf{x: F(x) > y}
voor 0 <y < 1, dan is X = F_ (U} een stochastische grootheid met F
als verdelingsfunctie. Bewijs dit.

3. Bewijs dat een stochastische vector X = (X x2,...,xk) dan en dan al-
leen een discrete verdeling heeft als de marginale verdelingen van
XT, 32, i Xk discreet zijn.

b, 2ij x = {X1,X2,...,Xk) een stochastische vector met een dichtheid fx
ten opzichte van Ak, en zij Y = (x1 XE, ..,X ) met m < k. Dan heeft ¥

een A™ -absoluut continue verdeling met dlchtheld

£yl ) = [ £ @%@, (ke x) € B,
waarin B
B={u: us= Guy,...,uk}, n =x, voori=t1,2, ..., mh

Bewijs dit.
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9 Als X, X2, ... 0.0. stochastische grootheden zijn met
P(X =0) = P(Xn=1) = % voor alle n, dan is ook
n

5™

Y=2 }
p=1 3%
een welgedefinigerde stochastische grootheid.
Bewijs:
a) P(0s¥<1) = 13
1 2
b) P(X,;=0) = P(o;r;g), P(x,=1) = P(3X21);
c) Als k 2 1 en x =0of 1 voorn=1,2, ..., k, dan geldt

T X lfxn 1 b -k
P(2)] 2<syz<2)-2+)=p(N{x =x1}) =277
1 3n 1 3n 3k £:L n n
i 1 T oo B _ -
a) P(‘ﬁ‘* rrriiast Sl il k+1) =0voor i =0, 1, ..., 3 =
3 3 3 3 fomiB 15 By wens

e) Er is een gesloten verzameling C < R met A(C) = 0 en P(YeC) = 13
f) De verdelingsfunctie van Y is continu en is op c® aifferentizerbaar
met afgeleide 0.

6. Als de stochastische grootheden X1, Xe, e Xk 0.0. zijn en alle de-
zelfde verdelingsfunctie F bezitten, dan bezit Y = min(x1,...,xk) de
verdelingsfunctig_1 - {1-—F)k en 72 = max(x1,...,xk) de verdelingsfunctie
F*. Bewijs dit.

2.6. VOORBEELDEN VAN KANSVERDELINGEN

DIRECTE VERDELINGEN

2.6.1. Gedegenereerde verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een gedegenereerde verdeling in-
1

dien voor zekere X, € R geldt P(tho) =1,

2.6.2. Alternatieve verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een alternatieve verdeling indien

voor zekere Xy X, € R1 en 0 < p < 1 geldt P(X=x0) = p. P{X?x1) =1 - p.

2.6.3. Binomiale verdeling _
Beschouw een samengesteld experiment (2,4,P) bestaande uit n o.o.
(deel) experimenten (Qi,di,Pi), i®AG 2y ices B BiJ Si een eventualiteit

waarvan het al dan niet optreden door de uitslag van het i® experiment
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wordt bepaald ( d.w.z. 5; € Ai) en waarvoor Pi{Si) =p,i=1,2, ..., n.
Indien Si optreedt zeggen wij dat het i€ experiment een succes oplevert.
Zij X het aantal der eventualiteiten 81, 82, o Sn dat bij uitvoering van
het samengestelde experiment optreedt. Wegens de onafhankelijkheid van de
(deel) experimenten is de kans op het optreden van precies x voorgeschreven

25 g -x n

eventualiteiten 8; » 55 5 cvns S; gelijk aan p (1-p)" %, Daar er (x) ver-
1 2 b 4

schillende deelverzamelingen {i1,12,...,ix} c {1,2,...,n} zijn, komen wij

tot het volgende resultaat: Het aantal successen X bij n o.0. experimenten
met kans p op succes bezit de kansverdeling

P(X=x) = (2) pr(1-p)™*7%, x=0, 1, ..., n.

Deze verdeling wordt de binomiale verdeling met parameters n en p genoemd.
Het hier beschreven model heeft in de praktijk vrijwel steeds bestrekking op
n 0.0. uitvoeringen van hetzelfde experiment waarbi j Sl’ SE’ S Sn steeds
dezelfde gebeurtenis bij de verschillende uitvoeringen van het experiment
aangeven. In voorbeeld 2.1.4 ¢) vonden wij reeds dat het aantal rode knik-
kers bij n aselecte trekkingen met teruglegging uit een vaas met r rode en
(N-r) witte knikkers een binomiale verdeling met parameters n en %-bezit.
Daar aselecte trekkingen met teruglegging o.0. experimenten zijn (opgave k4
in §2.3) en bij iedere trekking de kans op een rode knikker (succes) gelijk
is aan % is dit een speciaal geval van het hier behandelde algemene model.
Zij X; het "aantal successen" bij het it experiment, d.w.z.

1 als Si optreedt

0 als sf optreedt,

dan geldt P(Xi=1) =p, P(xi=0) =1-p,i=1,2, ..., n, terwijl bovendien
Ko Xon vnes Xn ©.0. zijn. Daar X = § X;» is hiermee aangetoond dat de in
ons model geconstrueerde binomiaal verdeelde stochastische grootheid X kan
worden geschreven als de som van n o0.0. stochastische grootheden die alle
dezelfde alternatieve verdeling bezitten. Toepassing van het in § 2.5 ge-

noemde invariantie principe levert: de som van n o.o0. stochastische groot-

heden X,, D N X, met dezelfde alternatieve verdeling P(Xi=1) = p,
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P(Xi=0) =1=-p,1=1,2, ..., n, bezit een binomiale verdeling met para-
meters n en p. Indien (m+n) o.o. experimenten met kans P Oop succes worden
uitgevoerd en X (resp. Y) het aantal successen bij de eerste s (resp. de
laatste n) experimenten voorstelt, dan zijn X en Y o0.0. en binomiaal ver-
deeld met parameters m en p resp. n en p, terwijl Z = X + Y een binomiale
verdeling met parameters (m+n) en p bezit. Volgens het invariantie principe
geldt dus: de som van twee 0.0. stochastische grootheden met binomiale ver-
delingen met parameters m en p resp. n en D bezit een binomiale verdeling

met parameters (m+n) en p.

2.6.4. Hypergeometrische verdeling
Uit een verzameling van N elementen, populatie genasamd, waarvan r
elementen een kenmerk R bezitten wordt zonder teruglegging een aselecte
steekproef van n elementen getrokken. Indien X het aantal elementen in de
steekproef voorstelt die het kenmerk R bezitten, dan geldt (zie voorbeeld
2.1.k ¢))
{r) (N-r)

P(X=x) = X __B=X

N
(n)
voor max(0,n-N+r) < x < min(r,n), x geheel. Deze verdeling wordt de hyper-—

geometrische verdeling genoemd; N, r en n zijn de parameters van deze ver—

deling. Voor vaste n en x geldt

DG [ 2, ]

i-:: —(g‘;— (x) (‘ﬁ) (1 -E} -

- lig r! . (—r)! ) (N—n?!Nn _—
r+e  (r-x)!r*  (N-r-n+x)!(N-r)? ¥ N'

Ner+w

indien zowel r als (N-r) veel groter zijn dan n, kan de binomiale verdeling
met parameters n en ﬁvdus als benadering dienen voor de hypergeometrische
verdeling met parameters N, r en n. Daar de binomiale verdeling veelal een-
voudiger te berekenen is dan de hypergeometrische verdeling, wordt deze

benadering veel gebruikt. Wanneer wi]j bedenken dat X bij trekkingen met
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- s . r . .
teruglegging een binomiale verdeling met parameters n en X bezit (zie voor-

beeld 2.6.3), ligt deze benadering ook wel voor de hand: als r en (N-r) veel
groter zijn den n, dan is het intuitief wel duidelijk dat al dan niet terug-
leggen weinig verschil maakt.

2.6.5. Poigson verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een Poisson verdeling met parameter
p (>0) indien

p. &
P(x=x) = e " &, %= By 1985 siw

X
Deze verdeling kan worden opgevat als de limiet van een rij binomiale ver-

delingen met parameters n enm p voor n > < en np * ¥ (dus B F 0). Immers,
voor vaste Xx,

1 n! px

. n, x n-x _ . n R > S
L () ey (e = oy e myr Oopy)

mp u

= s X n_1 X ~u

=7 dm (np )" (1-p )" = v" e,

Voor grote n en kleine p kan de Poisson verdeling met y = np dus als bena-
dering dienen voor de binomiale verdeling met parameters n en p. Deze bena-
dering wordt veel gebruikt.

Er zijn echter ock situaties waarin deze limietovergang reeds op na-
tuurlijke wijze in het model plaatsvindt en waarbij dan in dit model een
stochastische grootheid optreedt die niet bij benadering, doch exact een
Poisson verdeling bezit.Bescnouw hiertoe een proces dat zich in de tijd af-
speelt en waarbij op ieder tijdstip een gebeurtenis S kan optreden (bijv.
gespreksaanvragen bij een telefooncentrale). Zo'n proces wordt een Poisson
proces met parameter A (>0) gencemd indien aan de volgende voorwsarden is

voldaan (de notatie f(x) = 0(g(x)) voor x + O betekent dat 1lim £(x)/ ) =
x>0 B\

0):
a) In een tijdsinterval ter lengte At is de kans dat S é&nmaal optreedt
gelijk aan AAt + 0(At) voor At + 0; de kans dat S in dit tijdsintervel

meer dan &Enmaal optreedt is 0(At) voor At + O.
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b) Het optreden van S in disjuncte tijdsintervallen is onafhankelijk.

Zij X het aantal malen dat S optreedt in een tijdsinterval ter lengte T.
Om de verdeling van X te bepalen verdelen wij het tijdsinterval in n ge-
lijke delen ter lengte %—en definiéren Xi,n als het aantal malen dat S op-
treedt in het i® van deze deelintervallen.Uit a) en b) volgt dat voor

n-=> = P(Xi n=1) = i% % o(n_l), P(Xi n>1) = O(n-1) en dus P(Xi n=0} =
> 3 >
=12, o(n~") voor i = 152, ..., n, en voorts dat X, _, ..., X 000
n > n,n

zijn voor iedere n. Dus geldt voor gehele x =0

P(X=x) z P({X=x} n {X; <1 voor i=1,2,...,n}) =

; - et AR . _
P({x der xl,n zijn 1 en (n-x) Xl’n zijn 0})

x n-x
{2)(55 + 0(5-1)) (1- &§'+ G(n_1)) Voor B + o,

[}

Nu geldt voor n + = en vaste x

x x x
*) = ET (1+0(1)); (AE + o(n—1)) = (AEJ (1+0(1))

n-x n
(-2 4 0™ = (1= 2T) (140(1)) = T (140(1)),

zodat

P(x=x) 2 &7 %—T—ﬁ (1+0(1)) » T _l..(;? w

© x
-2
voor n + ., Daar echter Z e * 1&%3—-= 1, geldt
x=0 .

X
P(X=x) = e-lT L:g)—» x=0; 1,

X bezit dus een Poisson verdeling met parameter u = AT.

Zij X (resp. Y) het aantal malen dat S optreedt in het tijdsinterval
[0,u) (resp. [p,utv)) bij een Poisson proces met parameter' A = 1. Dan zijn
X en Y o.0. (veronderstelling b) en Poisson verdeeld met parameter p resp.

v, terwijl Z = X + Y een Poisson verdeling met parameter (p+v) bezit. Toe-
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passing van het invariantie principe levert: de som van twee o.o0. stochas-
tische grootheden met Poisson verdelingen met parameter p resp. v bezit een

Poisson verdeling met parameter (u+v).

2.6.6. Negatief binomiale verdeling

Beschouw een rij 0.0. experimenten met kans op p > 0 op succes en zij
X het nummer van het experiment waarbij het k° succes optreedt, d.w.z. het
aantal experimenten dat moet worden uitgevoerd om k successen te verkrijgen.
Daar {X = x} = {(k-1) successen bij de eerste (x-1) experimenten} n {succes
bij het x° experiment} en de eventualiteiten in het rechterlid kans
(i::) pk-1 {1—-p)x-k resp. p bezitten en bovendien o0.0. zijn, geldt

(2.6.1)  P(x=x) = (T1) o (1-p)*°K, X =k, k+1, ... .

Deze verdeling wordt de negatief binomiale verdeling met parameters k en p
genoemd. Deze naam wordt in de literatuur echter ook wel gebruikt voor de
verdeling van X =% < k, het santal mislukkingen dat aan het k°© succes voor-
afgaat,

( X+k-1

P(E=x) = (571 2° (1p)* =

(2.6.2)

-k
(=1* (7)) " (1-p)*, S, Ty awen g
en is in feite asn deze laatste schrijfwijze ontleend. Voor k = 1 vindt men

(2.6.3) P(X=x)

x=1
p(1-p)"", m Yy DL e

(2.6.4) P(¥=x)

p(1-p)*, X=0,1, ...;

beide verdelingen worden in de literatuur sangeduid met de naam geometrische
verdeling of ook wel Paseql verdeling met parameter P. Om misverstanden te
vermijden zullen wij de naam negatief binomiale verdeling (c.q. geometrische
of Pascal verdeling) uitsluitend gebruiken om de verdeling van X, zoals ge-
geven in (2.6.1) (c.q. (2.6.3)) aan te duiden.

Bij een rij o.o0. experimenten met kans p op succes defini&ren wij nu
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X1, X1 + x2, aiainiy X1 + X2 F i F Xk als de nummers van de experimenten waar-

bij het 1, 2&, ..., k succes optreedt. X, is dus het aantal experimenten

dat moet worden uitgevoerd om het eerste s;cces te verkrijgen, terwijl voor
I =02y '3y waay Ky X; het aantal experimenten voorstelt dat na het verkrijgen
van het (i--1)e succes nog moet worden uitgevoerd om het i€ succes te ver—
krijgen. De simultane verdeling van X = (X1,...,Xk) wordt gevonden door op
te merken dat voor iedere vector x = (x1,...,xk) van positieve gehele getal-
len de eventualiteit {X = x} dan en alleen dan optreedt als rijen van
(x1—1), (x2-1), ...,(xk—1} mislukkingen steeds worden gevolgd door &&n suc-
ces. Dus geldt

in-k

k :
(1-p) , . 0y 1= 1,80 cens X,

P(X=x) = p

waaruit volgt dat X1, X2, e Xk 0.0. zijn en geometrische verdelingen met
parameter p bezitten. Daar Z Xi een negatief binomiale verdeling met para-
meters k en p bezit, volgt uit het invariantie principe dat de som van k
0.0. stochastische grootheden met Pascal verdelingen met parameter p een
negatief binomiale verdeling met parameters k en p bezit. Evenzo geldt dat
de som van twee o.o. stochastische grootheden met negatief binomiale ver-
deling met parameters k en p resp. m en p, een negatief binomiale verdeling

met parameters (k+m) en p bezit.

2.6.7. Multinomiale verdeling

Juist zoals in voorbeeld 2.6.3 gaan wij uit van een samengestelde ex-—
periment (Q,4,P) bestaande uit n o.o. (deel) experimenten [ﬂi,Ai,Pi),
‘i =1, 2, ..., n. In plaats van twee eventualiteiten Si’ Sg € Ai beschouwen
wij nu, voor iedere i =1, 2, ..., n, k paarsgewijs disjuncte eventualitei-

6 A i P 3 . &
e S1,1’ 81,2’ 4 Sl,k RS g,sl,J i,

X W Ay D snngi e A1) Xe B itei i oy ot .
5 2 3 J 3 et aantal der eventualiteiten 81,3’ SE,J’ - Sﬂ"‘j

dat bij uitvoering van het samengestelde experiment optreedt en zij

=0, en Pi(S. ) = 1 ¥ p; = 1, voor

X = (X1,X2,...,Xk). Indien x = (x1,x2,...,xk) een vector van van niet-nega-
tieve gehele getallen met Z xj = n voorstelt, dan is de kans dat voor iedere
j=1,2, ..., k precies x; voorgeschreven eventualiteit uit

X .
{S1 i3 85 55 ««., S .} optreden gelijk aan Il p,J . Daar de verzameling
27 2, n,J 3 9
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{1, 2, ..., n} op n! (n xj!)_1 verschillende manieren te splitsen is in k

disjuncte deelverzamelingen waarvan de 3¢ xj elementen bevat, komen wi j tot
het volgende resultaat:

]
x1! x21 s Xy

voor iedere vector x = (x1 2Xpsenn ,xk] van niet-negatieve gehele getallen

P(X=x) =

X1 _Xo Xy
1 Py PRt oeee B

met Z x‘j = n. Deze verdeling wordt de multinomiale verdeling met parameters
nenp= {p.I 3Ppsens ,pk) genoemd. Uit het model volgt rechtstreeks dat de
marginale verdeling van Xj een binomiale verdeling met parameters n en p,
is. In de praktijk heeft het hier beschreven model vrijwel steeds betrek-
king op n 0.0. uitvoeringen van hetzelfde experiment waarbij voor iedere J
S1,j’ Se,j’ e Sﬂsj steeds dezelfde gebeurtenis bij de verschillende uit-
voeringen van het experiment sangeven; Xj is dan het aantal malen dat deze
gebeurtenis optreedt.

Continue verdelingen

Voor continue verdelingen van stochastische grootheden (c.q. vectoren)
X zal de kansdichtheid fy steeds worden gedefinieerd door (2.5.8) voor
k=1 (c.q. voor k > I fX is dus steeds een kansdichtheid van X ten op-
zichte van de Lebesgue maat op B' (c.q. op Bk).

2.6.8. Homogene verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een homogene verdeling (ook wel
uniforme verdeling genaamd) op (a,b) indien voor a < b ¢ R'

(b-a)~" voor a < x < b
£(x) =
(o} anders.
Dan geldt
0 voor x < a
F'X(!) = lsa) (53)"" oo a<x<b

1 voor x > b.
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2.6.9. Gamma verdeling
Een Poisson proces met parameter A (zie voorbeeld 2.6.5) wordt vanaf

het tijdstip O waargenomen. Zij X het tijdstip waarop voor de k% maal de
gebeurtenis S optreedt, d.w.z. de wachttijd tot de x® gebeurtenis. Voor

x > 0 treedt de eventualiteit {X < x} dan en slechts dan op indien de ge-
beurtenis S in het tijdsintervel (0,x] ten minste k maal optreedt. Indien
Y het aantal malen voorstelt dat S optreedt in het tijdsinterval (0,x],
dan bezit Y een Poisson verdeling met parameter p = Ax (zie voorbeeld
2.6.5). Dus geldt

Fx(x) = P(X<x) = P(¥2k) = 1 - P(¥<k) =
(2.6.5) i .
=1 . R ﬂ s x > 0.
=0 e

Daar Fy continu differentieerbaar is op (0,#) is X continu verdeeld met
kansdichtheid

fx(x) ] Fi(x) = A .Z

(2.6.6)
Xk

= -Ax k-1
=~ TRy = %

» x> O

De verdelingsfunctie F_ is dus ook te schrijven als

X
" x Ax
A Ay k-1 - =2
(2.6.7) FX(x)=(k_—1)_! Je Yy dy=(—k£-1-)—.r Jeyyk1dar,x)0,
0 0

waaruit (2.6.5) door herhaalde partiéle integratie kan worden teruggevonden.
Daar de integraal in het rechterlid van (2.6.7) bekend staat als een onvol-
ledige gamma functie, wordt deze kansverdeling met parameters k en A genoemd.
Voor k = 1 ontstaat de zogensamde exponentiéle verdeling met parameter A
waarvan de kansdichtheid en de verdelingsfunctie worden gegeven door

fx(x) = e = x > 0,

Fx{x)=1-e . x > 0.
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= = = * e I i i
Laten nu Z,| Xy Z2 X+ X2, SR Zk X.I + Xze J;k de tijdstippen
voorstellen waarop de gebeurtenis S voor de 1, 27, ..., kK maal optreedt.

X1 is dus de wachttijd tot de eerste gebeurtenis, terwijl voor

i=2,3, ..., k, X; de wachttijd van de (i-1)€ tot de i€ gebeurtenis voor-
stelt. Om de simultane kansdichtheid fZ van 24, ZQ’ «++» Z, te bepalen mer-
ken wij op dat de eventualiteit @{zi <Z; Szg+ hi},

e

0<z, <z <...<zk,0<h <z 2y A 1, 25, «++4 k, dan en slechts

dan optreeit als S niet oPtre:dt i;+:1e ti}dsintervallen {0,21],(z1+h1,z Jis
ceey (zk-1+hk—1’zk] en precies é&nmaal optreedt in ieder van de intervallen
{zi,zi+hi], i=1,2, ..., k. Uit de definitie van het Poisson proces en
zijn relatie tot de Poisson verdeling (zie voorbeeld 2.6.5) volgt dat voor
h. > 0voori=1,2, ...,k '

2t 2ty
I fz(y,l,...,yk) Ayy +-- v = P(Q{zi<zi;zi+hi}) =
%k o
k k
= 1 = e, - - i~
&5 Z1 a (22 Z1 h'{) — A(Zk 2k -1 P];_1) il {Ahi) ¥ 0( n hi)'
i=1, i=1

Deling door Mh; gevolgd door de limietovergang h; >0, i=1,2, ..., k
levert

>

k =X
fz(z”...,zk)=l e ok 0 20 €208 G B

.

De simultane verdelingsfunctie van Xys wees X in het punt {x1,. e ,x.k) wordt

gevonden door f, te integreren over de verzameling (zy5.0052) 2, 2 x5
23 =254 <%,1=2,3, ..., k}. Daar de determinant van Jacobi van de

transformatie 2, = x,, By =Xy P Xps vees B T EX, 4 Lil x, gelijk is

aan 1, levert overgang op de nieuwe variabelen Xys ¥ps vees X in de inte-
graal
i
k T % oAl x
i8Sy
PO} (% exy)=sE [ ... ol =
531 e ¢ Gy e, =
k
o
= I (1-e77%)

=1 ] xi>0,i=1, 2y weiang W
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X1, Xys vens Xk zijn dus o0.0. en identiek verdeeld met exponentigle verde-
lingen met parameter A. Daar Zk een gamms verdeling met parameters k en A
bezit, volgt uit het invariantie principe dat de som van k o.0. stochas-
tische grootheden met exponentiéle verdelingen met parameter A een gamma
verdeling met parameters k en A bezit. Evenzo geldt dat de som van twee
o0.0. stochastische grootheden met gamma verdelingen met parameters k en A
resp. m en A, een gamma verdeling met parameters (k+m) en A bezit. Dat de
relatie tussen de gamma verdeling en de Poisson verdeling een sterke ana-
logie vertoont met die tussen de negatief binomiale en de binomiale verde-
ling, zal na het voorafgaande wel duidelijk zijn.

Uit (2.6.5), (2.6.6) of (2.6.7) volgt dat voor vaste k de gamma ver-
delingen een familie van kansverdelingen met schaalparameter 2~! vormen
(zie §2.5); als standaard verdeling wordt de verdeling met A = 1 gekozen

met als kansdichtheid

f(x)=k11:!3 =1 x > 0.
Indien X een standaard gamma verdeling met parameter k bezit, dan heeft

X =2""X aus een gamma verdeling met paramecters k en A. Dit is ook zonder
meer wel duidelijk uit de definitie van het Poisson proces. Een Poisson
proces met parameter 1 gaat over in een Poisson proces met parameter A wan-
neer de eenheid van tijd met een factor A\ wordt vermenigvuldigd.

Bij de definitie van de gamme verdeling hebben wij ons tot nu toe be-
perkt tot positieve gehele waarden van de parameter k. Naar analogie van
(2.6.6) noemen wij nu voor willekeurige refle k > O en A > 0 de kansverde-
ling met dichtheid

(2.6.8) fx(x) - i &R xk-1, x > 0,

de gamma verdeling met parameters k en A. Hierin is
r(k) = J o= 1 ax, x>0,
0
de (volledige) gamma functie. Met behulp van parti&le integratie vindt men
I'(k+1) = k I'(k) voor k > 0; daar T(1) = 1 geldt r(k) = (k-1)! voor posi-
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tieve gehele k, zodet (2.6.8) in dit geval overgaat in (2.6.6) en deze bei-
de definities dus consistent zijn. Hoewel voor niet gehele k de relatie met
het Poisson proces is verbroken, kan men rechtstreeks met behulp van
(2.5.17) aantonen dat de som van twee o.0. stochastische grootheden met
gamma verdelingen met parameters k en A resp. m en A ook voor niet gehele
k en m een gamma verdeling met parameters (k+m) en A bezit. Oock de conclu-
sie dat ! een schaalparameter van de gamme verdeling is blijft voor niet
gehele k geldig; als standasrd gamma verdeling met parameter k wordt ook nu
het geval X = 1 gekozen.

2.6.10. Dubbel-exponenti&le verdeling
Een stochastische grootheid X bezit een dubbel-exponentiéle verdeling
met parameter A > 0 (ook wel Laplace verdeling genaamd) indien
£ (x) =22 el
X 2 2

-0 < X < @,

Daar de integraal van fX over R‘l gelijk is ean 1, is fX inderdaad een kans-
dichtheid. Juist zoals bij de exponenti&le verdeling is A een schaalpara~
meter; als standaard verdeling wordt het geval A = 1 gekozen. De naam La-—
place verdeling kan tot verwarring sanleiding geven aangezien in het Frans

de normale verdeling (zie voorbeeld 2.6.12) naar Laplace wordt genoemd.

2.6.11. Cauchy verdeling

Een stochastische grootheid X bezit een standaard Cauchy verdeling als

1

£ (x) = ~®<x<®
£ 1r(1+x2)’ d
zodat
x
_1 1 1
Fx{x]—?J —1%=—2—+?uctnx, -® < x < o,

Daar FX(W) = 1 1is dit inderdaad een kansverdeling. De door deze verdeling

voortgebrachte familie met plaatsparameter a en schaalparameter b > 0
wordt de familie van Cauchy verdelingen genoemd.



T3

2.6.12. Normale verdeling

Een stochastische grootheid X bezit een normale verdeling met parame-

2 S
ters - ® < uy <= enco > 0 indien

. _,;‘.(x_-uﬁ
(2.6.9) £x)=—e? ° o g o g

waarbi] o de positieve wortel uit 02 voorstelt. Deze verdeling wordt sym-
bolisch als N{u,cz)—verdeling aangeduid. De dichtheid (2.6.9) is symmetrisch
om het punt x = p, neemt zijn maximum aan in x = U en bezit twee buigpunten

in x = v £ 0. Door overgang op poolcodrdinaten blijkt

B © 1 ®© ® 1,2 2
( f(x)u)2=_1_(Je‘§’°dx)2=1_JJe-fg(xw)dxdyz
X 2™ 2m
an = 1 2
1 2F
=2—ﬂJd¢Jre ar = 1
0 0

en daar £ > 0, is f_ dus inderdaad een kansdichtheid voor iedere

X . X >
- ® <y < = en ledere ¢ > O.
De normale verdelingen vormen een familie van kansverdelingen met
plaatsparameter p en schaalparameter o, waarbi] als standaard normale ver—
deling de N(0,1)-verdeling wordt gekozen. De standaard normale dichtheid

en de standaard normale verdelingsfunctie worden met ¢ resp. ¢ aangegeven:

12
_ 1 2
(2.6.10) ¢(x} = 72-1T e s -0 < 3y < m’
2 1.2
_ 2
(2.6.11) #(x) = b e dy, - ® < ¥ < e,

De integraal (2.6.11) kan niet in elementaire functies worden uitgedrukt.
Er bestaan echter uitgebreide tabellen van de functie ¢. Wegens de symme-~
trie van ¢(x) om het punt x = 0 geldt voor alle x

(2.6.12) o(-x) =1 - &(x),

waardoor met een tabel van ¢ voor positieve waarden van het argument kan

worden volstaan.



Th

Indien X een H(u,cal—verdeling bezit, dan wordt de verdelingsfunctie

van X gegeven door Xl

X 1y-u.2 g 12
—(Eh) o ”
(2.6.13)  Fy(x) = = J e? 7 ay = J e % ay = o=,

zodat de waarden van FX voor iedere normale verdeling in een tabel wan @
kunnen worden gevonden. Voor b > 0 wordt de verdelingsfunctie van

Y = a + bX gegeven door
= - Y-a, _ Y—-a=bu
Fy(y) = PlatdXsy) = P (£8) = o o

zodat Y = a + bX voor b > 0 en Nla+by ,b202)—verdeling bezit. Merk op dat
dit laatste resultaat zowel als (2.6.13) niet anders dan een herhaling is
van de reeds uit (2.6.9) getrokken conclusie dat de normale verdelingen een
familie kansverdelingen vormen met plaatsparameter p en schaalparameter o.

Uit (2.6.12) volgt nu nog dat de verdelingsfunctie van Y = a + bX voor
b < 0 wordt gegeven door

Fy(r) = BlatdXyy) = 1 - o(L=8chu) | a(xngg”),

zodat ¥ = a + bX voor alle b # 0 en N(a+bu,b202)-verdeling bezit. Voor
a==-1u/o, b=1/0 volgt dat (X-u)/o, de gestandaardiseerde van X, een
standaard normale verdeling bezit; deze uitspraak is equivalent aan (2.6.13).
In voorbeeld 2.6.13 zal worden aangetoond dat de som van twee o.o0.
stochastische grootheden met resp. een N(u.!,o?)- en een N(ua,ag)-verdeling,
een N(p 1, ,c?ﬂrg )-verdeling bezit.

2.6.13. Meerdimensionale normale verdeling

Zij A = (a'ij) een symmetrische re€le (kxk)-matrix. A heet positief

definiet als voor iedere re€le kolomvector ¢ = (e1 s ,ck}' de kwadratische

vorm c' Ac = g g aij ey cj > 0 is, tenzij ¢ = 0. Daar A symmetrisch is, be-

staat er een orthogonale matrix P zodanig dat P' AP = {liﬁ

::), een diago-
naal-matrix met elementen Ays A

1]
5> «=+3 A _; Voor iedere orthogonale P met
2 k

deze eigenschap vinden wij dezelfde waarden voor de li hoewel mogelijk in

een andere volgorde. J\,, :\2, A Xk heten de eigenwaarden van A. Als A
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positief definiet is, dan is ook P'AP positief definiet want voor ¢ * O is
2 :

d = Pc = 0 zodat c'P'APc = d'Ad > 0. Echter c'P'APc = ] A; c] en uit

) A cf > 0 voor alle ¢ > O volgt A; > 0 voor i = 1, 2, ..., k. Omgekeerd:

Als li >0voori=1, .., k, dan geldt voor iedere c = 0 dat b = P'c # 0

en dus dat c'Ac = ¢'P(P'AP) P'c = z Ai b2 > 0. Een symmetrische matrix A is

i
dus dan en slechts dan positief definiet als zijn eigenwaarden li alle po-
sitief zijn. Daar |A| = |prap| = g Ai heeft een positief definiete matrix A

P ge in-

een positieve determinant g li en is dus niet-singulier. Daar P'A~
verse is van P'AP = (kiéij}, geldt P1a~'p = {l£16ij). De inverse van een
positief definiete matrix A is dus positief definiet en zijn eigenwaarden
zijn de inversen van de eigenwaarden van A.

Zij 3 = (Ui.} een re€le symmetrische positief definiete (kXk)-matrix
met inverse 1"1 = (0"9) en zij u = (u1,u2,...,uk)' een reéle kolomvector.
(x1,x2,...,xk) bezit een k-dimensionale normale

]

De stochastische vector X

verdeling als
1 -%Q{x1""’xk)
e
(2m)®/3(|§1)'/2

VoOr WIS Xy = W, i=1,2, ..., k, waarbi]

(2.6.14) fx{x1,...,xk} =

=1 k k ¥
(2.6.15) Qlxgseeesx ) = (x-u)' ﬂ (x-u) = ) )} o (x.-u.)(x.-u.),
1 % s i3 Jd d
i=1 j=1
il
2 T i e

en |j| de positieve wortel uit de determinant van 3 voorstelt. Deze ver-
deling wordt symbolisch als N(u,i)-verdeling aangeduid. Voor k = 1 is
(2.6.14) de dichtheid van de (&&n-dimensionale) N(u1,011}—verdeling.

Laten A,, A55 ..., A, de eigenwaarden wvan E voorstellen en zij P de
orthogonale matrix waarvoor geldt P' 3_1 P= (AE1Gij). Beschouw de trans-
formatie z = P"(x-u), x = p = Pz. Dan geldt

J e J BliiponesBy) 8%y oo BB =
L] oo 1 . |
= 1 —2'P']" Pz i
{2ﬂ)k/2(£li)1/2 _i “is J e . ||?!1dz1 cen dz, =



dsar de i€ factor in dit product de integraal van de dichtheid van de
N{O,J\i}—verdeling voorstelt. Daar fX > 0 is fx dus inderdaad een kansdicht-
heid.

Indien X = (X.l,. s ,Xk) een N(u,j)—verdeling bezit dan wordt de kans-
dichtheid van X = (X1,...,Xk_1} gegeven door (zie §2.5):

fi(x1,...,:ﬁ;_1) = J fx(x1,...,xk) dx, =

-

1 k-1 k-1 13
C exp{- E 2 .21 g (xi-ui} (xj—l.lj)}.

<«

k-1 P
o exmte 4 )2 - z 0 (e mm ) (g )Y axy =

1 k-1 k- ij crk'lc
=Cexp{—§Z 1 (o )(x-u)(x—u)}

i=1 j=1 o

T k=1 kj
. Jexp{——-u Exk-ud» I;I(I{x-u)]}dxk-
- k-1 k=1 .. ki kj

= 1 ij g g
=C e 1 SIS e il ~u.)l,
expl- 3 i£1 551 (o ) (xgm) (xgmug))

~

waarin C en C constanten voorstellen. Zij H de (k-1) x (k-1)-matrix die uit

i ontstaat door weglaten van de k® kolom en de k© rij. Dan is 2‘1 de matrix
met elementen o9 - ot oK C o

Immers, voor i, j = 1, 25 .'..,k-1,
kf‘ (cis _ oklcrks} o my,, = ek gi oy ) =6
goi ck.k s) ij kj Kk T k3% T =43

Dus geldt

~ ~ A -1 o~
f"i(x1s°-' lx-k_-l) all ! exP[-%‘ (I—u}' i (x—u}] .
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waarbij x = (x1,...,xk_1)' en W = (u1,...,uk_1)'. Dear fg een kansdichtheid
is en )| positief definiet is, leidt het vergelijken van deze uitdrukking
voor fy met (2.6.14) tot de conclusie dat

k-1 1

-
Ta= e 2 (1D .

X is dus N{E,i)—verdeeld. Door permutatie van X1, iy Xk en herhaling van
het bovenstaande procedé vinden wij: Indien X = (X1,...,Xk) een N(P,i}—ver—

deling bezit, dan bezit X = (xv1,:g,2,...,xvm), 1TEV, <V, < ... SV Sk

een E(P,E)—verdeling, waarbij o = (Hy sHy seeesH, ) en E = (T, o
1. 2 m i3

i, =1, 2, ..., m. Door in dit resultaat m = 1 te kiezen vinden wij dat
de stochastische grootheid X; een (ééndimensionale) N(ui,ﬁii)-verdeling be-
zit, 1 =1, 2, ..., k. De vector ¥ en de diagonaal-elementen 0;; ven X zijn
dus juist de parameters van de marginale normale verdelingen van
Xys Xos voes Lye

De overige parameters 950 iz j, van de N(u,ﬁ)—verdeling bepalen, zo-
als wij later zullen zien, de mate van afhankelijkheid wvan X1, XQ’ Paaa Xk.

In dit stadium constateren wij slechts dat X X2, A Xk dan en slechts

1?

dan 0.0. zijn indien Uij = 0 voor ieder paar indices i # j. Nodig en vol-
doende voor conafhankelijkheid is immers dat
k k
ty (x;) = ——75 75 exel- g ) og;(x5-u;))
i=1 i (2m) (g aii) i=1

een versie van Ty is en hieraan is dan en slechts dan voldaan als aij =0
voor alle i = j.

Tenslotte tonen wij aan dat meerdimensionale normaliteit door een
lineare transformatie van de stochastische vector niet verloren gaat. Zij
X = (X1,...,Xk)' een stochastische vector met een N(u,X)—verdeling, B = (bij)
een niet-singuliere (kxk)-matrix en a = (31,...,ak)'- Beschouw de stochas-

tische vector Z = BX + a, d.w.2. Z = {21,...,Zk}' en 7, = § bij Xj +a;,

i=1,2, ..., k. De verdelingsfunctie van Z in het punt z = (21,...,zk)‘

wordt gegeven door
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Fz(z} = J J fx(x1,...,xk) dx, ...dx .
Bx + asz

In deze integraal gaan wij over op nieuwe variabelen y = Bx + a, d.w.z.
=B 1(y—a.}. De kwadratische vorm (x-u)°' 3-1 (x-u) in de exponent in

(2.6.14) gaat over in

(87 (y=a)-u)" §71 (57 (y-a)-u) = (y-Bu-a)' (877) 17! 57" (y-Bu-a) =

* *-1 *
(y=u ) i (y-u ),

waarbij
(2.6.16)  w' =Bu+a, § =355
Dus geldt
zk 2‘..I e
F. (z) = s ] exp{- l{y—u*)' * (Y—P*)}
Z L L (aﬂ)k/:a (m)ﬁﬁ 2 3

29 _
'IlB ]IdyAl . dyk_

z

k 1 1 1, %, g1 &
-J J o2 (|3*|J”2 exp{- Z(y-u )’ 3‘ (y=u' 2

. dy1 e dyk:
1 1 1 o
sangezien (|J")% = (1§)? |[3]| = AJDZ 11571 . Daar [* positief de-
finiet is, hebben wij dus het volgende resultaat verkregen: Indien
X= (X.I genn ,Kk)' een N(u,i)-verdeling bezit en B een niet-singuliere
(kxk)-matrix voorstelt, dan bezit Z = BX + a een N( u*,ﬂ*)—-verdeling met
u" en 1* gegeven door (2.6.16).

Een tweetal rechtstreekse gevolgen van dit resultaat verdienen bij-
zondere aandacht. Daar B zodanig kan worden gekozen dat x* =3B 1 B' een
diagonaal-matrix is (d.w.z. “;_,j = 0 voor alle i # j), is het steeds moge-
lijk om uit een N(u,zl-—verdeelde stochastische vector X = (I1,.. § ,X.k)'

door een lineaire transformatie een stochastische vector Z = BX + a te
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verkrijgen waarvan de componenten Z1, e Zk 0.0. zijn en (é&ndimensionale)
normale verdelingen bezitten. Merk op dat dit verschijnsel al impliciet werd
uitgebuit in het bewijs dat fX een*kansdichtheid is. Daar | positief definiet
is kan men B zelfs zo kiezen dat i =B 1 B' = I (de eenheidsmatrix); kiest
men dan tevens & = —By, dan volgt dat Z = B(X-u) een N(0,I)-verdeling bezit,

d.w.z. dat Z1, — Zk 0.0. zijn en standaard normale verdelingen bezitten.

Een tweede gevolg van ons resultaat is dat Z1 = E h1j xj + a, een (&én-

dimensionale) N(u 11)-verdeling bezit. Daar iedere b = (b1,...,bk) # 0 als
eerste rij van een niet-singuliere matrix B kan fungeren, volgt hieruit dat,
indien X = (X1,... Xk) een N{u,a)—verdeling bezit, de stochastsiche grootheid

Y= Z b; X; + a een N(z bs U + &, i) ;5 P3 bj}—verdeling bezit. Beperken
J

wij ons tot het geval dat een diagonaal-matrix is, dan kunnen wij dit ook
als volgt formuleren: Indien de stochastische grootheden X1, saiss Xk 0.0.
zijn en X. een N(uJ,o )-verdeling b321t J =1, 2, ..., k, dan bezit
Y = Z bj Xj + a een N{Z bj My + a, Z bj Uj)—verdeling. Dit resultaat werd

J

reeds in voorbeeld 2.6.12 asangekondigd.

Opgaven

1 De som van twee o.o. stochastische grootheden met binomiale verdelingen
met parameters m en p resp. n en p bezit een binomiale verdeling met
parameters (m+n) en p (zie voorbeeld 2.6.3). Bewijs dit, zonder gebruik
te maken van het invariantie principe, rechtstreeks met behulp van
(2.5.15).

2. Uit een populatie van N elementen waarvan r een kenmerk R bezitten
wordt zonder teruglegging een aselecte steekproef van n elementen ge-

trokken. Zij, voor i = 1, 2, ..., n,
1 als i€ element in steekproef kenmerk R bezit

0 anders.

Geef de kansverdeling van Xi en de simultane kansverdeling van Xi en
Xj’ i= j. Zijn Xi en Xj 0.0.7

3. Voor de hypergeometrische verdeling uit voorbeeld 2.6.L4 geldt
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P(X=x)

Geef een kanstheoretische interpretatie van deze lsatste uitdrukking

en leid een benadering voor P(X=x) af voor het gevael zowel n als (N-n)

veel groter zijn dan r.

De som van twee o.0. stochastische grootheden met Poisson verdelingen

met parameter p resp. v bezit een Poisson verdeling met parameters

(u+v) (zie voorbeeld 2.6.5). Bewijs dit rechtstreeks met behulp van

{2.5.15):

Geef een Poisson benadering van de binomiale verdeling voor het geval

n groot is en p dichtbij 1 ligt.

Bewijs det de som van de kansen in de negatief binomiale verdeling

(2.6.1) gelijk is aan 1. Wat betekent dit resultaat?

Bepaal de kansverdeling van de som van twee o.o0. stochastische groot-

heden die beide een homogene verdeling op (0,1) bezitten.

Indien X een binomiale verdeling met parameters n en p bezit, dan

geldt '
1

P(X<k) = E?T;%é:?TT J yk(1-y}

P

Indien X een Poisson verdeling met parameter p bezit dan geldt

n-k-1
Gy, k=0, 15 eusy D

«
P(Kﬂch{g]e‘yykdy, k 0, Ty sew 4

i
Bewijs deze resultaten door herhaaslde partifle integratie. Het tweede
resultaat volgt echter ook rechtstreeks uit de relatie tussen de
Poisson- en de gamma verdeling (zie voorbeeld 2.6.9).
De som van twee 0.0. stochastische .grootheden met gamma verdelingen met
parameters k en A resp. m en X bezit ook voor niet gehele positieve
k en m een gamma verdeling met parameters (k+m) en A. Bewijs dit met
behulp van (2.5.17).
Indien X een dubbel-exponenti&le verdeling met parameter A bezit, dan
heeft |X| een exponentigle verdeling met parameter A. Bewijs dit.

Indien X en Y 0.0. zijn en beide een standaard Cauchy verdeling bezit-—
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ten, dan heeft hun gemiddelde Z = %{X+Y) eveneens een standaard
Cauchy verdeling. Bewijs dit door de dichtheid van X + Y met behulp
van contour integratie te berekenen.

12, 1Indien X en Y o0.0. zijn en beide een standaard normale verdeling be-
zitten, dan bezit hun gemiddelde Z = %(}GY) een N(O,%)—verdeling. Be-
wijs dit rechtstreeks met behulp van (2.5.17).

13. Indien X en Y 0.0. zijn en beide een standaard normale verdeling be-

zitten, dan heeft Z = X/Y een standaard Cauchy verdeling. Bewijs dit.

2.7. VERWACHTING EN MOMENTEN

Zij X een stochastische grootheid gedefiniéerd op een kansruimte

(2,4,P).

Definitie 2.7.1.

Indien X P-integreerbaar is noemt men

(.1.1)  mx= [ x(w) a@

Q
de verwachting van X. Indien X P-sommeerbaar is spreekt men van een sto-
chastische grootheid X met eindige verwachting.

1

Daar PX(B] = P(X_1(B)) voor B € B, volgt uit de overplantingsstelling

(stelling 1.6.6)

(2.7.2) EX = J X dPX'

1_.{1
EX hangt dus alleen van de kansverdeling PX van X af, d.w.z. stochastische
grootheden met dezelfde kansverdeling hebben ook dezelfde verwachting. Men
spreekt dan ook wel over de verwachting van een kansverdeling in plaats
van de verwachting van een stochastische grootheid die deze kansverdeling
bezit. Soms zullen wij EX door &én symbool willen aangeven. Hiervoor zal
dan in het algemeen de letter p worden gebruikt. Daarbij zal uiteraard
steeds worden aangegeven op welke stochastische grootheid of op welke kans-
verdeling deze verwachting betrekking heeft.

Zij Y = (Y1 guiee ,Yk) een stochastische vector met kansverdeling PY en
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beschouw de stochastische grootheid X = ¢(Y) = ¢{r19-")Yk), ¢ eindig en

meetbaar. Dan geldt, wederom volgens de overplantingsstelling

{2.7.3) EX = E§(Y) = J $(¥(w))dp = J ¢o(y) aPy.
Q Rk
Wij kunnen de verwachting van X = ¢(Y) dus op drie verschillende wijzen be-
palen: als integraal over & m.b.t. P, als integraal over R1 m.b.t. zijn
kansverdeling PX en als integraal over Rk m.b.t. de kansverdeling PY van Y.
In de vaak voorkomende situatie waarin Py gegeven is, is (2.7.3) meestal de
sangewezen methode; het voordeel boven (2.7.2) is dat wij ons de moeite van

het bepalen van Px besparen.

Indien X een kansdichtheid fX ten opzichte van een o-finiete maat M op

1.1 . . i
(R ,B') bezit, kan (2.7.2) volgens de stelling van Radon-Nikodym ook ge-
schreven worden als

(2.7.4) EX = J x fx(x) du(x).
R1
Als X een discrete verdeling op een eindige of aftelbare verzameling D < R1

bezit, kan voor u de telmeat op D worden gekozen waardoor (2.7.L) overgaat
in

(2.7.5) EX = § x P(X=x).
xeD

Voor continu verdeelde X met kansdichtheid fx = Fi kan voor u de Lebesgue

maat worden gekozen waardoor (2.7.4) overgaat in

o

(2.1.6) == |xr e

-0

Op analoge wijze kan (2.7.3) worden geschreven als

(2.7.7) EX = E 4(Y) = J $(y) £,(y) av(y)
s

waineer Y een dichtheid fY ten opzichte van een o-finiete maat v op
(R ,Bk) bezit. Als Y discreet is op D c RE vinden wij
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(2.7.8) EX = E ¢(Y) = ] ¢(y) P(¥=y),
yeD K
o Fyly) )
terwijl voor continu verdeelde Y met fY(y) &= en continue ¢ geldt
y1...ayk
(2.7.9) EX = E ¢(Y) = J v T o(y) £,(y) ayy .. Q-

-0 -0

De volgende eigenschappen van de verwachting volgen rechtstreeks uit die

van de integraal (zie stelling 1.6.1).

n

Stelling 2.7.1.

a. Als X(w) = IA[m). A € 4, dan geldt EX

b. Als P(X=c) = 1, ¢ € R', dan geldt EX

¢. Voor stochastische grootheden X1 en X2 en reéle a, b en ¢ geldt
E(aX1+bXé+c) = a EX, + b EX, + c mits het rechterlid van deze gelijk-
heid gedefinigerd is.

d. Als P(x19c2) = 1 dan geldt EX, < EX, L :

nigerd - zijn; met name volgt uit P(Xsc) = 1, ¢ € R, dat EX £ c.

P(A).

c.

mits beide verwachtingen gedefi-

. - . e -
e. Indien EX gedefinigerd is, geldt |EX| ;=E|X| = EX + EX .

Natuurlijk bezitten ook de andere stellingen over integralen een analogon
voor verwachtingen. Wij noemen hier slechts de ongelijkheid van Jensen en

een speciaal geval van de stelling van Fubini.

Stelling 2.7.2. (Jensen)
Zij X een stochastische grootheid met eindige verwachting en zij ¢ een

re€le meetbare convexe functie op R'. Dan geldt E ¢(X) > ¢(EX).

Stelling 2.7.3. (Fubini)
Als X, en X, o.o. stochastische grootheden zijn waarvoor hetzij

P(x1x2;0) = 1 hetzij E|X1X2| < ®, dan geldt EX X, = EX EX,.

De verwachting van X kan worden opgevat als een "gemiddelde waarde"
van de stochastische grootheid. Evenzo kunnen wij '"gemiddelden" van ze-

kere functies van X beschouwen.

Definitie 2.7.2.

Indien X* voor zekere gehele k > 0 P-integreerbaar is, noemt men
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Ex“=Jx“(m}aP

net k° moment van X; als bovendien u = EX gedefinieerd en eindig is, noemt
men

E(x-p)® = J (X(w)-u)® ap

het k€ centrale moment van X. Voor iedere re&le r > 0 heet
E|x|T = J [X(w) |¥ ap

het absolute moment van de orde r van X.

In tegenstelling tot absolute momenten worden momenten en centrale mo-
menten slechts voor gehele waarden van k gedefini€erd. Deze beperking komt
voort uit het feit dat wij slechts verwachtingen van reéle functies wensen
te beschouwen. Merk op dat voor iedere stochastische grootheid X alle abso-
lute momenten en alle even momenten gedefini&erd zijn; als X een eindige
verwachting bezit, zijn ook alle even centrale momenten gedefinieerd. Dit

houdt natuurlijk geenszins in dat deze momenten ook eindig zouden zijn.

Stelling 2.7.4.

Indien voor zekere re&le Ty > 0 het absolute moment van de orde ry van een
stochastische grootheid X eindig is, dan is ook het absolute moment van de
orde r van X eindig voor alle O < r < r.. Tevens zijn dan het k€ moment en

0
het k% centrale moment van X gedefinieerd en eindig voor alle positieve ge-

hele k Ty
Bewijs:
Voor 0 < r < Ty geldt

r
0 g_J [X(w)|T ap ;J {]x(w)| 041} ap < =.
Voor gehele positieve k < ry volgt uit de hierboven aangetoonde P-sommeer-

baarheid van 1X|k en de meetbaarheid van X* tevens de P-sommeerbaarheid

van het positieve en van het negatieve deel van Xk en dus ook die van Kk
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zelf. Het k€ moment is dus gedefiniferd en eindig. Het bestaan van een po-

sitieve gehele k < 1, impliceert dat r,. > 1, zodat volgens het voorafgaan-

0==l
de u = EX gedefini&erd en eindig is. Dus is ook

k . s s
k k- k k-~
(X-0)= § (=) ()
j=0 E
P-sommeerbasar, zodat het k€ centrale moment gedefinigerd en eindig is.

Behalve het eerste moment (de verwachting) waarvan in stellingen
2.7.1 - 2.7.3 reeds eigenschappen werden genoemd, zullen wij in deze para-
graaf slechts het tweede centrale moment nader beschouwen. Dit moment wordt
ook de variantie genoemd en aangegeven met het symbool 02; deze notatie als
xwadraat is geoorloofd daar het tweede centrale moment, mits gedefinieerd,

steeds niet negatief is.

Definitie 2.T.3.
De varﬁantie van een stochastische grootheid X met eindige verwachting

n= EX wordt gegeven door
(2.7.10)  o2(X) = E(x-u)? = ] (X(w)-4)? ap;

de standaardafwijking van X wordt gegeven door de niet negatieve wortel uit
de variantie van X:
=)
2.2
(2.7.11) o(x) = [E(X-u)“]° > o.

Volgens stelling 2.7.4 is de variantie vaen X gedefinieerd en eindig
indien EX2 < o, Als X discreet verdeeld is op D < R1 dan geldt volgens
(2.7.8)

(2.7.12) (X)) = § (x-u)? P(X=x);
xeD

als X continu verdeeld is met fx = F'(x) dan geldt volgens (2.7.9)

@113 P = [ xw)? 00 ax,
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De standaardafwijking van X, als zijnde de wortel uit de verwachte
kwadratische afwijking van X van zijn verwachting, heeft dezelfde "fysische
dimensie" als de stochastische grootheid X zelf en wordt algemeen gehanteerd

als een maat voor de "spreiding" van de kansverdeling van X.

De variantie bezit de volgende elementaire eigenschappen.

Stelling 2.7.5.

a. da(x) 0 dan en slechts dan indien P(X=c) = 1 voor zekere reéle c.
b. 0%(X) = EX® - (£X)? indien het linkerlid gedefinigerd is.

c. Indien ae{x) gedefinigerd is geldt voor alle refle a en b

0?(a+bX) = b2 62(X) en dus o(a+dX) = |b| o(X).
Bewijs:
a. uz(x) = I (X(m)—u)2 =0, u = EX, impliceert dat (X(w)-n)% = 0 P-bijna
overal, d.w.z. P(X=u) = 1. Omgekeerd: als P(X=c) = 1 dan geldt
M= EX = ¢ zodat (X(w)-u)% = 0 P-bijna overal en dus Ua(X) = Q.
b, 0%(x) = B(x-u)? = B(P-2uxn2) = BX® - 2y EX + 42 = BX® - (EX)2 wearin
p = EX.
c¢. Voor p = EX geldt E(a+bX) = a + by zodat 02(a+bX) = E(a+bX—a-bu)2 =
= Eb2(x-1)2 = v2 o2(x).

Uit c. en stelling 2.7.1 volgt dat indien X eindige verwachting

W = EX en eindige varaintie 02 = aa(X) bezit, de stochastische grootheid

x* = X=u
a

verwachting O en variantie 1 bezit. Men noemt X  de gestandaardiseerde
van X. Uit c. blijkt tevens dat de standaardafwijking de eigenschappen be-
zit die wij van een maat voor "spreiding" mogen eisen: hij is invariant

onder verschuiving van de kansverdeling van X en reageert lineair op schaal-
veranderingen.

Definitie 2.T7.h.
Indien de stochastische grootheden X1 en X2 eindige verwachtingen M, resp.

Uy bezitten en X, X, P-integreerbaar is, wordt de covariantie van X, en 22
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gegeven door
cov(X,,X,) = E(X;-u,) (X-uy).

De stochastische grootheden x1 en X2 heten ongecorreleerd indien

cov(x1,X2) = 0.
Merk op dat cov(X,X) = UQ(X)

Stelling 2.7.6.

a. cov{x1,x2) = EX,X, - EX EX, indien het linkerlid gedefinierd is.

b. Indien X1 en XE eindige varianties bezitten is cov(x1,Xé) gedefinigerd
en eindig.

¢c. Indien X1 en X2 0.0. zijn en een eindige covariantie bezitten dan zijn
x1 en Xé ongecorreleerd.

d. Voor reéle 815 85 1.5 8 €N stochastische grootheden X1, Xé, — Xn

met eindige varianties geldt

]

n n
E E e; & cov(Xi,Xj) =

5 D
o“( } aixi)
i=1 i=1 j=1

I
h e~

a? ae(xi) + 2 Z ) cov(Xi,Xj}.

i=1 i<

Indien X1, Xys wnes X, bovendien paarsgewijs ongecorreleerd zijn geldt

n n
o2 ( 3 aixi) = 7 a? ce(xi).

i=1 i=1
N.B. Met nadruk zij er op gewezen dat deel ¢ van deze stelling niet omkeer-
baar is: ongecorreleerde stochastische grootheden X, en X2 zijn niet nood-
zakelijk o.o. (zie opgave 1).

Bewijs:

a. Daar cov(xt,xe) gedefiniferd is zijn v, = EX, en uy = EX, beide eindig
zodat

cov(X1,X2) = E(X1X2—u1x2—uzx}+u1u2) =
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= EX1X2 - WEX, - u2m1 o, = EX.X, - Ex1Ex2

aangezien het rechterlid gedefiniferd is (stelling 2.7.1). Merk op dat
hieruit volgt dat eindigheid van v, en u, en P-integreerbaarheid van

X, X, ook P-integreerbaarheid van (X1-u1) (Xe-ue) inhoudt, waarmee de-
finitie 2.7.4 gerechtvaardigd is.

b. Daar 62(}(1) < ® en 62(}( ) < =, zijn EX,» Exf, EX, en Eé alle eindig.

Aangezien |2 X_I X2| = 1 + ')(g is dus ook X.I X2 P-sommerbasar zodat het
gestelde uit a. volgt.

c. Uit stelling 2.7.3 volgt dat in dit geval EX1-I2 = EX1-EX2 zodat vol-
gens a. cov(X1,x2] = 0.

d. Uit de eindigheid der verianties volgt de eindigheid der verwachtingen

en covarianties zodat E E a; xi = E a; My waarbij Wy = Exi, en

o®(Ja.x;) = B(] a, (X,-u.)}2 = E § § 8y &y (Xg-uy) (X;-u) =

= Y} 2. ayconlt, iX.)s
ij 1 J 17
Hieruit volgen de overige beweringen onder d.

Uit stelling 2.7.1 c. en stelling 2.7.6 c. en d. volgt onmiddellijk

Stelling 2.7.7.

Indien X1, Xps wees X stochastische grootheden zijn met dezelfde eindige

varia.nﬁtie c“ =g [Xi) en verwachting u = EX;, dan geldt voor hun som
S= ] X. en hun gemiddelde X = 1 T X
§5q 71 n 35, i

ES = nu, EX = 4.

Als X.5 Xy wnvs X bovendien paarsgewijs ongecorreleerd zijn (dus a
fortiori wanneer zij paarsgewijs of onderling onafhankelijk zijn) dan geldt

= 2
02(8) = noe, 02(]{) = %—- .
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Definitie 2.7.5.
zZij X = (X1 XE, X ) een stochastische vector waarvan iedere component
eindige variantie be21t De covariantie-matriz 2 van deze stochastische

vector is de (n*n)-matrix met elementen % .3 = cov(xi,Xj), 1y o J B Y B wniwg e
3

N.B. Het diagonaal element % i stelt de variantie van Xi voor en niet de

standaardafwijking van X; zoals de notatie zou doen vermoeden.

Stelling 2.7.8. )
Zij X = (X1,X2,...,Xn) een stochastische vector waarvan iedere component

eindige variantie bezit. Dan is de covariantie-matrix H symmetrisch en

X
positief semi-definiet. 3X is dan en slechts dan singulier indien er een
niet triviale lineaire combinatie van X1, Xps +==s Xh bestaat die een ge-
degenereerde verdeling bezit, d.w.z. indien voor zekere reéle

a1, By ey a, en ¢ waarvoor Z ag 2 0, geldt

n
P( ) a; X; = e) = 1.
i=1

Bewtijs:
ZX is symmetrisch daar cov(Xi,Xj) = cov(Xj,Xi). Asngezien een variantie

steeds niet-negatief is volgt uit stelling 2.7.6. a

i

: ; a. a. oc. . = cov(xi,Xﬁ),

i 1 isj 1 J, 1,]

voor alle reéle 815 8ps wevs 8, zodat jx positief semi-definiet is. ﬁ is

X
dus dan en slechts dan singulier, indien er reéle getallen 815 Bg5 enes a,
met E a # 0 bestaan, waarvoor de bovenstaande kwadratische vorm gelijk is
aan nul d.w.z. waarvoor ¢ (Ea X ) = 0. Toepassing van stelling 2.7.5. a

voltooit het bewijs.

Past men het bovenstaande toe voor n = 2, dan vindt men dat voor twee
stochastische grootheden X, en X2 met eindige varianties de matrix
5 :
o (X1) cov(x1,X2)
(2.7.14) -
cov(X,,X,) o= (X,)
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positief semi-definiet is. De determinant van deze matrix is dus niet

negatief, d.w.z.
(2.7.15) |cOV(X1,X2)i < a(x,) a(x,);

gelijkheid geldt hierbij dan en slechts dan indien de matrix (2.7.1k4)

. o e 2 2
singulier is, d.w.z. indien voor zekere 84> 8, en c met a, + a, # 0 geldt

(2.7.16) P{a1x1+a.2X2=c) = 1.
De ongelijkheid (2.7.15) - die in feite niet anders is dan de ongeli jkheid
van Schwartz - is aanleiding tot de volgende definitie.

Definitie 2.7.6.
De correlatie-coefficiént van twee stochastische grootheden X1 en X2 met

eindige positieve varianties wordt gegeven door

cov(X1 ,xa)

D(X1,X2) = ETi:TETi;T

Stelling 2.7.9.
Voor twee stochastische grootheden X1 en X2 met eindige positieve varian-

ties geldt steeds
=1 20(X5X%,) < 1.

p(X1,X2) = 0 dan en slechts dan indien X1 en x2 ongecorreleeerd zijn;
p(XT,XQ} = 1 (resp. - 1) dan en slechts dan als (2.7.16) geldt voor zekere

&1s 8, €n ¢ Vaarvoor a,.a, < 0 (resp. >. 0).

Bewijs:

De beide eerste beweringen volgen uit (2.7.15), het feit dat beide varian-
ties positief en eindig zijn en uit de definitie van het begrip ongecorre-
leerd. Daar de varianties positief zijn, zijn de verdelingen van X1 en Xe
beide niet gedegenereerd. Dus geldt }p(x1,x2)| = 1 dan en slechts dan in-

dien (2.7.16) vervuld is voor zekere 8, en &, waarvoor a,.a, = 0. In dit
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geval geldt

2 D
a - a, cov(x1,X2J = cov(a1x1,52X2) = cov(a1X1,c—a1X1} =-a o (X1) < 0,
zodat p{X7,x2) = 1 (resp. — 1) en dus cov{XI,Xz) > 0 (resp. < 0) impliceert

dat a,-a, < 0 (resp. > 0).

Een correlatiecoéfficiént 1 of - 1 geeft dus aan dat er tussen beide
stochastische grootheden met kans 1 en stijgend respectievelijk dalend
lineair verband bestaat. In het algemeen wordt |9(X1,X2)] opgevat als een
aanduiding van de mate van lineaire afhankelijkheid tussen X, en X2.

Voorbeelden
Deze paragraaf wordt besloten met het berekenen van verwachtingen, varian-

ties en covarianties van de in §2.6 behandelde kansverdelingen.

2.T.1. Gedegenereerde verdeling '
Indien P(X?xo) = 1 dan geldt EX = X, en UE(X)
en 2.T.5.

0 volgens stellingen 2.7.1.

2.7.2. Alternatieve verdeling in 0 en 1

Als P(X=1) = p en P(X=0) = 1 - p dan geldt EX
2

o%(x) = X" - (2x)% = p - p° = p(1-p).

P, EX2 = p en dus

2.7.3. Binomiale verdeling

Zij X binomiaal verdeeld met parameters n en P, G.W.Z.
P(X=x) = (2) pr (1-p)?7%, Xx=0, 1, ..., n.
Zoals in §52.6 werd opgemerkt is de verdeling van X dezelfde als die van

X.
1 1

e~

i
waarbij Xis Xps weny Xn 0.0. zijn en alle de in het vorige voorbeeld be—
sproken alternatieve verdeling bezitten. Dus geldt volgens stelling 2.7.7T

(2.7.17) EX = np, o2(X) = np(1-p).
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2.7.4. Hypergeometrische verdeling
Veronderstel dat X de hypergeometrische verdeling

G o N-
(%3 3%

P(X=x) = ———

&)

n
bezit. Een voorbeeld van een dergelijke stochastische grootheid X is het
aantal rode knikkers in een aselecte steekproef zonder teruglegging van n
knikkers uit een vaas wearin zich r rode en (N-r) witte knikkers bevinden.
Definigren wij
1 als bij de if trekking een rode knikker wordt getrokken

0 anders,
n

dan geldt X = J X; voor deze X. Bij het beantwoorden van opgave 2 van §2.6

wordt gevondenl'(éa dit na)

P(Xi=1) =

=M

» P(X;=0) =1 -ﬁ, L=y By aiym

w rir-1 =& _x
P(xixj-ﬂ N P(xl.xj—o) =1

No—1)® 1 *ds

zodat Xy Xps eeny Xn afhankelijk zijn doch alle dezelfde alternatieve ver—
deling bezitten. Uit het bovenstaande volgt

> Ge(xi) =£‘§::;_rls

_ _ o Elx=1) 2™ r(Ner)
cov(¥;,X;) = EX;X; - EX;EX, = Tt - (3) M1

=
B, =%

Uit het eerste deel van stelling 2.7.7 en uit stelling 2.7.6 4 volgt nu

(2.7.18) EX = BE, ce(x} - o(N-n) r(N-r) ,
2 N2 (N-1)

aangezien

2 2, § _° 2 _
o°(X) = o°( } Xi3 =7 ¢ {XiJ +2) ) cov(}{i,x.) =
i=1 i=1 i<j J
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& r(N-r) _ atast) r(N-r) _ n(N-n) r(N-r) -

N° N2 (N-1) No(N-1)

2.7.5. Poisson verdeling

Indien X een Poisson verdeling met parameter p bezit, d.w.z.

X
P(x=x)=e“i—,, X =0, 1, seus
dan geldt
- 2 -
(2.7.19) EX =y, 0°(X) =u.
Immers
TR Ta T * u u
EX=¢e" )| x5=¢e ):—P—r,=e_ue = U,
x=0 = x=1 (x-1)!
oo x - x
—H u -y u -u 2 _u 2
EX(X-1) = ¢ ]} x(x=1) =5 =¢€" ] _= e F ety
x=0 x. i x=2 (x—Ei.

)2 2 2

o2(X) = BEX® - (EX)2 = EX(X-1) + BX - (EX)2 = 12 + p - 12 = p.

2.7.6. Negatief binomiale verdeling

Als X een negatief binomisle verdeling met parameters k en p bezit, d.w.z.

5 PO -k
Pfx=x)=(i_,1)9 (1-p)*7%, x=k,k+1, ...,

dan geldt

(2.7.20) EX = % L 2(x) = k(1-p)

> .
P
Immers, voor k = 1 geldt
b 1 a v a 1
Bx= ] xp(1p)* ' =-pF J (p)=-p& () =1,
x=1 dp *x=0 dp P

o 2 @
EX(x+1) = § x(x#1) p(1-p)* ' =p &= T (1p)**' =2,
= o 2
x=1 dp” x=-1

o
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1=
o2(X) = EX® - (8X)2 = EX(X+1) - EX - (EX)? = ——g.
P
Aangezien de som van k o0.0. stochastische grootheden met negatief binomiale
verdelingen met parameters 1 en p een negatief binomiale verdeling met
parameters k en p bezit, volgt (2.7.20) uit stelling 2.7.7.

2.7.7T. Multinomiale verdeling
Zij X = (X1,X2,...,Xk} een stochastische vector met een multinomiale verde-
ling met parameters n en p = (91’92""’pk)’ d.w.z.

' *1 % *x
P(X=x) = |n. T P P +++ P
Xyt Xyl oeee 1l 1 2 k

voor iedere vector x = (x1,x2,...,xk) van niet-negatieve gehele getallen

met Z xJ = n. Daar de marginale verdellng van Xj een binomiale verdeling

met parameters n en pJ igs geldt

(2.7.21) EX; = np., oe(xj) =ap,(1-p),  §=1,2, ..., k.

J

Voorts is voor j # m

- n? *1 *k -
R R T S ass s SRPPRE Nab

)’ .
!n—2!' 1 k
n(n-1) P; Pp E ]

cme gk PA ome Ty & BOST) By T

]

wearbij de eerste sommatie loopt over alle x = (x1,...,xk) met niet-nega-
tieve gehele componenten met X X; = n en de tweede sommatie over alle

y = (y1,...,yk) met nlet—negatleve gehele componenten met ) y; = n =2, De
laatste som is derhalve gelijk aan 1. Uit het bovenstaande volgt

(2.7.22) cov(Xj,Xm) = -1np; P

[
Lt
B

2.7.8. Homogene verdeling op (0,1)

De kansdichtheid van een stochastische grootheid X die homogeen verdeeld
is op (0,1) is
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1 voor 0 < x < 1

0 anders.

2 =,k
en J x fx{x) dx = 3 geldt

2.7.9. Gamma verdeling
De kansdichtheid van een stochastische grootheid X die een gamma verdeling

met parameters k en A bezit wordt gegeven door

lk'

=X -
% xk 1, x > 0.

Daar
T £ (%) dew Ak T e—lx k-dx N T -x _k A
x fylx = fTET X AT (k) e %
- 0 0
T'(k+1 x
Al (k A2
J x.2 £ (x) dx = Ak [ e—Rx k+1 dx = l"(k+2) = k(k"‘]}
X m a - \2r B a2 °
= 0 (k) Py
geldt
(2.7.24) =% x) = k.

2.T7.10. Dubbel-exponentiéle verdeling
X bezit een dubbel-exponentiéle verdeling met parameter )\ als

=1, x|
fx(x) =shke o

Dan geldt

(2.7.25) EX =0, o2(X) =2 .
2
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Het eerste volgt uit de integreerbaarheid van x f.x(xJ en de symmetrie van
fx om nul, terwijl

o0 o
02(X)=EX2=%R J’xeenklx]dx=AJ‘xge-lxdx=2—2.
-C0 0 A

2.7.11. Cauchy verdeling
X bezit een standeard Cauchy verdeling als

Voor reéle r > 1 is de functie |x|* (l+:n:2)'_1 niet sommeerbaar terwijl voor
oneven k > 1 de functie xk (1+x2}—1 zelfs niet integreerbaar is. De Cauchy
verdeling bezit dan cok geen enkel eindig moment van een orde > 1. De on-
even momenten en alle centrale momenten zijn niet gedefinigerd; de even

momenten en alle andere absolute momenten van een orde r > 1 zijn alle ge-
1ijk aan + =,

2.7.12. Normale verdeling

X bezit een normale verdeling met parameters u en 52 als

1,x-p,2
(X

= - 2
i’x(x) T o/2n €

Zoals de notatie reeds doet vermoeden zijn verwachting en variantie van X

juist gelijk aan de parameters p en 02 van de verdeling:
(2.7.26) EX =y, o2(X) = o°.

Het eerste volgt uit de integreerbaarheid van x fx(x) en de symmetrie van
fx om u, terwijl partiéle integratie levert

® 1, %=, 2 o 12
—(Xt) 2
02(}{) - ;%2-." J (x_u)Q e 2 a dx = 0'211 f Y2 e-'éy dy =
Ll 162
2
=-?7E7 J E_'E‘Y ay = 02.
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2.7.13. Meerdimensionale normale verdeling
De stochastische vector X = (X1,X ,...,Xk) bezit een k-dimensionale N(u,i)-
verdeling als

f.(x) = !
X @m®2 ()

In 52.6 werd aangetoond dat Xy in dit geval een é&ndimensionale N(ui,cii)_

172 exp((x-u)' i_?(x—u)).

verdeling bezit, zodat

(2.7.27) EX; = v, ca(xi) = i m 1,95 seny K.

e s e i

Voorts werd bewezen dat E bJ XJ een €éndimensionale N(z b u s Z b b )=
1 J

verdellng be21t Hieruit volgt dat ce(x +K ) = o5t ch + EclJ £

=0 (X ) + 0o (X ) + 20. 5 voor izj, aangez1en de matrix I symmetrisch is.

Vergelijking met stelling 2.7.6 d leert nu dat

(2.7.28) cov(Xi,Xj) = cij(= Uji)’ 5= 3,

De parameters u en X van de meerdimensionale normale verdeling zijn dus

Juist de vector van verwachting en de covariantie-matrix ven de stochastische
vector X. In ditlicht bezien betekent de eis dat I symmetrisch en positief-
definiet is (zie §2.6) slechts uitsluiting van het geval waarin een lineaire
combinatie van de componenten van X een gedegenereerde verdeling bezit.

X 5 Xi dan en slechts

12 X550 een
dan o0.0. zijn indien i een diagonsal-matrix is. Voor stochastische groot-

Tenslotte werd in §2.6 aangetoond dat X

heden die een simultane normale verdeling bezitten zijn de begrippen

"(paarsgewijs) ongecorreleerd" een "onderling onafhankelijk" dus equivalent.

Opgaven
1. De stochastische grootheden X en Y bezitten de volgende simultane ver-
deling

P(X=0,Y=1) = P(X=0,Y=-1) = P(X=1,Y=0) = P(X=-1,Y=0) = ﬁ-

Toon aan dat X en Y ongecorreleerd doch niet o.o. zijn.
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Indien ]C1, X2, ey Xn eindige varianties bezitten dan geldt voor

reéle Bis vees a s b1, sy bn

n n n
cov( } a;X; 5 ] v.x.)= ¥

n
! ) 1 a; a; cov(Xi,Xj).
i=1 i =

1 J

Bewijs dit.

Indien de stochastische grootheden X en Y dezelfde eindige variantie
bezitten, dan zijn de stochastische grootheden X + Y en X - Y ongecor-
releerd. Toon dit aan.

Bepaal verwachting en variantie van de binomiale en van de hypergeome—
trische verdeling rechtstreeks uit de betreffende kansverdelingen zon-
der gebruik te maken van splitsing in alternatief verdeelde stochas—
tische grootheden.

In een flatgebouw met (k+1) woonlagen, van beneden af genummerd

0, 1, ..., k, vertrekt een 1ift met n personen van woonlaag O naar bo-

ven. Aangenomen wordt dat op de woonlagen 1, 2, ..., k geen personen
wensen in te stappen, zodat alleen wordt gestopt om de n personen te
laten uitstappen. Voorts wordt verondersteld dat deze n personen het

nummer van de woonlaag waar zij uitstappen aselect en onafhankelijk

van elkaar uit de getallen 1, 2, ..., k kiezen. Bereken verwachting en

variantie van het aantal malen dat de 1ift stopt zonder de kansverde-
ling van dit esantal malen te bepalen.

X bezit een standasard normale verdeling.
gehele k geldt

Bewijs dat voor positieve

als k oneven is,
B =

k!
(k/2)

als k even is.
2}1/2

Leid hieruit een uitdrukking wvoor E(Y-u]k
verdeling bezit.

af, wanneer Y een N(u,0°)-



99

2.8. DE ZWAKKE WET VAN DE GROTE AANTALLEN

Stelling 2.8.1.
Zij Y een stochastische grootheid waarvoor P(Y>0) = 1 en zij ¢ een niet-
negatieve en niet-dalende functie gedefinigerd op [0,»). Dan geldt voor

iedere ¢ > 0 waarvoor ¢(c) > O,

(2.8.1) P(y2e) < 24X

¢le)”
Bewijs:
E$(Y) = J ¢(y) apy = J ¢(y) ap, + J ¢(y) apy 2
[o,c) Ley®)
2oe) | apy = ee) Bxze),

[e,=)
waaruit de stelling volgt daar ¢(c) > O.

Ongelijkheden van het type (2.8.1) worden ongelijkheden van Chebyshev
genoemd. Zij zijnalleen dan niet triviaal indien E¢(Y) < ¢(c); zeker dient
dus E¢(Y) eindig te worden verondersteld. Meestal hanteert men hierbij

functies ¢ waarvoor lim ¢(y) = =. Men gebruikt dan de ongelijkheid om te
y"-)'w

concluderen dat voor alle niet-negatieve stochastische grootheden Y waar-
voor E¢(Y) een gegeven eindige waarde bezit, de kans P(Y>c) uniform naar
boven begrensd is door een functie van ¢ die naar 0 nadert voor ¢ + =,
Voor praktische toepassing zijn ongelijkheden van Chebyshev in het algemeen
niet voldoende scherp; als bewijstechniek zijn zij echter van grote waarde.
De volgende speciale gevallen zijn hierbij van bijzonder belang.

Door voor een willekeurige stochastische grootheid X, Y = |X| en
¢(y) =y, r > 0, te kiezen ontstast de zogenaamde ongelijkheid van Markov:
Voor iedere stochastische grootheid X waarvan het absolute moment van de

orde r (> 0) eindig is, geldt voor iedere ¢ > 0O

(2.8.2) P(|X] 2e) = .
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Dit resultaat wordt vooral voor r = 1 en r = 2 veel gebruikt.

Door voor een stochastische grootheid X met eindige verwachting u en
variantie 02, Y= |X-u| en ¢(y) = y2 te kiezen ontstaat de ongelijkheid
van Bienaymé - Chebyshev:

; : . 2_ 2 .
Voor iedere stochastische grootheid X waarvoor p = EX en o = o%(X) eindig
zijn, geldt voor iedere ¢ > 0

2
(2.8.3) P(|%-u| 2¢) 253
c
als o° > 0 kunnen wij hiervoor ook schrijven
| %= 3
(2.8.4) P( = ) & 2

de kans dat de gestandaardiseerde van een stochastische grootheid in abso-
3 . 2 -2
lute waarde > ¢ is, is nooit groter dan ¢

Definitie 2.8.1.

Een rij stochastische grootheden X1 . X2, . <« convergeert in waarschijnlijk-
heid naar een redel getal a (notatie: X E a voor n + =) indien voor iedere

e >0

lim P(|X -a| > ¢) = 0.
e n

Een rij stochastische grootheden Xy5 X5, ... convergeert in waarschijnlijk-
heid nasr een stochastische grootheid X (notatie: Xn E X voor n + =) in-

= P P 3
dien Xn - X+ 0voor n + =, d.w.z. indien voor iedere e >0

lim P(|xn-x| > e) = 0.
oo

Merk op dat in het laatste geval de stochastische grootheden

X, X4 X5, ... op dezelfde kansruimbe gedefiniderd dienen te zijn; voor

convergentie in waarschijnlijkheid naasr een redel getal behoeft de rij
x1, Xe, --. niet op dezelfde kansruimte gedefiniéerd te zijn: het betreft

in dit geval een eigenschep van de rij kansverdelingen P, , P aear

2
5 X2
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Stelling 2.8.2.
Indien X.I, xe,

wachting ¥ en dezelfde eindige variantie o

... 0.0. stochastische grootheden zijn die alle dezelfde ver-
= bezitten, dan convergeert de rij

der gemiddelden
xn=;£ ¥is D=1, 2, «uus

voor n * ® in waarschijnlijkheid naar u.

Bewijs:
Daar o2 gedefini€erd is, is W eindig en volgens stelling 2.7.T7 geldt
2
¥ = 2x )y =
EXn = u, o {Xn} =
Toepassing van de ongelijkheid van Bienaymé-Chebyshev op in levert voor

iedere € > 0

-

£ »
E N

POIX -ul > €) <

zodat voor iedere € > O

lim P(|X -u| > €) = o.

- n
Deze stelling staat bekend als de zwakke wet van de grote aantallen. De
stelling is overigens een zwakke versie van deze zwakke wet aangezien de eis
van gelijke eindige varianties onnodig restrictief is (zie opgave 1).
Indien men veronderstelt dat X1, X5 --. 0.0. en identiek verdeeld zijn met
eindige verwachting p = E}{i, behoeft zelfs geen enkele andere voorwaarde te
worden opgelegd om de zwakke wet te bewijzen. Een interessant speciaal ge-

val van stelling 2.8.2 is het volgende.

Stelling 2.8.3. (Bernoulli)

Beschouw een oneindige rij van o.o. uitvoeringen van een experiment waarbij
bij ieder (deel) experiment de kans op het optreden van een eventualiteit S
gelijk is aan p. Zij X(n) het aantal malen dat S optreedt bij de eerste n

experimenten. Dan convergeert de rij der frequentie-quoti&nten van S,
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X(n)
n

s Il=1,2, P

voor n * ® in waarschijnlijkheid naar p.
Bewijs:
Zij
1 als S bij het if experiment optreedt

0 anders,

dan zijn X5 X5 ... 0.0. en identiek verdeeld met EX; =pen
uz(xi) = p(1-p) < =. Daar
x(n) )
n

X

=9
1 1

Bil-=
Il o~

i
volgt de stelling rechtstreeks uit stelling 2.8.2.

Stelling 2.8.3 vertoont een duidelijke analogie met de empirische wet
van de grote aantallen die het intuftieve uitgangspunt bij de opbouw van
het kansbegrip vormt. De empirische wet houdt in dat in lange reeksen her-
halingen van een experiment - steeds zorgvuldig onder dezelfde omstandig-
heden uitgevoerd - het frequentie-quoti&nt van een gebeurtenis S zich vaak
stabiliseert in de nabijheid van een getal p dat wij intuitief als de kans
op de gebeurtenis S opvatten. Daar een op deze intuitie gebaseerde defini-
tie van het begrip kans als limiet van het frequentie-quotiént op ernstige
moeilijkheden betreffende het bestaan van deze limiet stuit, hebben wij
gekozen voor een axiomatische opbouw van het kansbegrip waarbij de empiri-
sche wet slechts als intultieve motivering van de keuze der axioma's een
rol speelt. Nu blijkt dat uit de ogenschijnlijk zwakke axioma's (kans is
een genormeerde maat) een stelling volgt die redelijk goed overeenkomt met
de empirische wet, mag men hopen dat het door de axioma's gedefiniéerde
viskundige model van het kansbegrip tot praktisch bruikbare resultaten zal
leiden. Men hoede zich echter voor de vergissing te menen dat de zwakke

vet een bewijs van de empirische wet is. Empirisch gevonden resultaten
zijn langs wiskundige weg niet te bewijzen.
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Opgave
1. Laten X,, x2,
voorstellen die alle dezelfde verwachting i bezitten. Indien

... 0.0. stochastische grootheden met eindige varianties

n

lim-!‘g z 62(}{.) =0,
. i

n*e n i=1 :

dan convergeert de rij der gemiddelden
n

? X n o~ s By e g

j=

in waarschijnlijkheid naar u.
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2.9. ZWAKKE CONVERGENTIE VAN KANSVERDELINGEN

5 k
Wij beschouwen in deze paragraaf kansverdelingen op (R ,Bk) met 1 < k < =,

Wij gebruiken daarbij de volgende notatie:

Voor willekeurige x, y € Rk en A < Rk is

£ 2,3
a4, (x,y) = fiz_j (x;-y;)°}
de afstand van x tot y, is

( sA} = inf (x,y}
6y (aok) = int o,

de afstand van x tot A, en stelt
3 = {x: q,(x,4) = ¢ (x,4%) = 0}

de rand van A voor. Merk op dat 9A gesloten is, zodat 9A € B voor alle

A © R®. Verder schrijven wij C(Rk) voor de verzameling van alle reéle
functies op Rk, die begrensd en continu zijn.

Definitie 2.9.1
Als P een kansverdeling op (RX,B) is en 4 e BX de eigenschap heeft dat
P(3A) = 0, dan noemen wij A een P-continufteiteverzameling.

Definitie 2.9.2

Een rij kansverdelingen Pis Py, u. op (Rk,Bk ) convergeert zwak near een
kansverdeling P op (Rk‘,Bk) (notatie: Pn-ﬂr» P voor n + =) als

lim Jk £(x) d.Pn(x) = J £(x) ar(x)

e

voor iedere functie f e C(Rk). Een rij verdelingsfuncties Fys Fps «c0 op
k
R convergeert zwak naar een verdelingsfunctie F op Rk (notatie: FnﬂF

Voor n + =) als de met de F, corresponderende rij kansverdelingen zwak con-
vergeert naar de kansverdeling, die bij F behoort.



105

Stelling 2.9.1
De volgende vijf beweringen betreffende kansverdelingen P'l’ P2, P,

op [Hk ,Bk] met verdelingsfunties Fi» Fyo =..3 F zijn equivalent:

ZW

(i) Pn—-»P voor n + ®;
(ii) 1im+:up Pn(A) < P(A) voor iedere gesloten verzameling A < Rk;
(iii) li:l inf Pn(ﬁ.) > P(A) voor iedere open verzameling A < Rk;
oo
(iv) li; Pn(A) = P(A) voor iedere P-continuiteitsverzameling A < RE;
(v) % Fn(x) = F(x) voor ieder punt x € gE waar de functie F continu is.
n

Bewijs:
Indien wij bij een gesloten verzameling A < ]Rk functies Tis 55 ovn € C(RkJ

definiéren door

i
1 - md, (x,A) als 4, (x,A) SZ's
£ (x) = 1
0 als 4 (x,A) LR
dan geldt
0<Iy(x) £ (x) <1, xe R m=1,2, ...,
en
lim £ (x) = I,(x), x € RE,
5 m A

Hieruit volgt
P < [ f00 @0, mns1,0, ...,
en dus impliceert (i) op grond ven de definitie van zwakke convergentie

lim sup P_(A) ;J £.(x) aP(x), m =1, 2, ....

-+
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Laten wij nu m + =, dan gaat het rechter 1lid van deze ongelijkheid wegens
de gedomineerde convergentie van fm naar IA over in P(A). Daar wij voor A
iedere gesloten deelverzameling van Rk kunnen nemen, is hiermee aangetoond
det (ii) uit (i) volgt. Deequivalentievan (ii) en (iii) is gemakkelijk te
bewijzen door over te gaan op complementen. Schrijven wij A° voor het in-

wendige, en A voor de afsluiting van een verzameling A e Bk, dan volgt uit
(ii) en (iii)

P(A”) < lim inf P_(A°) < lim inf P (A) g
< lim sup P (A) < lim sup Pn(I) < P(A).

Daar voor iedere P-continuiteitsverzameling A per definitie P(a°) = P(d)
volgt (iv) dus uit (ii) en (iii). Verder wvolgt (v) uit (iv), omdat conti-
nuiteit van de verdelingsfunctie F in een punt x betekent, dat de cel
(-»,x] een P-continuiteitsverzemeling is (ga dit na!). Tenslotte moeten
wij nog bewijzen dat (i) uit (v) volgt. Gemakshalve geven wij het bewijs
alleen voor het &éndimensionale geval (k=1). Laat f ¢ C(R1), zodat

M = sup |£(x)| < », en zij € > 0. Wij kiezen dan een interval (a,b] zo
groot dat P((a,b]) > 1 - ¢ en bovendien zo, dat de verdelingsfunctie F
continu is in ieder van de punten a en b. Dit laatste is mogelijk omdat
een verdelingsfunctie op R' hoogstens aftelbaar veel discontinuiteiten
heeft (zie 2.4, opgave 1). Nu geldt

(2.9.1) 1 I £(x) aP(x)| < M.P((a,b1®) < M.e,
(a,‘b]c

en

(2.9.2) | f £(x) aP_(x)| < M.P ((a,061%), n =1, 2, ... .
(a,b1¢

Verder wvolgt uit de continuiteit van f, dat f uniform continu is op het
gesloten interval [a,bl. Er is dus een getal 8 > O met de eigenschap,
|£(x) = £(y)| < € voor alle x, y € [a,b] met |x - y| < 6. We splitsen

het interval (a,b] nu in een aantal deelintervallen Ij = (xj_1 ,xj-],
J=1,2, ..., mmet a =x; < x4 < ... <X =b, waarbij we er voor
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zorgen dat xj - :(J-_1 % 6 voor alle j en dat F continu is in ieder van de

punten xj. Nu volgt

m
(2.9.3) | J f(x) apr(x) - Z

£(x.) P(I.)] = ¢
(a,b] =1 ! J

en evenzo,

m
(2.9.4) ! J f(x) dp (x) - Y f(x.) Pn(Ij)[ L8, n & 1 2y vaw
(a,b] J=1 !

dear
|£(x) - f(xj)| e, xel;, 3= Ay By wicug ma
vit (2.9.1), (2.9.2), (2.9.3) en (2.9.4) concluderen wij

(2.9.5) |J £(x) ap (x) - I f(x) aP(x)| =
R! R

m
s2e+ M J B (1) - P(T)| + MR ((a,01%) + Me,
3=1

Dsar F continu is in de punten X35 volgt uit (v)
lim P_(I.) = 1lim (F _(x.)-F (x. ,)) =P(I.), =1, 2, .., m,
o BJ e e b a°? ?
en ook
lim P ((a,b1°) = P((a,b1°) < e.
oo
Derhalve impliceert (2.9.5)

£ @, ()= [ 2(x) @p(x)] £ 20m1) e,

1_:{1

lim sup [J
n-+e R1

: ]
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en dus volgt (i) daar € > 0 willekeurig klein gekozen kan worden. Het
bewijs voor het meerdimensionale geval (k>1) verloopt in principe net

z20. Men kiest eerst een cel (a,b] die zo groot is, dat P((a,b]) 21 - e,
en vervolgens splitst men deze cel met behulp van hypervlakken evenwijdig
aan de zijvlakken van (a,b] in een aantal deelcellen, die zo klein zijn,
dat f op iedere deelcel minder dan € variSert. Men dient echter (a,b] en
de splitsing dearvan in deelcellen zo te kiezen, dat F continu is in alle
oK hoekpunten van (a,b] en in alle 2% hoekpunten van iedere deelcel.
Alleen dan kan men immers uit (v) concluderen dat Pn((a.,b]) + P((a,b])
VoOr n * ® en evenzo voor de deelcellen. Men kan aan deze eis voldoen
door bij de constructie uitsluitend hypervlakken te gebruiken die P-nul-

verzamelingen zijn (zie opgave 1),

Uit stelling 2.9.1 kunnen wij concluderen dat de limiet van een zwak
convergente rij kansverdelingen uniek is, daar volgens (v) zljn verdelings-
functie vast ligt (zie opgave 1). Hieruit volgt de volgende stelling.

Stelling 2.9.2
Twee kansverdelingen P en Q op (Rk ,JBk ) met de eigenschap dat

J. £(x) aP(x) = j f(x) aq(x), f e C(Rk),
R® R<
zijn identiek.

Bewijs:
Shallen wij B = B, niw 4y By oy don volgh P -“5P en P_ 2% q voor
n + e, en dus P = Q,

Op grond van stelling 2.9.1 beschikken wij nu over vijf karakteriseringen
van het begrip zwakke convergentie. De karakterisering waarop wij onze
definitie gebaseerd hebben is uit theoretisch cogpunt wellicht de belang-
rijkste. Voor de practijk zijn (iv) en (v) echter van groot belang, daar
zij betekenen dat men bij zwakke convergentie wvan Pn naar P, voor grote
waarden van n en een ruime klasse Vverzamelingen, P(A) als benadering voor
Pn{A} kan beschouwen. Vooral in de statistiek maakt men hier vaak gebruik
van. Men moet echter wel bedenken dat zwakke convergentie van P, naar P
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niet noodzakelijk voor alle A € Bk impliceert dat Pn(A) + P(A) als n » =,
Als bijv. Pn voor n = 1, 2, ... de discrete homogene verdeling op de ver-
zameling {';-;- :1=0,1,2, ..., n} is, zodat de verdelingsfunctie van P

gegeven wordt door

0 als x < 0,
F(x) eqd=tz  asdlzx<l i=1,2, ...,
1 als 1 £ x,

dan convergeert P voor n > « zwak naar de homogene verdeling op [o,1].
Voor de verzameling A van alle irrationale getallen geldt echter Pn(A) =0,
n=1,2, ..., terwijl de limietverdeling aan deze verzameling de maat 1
toekent. Verder mag men niet uit het oog verliezen dat in stelling 2.9.1
verondersteld wordt dat F een verdelingsfunctie is. Zonder deze veronder-
stelling mag men uit (v) niet concluderen dat de bij de F, behorende rij
kansverdelingen zwak convergent is. Zo geldt (v) bijvoorbeeld voor iedere
rij functies Fy5 Fo, ... en iedere functie F die nergens continu is. Een
minder triviaal voorbeeld van een situatie, waarin (v) geldt zonder dat

er sprake is van zwakke convergentie, wordt gegeven door
F(x)=l¢(x-n)+l¢(x}+l¢(x+n} xeR',n=1,2, ...,
n 3 3 3 2 3 > 3

wearin ¢ de verdelingsfunctie van de N(0,1)-verdeling is. Hier convergeert

Fn(x) voor n + « naar

(2.9.6) F(x) = % + 3 a(x), x ¢ B.

Wi

Deze functie F is geen verdelingsfunctie, hoewel hij wel een Lebesgue—
Stieltjes maat op R’ bepaalt. Deze maat kent aan de hele ruimte R1 slechts
de maat 3 toe. Men zegt in dergelijke situaties wel dat er voor n + «

3
massa naar het oneindige verdwijnt.
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Definitie 2.9.3
Wij noemen een collectie kansverdelingen I op (Rk,B’k) relatief compact

als iedere oneindige rij kansverdelingen Pn ell,n=1, 2, ... een zwak
convergente deelri] bevat.

Stelling 2.9.3

Een rij kansverdelingen Py Pyy «.. 0P (Rk,Bk) is dan en slechts dan

zwak convergent als de collectie II = {Pn tn=1,2, ...} relatief compact
is en alle zwak convergente deelrijen van de rij P1, Py, ... dezelfde
limiet hebben.

Bewijs: :
Zij N relatief compact, zodat de rij Pqs Py, .. tenminste &&n zwak con-
vergente deelrij heeft, en stel dat alle zwak convergente deelrijen van

de rij P?’ P2’ -.. een gemeenschappelijke limiet P hebben. Voor een wille-
keurige functie f € C(Hk) vormen de getallen

a = Jk £(x) d.Pn{x}, 0= 1525 e
R
dan een begrensde getallenrij. Zi] &, » & 5 ... €en willekeurige deel-
1 2

rij van deze getallenrij. Uit de relatieve compactheid van N volgt, dat

derij P ,P_ , ... een zwak convergente deelrij P. , P, ... bevat.
n,” "n, m,’ “m,
Daar deze deelrij tevens een deelrij van de rij Pis Poy onn is, is zijn

limiet volgens onze veronderstelling P. Op grond van de definitie van
zwakke convergentie geldt dus

lim 8, =a= J f(x) apr(x).
0 e RE

Hiermee is aangetoond, dat de getallenrij 2,5 85, ... de eigenschap

heeft, dat iedere deelrij eenverdere deelrij bevat, die naar a convergeert.
Maar dit betekent dat &, > & voor n > = en dus volgt dat PnﬂP voor

n + o,

Als omgekeerd gegeven is dat de rij P'I’ P2, .+. zwak convergeert naar een

limiet P, dan zijn uiteraard alle deelrijen van deze rij zwak convergent
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met dezelfde limiet P. Als verder Pn § Pn > ... een oneindige rij in Il

1 2
is, dan zijn er twee mogelijkheden: 8f er is een kansverdeling Pn die

oneindig vaak voorkomt in de rij Pn s P ..., zodat deze rij de zwak

3
1 B2
convergente deelri] Pn’ Pn’ ... bevat, 6f iedere Pn komt slechts eindig
vaak voor in de rij Pn . Pn 5 «+» « In het laatste geval bevat de rij
1 2
P ,P , ... echter een deelrij die tevens een deelrij is van de rij
n, n,

P1, P2, ... en als zodanig zwak convergeert. Iedere oneindige rij in I

bevat dus een zwak convergente deelrij, m.a.w. II is relatief compact.

Definitie 2.9.4

Een reéle functie F op Rk, die niet een verdelingsfunctie is, heet een
defectieve verdelingsfunctie als F(x) een niet-dalende rechtscontinue
functie van ieder van de codrdinaten X5 i=1,2, ..., k van x € Rk is
met 0 < F(x) < 1 voor alle x € Rk, terwijl bovendien By by e akF(a} >0
voor iedere a, b € R met a < b (zie voorbeeld 1.5.4 voor de notatie).

Een defectieve verdelingsfunctie op Rk bepaalt een Lebesgue-Stieltjes
maat P op (Rk,Bk) met P(Rk) < 1. Men noemt een maat met deze eigenschap
wel een defectieve kansverdeling. De in (2.9.6) gegeven functie F is een

voorbeeld van een defectieve verdelingsfunctie op R1.

Stelling 2.9.4 (Selectiestelling van Helly)
Bij iedere rij verdelingsfuncties Fi» Fos ... O Rk is er een deelri]

Fn 4 Fn s «.. en een, eventueel defectieve, verdelingsfunctie F op Rk,
1

zodanig dat F (x) - F(x) voor j + « en alle x ¢ RE waar F continu is.
J

Bewijs:

Wij geven het bewijs hier alleen voor het é€&ndimensionale geval (k=1).
Het bewijs voor het meerdimensionale geval (k>1) is analoog, zij het
iets ingewikkelder. Zi] R! = {r1, Tss ...} een aftelbare overal dicht
liggende verzameling in R . We bewijzen nu eerst, dat er voor iedere
i=1,2, ... een stijgende rij natuurlijke getallen n.., j = 1, 2, ...,

1]
is, zodanig dat Fn (ri) voor J + =« convergeert, terwijl bovendien voor

ij
iedere i = 1, 2, ... de rij Bi1,5° J=1,2, ..., een deelrij van de rij
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n:ss J=1,2, ..., is. Ve bewijzen dit door inductie naar i. De existentie
van een stijgende rij natuurlijke getallen n1j, jJ=1,2, ..., zodanig dat

Fn (r1) voor j + « convergeert, is duidelijk, daar 0 <
1J
alle n. Evenzo kunnen wij bij een gegeven stijgende rij natuurlijke getal-

F (r,) < 1 voor
s Gk R

len nij’ Jd=1,2, ..., een deelrij n; J=1,2, ..., vinden met de

+143°

eigenschap dat Fn (ri+1) voor j + « convergeert. Nu wij ons overtuigd

hebben van de exi::lﬁgie van getallen D335 i, j=1,2, ..., met de boven
opgesomde eigenschappen, beschouwen wij de diagonaalrij ng = njj’
d=1,2, ... . Deze rij is voor iedere i = 1, 2, ..., afgezien van zijn
eerste (i-1) elementen, een deelri] van de rij nij’ J=1,2, ..., en dus
convergeert Fn'(ri) voor j + = en iedere i = 1, 2, ... naar een limiet,

d
die wij L(ri) noemen. Laat nu

F(x) = inf L(r), x € R'.
r>x1
reRO
Men gaat gemakkelijk na dat de zo gedefinieerde functie F op RT niet-
dalend en rechtscontinu is met 0 < F(x) < 1 voor alle x ¢ RT, zodat F
een, eventueel defectieve, verdelingsfunctie is. Als F continu is in een

punt x en € > 0, dan zijn er getallen r, s € R;, zodanig dat r < x < s en
F(x) - € < L(r) = L(s) < F(x) + ¢.
Daar verder de beide uiterste leden van de ongelijkheid

F, (r) 2F (x) 2 F_(s)

J J J
voor j * = naar L(r) resp. L(s) convergeren, volgt hieruit, dat A (x)

voor alle voldoend grote j minder dan & van F(x) afwijkt, zodat
F (x) » F(x) voor j + =.

Definitie 2.9.5

Een collectie kansverdelingen Tl op (Rk,Ek) heet uniform beperkt (Engels:
tight) als er voor iedere € > 0 een compacte verzameling K c Rk is met
de eigenschap dat P(K) > 1 - € voor alle P e II.

N
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Stelling 2.9.5 (Prohorov)
Een collectie kansverdelingen II op (Rk,Bk) is dan en slechts dan relatief

compact als hij uniform beperkt is.

Bewijs:

Zij M uniform beperkt en zi]j P,, P2, ... een rij kansverdelingen in II
met verdelingsfuncties F1, F2, -+- . Te bewijzen is nu dat deze rij een
zwak convergente deelrij bevat. Toepassing van stelling 2.9.4 geeft ons

een deelri] Pn »Jd =1,2, ..., en een eventueel defectieve verdelings-

functie F op Rﬂ, zodanig dat Fn (x) * F(x) voor j = © in alle continu-.

iteitspunten x van F. Neem nu € > 0 en een compacte K < Rk zo, dat

P(K) 2 1 - € voor alle P € NI, Kies a,bekaet a £ b zo, dat K < (a,b]

en zo, dat F continu is in a en b. Dan geldt

F(a) = 1im F_ (a) < sup P((a,b]%) < €,
e Pell
F(b) = 1lim F (b) z inf P((a,bl) = 1 - €.

gase =4 Pell

Desar € > 0 willekeurig klein gekozen kan worden, volgt hieruit dat F een
verdelingsfunctie is, zodat Fu 2% F voor J + =. Het omgekeerde bewijzen

wij uit het ongerijmde. Stel dat Il relatief compact maar niet uniform be-
perkt is. Er is dan een € > 0 zo, dat er bij iedere compacte K c Rk een

P eI is met P(K) < 1 - €. Geven wij voor r > 0 de k-dimensionale gesloten
bol om de ocorsprong met straal r aan met Sr’ dan is er dus een rij

P1, P2, ve. in T met Pn(Sn) <1-€vwvworn=1, 2, ... . Wegens de rela-

tieve compactheid van Il bevat deze rij een deelrij Prl » 5 Ty 2y iwees

J
die zwak convergeert naar een limiet P. Kies nu r > 0 zo, dat Sr een P-

continuiteitsverzameling is. Dan geldt

P(Sr} = 1:_m Pn.(Sr) < lim sup Pn(Sn) <1-kg,
Jre dJ e

daar Sr c Sn voor alle n > r. Maar ook kunnen wij r zo groot kiezen, dat



11k

P(Sr) > 1 - €, waarmee wij een tegenspraak gekregen hebben.

In de waarschijnlijkheidsrekening en de mathematische statistiek past men
de theorie over zwakke convergentie van verdelingen vaak toe op verdelingen
van stochastische vectoren, waarbij het deze stochastische vectoren zijn,
waarin men primasir geinteresseerd is. Men heeft daarom de volgende termino-

logie ingevoerd.

Definitie 2.9.6
Een rij k-dimensionale stochastische vectoren Xys X5, ... convergeert in
verdeling naar een k-dimensionale stochaatwche vector X (notatie:

X ?x voor n * =) als de bijbehorende verdelingen PX voor n + = zwak con-
n
vergeren naar de verdeling PX van X. Als daarbij de limietverdeling PX ge-

degenereerd is in een punt a e Rk, d.w.z. als P(X=a) = 1 voor een zekere
a € Rk, dan zeggen wij ook wel dat de rij Xy X5s «.. in verdeling naar a
convergeert (notatie: X 2 a voor n + =),

Uit de definities 2.9.2 en 2.9.6 volgt, dat convergentie in verdeling van
X naar X equivalent is met convergentie van de verwachtingen Ef(X ) naar |
Ef(x) voor alle f e C(RX). Ock de andere, in stelling 2.9.1 opgesomde karak-
teriseringen van zwakke convergentie van verdelingen kan men met behulp van
definitie 2.9.6 formuleren in termen van convergentie in verdeling van sto-
chastische vectoren.

Naast convergentie in verdeling kennen wij ook convergentie in waarschijn-
lijkheid. Dit begrip hebben wij weliswaar in 2.8 alleen voor het é&éndimen-
sionale geval gedefinieerd, maar de definitie laat zich gemakkelijk genera-
liseren.

Definitie 2.9.7

Een rij k-dimensionale stochastische vectoren Xys 12, <« . convergeert in
waarschijnlijkheid naar een punt a e RS (notatie: X, 4 a voor n + =) als
voor iedere € > 0

lim P(4, (X ,a) > ) =
Lin P(a(x,50) > ¢
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De rij Xy Xys e convergeert in waarschijnlijkheid naar een k-dimensionale
stochastische vector X als dk(Xn,X) § 6 voor ns ©, d.w.z. als voor iedere

e >0

iii P(dk(xn,X) > g) = 0.
Merk op dat een rij stochastische vectoren X45 %55 ... slechts dan in waar-
schijnlijkheid naar een stochastische vector X kan convergeren, als
Xy5 X5, +u., X 2lle op €én kansruimte gedefinieerd zijn, terwijl dit laatste
niet nodig is voor convergentie in verdeling. Hieruit volgt al dat conver—
gentie in verdeling in het algemeen niet samen hoeft te gaan met convergentie
in waarschijnlijkheid. Zelfs als X5 X535 -.., X wel alle op &&n kansruimte
zijn gedefinieerd, dan nog impliceert convergentie in verdeling van Xn naar
X niet dat ook Xn B X voor n + «. Als bijvoorbeeld P(X=1) = P(X=-1) = 1 en
P(Xn=(—1)nx) =1wvoorn=1, 2, ..., dan convergeert X, voor n > = in ver-
deling naar X, maar P(|Xn—X|>E) heeft geen limiet voor n + = als 0 < e < 2,

zodat Xn niet in waarschijnlijkheid naar X convergeert.

Stelling 2.9.6

Uit convergentie in waarschijnlijkheid van een rij stochastische vectoren
volgt convergentie in verdeling naar dezelfde limiet. Omgekeerd impliceert
convergentie in verdeling naar een constante vector a, dat de rij ook in

waarschijnlijkheid naar a convergeert.

Bewijs:

Als Xng){voorn-rWenAeBk, dan geldt voor iedere € > O enn =1, 2, ...,

P(X eA) = P(X_ €A, 4, (X ,X)>e) + P(X eA, 4, (X ,X)ze) <

P(a, (X ,X)>e) + P(d, (X,A)ze),

A

zodat

lim sup P(XDEA) = P(dk(X,A}ip).
T

Daar deze ongelijkheid voor iedere € > 0 geldt, volgt voor elke gesloten
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verzameling A < Rk,

lim sup P(XneA} < P(XeA),
N
en dus (stelling 2.9.1) geldt X 2 X voor n + =.
Het voorgaande geldt in het bijzonder als de verdeling van X de in een punt
a e Rk gedegenereerde verdeling Pa is, d.w.z. als gegeven 1is dat xn 3 a
voor n -+ «, De conclusie is dan dat Xn 2 a voor n + =, Als omgekeerd dit

laatste gegeven is, dan volgt voor iedere € > 0,

lim sup P(dk(xn,a)>e) < lim sup P(dkfxn,a)gp) =

e -+

= 1lim sup Py ({x: dk(x a)>e}) < P ({x dk(x a)ze}) =
e %

P
=4

daar de verzamelingen {x: dk(x,a} > €} gesloten zijn. Dus geldt X *>a

Voor n + ¢,

Stelling 2.9.7

Als twee rijen k-dimensionale stochastische vectoren X1, X see BN
Y N 2, ... de eigenschap hebben dat X 2 X voor n + «, terwijl
dk(X oY ) o voor n > *, dan geldt ook o 2 X voor n + =,

Merk op, dat het gegeven impliceert dat voor iedere n = 1, 2, ... de twee
stochastische vectoren X, en ¥, op dezelfde kansruimte gedefinieerd zijn.
Bewija:

Voor iedere A € Bk, €e>0,n=1, 2, ..., geldt

P{YneA) P(YnEA, dk(Xn,Yn)>c) + P(YneA, dk(xn,Yn);a) =

A

P{ak(xn,rn)>e} + Pfdk(xn,zx);z},

zodat

lim sup P(an:A) lim sup P(d.k(xn A)<e) < P(a_k(x A)<e),
ne e
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daar de verzameling {x: dk(x,A) < €} gesloten is. Omdat dit voor iedere

€ > 0 geldt, volgt hieruit voor alle gesloten verzamelingen A c Rk,

lim sup P(Y _eA) < P(XeA),

=

en dus Yn 2 X voor n - =,

Uit de definities valt gemakkelijk af te leiden, dat convergentie in ver-
deling van een rij k-dimensionale stochastische vectoren X1, X55 ... naar
een stochastische vector X impliceert, dat voor iedere continue functie g
op RE met waarden in R, de rij S(X1),,S(x2), ... in verdeling convergeert
naar g(X). De volgende stelling zegt dat dit ook nog waar is voor Borel
functies g op Rk met waarden in R die niet overal continu zijn, mits de
verzameling Dg van alle punten x € Rk, waar g niet continu is, een Px-nul-
verzameling is. Wil deze voorwaarde zinvol zijn, dan moet uiteraard D e Bk.
Dit is echter altijd het geval, zelfs als de functie g geen Borel functie
is. Dit is als volgt in te zien. Zij AE’G voor een gegeven functie g en
voor € > 0, § > 0 de verzameling van alle punten x € Rk met de eigenschap
dat er punten y, z € rE zijn waarvoor dk(x,y) < 8, dk(x,z) < § en
dm(g(y),g(z)} > €. Deze verzameling Ae,ﬁ is dan open, zodat AE s € Bk, en

tevens geldt

N R

waar de vereniging resp. doorsnede genomen wordt over alle rationale € > 0

resp. § > 0. Derhalve is Ds een Borel verzameling in Rk.

Stelling 2.9.8

Als een rij k-dimensionale stochastische vectoren X1, XE, ... in verdeling
convergeert naar een stochastische vector X en g een Borel functie op Rk'
is met waarden in Rm, waarvoor P(XeDs) = 0, dan convergeert de rij

g(X,), g(xe), ... in verdeling naar g(X).
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Bewijs:

Als A een gesloten verzameling in R™ is, dan geldt voor de afsluiting van
-1

g (a),

g_l(A) = g—1(A) u Dg,
en dus

P(Xeg™ ' (4)) = P(g(X)eA).
Derhalve volgt uit het gegeven

lim sup P(g(Xn)eA) = lim sup P(Xneg_1(A)) <
o ne

< lin sup P(X_eg” (A)) < P(Xeg™ '(A)) = P(g(X)ea),

n—)-l'-b
D
en dus g(Xn) + g(X) voor n + =,

Stelling 2.9.9

Als een rij k-dimensionale stochastische vectoren X X2, s dm verdeling
convergeert naar een stochastische vector X, en een rij m~dimensionale
stochastische vectoren Y1, Y2, -+« in wearschijnlijkheid naar een constante
a ¢ R" convergeert, terwijl voor iedere n = 1 2, ..., de twee stochastische
vectoren Xn en Yn op €&n kansruimte zijn gedefinieerd, dan convergeert de
rij (k+m)-dimensionale stochastische vectoren {x,,y1), (x2’Y2)’ «.. in ver-
deling naar (X,a).

Bewijs:

Uit het gegeven volgt met behulp van stelling 2.9.8 dat (Xn,a) 2 (X,a) voor
n > =, Verder geldt

G (Xyo%,)s (X00)) = q (¥ ,0) R0, 0 s o,

en dus volgt het gestelde uit stelling 2.9.7.
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Opgaven

1.

Zij P een kansverdeling op (Rk,Bk) met verdelingsfunctie F, Bewijs:

a) Onder alle hypervlakken H in Rk, die loodrecht staan op een geve-
ven richting, zijn er hoogstens aftelbaar veel met P(H) > 0;

b) Als S < B® een collectie verzamelingen is met de eigenschap dat
3A n 3B = @ voor alle A, B € S met A # B, dan bevat S hoogstens
aftelbaar veel verzamelingen die niet P-continuiteitsverzamelingen
zijn;

c) De verzameling van alle punten waar F continu is ligt overal dicht
in Rk‘,

d) Als F continu is in alle hoekpunten van een cel (a,bl, dan is deze
cel een P-continuiteitsverzameling. Laat door middel van een tegen—
voorbeeld zien dat het omgekeerde niet algemeen geldt.

Bewijs stelling 2.9.2 rechtstreeks, zonder stelling 2.9.1 te gebruiken.

Bewijs dat zwakke convergentie van een rij k-dimensionale verdelings-

functies F1, F,, ... naar een continue verdelingsfunctie F impliceert

dat Fn(x) + F(x) voor n + = uniform in x.

Bewijs stelling 2.9.4 voor k > 1.

Zij Px VOOTr X € Rk de gedegenereerde kansverdeling op (Rk,Bk) gegeven

door PX(A) = Iﬂ(x), A e BE. Bewijs dat Px 2% P voor n + = dan en dan
n

alleen als de ri] X1s Xps -n- in RE convergeert naar een limiet x en

P = Px' Onderzoek de betekenis van relatieve compactheid en uniforme
beperktheid voor gedegenereerde verdelingen en formuleer de stellingen
2.9.3, 2.9.4 en 2.9.5 voor zulke verdelingen als stellingen ven rijen
en verzamelingen in Rk.

De Lévy afstand A(F,G) tussen twee verdelingsfuncties F en G op R’
wordt gedefinieerd als het infimum van alle redle h met de eigenschap

dat voor alle x ¢ R‘I
F(x-h) - h < G(x) < F(x+h) + h.

Bewijs:
a) A(F,G) is op een factor ¥2 na de grootste afstand tussen de gra-
fieken van F en G, gemeten langs lijnen met richtingsco&fficiént

-1
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b) A is een metriek;
c) De verzameling van alle verdelingsfuncties op R met de metriek A
is een volledige metrische ruimte;
d) MF_,F) * 0 voor n + = dan en dan slleen als Fn-EELF‘voor n -+ o,
T. Als voor iedere n = 1, 2, ... twee 0.0. stochastische vectoren Xn en
Y, &egeven zijn, zodanig dat X 3 Xen Y 2y voor n *> =, gan zijn er
twee o.o. stochastische vectoren X' en Y' zo, dat (Xn,Yn) * (X1 ¥r)

VOoor n + », Bewijs dit.

2.10 KARAKTERISTIEKE FUNCTIES

In het voorgaande (stelling 2.9.2) hebben wij gezien , dat men een kansver-
deling P op (Rk,Bk} geheel kan beschrijven door middel van de integralen
van alle begrensde, re€le, continue functies op RE. In deze paragraaf zal
blijken dat P in feite al wordt vastgelegd door alle integralen van de vorm
Xk .

' k k
J cos() t.x.) daP(x), J sin(} t.x.) ap(x), Bis eees by € R1
gk NE X 199

R
Ter vereenvoudiging van de notatie gebruiken wij complexe integralen, d.w.z.
integralen, waarbij de integrand een functie met complexe waarden is. Dit

gebruik is echter niet meer dan een afkorting: Als £ = u + iv, waarin u en

v reéle meetbare functies zijn, dan schrijven wij
J far = J udP + i J vdF.

Bovendien zullen wij voortdurend vectornotatie gebruiken. Daarbij beschouwen
wi] elementen van Rk, en ook stochastische vectoren, als kolomvectoren. Wij

zullen in de paragrasaf derhalve integralen van de vorm
- L)

J elt X dP(XJ & J J

i R RE

met t = (t1,...,tk)' € Rk, of, in termen van een stochastische vector

x - (XI""’xlc}"

k k
coa(§ tjxj} dP(x) + i sin(g tjxj) dP(x)
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it'x S £
Ee = E cos(] t.X:) + i E sin(] t.X.)
%% 4 573

beschouwen.

Definitie 2.10.1
De karakteristieke functie van een kansverdeling P op (Rk,Bk) is een functie

¢ op Rk, gegeven door

3 L]
o(t) = J e*t'* ap(x), t ¢ RE.
Rk
De karakteristieke functie ¢X van een k-dimensionale stochastische vector

X is de karakteristieke functie van de verdeling Px van X, zodat

- " - )
o (t) = I g aPy(x) = Ee? X, t e RE.
k
R
Uit de definitie volgt onmiddellijk, dat iedere karakteristieke functie ¢
op Rk continu is met

¢(0) g
le(t)] <1, ¢ e RS,

$(-t) = $(8), t € R*,

A

Als X = (X1""’Xk}' een k-dimensionale stochastische vector is, a een
m-dimensionale vector is en B een (mxk)-matrix is, dan is a + BX een m-

dimensionale stochastische vector met karakteristieke functie

(2.10.1)

- pit'atit'BX _ it'a
b+px(t) = Ee =e o4(B't), t € R".

Uit (2.10.1) met m = 1, a = 0 volgt in het bijzonder

1

(2.10.2) b, 15(u) = 6. (tu), t e B, u e R'.

X
De karakteristieke functie by van de stochastische vector X bepaalt dus de
karakteristieke functie ¢t'x van iedere lineaire combinatie t'X van de

componenten van X, en omgekeerd wordt ¢x vastgelegd door de karakteristieke
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functies by 1y Van alle lineaire combinaties t'X, t e R*.
Stelling 2.10.1
Ms X = [xl,...,xk)' een k-dimensionale stochastische vector is met o.o.

componenten X1, asey Xk’ dan geldt

k
- < k.
(2.10.3) ¢x(t) = H ¢X.(tj)’ t = (t.l,---,‘bk)' € R;
J=1
x k 1
(2.10.4) bpiylu) = E ¢X_(tju}, t = (t1,---,tk)‘ € By uie By
=1 73
en dus in het bijzonder
: 1
(2.10.5) b (@ =T ¢, (u), uer.
ZX. J=1 J
1 J
Bewigjs:

(2.10.3) volgt uit stelling 2.5.3 en stelling 2.7.3:

k it X, k it .X. k
bg(t)=E 1 e 9= 1 ge 9= 1 ¢ (t.),
j=1 j=1 i

t = (t.‘,.-'- ,tk)' € Rks

en de beide andere beweringen volgen hieruit door substitutie in (2.10.2).

Ter illustratie van het voorgaande berekenen wij de karakteristieke func-
ties van een asantal normale verdelingen. Voor de karakteristieke functie ¢
van de N(0,1)-verdeling geldt per definitie

t 2 A2 T 5, a2
$(t) = —J;_' I el‘tx—lx ax = e./_ I e_é(x-lt) dx, t € R
(A 2w

-0

Nu kan men met behulp van contour integratie gemakkelijk inzien dat

T c (2 s 2
Je Bx-it)", | Je—ix P

-—00
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en dus wordt de karskteristieke functie van de N(0,1)-verdeling gegeven
door
2
(2.10.6) AL A
Mls een stochastische grootheid X een standaard normale verdeling heeft,
dan heeft p + oX met U en o reéel een N{u,dz)—verdeling. Op grond van
(2.10.1) en (2.10.6) kunnen wij dus besluiten dat de karakteristieke functie
van de N(u,og)-verdeling gegeven wordt door
. 1,22
- 1
(2.10.7) $(t) = 320t o o gl
Als tenslotte een stochastische vector X = (X1,...,Xk)' een N(u,i)—verdeling
heeft, waarbij nu u € Rk en waarbij 1 een symmetrische positief definiete
(kxk)-matrix is, dan heeft iedere lineaire combinatie t'X van de componenten
van X een N(t'u, t’jt)—verdeling (zie 2.6.13). Uit (2.10.2) volgt derhalve
dat de karakteristieke functie van de N(u,i)—verdeling gegeven wordt door
s+t _Jin

(2.10.8) o(t) = eit'u-3t It, & e

In de sanhef van deze paragraaf zinspeelden wij reeds op het feit dat
een kansverdeling door zijn karakteristieke functie geheel vastgelegd wordt.
Om dit te kunnen bewijzen hebben wij de volgende gelijkheid nodig, die men
wel de gelijkheid van Parseval voor karekteristieke functies noemt.

Stelling 2.10.2
Als P1 en P2 twee kansverdelingen op (Rk,Bk) zijn met karakteristieke
functies ¢, en bys dan geldt

(2.10.8) | 6100 a2, = [ ap00 a0
k k
R R
Bewtjs:
Bij substitutie van de definitie voor ¢, en ¢, blijkt (2.10.8) equivalent
te zijn met de gelijkheid
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J { J VX g, (x)} aP,(y) = J { J Cetd dpP,(y)} ap,(x),
Hk Rk Rk Rk

en deze volgt uit de stelling van Fubini.

Als X en Y twee k-dimensionale stochastische vectoren zijn met verdelingen
Py =P, en Py = P,, dan kunnen wij (2.10.8) schrijven als

(2.10.9) E¢X(Y) = E¢Y(x)-

Vervangen wij hierin X door X-t met t ¢ Bk, dan vinden wij met behulp van
(2.10.1)

-it'y - pmiY't < - » k
Ee ¢x(1') = Ee bx(Y) = Ed:x_t(Y) E¢y(X-t), t € R .
Uit stelling 2.10.2 volgt derhalve de ogenschijnlijk sterkere bewering dat

it
(2.10.10) f eIty ¢, () dP,(y) = J ¢, (x-t) ap. (x), t € R,
Hk Rk
Stelling 2.10.3 (Inversiestelling)
Als ¢ de karakteristieke functie is van een kansverdeling P op (Rk,Bk),‘
dan geldt
1 '
—5 ¥y

(2.10.11) P(A) = lim —1 - J {J eIV 4(y) e 2 ay} ax¥(s)
g+ (21) i R

voor iedere P—continuiteitsverzameling A. Als bovendien

[ lstelas < =,
Rk
dan is P een continue verdeling met dichtheid

(2.10.12) £f(x) = ~——kj eix'y ¢(y) dy, x € RE.
k
R
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Merk op dat deze stelling impliceert dat een kansverdeling P op (Rk,Bk)
door zijn karakteristieke functie geheel vastgelegd wordt.

Bewtjs:

Wij bewijzen 2.10.11 hier alleen voor het Zéndimensionale geval (k=1).
Het bewijs voor het meerdimensionale geval is analoog. Substitutie in
(2.10.10) van P voor P, en van de N(O,ce)-verdeling voor P, geeft, na
vermenigvuldigen met o/v2m, 5

5 2 1. 2 2
(2.10.13) ] f e 4(y) e ¥ ay = J e 29 (x%)" 4p(x), ¢ < B'.
1

or
- vam 21

Nu blijkt het rechterlid van deze gelijkheid bij nadere inspectie juist
gelijk te zijn aan de dichtheid van de convolutie van P met een N(0,1/02)—
verdeling. Anders gezegd, als X en Y twee o.0. stochastische grootheden
zijn, X met verdeling P en Y met een N(O,1/02)—verdeling, dan heeft
T =X+ Y een continue verdeling met dichtheid fT(t) gegeven door het
rechterlid van (2.10.13) (Ga dit na!). Derhalve geldt voor iedere A € B!
-
P(Tea) = J £.(8) an'(e) = 1 J {J1 e 4(y) e 2% gy} ar'(v).
A R

Verder is gemakkelijk in te zien dat Y ? 0 voor o > =, zodat (stelling
2.9.7T) T 2 X voor 0 + =, Hiermee is (2.10.11) bewezen.
Als ¢ een lk—sommeerbare functie is (gezien de continuiteit van ¢ komt
de gestelde voorwaarde daarop neer), dan is f door (2.10.12) welgedefini-
eerd en continu op RE. Verder volgt dan uit (2.10.11) en de gedomineerde

convergentiestelling

1

., Y'Y

P(a) = 1 = J lim {I i ; o(y) e #d
(o) v Tk

ay} axf(t) = I £(6)ark(t),
R A

voor iedere P-continuiteitsverzameling A. Voor de verdelingsfunctie F van
P geldt dus

(2.10.14) F(x) = I £(t) ax¥(t) = J £(+) at,

(_m’x] (_m,x]
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voor alle x € Rk waar F continu is. Maar dit houdt in dat F overal continu
k

is, zodat (2.10.14) voor alle x ¢ R* geldt.
De inversiestelling en (2.10.2) impliceren samen, dat de verdeling van een
stochastische vector X wordt vastgelegd door de verdelingen van alle
lineaire combinaties t'X van de componenten van X. Wij kunnen k-dimensio-
nale verdelingen dus volledig beschrijven met behulp van &én-dimensionale
verdelingen. Zo kunnen wij de meerdimendionale normale verdeling karakter—
iseren door te stellen dat een k-dimensionale stochastische vector X dan
en slechts dan N(u,ﬂ}-verdeeld is, als voor iedere t € Rk de stochastische
grootheid t'X een €én-dimensionale N(t'u,t'it)—verdeling heeft.
Tot nu toe hebben wij - sprekend over meerdimensionale normale verdelingen -
altijd verondersteld, dat de covariantie-matrix E positief definiet is. De
zojuist gegeven karakterisering van de N(u,i)—verdeling definieert echter
ook een verdeling op (RX,BX) als wij slechts veronderstellen dat I een
symmetrische re€le positief semi-definiete (k*k)-matrix is, mits wij per
conventie de €&ndimensionale N(1,0)-verdeling gelijk stellen aan de in het
punt p gedegenereerde verdeling. We kunnen dit als volgt inzien. Als I een
reéle symmetrische positief semidefiniete (kxk)-matrix is, dan is er een
orthogonale matrix P, zodanig dat P' I P = A een diagonaal-matrix is met
diagonaal-elementen 11, A2’ wg Ak 2z 0. Laten Y,, Y5, ..., ¥, nu k o.o.
stochastische grootheden zijn, waarbij voor iedere j = 1, 2, ..., k de
stochastische grootheid Yj een N(O,lj)—verdeling heeft, met dien verstande
dat P(Yj=0) = 1 als lj = 0. De karakteristieke functies van Y,, Y5, ..., Y,
worden dan gegeven door

-3i.u

J

¢y (u) = e ,ueR', j=1, 2, vy B

dJ

en dus (stelling 2.10.1) vinden wij voor de karakteristieke functie van de
stochastische vector Y = (Y1,Y2,...,Yk)',

K
S RRI
= -3t At Kk
by(t) = e J - ot s &= (byatpeeeasty,)! € R

Als nu p € Rk en X = p + PY, dan voldoet de verdeling van X aan de gestelde

eisen. Uit (2.10.1) volgt immers
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it'y it'u-3t'"PAP't it'p-3t')t
ox(t) = e " o (P't) = e : & i ,

en dus ook

¢t,x(u) = eit'pu"%t'ItuE, u e R1, t e Rk,

zodat t'X voor iedere t € R° de voorgeschreven &éndimensionale verdeling
heeft. Wij noemen de verdeling van X de N(U,H)—verdeling, ook als I niet
positief definiet maar alleen positief semidefiniet is. In het laatste
geval spreken wij van een singuliere normale verdeling. Steeds is de
karakteristieke functie van de vorm (2.10.8). Uit de beschreven constructie
volgt, dat in het singuliere geval &&n of meer componenten van Y met kans 1
gelijk aan Q zijn. Dit betekent dat de singuliere N{H,I)—verdeling kans 1
toekent aan een verzameling, die door de transformatie x = u + Py, m.a.w.
door een translatie en een rotatie, ontstaat uit een lineaire deelruimte
van Hk met dimensie gelijk aan de rang van X en dus kleiner dan k. Daar
dergelijke verzamelingen lk—nulverzamelingen zijn, zijn singuliere normale
verdelingen niet absoluut continu. Een singuliere normale verdeling heeft
dus geen dichtheid!

Stelling 2.10.4 '

Een rij kansverdelingen P,, P,, ... op (Rk,BkJ met karakteristieke functies
¢4»> ¢> ... convergeert dan en dan alleen zwek naar een verdeling P met
karakteristieke functie ¢, als ¢n(t) + ¢(t) voor n > = en alle t € Rk.
Bewijs:

Daar eitlx voor iedere vaste t ¢ Bk een begrensde continue functie van

X € Rk is, impliceert zwakke convergentie van Pn naar P per definitie dat

¢n(t) »> ¢(t) voor n + ». Het omgekeerde volgt uit stelling 2.10.5.

Stelling 2.10.5 (Continuiteitsstelling van Lévy)

Als de karakteristieke functies $9s 955 +.. van een rij kansverdelingen

k k

,Bk) de eigenschap hebben dat ¢n(t) voor iedere t € R

en n +~ » naar een limiet 4¢(t) convergeert, die als functie van t continu

Pys Pps «.. Op (R

is'in de corsprong, dan is ¢ de karakteristie functie van een kansverdeling

P, en Pn—EHiP voor n + o,
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Bewijs:

We bewijzen eerst dat de collectie verdelingen Il = {P1,P2,...} uniform
beperkt is. Als dat niet het geval was, en als Sr voor r > 0 de gesloten
k-dimensionale bol met straal r om de oorsprong voorstelt, dan zou er een
€ > 0 zijn zodanig dat er bij iedere r > 0 een natuurlijk getal m is met

Pm(Sr) < 1 - €. Dit betekent, dat er een stijgende rij Nys Ops -.. zOU Zijn,
zodanig dat

(2.10.15) Pnj(sj) CfmiBy B Ay By s

Geven wij, voor ¢ > 0, de k-dimensionale N(O,GEI)-verdeling aan met Qg,
dan geldt volgens stelling 2.10.2

2_,
(2.10.16) I ¢n(t) dq (t) = J e_gc s dPn(x) =
k k
R R
2. 12|
= J e-gc e dPn(x) + J e 2T X dPn(X) b3
8, 5

A

Pn(sr) + e“%c & s n=1,2,..., 00, r>0.

Merk op, dat het eerste 1id van (2.10.16) dus re@el is. Uit (2.10.15) en
(2.10.16) zou dan volgen dat

_36242
L{dﬁn.(t) Q. (t) 21 -¢ec+e J,i=1,2,....,0>0,
J

R

en dus, wegens de gedomineerde convergentie van ¢n naar ¢,
J

(2.10.17) I o(t) aQ (t) <1 - e.
k
R

Nu is ¢ echter continu in de oorsprong met ¢(0) = 1lim ¢n(0) = 1. Er is dus

een § > 0 zo, dat Re ¢(t) > 1 - £/2 voor alle t € S, en dus geldt

ik ¢o(t) aQ (t) = ik Re ¢(t) aQ (t) 2 (1 - 3) Q(8g) + Q (s%).
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Daar Q0 voor ¢ *+ 0 zwak convergeert naar de verdeling die gedegenereerd is

in de oorsprong, volgt hieruit

1imian 6(t) aq (t) 2 (1 - 3),
a+0 Rk

in strijd met (2.10.17). II is dus uniform beperkt en derhalve (stelling
2.9.5) relatief compact. De rij Pys Py, ... heeft dus minstens &én zwak
convergente deelrij. Uit het reeds bewezen deel van de vorige stelling
volgt, dat de bij deze zwak convergente deelrij behorende karakteristieke
functies naar de karakteristieke functie van de limietverdeling convergeren.
Daar zij ook naar ¢ convergeren, kunnen wij hieruit concluderen dat ¢ de
karakteristieke functie wvan een kansverdeling P is. Maar nu volgt met behulp
van de vorige stelling en de inversiestelling, dat iedere zwak convergente
deelrij van de rij P.> Py, ... dezelfde limiet P heeft, en dus (stelling

2.9.3) dat Pn-EE;P voor n + @,

Stelling 2.10,6
Als de eerste n momenten van een kansverdeling P op (R1,B1) bestaan en
eindig zijn, dan heeft de karakteristieke functie ¢ van die verdeling n

continue afgeleiden, gegeven door

(2.10.18) o) (¢) = ik I Lo @0lx), e By K= Ay Bl vees B
21
Bewijs:

Stellen wij ¢(0)

= ¢, dan geldt (2.10.18) voor k = 0. Verder volgt uit
(2.10.18) voor een k < n dat (2.10.18) ook geldt voor k + 1. Het gegeven

betekent immers, dat

J |x|® aP(x) < =, k = Ty 2, wmey Ba
4
R

en dus impliceren (2.10.18) en de gedomineerde convergentiestelling

.. inx -
o) () = 14m ik J' K 1P Sl gp(y) = 3K I 11X gp(x),
m0 41 R’
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daar
ihx1 1 1
E—E——*- <|x|l,xeR',heR', h =0.
De continuiteit van ¢(k) voor k = 1, 2, ..., n-1 volgt uiteraard uit de

differentieerbaarheid. De continuiteit wvan ¢(n) kan men rechtstreeks met

behulp van de gedomineerde convergentiestelling bewijzen.

Kerakteristieke functies worden veel gebruikt als hulpmiddel bij het be-
studeren van verdelingen van sommen van o.o. stochastische grootheden. Ter
illustratie geven wij hier de volgende stellingen. De eerste is een al
eerder genoemde versie van de zwakke wet van de grote aantallen, die aan-
zienlijk sterker is dan stelling 2.8.2, zij het dan dat hier de stochas-
tische grootheden in kwestie niet alleen o.0. mear ook identiek verdeeld
worden verondersteld.

Stelling 2.10.7

Als X5 X2, .-+ 0.0. en identiek verdeelde stochastische grootheden zijn
met eindige verwachting u, dan convergeren de gemiddelden

X =

n Tiw mom®; 0 o

1 9

o=
i~

J
voor n + = in waarschijnlijkheid naar u.

Bewijs:

Als ¢ de karakteristieke functie van de Xj, jg=1, 2, ... is, dan wordt
de karakteristieke functie wvan in volgens stelling 2.10.1 gegeven door

oz (t) = (¢(%))n, teR,n=1,2, ...
n
Daar ¢ volgens stelling 2.10.6 differentieerbaar is met ¢'(0) = iy, impli-

ceert dit voor vaste doch willekeurige t en n + =,

.

og (€)= (14 E 4 o(ld))R > HHt
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Nu is el“t de karskteristieke functie van de verdeling die gedegenereerd
; - D -
is in het punt p, en dus (stelling 2.10.4) geldt X, > u, zodat ook X L

yoor n ¥+ ®.

De volgende stelling is een eenvoudige versie van de zogenaamde centrale
limietstelling. Deze zegt dat onder zekere voorwaarden sommen van grote
aantallen o.o. stochastische grootheden bij benadering normsal verdeeld
zijn. Als gevolg hiervan speelt de normale verdeling een belangrijke rol

in vele situaties, waar men met sommen of gemiddelden van vele waarnemingen
te doen heeft.

Stelling 2.10.8 (Lindeberg-Lévy)
Als XT’ XE’ ... 0.0. en identiek verdeelde stochastische grootheden zijn
met eindige verwachting p en variantie 02, dan convergeert de verdeling
van de gestandaardiseerde som
n
E ijnu
7 = 9=1° 5 Biat, B,
n
ovn

voor n * « zyak naar de N(0,1)-verdeling.

Bewtjs:
Als ¢ de karakteristieke functie wvan Xj -u, j=1,2, ... is, dan wordt

de karakteristieke functie van Zn gegeven door
t n 1
¢y (£) = (6(—==)), teR,yn=1,2, ... .
n ovn

Uit het gegeven volgt verder, wegens stelling 2.10.6 dat ¢ twee keer dif-

ferentieerbaar is met ¢'(0) = iE{xj-u) =0 en ¢"(0) = - E{Xj—u)e = - 32,

Voor vaste doch willekeurige t € R! en n + = geldt dus
2 2
t 1,40 -3t
0 (8) = (1=} -+ o) + &7,

en zo volgt het gestelde uit stelling 2.10.4 en (2.10.6).

Een interessant en historisch belangrijk speciaal geval van de laatste
stelling is het volgende (zie ook stelling 2.8.3).



132

Stelling 2.10.9 (de Motvre-Laplace)
Als x(n), n=1,2, ..., het aantal successen in n o0.0. alternatieven 18,
waarbij voor ieder alternatief de kans op een succes gelijk is aan p = 1-q

met pg > 0, dan convergeren de gestandaardiseerde grootheden

(n)
zn = X__ZEE s 2 =1, 2,
yapg

Voor n + = naar een N(0,1)-verdeelde stochastische grootheid, zodat
b

2
P(np+a¢npq<x(n),gpp+b\fnpq} Y I e'i’t dt
V2n 4

vcorn->menallea,‘beR1 met a < b.

Op deze laatste stelling berust de zogenaamde normale benadering voor
binomiale verdelingen. Als een stochastische grootheid X een binomiale
verdeling heeft met parameters n en P = 1-q met pq > 0, dan geldt voor
k < 1 en grote waarden van n

(2.10.19) P(k<X<l) =~ ¢{l;n,'&} - q,(k_—l.l.E) -
npq vonpq

waarin ¢ de verdelingsfunctie van de N(0,1)-verdeling is. Voor gehele
Wwaarden van k en 1 vervangt men (2.10.19) vaak door

(2.10.20) P(k<X<l) » q,(ii%:_rm} - ¢(k—+i=*—‘ﬂ}.
npq npq

In de meeste gevallen geeft dit een iets betere benadering. In het bij-
zonder krijgt men dan voor gehele k,

P(X=k) ~ @(Eﬂ-_nﬂ) - q,(k_'.%"_n.E)_
/npq vapq

Men zegt dat (2.10.20) wit (2.10. 19) onstaat door het aanbrengen van
een continulteitscorrectic.
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Opgaven
1: Ga na dat de karakteristieke functie van

a) de binomisle verdeling met parameters n en p door
it n
¢(t) = (pe” "#q), -® < t < =

b) de Poisson verdeling met parameter X door

A( 1ot
$(t) = e (1-e ),_m{t{m;

c) de negatief binomiale verdeling met parameters k en p door
it K
¢(t)=(—2§‘-“:‘—},—m<t“”;
1t
1-ge
d) de multinomiale verdeling met pareameters n en Py»> Pps +:+5 P door
k it. "
¢(t1’°°°’tk) = ( E pje J) - tj Shioel. 3 = 15 By swvg XKy
J=1
e) de homogene verdeling op (-1,1) door

¢(t)=s]"_:-§.’_m<t{m;

f) de standaard gamma verdeling met parameter k door

1

(t) = 3
: (1-11-.)1‘

.-m\\:t<w"

g) de standaard dubbel-exponentigle verdeling door

1
8(8) = ==, w <t < w
1+t

h) de standaard Cauchy verdeling door

ste) = %l

,_m¢t<m,

gegeven wordt.
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2. Bewijs:

a) Als X, een Poisson verdeling met parameter A heeft, dan convergeert
{XX—A}//A voor A + = in verdeling naar een N(0,1)-verdeelde sto-
chastische grootheid.

b) Als Xk een standaard gamma verdeling met parameter k heeft, dan
convergeert (ank)!fk voor k + « in verdeling naar een N(0,1)-
verdeelde grootheid.

3. Laat zien dat het gemiddelde van n o0.0. standaard Cauchy verdeelde
stochastische grootheden zelf ock een standaard Cauchy verdeling heeft,

k. Bewijs dat een rij k-dimensionale stochastische vectoren Xy X55 -
dan en dan alleen in verdeling naar een stochastische vector X conver-
geert als t'Xn . t'X voor n + » en alle t € Rk.

Sa Geef generalisaties van de stellingen 2.10.7, 2.10.8 en 2.10.9 voor
0.0. en identiek verdeelde k-dimensionale stochastische vectoren

X, X

i TP swe

2.11. VOORWAARDELIJKE VERWACHTING

2i]j gegeven een kansruimte (Q,4,P). Voor A, C € A met P(A) = 0 wordt de

voorwaardelijke waarschijnlijkheid van C gegeven A gedefinieerd door (zie
§2.2)

(2.11.1) P(C[A)=%—‘;‘%.

Indien V = (V&,...,Vm) een stochastische vector op (Q,4,P) voorstelt, kun-

nen wij de voorwaardelijke kensverdeling van V gegeven A definiZren door
(2.11.2) PVIA(B) = P(VeB|A), B e B

Aangezien P(C|A) voor vaste A als functie van C een kans op (2,4) is, is
PV|A een kansverdeling op R, Als Y = (Y1""’Yk) een discreet verdeelde
stochastische vector op (9,4,P) voorstelt, dan wordt voor iedere Y € Rk

waarvoor P(Y=y) = 0 de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven Y = y
gedefinieerd door
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(2.11.3) = P(veB|Y=y), B ¢ B™.

P
V[Y=y(B)
Wij interpreteren PViYﬂy als de kansverdeling van V als bekend is dat Y bij
het experiment de waarde y heeft aangenomen. Als ¢ een refle Borelfunctie
op R is, dan wordt de verwachting van ¢(V) met betrekking tot de verdeling

(2.11.3) de voorwaardelijke verwachting van ¢(V) gegeven Y = y genoemd:

(2.11.4) E(¢(V)|Y=y) = J $(v) ap

H]:l].

Definitie (2.11.3) wordt mogelijk gemaakt doordat P(Y=y) # 0. Indien

VfY=y(v)'

echter Y een continue verdeling bezit en dus P(Y=y) = 0 voor alle y € Rk,
moeten wij op een andere wijze te werk gaan. Als het paar (V,Y) bijvoor-
beeld continu verdeeld is met dichtheid fV,Y’ dan is ook Y continu verdeeld
met dichtheid fY‘ Men zou dan kunnen overwegen om, onder het opleggen van
voldoende regulariteitsvoorwaarden om de onderstaande limietovergangen te

rechtvaardigen, (2.11.3) te vervangen door

Pvll’=y(B) = i-j;]:g P(V€B|Y€[y,}'+h]) -
J JfV,Y(v’“)d"d“ j £y y(vsy)av
= 1im L¥ythl B B -
e J £y (u)du Y

[y,y+h]

voor alle y waarvoor fY(Y) # 0. Dit komt neer op een definitie waarbij de

voorwaardelijke verdeling PV|Y=y wordt gegeven door zijn dichtheid

v
(2.11.5) fV[Y=y(V) = ——?;G;T-a fy(y) = o0,

hetgeen een duidelijke analogie met (2.11.3) vertoont. Voor een reéle
Borelfunctie ¢ op R™ zou men nu voorts kunnen definidren

(2.11.6) E(6(V)|Y=y) = J o(v) £ 1. (v)av.

' v|Y=y
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Een dergelijke sanpak is echter weinig algemeen. Men geeft er daarom
de voorkeur aan de begrippen voorwaardelijke verdeling en verwachting op de
stelling van Radon-Nikodym te baseren. Op grond van de overweging dat een
kans als een verwachting kan worden opgevat - namelijk als verwachting van
een indicator functie - stelt men hierbij de definitie wvan voorwaardelijke
verwachting centraal.

Zij X een stochastische grootheid gedefinieerd op een kansruimte
(2,4,P) en veronderstel dat E|X| < ». Zij voorts 4, een deel-o-algebra van
A.

Stelling 2.11.1
Er bestaat een 4 O—meetbare stochastische grootheid X' zodanig dat voor

iedere A € AO

(2.11.5) [xaP=J X'ap.

A A
Teder tweetal Ao-meetba.re stochastische grootheden met de eigenschap
(2.11.5) is P-bijna overal gelijk.

Bewijs:
Veronderstel eerst dat X > 0 op 2 en definieer voor alle A ¢ AO
v(A) = J XdP.
A

Men verifieert gemakkelijk dat v een eindige maat op (Q,AO) is die P-abso-
luut continu is. Uit de stelling van Radon-Nikodym volgt nu het bestaan

van een niet-negatieve, eindige en Ao—meetbare functie X' waarvoor

v(a) =Jx'ap, Aced
A

hE

twee functies met deze eigenschappen zijn P-b.o. gelijk.

Indien X niet niet-negatief is op Q schrijven wij X = X+-X-, waarbi]j
x" = max(X,0) en X~ = -min(X,0) beide niet-negatief en P-sommeerbaar zijn.
Toepassing van het voorafgaande op X+ en X levert het bestaan van niet-

. " X 1 = )
negatieve, eindige en Ao—meetbare functies X+ en X zodanig dat voor
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iedere A € AO

(] - !
IX+GP=[X+GP,IXGP=JXdP
A A A A

PO |
en hieruit volgt dat de Ao—meetbare funetie X' = X =X voldoet san

{2.11.5).
Als X' en X" beiden Ao-meetbaar zijn en aan (2.11.5) voldoen, dan
geldt voor iedere A € AO
J X'dP = J X"dP.
A A
Door hierin voor A de verzamelingen {w: X'(w) > X"(w)} respectievelijk
{w: X"(w) < X"(w)} te kiezen ziet men dat deze beide verzamelingen P-maat

nul bezitten, zodat P(X'=X") = 1.

Definitie 2.11.1

Een Ao-meetbare stochastische grootheid X' zodanig dat voor alle A € AO

aan (2.11.5) is voldaan wordt een voorwaardelijke verwachting van X gegeven
AO genoemd en aangeduid door de notatie X' = E(X1A0). Indien wij de afhanke-
lijkheid van w € 9 in de notatie tot uitdrukking wensen te brengen schrijven
wij X'"(w) = E{XIAO}(m).

In plaats van over een voorwaardelijke verwachting spreekt men ook wel over
een versie van de voorwaardelijke verwachting. Volgens stelling 2.11.1 zijn
twee versies P-bijna overal gelijk.

De volgende stelling geeft een tweede karakterisering van E(X]Ao) die

echter in wezen nauwelijks van de eerste verschilt.

Stelling 2.11.2
X' = E(X|AO) dan en slechts dan indien X' Ao—meetbaar is en

(2.11.6) I XZdP = J X'Zap

(d.w.z. EXZ = EX'Z) voor iedere Ao-meetbare stochastische grootheid Z waar-

voor XZ P-sommeerbaar is (d.w.z. E|XZ| < =).
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Bewijs:

Voor A € AO is de stochastische grootheid Z = I, Ao—meetbaar en daar

E|X| < = is XZ P-sommeerbaar. Uit (2.11.6) volgt dus (2.11.5). Het bewijs

dat ook omgekeerd (2.11.6) uit (2.11.5) volgt verloopt in vier stappen.

a) Als Z een elementaire Ao—meetbare functie is, is het te bewijzene
triviaal.

b) Als X>0enZ >0 op 2, dan kiezen wij een rij niet-negatieve

elementaire Ao-meetbare functies Zn + Z. Volgens a) geldt
J Xz dP = I X! 2 dP voor alle n. Uit het bewijs van stelling 2.11.1
volgh dat X > 0 op 2 impliceert dat X' 2 0 P-bijna overal. Toepassing
van de monotone convergentie stelling levert J XanP =+ J ¥Zd4dP en
I X'z ap > J X'ZdP, waaruit (2.11.6) volgt.

c) Als X > 0 op 2 passen wij b) toe op 2" en 2° en vinden
I xz*ap = J X'ZaP en J XZ 4P = I X'Z dP. Daar XZ P-sommeerbaar is
zijn deze integralen eindig zodat (2.11.6) geldt.

5 £ + =
d) Voor willekeurige X en Z kan c) worden toegepast op X en X , daar de

P-sommeerbaarheid van X7 die van X+Z en X 7 impliceert. Dit geeft
J’ x'zap = J (x*)'2aP en J X zdP = J (X~ )'ZdP. Daar deze integralen

eindig zijn en uit het bewijs van stelling 2.11.1 volgt dat
X' = (X')'=(X")' P-bijna overal, geldt (2.11.6) ook nu.

In het voorafgaande kwamen herhaaldelijk beweringen voor die P-bijna
overal juist zijn. In een meer op de waarschijnlijkheidsrekening afgestem-
de terminologie zegt men dat een dergelijke bewering met kans 1 of bijna
zeker (afgekort: b.z.) juist is (in het Engels: almost surely of a.s.). In
de volgende stelling worden een aantal eenvoudige eigenschappen van voor-
waardelijke verwachtingen opgesomd. Daar voorwaardelijke verwachtingen
door ons slechts zijn gedefinieerd voor stochastische grootheden met eindige

verwachtingen, wordt hierbi]j stilzwijgend asngenomen dat Xa: X

en X, inder-
daad eindige verwachtingen bezitten.

7
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Stelling 2.11.3

a. E(E(XMO)) = EX.

b. E(X[AO) = X b.z. als X 4 -meetbaar is.

c. E(xzl|4y) = ZE(X|4)) b.z. als Z A -meetbaer is met E|Xz| < =.

d. E(XIAO} = EX b.z. als AO en de door X gelnduceerde o-algebra Ax 0.0.
zijn.

e. E(E(x]4))4,) = E(x|4,) = E(E(x|4,)|4)) b.2. als 4 < 4, < 4.

f. Als X = ¢ b.z. dan geldt E{X|A0] =c b.z..

g. E(ax1+bx2iA0) = a.E(X1|AO) + bE(X2|AO} b.z..

h. Als X > 0 b.z. dan geldt E(X|A0] > 0 b.z..

i. |E(xl4)] < B(]xX]|4,) b.2..

A

Bewijs:

a, b, f, g en de eerste gelijkheid in e volgen rechtstreeks uit stelling
2.11.1 en de daarop aansluitende definitie 2.11.1. h volgt uit het bewi]js
van stelling 2.11.1. Uit g en h volgt i daar E(X!Ao) = E(X+fA0) - E(X_|AO)
b.z. en E(|X||A0) = E(X+|AO) + E(X‘IAO) b.z.. Door in stelling 2.11.2 Z te
vervangen door ZIA’ Ae Ao, verkrijgt men c. Als AO en AX 0.0. 2ijn en Z
Ao—meetbaar is, zijn X en Z o.o0. zodat volgens stelling 2.7.3 EXZ = EXEZ
indien E|XzZ| < =, Toepassing van stelling 2.11.2 levert d. Daar

B
5

J E(X|A.|)d.P, Aecd,,

E(X|A0)dP, Acd,

p— =
2
]

B—_—

zijn de beide rechterleden gelijk voor iedere A ¢ AD als AO < A1 c A. Daar
E(X|A0) A, -meetbaar is en E(E(KIAO)) = EX eindig is levert toepassing van
stelling 2.11.1 en definitie 2.11.1 de tweede gelijkheid in e.

Men kan E(XIAOJ blijkens zijn definitie opvatten als een vergroving
van X tot een Ao-meetbare stochastische grootheid waarbij de gemiddelde
waarde over Ao—meetbare verzamelingen met betrekking tot P behouden blijft.
Als AO
E(x|4)
gens stelling 2.11.3e stapgewijs een steeds verder gaande vergroving op.

[}

A treedt geen vergroving op daar volgens stelling 2.11.3b

X b.z.. Naarmate de o-algebra Ao echter kleiner wordt treedt vol-
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Dit proces eindigt als men voor AO de kleinste o-algebra in 4 kiest, name-
1lijk AO = {¢,2}. Men gaat met behulp van definitie 2.11.1 of stelling
2.11.3d eenvoudig na dast in dit gewval E(X[AO} = EX b.z. zodat X nu tot een
P-bijna overal constante stochastische grootheid is teruggebracht.

Hoewel E(XIAO} niet als een integraal is gedefinieerd corresponderen
de eigenschappen f-i in stelling 2.11.3 met eigenschappen van EX (zie stel-
ling 2.7.1 b-e). Ook de hierna volgende stellingen wijzen erop dat een
voorwaardelijke verwachting zich, grof gesproken, bijna zeker als een ver-
wachting gedraagt (verg. stellingen 1.6.2-1.6.5).

Stelling 2.11.4 (monotone convergentie stelling)
Als 0 <X + Xb.z. en EX < ®, dan geldt ook E(X_[4,) + E(X]4,) b.z..

Bewijs:

Daar X, b-z. een niet-dalende rij niet-negatieve stochastische grootheden
is, geldt hetzelfde voor de rij Xr'n = E(XHIAO) volgens stelling 2.11.3g en
h. De rij X;l convergeert dus b.z. naar een Ao—meetbare functie Z. Toepas-
sing van stelling 1.6.2 op XnIA en }{IJEL respectievelijk XI‘I.IA en ZI, levert

A
voor iedere A ¢ A

0
JXdP-*IXdP,JX‘dP-*JZdP.
n n
A A A A
Daar de beide linkerleden voor iedere n aan elkaar gelijk zijn, zijn ook

de rechterleden gelijk. Aangezien Z Ao—meetbaa.r is, volgt hieruit dat
z = E(x|4,) b.z..

Stelling 2.11.5 (Llemma van Fatou)

Als Xn;O b.z. en EXn <®voor m=1, 2, .., en als voorts

E(lim inf Xn) < =, dan geldt
n

E(limninf xnleJ ;limninf E(xnle) BiaZia

Als ]{h 2 0Db.z. en Exn >-®voor n =1, 2, ... en als voorts
E(lim sup Xn] > -=, dan geldt

E(lim sup XnIAO) > lim sup E(XnIAO} b.z..
n n
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Bewijs:
Het tweede deel van de stelling volgt uit het eerste door Xn door -Xn te

vervangen.Om het eerste deel te bewijzen merken wij op dat

1lim inf L= lim Yn’ Y = inf X .
n n-ee m>n
Daar Yn een niet-dalende rij b.z. niet-negatieve stochastische grootheden
is volgt uit stelling 2.11.L

E(lim inf xn[AO) = lim E(Yn|A ).

n nre O

Voor iedere m 2 n-geldt Yn ;'Xm' Volgens stelling 2.11.3g en h geldt dus
E(YnIAO) = E(Xm|AO) b.z. voor iedere m > n, zodat

E(Yn|AO) < inf E(X_|4,) b.z..
m>n

Hieruit volgt dat met kans 1

E(lim inf xnIAO) < lim inf E(X_ |4,) = lim inf E(X_|4,).
n > m>n n

In de formuleringen van stellingen 2.11.4 en 2.11.5 wordt de eindig-
heid van een aantal verwachtingen ge&ist terwijl overeenkomstige voorwaar—
den in stellingen 1.6.2 en 1.6.3 ontbreken. De reden hiervan is gelegen in
het feit dat wij voorwaardelijke verwachtingen slechts gedefinieerd hebben
voor stochastische grootheden die eindige verwachtingen bezitten: de be-
doelde voorwaarden in stellingen 2.11.4 en 2.11.5 dienen uitsluitend om
het bestaan van de in deze stellingen genoemde voorwaardelijke verwach-
tingen te garanderen. Men kan echter de definitie van voorwaardelijke ver—
wachting gemakkelijk uitbreiden tot stochastische grootheden die P-inte—
greerbaar zijn, d.w.z. waarvoor de verwachting gedefinieerd doch niet nood—
zekelijk eindig is. Doet men dit, dan blijven stellingen 2.11.4 en 2:1145
ook zonder de bedoelde voorwaarden gelden. Stelling 2.11.4 is dan ook niet
meer een speciaal geval van de hierna volgende stelling 2.11.6, hetgeen
thans wel het geval is.
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Stelling 2.11.6 (gedomineerde convergentie stelling)

Als X + X b.z. en er een stochastische grootheid Y met E|Y| < = bestaat
n

zodanig dat |Xn] < Y b.z. voor alle n, dan geldt

B(|x -X|]4,) + O b.z., zodat
E(xniAoj + E(X]4,) b.z..

Bewijs:

Uit het gegeven volgt dat de in de stelling en in het onderstaande bewijs
voorkomende stochastische grootheden eindige verwachtingen bezitten zodat
hun voorwsardelijke verwechtingen gedefinieerd zijn. Zij Yn = Ixn-xl . Dan

is 2Y - Y, 2 0 Vb.z. zodat volgens stelling 2.11.3g en stelling 2.11.5

E(2Y|A0} - E{limnsup Yn|A0) = E(lmnmf(ar—tfn)IAO)

5
< lim inf E(2Y-Y |4)) = E(2¥|4) - lim sup E(Yn|AO) b.z.,
n n

zodat volgens stelling 2.11.3h en f

02 1imnsup E(Yn[Ao) £ E(limnsup Yn[iIO) =0 b.z..

De tweede uitspreak van de stelling volgt door toepassing van stelling
2.11.3 1 en g.

In het bovenstaande werd stelling 2.11.5 uit stelling 2.11.4 en stel-
ling 2.11.6 uit stelling 2.11.5 afgeleid. Merk op dat men op precies de—

zelfde manier stelling 1.6.3 uit stelling 1.6.2 en stelling 1.6.4 uit
stelling 1.6.3. kan afleiden.

Stelling 2.11.7 (ongelijheid van Jensen)

Zij g een reéle meetbare en convexe functie op R'. Indien E|X| < = en
E|lg(X)| < © dan gelat

E(g(x)]4,) > g(E(X|44)) v.z..
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Bewijs:

Daar g meetbaar en convex is, is g ook continu op R1 en bestaat er voor
iedere & ¢ R een redel getal m(a) zodanig dat g(x) > g(a) + m(a)(x-a)

voor alle x € R (zie pag. 24). Aangezien g begrensd is op begrensde inter-
vallen geldt hetzelfde voor de functie m; men verifieert zelfs eenvoudig
dat m monotoon niet-dalend is op R'. Uit g(x) > g(a) + m(a)(X-a) volgt vol-
gens stelling 2.11.3 dat iedere a ¢ R

E(g(X)]4,) 2 g(a) + m(a)(E(X|4,)-a) b.z..

Zij D een aftelbare verzameling die dicht ligt in %Y, Daar een aftelbare

vereniging van P-nulverzamelingen zelf ook een P-nulverzameling is, geldt

(2.13.7) E(g(x)|4,) 2 suwp {g(a)m(a)(E(x]4,)-a)} b.z..
deD
Beschouw de verzameling A e AO van die w € Q waarvoor E(X‘AO)(M) eindig is

en waarvoor
E(g(X) fAO)(u:) > sup {s(d)ﬂn(d)(E(Xlﬁo)(w)—d)}-
deD

Daar E(X]Ao) b.z. eindig is volgt uit (2.11.7) dat P(A) = 1. Voor een
willekurige vaste w € A kiezen wij een rij dn € D die voor n + = naar
E(X|A03(m) convergeert. Daar g continu is op R' enm begrensd is op begrens-

de intervallen vinden wij voor iedere w € A

E(g(X)|4,)(w) > 1im {ea )+m(a, ) (B(X]4y) (w)-a )} =

n+e

g(E(X|4,)(w)).

Beschouw een stochastische vector Y = (Y.I,...,Yk), 1 2k < «, gedefini-
eerd op dezelfde kansruimte (Q,4,P) waarop ook de stochastische grootheid X
is gedefinieerd. Zij AI de door Y in Q geInduceerde og-algebra. Indien
E|X|] < », definigren wij de voorwaardelijke verwachting van X gegeven Y als
de voorwaardelijke verwachting van X gegeven AY:
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(2.11.8) E(X|Y) = E{XIAY).

Dit is een Ar—meetbare stochastische grootheid, hetgeen volgens stelling
1.4.1 equivalent is met het bestaan van een reéle Borelfunctie g op Rk

danig dat E(X|Y) = g(Y). Uit definitie 2.11.1 volgt nu dat (2.11.8)
valent is met:

Z0-

equi-

Definitie 2.11.2

Een stochastische grootheid X' wordt een voorwaardelijke verwachting ven X
gegeven Y genoemd (notatie: X' = E(X|Y)) indien er een redle Borelfunctie
k

g€ op R” bestaat zodanig dat X' = g(Y) en indien voorts

(2.11.9) JXd.P=JX'dP
A A

voor iedere A € AY’ d.w.z. voor iedere A = Y"1(B), B e Bk.

Merk op dat volgens de overplantingsstelling

‘ J g(Y)ap = J g(y)ap,(y),
Y () B

zodat (2.11.9) in definitie 2.11.2 mag worden vervangen door

(2.11.10) J Xap = J gdp, voor alle B e BX,
v (3) B

Wegens (2.11.8) zijn twee versies gT{Y) en SQ(Y) van E(X|Y) als
functies op Q P-bijna overal gelijk. Dit is equivelent met de bewering dat
de bij deze versies behorende functies 8, en g, op Rk PY-bijna overal ge-
1ijk zijn.

Indien twee stochastische vectoren Y en Y dezelfde o-algebra AY = A?
in @ induceren, dan geldt volgens (2.11.8) E(x]Y) = E(X|§) b.z.. Dit bete-
kent dat versies van deze voorwaardelijke verwachtingen g(Y(w)) = E(X|Y)(w)
en g(¥(w)) = B(X|¥)(w) als functie van w P-bijna overal gelijk zijn. De
functies g en E zijn in het algemeen netuurlijk niet gelijk; zij kunnen

zelfs op ruimten met ven elkaar verschillende dimensies gedefinieerd zijn.
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Uit (2.11.8) volgt ook dat E(X|Y) alle in stellingen 2.11.2-2.11.7
opgesomde eigenschappen van E{X]AO) bezit. In de twee volgende stellingen
noemen wij hiervan slechts de met stellingen 2.11.2 en 2.11.3c-e correspon—
derende eigenschappen, daar deze met behulp van stelling 1.4.1 formeel een
ander aanzien krijgen (eigenschap b in stelling 2.11.3 is een speciaal ge-

val van c).

Stelling 2.11.8

X' = E(X|Y) dan en slechts dan indien er een reéle Borelfunctie g op Rk be-
staat zodanig dat X' = g(Y) en indien voorts EXh(Y) = EX'h(Y) voor iedere
reé€le Borelfunctie h op R® waarvoor E|Xn(Y)]| < =,

Stelling 2.11.9

Op een kansruimte (Q,4,P) zijn gedefinieerd een stochastische grootheid X
met E|X| < = en stochastische veEtoren Yow (¥ e .,Yk) en Y = ('Y»‘l""’-fm)’
1 2k, m< =, zodanig dat Y = ¢(Y) waarbij ¢ een Borelfunctie op R" met
wa;rden in Rk voorstelt. Zij h een reé&le Borelfunctie op Rk. Dan geldt:

1. E(xm(Y)[Y) = n(Y)E(X]Y) b.z. als E|xn(Y)] < .

2. E(X|Y) = EX b.z. als X en Y o.0. zijn.

3. E(ExINY) = B&(x|Y) = BEXD|Y) b.2..

Wij wensen nu het begrip voorwaardelijke verwachting van X gegeven
Y = y (notatie: E(X|Y=y)) voor y ¢ R® in te voeren. Hiertoe kiezen wij een
versie g(Y) van E(X|Y) en defini&ren E(X|Y=y) = g(y) voor alle ¥ e RS,
Keuze van een andere versie van E(X|Y) leidt voor PY—bijna. alle y € Rk tot
dezelfde definitie van E(X|Y=y). Volgens definitie 2.11.2 en het daarna
volgende is iedere reg&le Borelfunctie g op R* die aan (2.11.10) voldoet een
versie van de functie E(X|Y=-) op 2, De eigenschappen van g(y) = E(X|Y=y)
volgen rechtstreeks uit die van g(Y) = E(X|Y), waarbij beweringen die voor
E(X|Y) bijna zeker gelden overgasn in beweringen over E(X|Y=y) voor Py~bijna
alle y € Rk.

Naar analogie van de relatie P(A) = EIA kunnen wij ook voorwaardelijke
waarschijnlijkheden als voorwasrdelijke verwachtingen van de corresponderen-
de indicator functies defini&ren. Als boven beschouwen wi] een kansruimte

(Q,4,P), een deel-o-algebra A, van A en een stochastische vector
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Y = (YP'“’Yk}’ tsk <, op (2,4,P) en definiéren de volgende begrippen.
Voor A € 4 is

(2.11.11) P(A]Ao)

"

E(IAIAO)

Volgens definitie

een voorwaardelijke waarschignlijkheid van A gegeven AO.
2.11.1 is P{AIAO) voor iedere vaste A € A4 gedefinieerd als een Ao—meetbare

stochastische grootheid waarvoor geldt

(2.11.12) P(AMA,) = J P(A]AO)dP voor iedere A, € 4

Bo

Twee versies van P(Ale) zijn P-bijna overal gelijk. Voor A € 4 is

0

(2.11.13) p(aly) = E(IAIY) = E(IA|AY}

een voorwaardelijke waarschijnlijkheid van A gegeven Y. Volgens definitie

2.11.2 en (2.11.10) is P(A|Y) voor iedere vaste A ¢ A gedefinieerd als een
reéle Borelfunctie g van Y waarvoor geldt

(2.11.14) P(Anx“‘(:a)) = J P(a|Y)apr = J g(y)GPY(y}
1~ '(3) B

voor alle B ¢ BS. Indien g(Y) een versie van P(A|Y) is, defini&ren wij voor
alle y € Rk de voorwaardelijke waarschijnlijkheid van A gegeven Y = y als

P(A|Y=y) = gly); P(A|Y=+) is dus een re&le Borelfunctie op R® waarvoor
geldt

1

(2.11.15) P(anY (B)) = J P(A[Y=y)d.PY(y) voor iedere B & BF.
B

Zij v = (V’.l,. ..,Vm}, 1 im< <, een tweede stochastische vector op
(2,4,P). Geheel analoog aan de notatie PV(B} of P(VeB) voor de (onvoorwaar—
délijke) waarschijnlijkheid P({w:V(w)eB}) = P(V_1{B)) voor B ¢ B" (zie §2.5)
voeren wij nu overeenkomstige notatie in voor de voorwsardelijke waarschijn-
lijkheid van de eventusliteit {V € B}. Voor iedere B ¢ B" is
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(2.11.16) PV[AO(BJ = P(veBl4 ) = B(v7'(B)|4,),
(2.11.17) Pyy(B) = P(VeB|Y) = P(v"'(3)| 1),

(2.11.18) (B) = P(VeB|Y=y) = P(V™ ' (B)|Y=y).

Pyly=y
De relatiesdie deze drie begrippen defini&ren volgen rechtstreeks uit
(2.11.12), (2.11.14) en (2.11.15) door hierin A te vervangen door V'1(B),
B € B®, 70 is bijvoorbeeld PV|Y=- (B) voor iedere vaste B € B™ gedefinieerd
als een reéle Borelfunctie op R waarvoor geldt

(2.11.19) P({veB}n{YeB}) = J PVIY=y(B)dPY(y)
B
voor ledere B € Bk. De functie PViA (respectievelijk PV|Y en PV|Y—y op

B" wordt een voorwaardelijke kansverdeizng van V gegeven 44 (respectievelijk
Y en ¥ = y) genoemnd.

De hierboven ingevoerde terminologie suggereert dat er voor iedere
A € A een zodanige versie van P{A|AO) zou kunnen worden gekozen dat
P(A[AO)(m} voor iedere (of P-bijna alle) vaste w € 2 als functie van A een
waarschijnlijkheid op (2,4) zou zijn. Indien dit inderdaad mogelijk is
noemt men een dergelijke keuze een reguliere versie van de voorwaardelijke
waarschijnlijkheid P(.lAO}. Over het al dan niet bestaan van een reguliere
versie merken wij het volgende op. Daar 0 bl IA < 11is P( A|A ) = E{I |A )
voor iedere A € A gedefinieerd en b.z. niet-negatief volgens stelllng
2.71.3h. Er is dus voor iedere A € 4 een versie waarvoor P(A[A Y (w) > 20
voor alle w € Q. Uit (2.11.12) volgt dat er een versie van P(RIA ) is waar-
voor P(Q]A (w) = 1 voor alle w e Q. Voorts geldt volgens stelllng 2.11.4

voor een disjuncte rij A1, AE, ces € A
o oo
(2.11.20) P(kg{ Ah|AO} = n§1 P(An]AO) b.z..

De P-nulverzameling van die w € 2 waarvoor de bovenstaande gelijkheid niet
geldt zal echter in het algemeen van de beschouwde rij Al Ae, .«. afhangen.

De verzameling van die w ¢ § waarvoor P(.|A0)(w) niet o-additief is op 4,
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is dus de vereniging van een - mogelijk overaftelbaar - aantal P-nulverza-
melingen en dus niet noodzakelijk een P-nulverzameling. Men kan san de hand
van een voorbeeld santonen dat deze complicatie tot gevolg kan hebben dat
er geen reguliere versie van P(. |AO) bestaat. Tevens kan men echter bewljzen
dat er voor een stochastische vector V = {V'l"' . ,Vm), 1 2m< =, wel steeds
een reguliere versie van zijn voorwaardelijke kansverdeling PVM op (Hm,Bm)
bestaat. Wij spreken af dat wij voor een voorwaardelijke kansveraeling van
een stochastische vector steeds een reguliere versie zullen kiezen. Voor
P-bijna alle w, c.q. PY-bijna. alle y, zijn PVIA (B) (w), PVlY(B)(wJ en
PV[Y=,V(B] als functie van B dus voortaan w&arscgijnlijkheden op (R®,B%).

In het voorafgasnde hebben wij voorwaardelijke verwachtingen en voor-
waardelijke waarschijnlijkheden impliciet, d.w.z. als oplossing van een
vergelijking gedefinieerd. De twee volgende stellingen geven een methode
om in de meest voorkomende gevallen deze functies expliciet te bepalen.

Stelling 2.11.10

Laten V = {V.I,...,Vm] en Y = (Y.I,...,Yk}, T 2m, k < =, twee stochastische
vectoren op een kansruimte (Q,4,P) voorstellen, Wy en u, twee o-finiete
maten op (Rm,Bm) respectievelijk (Rk,Bk) en p = My Xy hun productmaat op
(HMR,Bm‘k). Veronderstel dat de simultane kansverdeling P"r y Ven het paar
(V,Y) een kansdichtheid fV,Y ten opzichte van p bezit. Dan i’s

(2.11.21) fyly) = J £y y(vs¥) du,(v), ¥y e RS,

een kansdichtheid van Y met betrekking tot Moo Voor alle v € R™ en Y € Rk
definiéren wij

o o (v,y)
v,Y
£, alsO(fY(y)ﬂw

(2.11.22) (v) =

fv}r=y
0 anders.

Dan is

(2.11.23) PV[Y=y(B) = J vaY=y(v) du,(v), ¥ e Rk, B ¢ B®,
B
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een reguliere versie van de voorwaardelijke kansverdeling van V gegeven
Y = y. fV[Y=y wordt een voorwaardelijke dichtheid van V gegeven Y = y ten

opzichte van M, genoemd.

Bewijs:
Voor B € B® geldt volgens de stelling van Fubini (stelling 1.6.7)

P(YEE]

J v Y(v,:f) du(v,y) =
R *B

J {Jm fV:Y(V,Y) du, ()} auy(y),

E R

zodat (2.11.21) inderdaad een dichtheid van Y ten opzichte van vy is. 2ij
= {yly e Rk, 0 < fY(y} < ®} zodat C € BX en PY(C) = 1. Door wederom de

stelling van Fubini toe te passen vinden wij dat het rechterlid van

(2.11.23) voor iedere B ¢ B™ een Borelfunctie van y is en dat voor iedere

B e B® en ﬁ € Bk

[ £15my ) @, ey =
E B

£ (v,y)
{J X3 au, (v)} £,.(y) au,(y) =
BC B

1}
e

£y Y(V,Y) au(v,y) = P({VeB}n{YeBC}) =

~

BxBC

= P({VeB}n{YeE}).
Volgens (2.11.19) is (2.11.23) dus inderdaad een versie van PV|Y=y' Voorts
is f V| ¥=y niet-negatief terwijl voor iedere y € C

£, (y)

J fV|Y=y(v) du,(v) = e e el

o Y
zodat fVIY—y voor PY—bijna alle vy € Rk een kansdichtheid is. (2.11.23) is

dus een reguliere versie.
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Stelling 2.11.11
Laat V = (V1,...,?m), 1 2m 2 =, een stochastische vector op een kansruimte
(2,4,P) voorstellen, ¢ een reéle Borelfunctie op R waarvoor E|¢(V)| < © en

40 een deel-0-algebra van A. Dan geldt voor een reguliere versie van PV[A
0

(2.11.24) E(¢(V)]AO} = I é(v) aPyi4 (v) b.z..
0

Rm

Merk op dat het rechterlid slechts gedefinieerd is als PV|A een maat is;
0

voor een reguliere versie is dit b.z. het geval.

Bewijs:
Als ¢ = I, Be B", dan is ¢(V) = I " zodat volgens (2.11.11) en
(=48 e T )

= = =] -
E(e(v)[4y) = E(IV_1(B)IA0) = (V' (B)]4,) = Pyja (B) b-z.

terwijl

¢(v) ap (v) = | ap =P (B) b.z..
an vl4, l vla, vla,

Uit stelling 2.1.3g volgt nu dat (2.11.24) juist is indien ¢ een elemen-
taire Borelfunctie is. Voor een willekeurige niet-negatieve Borelfunctie

¢ bewijst men (2.11.24) door ¢ te benaderen door een niet-dalende rij
niet-negatieve elementaire Borelfuncties en de monotone convergentie stel-
lingen 1.6.2 en 2.11.4 toe te passen. Voor een willekeurige Borelfunctie

¢ volgt (2.11.2k) het bovenstaande toe te passen op ¢' en ¢

Ms Y = (Y1,...,Yk), 1 2k < =, een tweede stochastische vector op (Q,4,P)
voorstelt dan volgt uit (2.11.24) dat

.11, E Y= =
(2.11.25) (¢(V) |¥=y) f o(v) gy (v)
B
voor PY-bijna alle y € Rk. Indien de voorwaarden in stelling 2.11.10 ver—

vuld zijn, kunnen wij dus expliciet een versie van E(¢(V)|Y=y) aangeven,
nameli jk
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(2.11.26)  E(6NIry) = [ 6(v) g5 () a0,
R
waarin fV|Y=y wordt gegeven door (2.11.22).

In het begin van deze paragraaf werden in (2.11.3)-(2.11.6) voor een
tweetal eenvoudige gevallen rechtstreeks definities van voorwaardelijke
kansverdeling en voorwaardelijke verwachting gegeven en de vraag rijst of
deze wel in overeenstemming zijn met de daarna gegeven algemene definities.
Het antwoord op deze vraag is ja. Uit (2.11.19) volgt voor discreet ver-
deelde Y dat PV[Y=y(B) voor alle y met P(Y=y) # 0 ondubbelzinnig gedefini-
eerd is en door (2.11.3) wordt bepaald. Indien de simultane verdeling van
(V,Y) continu is, zijn de voorwaarden in stelling 2.10.10 verwvuld (u1, My
en U zijn nu Lebesgue maten) zodat de juistheid van (2.11.5) uit deze
stelling volgt. Tenslotte worden de voorwaardelijke verwachtingen in
(2.11.4) en (2.11.6) gedefinieerd als verwachtingen met betrekking tot
voorwaardelijke kansverdelingen hetgeen volgens (2.11.25) en (2.11.26)
Juist is.

Tot besluit willen wij nog de aandacht vestigen op enige consequenties
van (2.11.19) en stelling 2.11.10. Kiezen wij B = R*, dan gaat (2.11.19)

over in

(2.11.27) PV(B) = Jk PV|Y=Y(B) aPy(y),
R

een formule die grote overeenkomst vertoont met, en voor discrete Y zelfs
een speciaal geval is van (2.2.L4). Uit stelling 2.11.10 volgt onder de ge-
stelde voorwaarden dat een dichtheid van Pv met betrekking tot de maat Wy

gegeven wordt door

(2.11.28) £(v) = ik Ty y=y (V) £y (¥) auy(y).

Als V en Y beide discreet zijn is ook (2.11.28) een speciaal geval van
(2.2.4). Verder volgt uit stelling 2.11.10 een analogon van (2.2.5), de

regel van Bayes:
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£ ly=y (V) Ty(¥)

(2.11.29) fri\.r:v(”} =

J

Rk

voor Pv-bi,jna alle v en PY-bijne. alle y. Als V en Y discreet zijn is ait

zelfs een speciaal geval van (2.2.5).

fV|Y=u(v) '.F‘Y(u) due(U)

In het voorgaande hebben wij (2.11.19) en stelling 2.11.10 gebruikt
om de voorwaardelijke verdeling van V gegeven Y = y te definigren in termen
van de simultane verdeling van V en Y. In de practijk gebruikt men (2.11.19)
stelling 2.11.10 en de daaruit afgeleide formules (2.11.2'{)—(2.11.29} vaak
in omgekeerde richting om de simultane verdeling verdeling van V en Y, de

3

marginale verdeling van V, of de voorwaardelijke verdeling van Y gegeven V
te bepalen als de marginale verdeling van Y en de voorwaardelijke verdeling
van V gegeven Y bekend zijn. Deze situatie doet zich met name voor bij de
constructie van kansruimten bij experimenten die uit twee of meer afhanke-
lijke deelexperimenten bestaan. Bij wijze van voorbeeld beschouwen wij het
volgende experiment: Men kiest aselect een getal y uit het eenheidsinterval
en vervolgens voert men n o.o. alternatieven uit, alle met het eerder ge-
kozen getal y als succeskans. Het hierbij behaalde aantal successen noemt
men v. Wij interpreteren deze omschrijving in een mathematisch model door
te spreken over twee stochastische grootheden, V en Y, zodanig dat Y de
homogene verdeling op (0,1) bezit, terwijl de voorwaardelijke verdeling van
V gegeven Y = y voor y « (0,1) de binomiale verdeling met parameters n en ¥
is. Nemen wij voor ¥y de telmaat op de gehele getallen en voor Hy de

Lebesgue maat op R1, dan hebben wij dus in de notatie van stelling 2.11.10

1 als y € (0,1),
£y (y) =
0 anders;
en

fVIY=y(v) = (:_) ¥y (1-3)¥ voor v € {041,...,n0}, ¥ € (0,1).

Met behulp van (2.11.22), (2.11.28) en (2.11.29) vinden wij derhalve
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£y Y(V.y) = (2) ¥ (1-3)"V voor v € {0,1,...,0}, y € (0,1);

9

£,(v) = (D) f v (1-y)"V &y = 5 voor v € {0,1,...,n}

0
f (¥) = (0+1)(®) ¥ (1=y)*" voor v € {0,1,...,n}, ¥y € (0,1).
Ylv‘—"ﬂ' v

De verwachting van V kunnen wij op twee manieren berekenen:

n
= = . Py
E(V) = L N
R
en
E(V) = E(E(V|Y)) = B(nY) = 3 .
Opgaven

1. Bepaal de voorwaardelijke verdeling van X gegeven Y als X en Y twee
stochastische grootheden zijn wier simultane verdeling een twee—
dimensionale N(u,i)-verdeling is met |i| > 0 dan wel |i| = 0.

2 X X awwig

¥ 1? ] 3 D'E1

heden en Sk = E Xi, k=1,2, ..., ntl. Bepaal de voorwaardelijke
i=1

zijn o.o0. identiek verdeelde stochastische groot-—

verdeling van de stochastische vector (51""'sn] gegeven Sn+ als Xi

a) exponentigel 1
b) geometrisch
verdeeld is.

3. Bepaal de voorwaardelijke verdeling van X gegeven Z = X+Y als X en Y
o0.0. stochastische grootheden zijn die
a) Poisson verdelingen met parameters u resp. v
b) binomiale verdelingen met parameters m en p resp. n en p
bezitten.

L, Bepaal de voorwaardelijke verdeling van X1 gegeven M = max(x1,...,xs]
als Xi’ siees xn o0.0. stochastische grootheden zijn die homogeen ver-
deeld zijn op (0,1).
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g s 2
Voor een stochastische grootheid X waarvoor EX° < « en €en stochastische

vector Y geldt

02(

x) = Bo2(x|Y) + o?(x(x|Y)),

waarin 52(X|Y) de variantie wvan de voorwaardelijke verdeling van X ge-
gegeven Y voorstelt en GQ(E{XIY)) de variantie van E(X|Y). Bewijs ait.
Bij een samengesteld experiment neemt men eerst de waarde van een
stochastische grootheid Y waar, waarbij Y een gamma verdeling met
parameters k en A bezit (k geheel). Indien Y de waarde y sanneemt ver-
richt men vervolgens een waarneming van een stochastische érootheid

met een Poisson verdeling met parameter y. Bepaal de (onvoomardelijke}
kansverdeling van het resultaat van deze tweede waarneming.

Beantwoord opgave 6 als Y N(u,az) verdeeld is en in tweede instantie

een N (y,re} verdeelde stochastische grootheid wordt waargenomen.
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