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Yoorwoord

In 1997 verscheen bij het Centrum voor Wiskunde en Informatica te Amsterdam
mijn vertaling in het Nederlands van het eerste deel van het tweedelige werk van Jan
de Witt, getiteld Elementa Curvarum Linearum. In het voorwoord van deze uitgave
kondigde ik aan dat deze vertaling gevolgd zou worden door een vertaling van Liber
Secundus. Deze ligt nu voor u. Echter niet de vertaling alleen: evenals bij de
genoemde uitgave van Liber Primus is de Latijnse tekst die daaraan ten grondslag
ligt, toegevoegd. Het betreft ook hier de tekst van de tweede editie, uitgegeven in
1683 door de firma Blaeu in Amsterdam. Daarnaast vindt men een Inleiding, een
Samenvatting, Aantekeningen, een Appendix en een Bibliografie.

De Inleiding is bedoeld om de lezer enig inzicht te verschaffen in de oorsprong en
vroege ontwikkkeling van de analytische meetkunde. Nadere details zijn, om het
betoog overzichtelijk te houden, verplaatst naar de Appendix. Degenen die van de
geschiedenis van de wiskunde hun vak maken, zullen er geen nieuws in aantreffen,
deze inleiding is bedoeld voor niet-specialisten, voor wie met name het deel over het
probleem van Pappus interessant kan zijn. De Samenvatting geeft, evenals in de
uitgave van Liber Primus, een volledig overzicht van de Stellingen, ook hier zonder
de bewijzen. De rol van de Aantekeningen spreekt voor zichzelf; de Bibliografie is
ruim opgezet, zonder de pretentie van volledigheid.

Zoals uit de Inleiding en elders meerdere malen blijkt, is Liber Secundus de essentie
van Elementa Curvarum Linearum. Het eerste boek was slechts bedoeld als een
noodzakelijke planimetrische inleiding tot het tweede.

Bij het voltooien van dit werk wil ik graag dank brengen aan allen die op enigerlei
wijze hebben bijgedragen aan de totstandkoming daarvan. Deze dank geldt allereerst
de redactie van CWI Publicaties en de directeur van het CWI, dr.ir. G. van
Oortmerssen, voor hun bereidheid dit werk te willen uitgeven.

Deze bereidheid werd gerealiseerd dankzij de intensieve medewerking van een
aantal medewerkers van de Communicatie- en Publicatiedienst. De voornaamste rol
werd daarbij gespeeld door dr. Miente Bakker en mevrouw Minnie Middelberg.
Zonder hun grote inzet zou mijn typoscript nooit de fraaie boekvorm gekregen
hebben die het nu heeft. Hun bijdrage werd niet alleen gekenmerkt door grote
deskundigheid, maar werd ook in een sfeer van grote hartelijkheid geleverd.

Voor de duidelijke tekeningen en de fraaie omslag van het boek ben ik de heer R.T.
Baanders zeer dankbaar. Gaarne ook mijn dank aan alle medewerkers van het Repro
Center, in het bijzonder noem ik hier de naam van de heer J. Schipper.

In feite is de basis van het werk de oorspronkelijke Latijnse tekst van Jan de Witt.
Hierover kon ik beschikken dankzij de medewerking van mr. K.F. van Ejjk,
beheerder van het Trésor van de Universiteitsbibliotheek Delft. Ook hem dank ik
zeer.

Tenslotte, maar niet in de laatste plaats, dank ik degenen die inhoudelijke adviezen

gaven. Van hen noem ik in eerste instantie en met grote dank, mijn vriend en collega
prof.dr. W. van der Meiden, die de omvangrijke taak op zich nam het gehele
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typoscript naar inhoud en letter te beoordelen. Zijn ervaring als wiskundige en
redacteur van de boekbesprekingen van het Nieuw Archief voor Wiskunde, leidde
tot veel inhoudelijke en formele verbeteringen.

Met veel genoegen vermeld ik ook de informele gesprekken over mijn werk met een
aantal collegae. Hier noem ik prof.dr JM. Aarts, prof.dr. HJIM. Bos en dr. J.P.
Hogendijk.

Zo is dan de Nederlandse vertaling voltooid van Elementa Curvarum Linearum, het
Magnum Opus van de Staatsman Jan de Witt, die gerekend mag worden tot de
grootste wiskundigen van de 17° eeuw en, naar veler oordeel, de grootste had
kunnen zijn indien hij minder door staatszaken afgeleid zou zijn geweest, of met de
woorden van Christiaan Huygens:

Nullum aeque saeculum geometrarum ferax fuisse arbitror, inter quos vir ille, si
negotiis minus distringeretur vel principem locum obtinere posset.

In vertaling:

Naar mijn mening is geen eeuw zo rijk geweest aan wiskundigen, waaronder deze
man (J. de Witt) zelfs de eerste plaats zou kunnen innemen indien hij minder door
staatszaken werd afgeleid.

Met deze vertaling is het werk van deze grote geleerde voor een ruimere kring van
hedendaagse wiskundigen toegankelijk geworden.

Den Haag, maart 2003 A.W. Grootendorst



1
Inleiding

1. Het tweede deel van de Elementa Curvarum Linearum van Jan de Witt is in feite
de essentie van het gehele werk. Het eerste deel was slechts een noodzakelijke
voorbereiding op Liber Secundus, waarnaar in de correspondentie en in deel I
steeds verwezen wordt als naar de tractatus (of compositio) locorum planorum et
solidorum.

Dit laatste geschrift was in het begin van 1658 aan Van Schooten jr. ter hand
gesteld, en in een brief van 8 februari 1658 aan Jan de Witt drukt hij zijn grote
waardering hiervoor uit en zegt daarbij toe het nauwgezet te zullen bestuderen en
zich op alle wijzen te zullen inzetten bij de voorbereiding van een publicatie
daarvan.

Op 6 oktober 1658 ontvangt Jan de Witt het resultaat van de inspanningen van Van
Schooten retour en in de begeleidende brief schrijft deze dat hij het tractaat

... s0 veel 't mij doenlijck geweest is, accuraet (heeft) naergesien...

Van grote betekenis is in dit verband de passage waarin hij schrijft:

Hebbe in het uytschryven de voorszeide calculatie op monsieur Des Cartes manier
gestelt en op eenige weynige plaetsen de woorden wat verandert, om doorgaens, so
veel 't mogelijck was, overal de tael sijnder geometrie, die nu by meest alle de
Jfraeyste verstanden de allerbekendste is, te gebruycken...

Jan de Witt antwoordt ogenblikkelijk met een brief van 8 oktober, waarin hij zijn
grote dank uitspreekt, maar zegt dat hij fegenwoordichlijck gansch geene
ledichheydt heeft om zich in dit werk te verdiepen; met klem zegt hij echter dat dit
geschrift

Niet anders en mach voor de dach comen dan voorhenen gaende eene corte
verhandelinge van de nature ende proprieteyten der cromme linién.

Deze corte verhandelinge had hij kennelijk al klaar, want hij voegt deze aan de
brief toe met het verzoek dit stuk...insgelijkx eens te doorsien ende de faulten...te
verbeteren.

In de uiteindelijke publicatie is deze verhandeling Liber Primus geworden; deze
geeft een mechanische beschrijving van de bekende kegelsneden als vlakke
krommen, absque ulla solida consideratione, d.w.z. zonder enige ruimtelijke
beschouwing.
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De stijl van behandelen in Liber Primus verschilt duidelijk van die in Liber
Secundus; in dit eerste deel is immers geen sprake van de methodus van Des Cartes,
maar alle berekeningen verlopen volgens de methode van de meetkundige algebra
van Euclides (zie [26] en aantekening (3.30) bij blz. [295] van Liber Secundus).

De daarin gegeven definities zouden dienen als basis voor Liber Secundus, waarvan
de kern omschreven kan worden als de karakterisering van de kegelsneden door
middel van vergelijkingen in twee variabelen x en y, die opgevat worden als de
codrdinaten (en dat zijn lijnstukken) van de punten op de krommen en de afleiding
daaruit van hun eigenschappen, dit alles met behulp van de analytische methode.

Dit resulteert in een strak geordende opsomming van Theoremata (stellingen) en
Problemata (vraagstukken). Op de structuur van dit werk komen we nog terug in
paragraaf 10 van deze inleiding. Het geheel is eerder geschreven in de strakke stijl
van de Elementa van Euclides dan in die van de Géométrie van Descartes en kan
met recht gezien worden als het eerste systematische leerboek van de Analytische
Meetkunde. Eerst in de Elementa Matheseos Universalis van Christian von Wolff
(1679-1754) zou dit werk een opvolger krijgen.

Voor een goed begrip van de betekenis van Liber Secundus zullen we in deze
inleiding enkele bekende relevante feiten bijeenzetten met als doel het werk van De
Witt te plaatsen in de context van zijn tijd.

2. Wanneer de oorsprong van de analytische meetkunde aan de orde gesteld wordt,
vallen onmiddellijk de namen van René Descartes (1596-1650) en Pierre de Fermat
(1601-1665). De bronnen van hun inspiratie liggen echter in een verder verleden:
de Griekse Oudheid met namen als Euclides (ca 300 v. Chr.), Archimedes (287-212
v. Chr.), Apollonius van Perga (tweede helft van de derde eeuw v. Chr.) en Pappus
van Alexandrié (eerste helft van de vierde eeuw A.D.). De hulpmiddelen die hun
bovendien impliciet werden aangereikt en die hun prestaties mede mogelijk
maakten, dateren voor een groot deel uit de late middeleeuwen en de Renaissance.
Hier worden slechts genoemd Nicole Oresme (ca. 1320-1382) en Frangois Viéte
(1540-1603).

3. In de ontwikkelingsgeschiedenis van de analytische meetkunde neemt de
Collectio (Zvvaywyn) van Pappus een centrale plaats in. Daarvan zijn meerdere
oorzaken aan te wijzen.

Dit verzamelwerk in acht boeken geeft een uitgebreid overzicht van het werk van
een dertigtal wiskundigen, vanaf Euclides tot Pappus’ tijdgenoot Hierius, en het is
samengesteld door een overigens ook zelf bekwaam wiskundige. De betekenis
ontleent het niet alleen aan de bespreking van ons nu nog bekende werken, maar
vooral ook aan de, soms summiere, opmerkingen over geschriften die thans
verloren zijn. Dit is wel het belangrijkste aspect van de Collectio; daardoor gaf deze
aanleiding tot en steun bij de reconstructie van deze verloren werken.

Voor deze reconstructic was veel aandacht in de 16° en 17° eeuw, door de
hernieuwde belangstelling voor de Griekse en Romeinse cultuur, die met de
Renaissance weer opbloeide, met inbegrip van belangstelling voor de wiskunde uit
die tijd.



1. Inleiding 3

Aan deze reconstructie werden belangrijke bijdragen geleverd door de Fransman
Viéte met zijn Apollonius Gallus (1600); door onze landgenoot Willebrord Snellius
met zijn Apollonius Batavus (1607/1608); door de (van origine) Italiaan Ghetaldi
met zijn Apollonius Redivivus (1607/1613), alsmede door Fermat met zijn
reconstructie van de Loci Plani van Apollonius, die hij ca. 1630 ter hand stelde aan
zijn vriend Prade en welke reconstructie hem mede inspireerde bij zijn opzet van de
analytische meetkunde. Ook Frans van Schooten jr. heeft zich gewaagd aan een
poging de Loci van Apollonius te reconstrueren. Hiervan vinden we de neerslag in
zijn Excercitationum Mathematicarum Libri V (1656/1657).

In dit verband verdient het zevende boek van de Collectio bijzondere aandacht.
Hierin vinden we niet alleen veel stellingen (meer dan 400) uit verloren gegane
werken, maar ook een definitie van de fundamentele begrippen analyse (avaiveig)
en synthese (ovvfeoig). Het staat bekend als de schatkamer van de analyse (romog
avodvopevog).

In de aanhef van dit werk, opgedragen aan zijn zoon Hermodorus, omschrijft
Pappus de analyse als een onderwerp dat bestemd is voor hen die de bekende
Elementa al beheersen en zich nu willen bekwamen in het oplossen van
vraagstukken.

Als grondleggers van de analytische methode noemt Pappus Euclides, Apollonius
en Aristaeus de Oudere (ca. 350 v. Chr.). Heath vermoedt echter dat het begrip
analyse al in de school van Pythagoras bekend was (zie [32]).

Diogenes Laertius (3° eeuw A.D.) schrijft dit begrip toe aan Plato, maar
waarschijnlijk is dat Plato juist op de bijbehorende synthese de nadruk gelegd heeft.
Bij de synthetische opbouw van de Elementa van Euclides komt het begrip analyse
niet expliciet voor, maar het kan een rol gespeeld hebben bij de heuristiek. In enkele
handschriften van de Elementa komt het voor in een kanttekening; Heiberg
veronderstelt dat het daarbij gaat om een interpolatie van de hand van Hero (ca. 60
A.D.), die verwijst naar onderzoekingen van Theaitetus (410-368 v.Chr.) of van
Eudoxus (408-355 v.Chr.).

Direct na de inleiding geeft Pappus een definitie van analyse en synthese, en wel als
volgt:

“Analyse is een methode waarbij men het gezochte als bekend veronderstelt en
vandaar uit via een rij van gevolgtrekkingen uitkomt op iets waarover men het eens
is op grond van synthese; want in de analyse veronderstelt men het gezochte, als
bewezen of geconstrueerd, bekend en onderzoekt men waarvan dit het gevolg is en
waaruit dit laatste weer volgt, zodat wij, op onze schreden terugkerend, uitkomen
op iets dat al bekend is of behoort tot de uitgangspunten van de theorie; zo’n
methode noemen we analyse; het is als het ware een oplossing in omgekeerde
richting. Bij de synthese gaan we omgekeerd te werk: we gaan uit van het laatste
resultaat van de analyse welk resultaat wij als juist erkenden. Vervolgens zetten we
in hun natuurlijke volgorde op een rij, als gevolgen, wat bij de analyse oorzaken
waren en door deze aaneen te schakelen bereiken we tenslotte het bewijs of de
constructie van het gezochte en dit noemen wij synthese.”

Hierbij willen we twee opmerkingen maken. Allereerst een taalkundige opmerking.
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Het woord analyse wordt door Pappus omschreven als anapalin lusis (ava madwv
Avoic) en dat is de Griekse term voor oplossing in omgekeerde volgorde. Synthese
(ovvBeoig) betekent samenstelling.

Verder wijzen we op de opmerkelijke gang van zaken bij de beschrijving van de
analyse. Als we de stadia in de analyse aangeven met ay, a, enz., waarbij a; het

gezochte is, dan redeneert Pappus hier formeel niet als volgt: a; — a,, maar,
a; « a, waarbij a, een voldoende voorwaarde is voor qj .

Met betrekking tot de analyse onderscheidt Pappus twee soorten:

Theoretische of zétetische analyse (van zéteo, zoeken), waarbij het gaat om de
waarheid van een bewering.

Problematische of poristische analyse (van porizo, verschaffen; een porisma houdt
het midden tussen een vraagstuk en een een stelling), waarbij het gaat om de
mogelijkheid van een constructie of een berekening.

Bij de definitie van deze twee soorten analyse merkt Pappus nog nader op dat we
hierbij moeten uitgaan van het gezochte alsof dit waar of mogelijk is en daamna,
door het trekken van logische conclusies, uitkomen op iets waarvan bekend is dat
het waar of mogelijk is of op iets waarvan bekend is dat het niet waar of niet
mogelijk is.

In het eerste geval moeten we daarna de redenering in omgekeerde richting volgen
om te conluderen tot de juistheid van het gestelde. Hiermee accentueert Papppus in
feite dat elke stap in de redenering omkeerbaar moet zijn. In het tweede geval is het
gestelde uiteraard onjuist.

Later zou Viéte aan deze begrippen andere betekenissen toekennen en een derde
soort analyse onderscheiden, de rhetische of exegetische analyse. Hierop komen we
nog terug.

De Collectio ontleent zijn betekenis voor de ontwikkeling van de analytische
meetkunde echter niet alleen aan de daarin voorkomende verwijzingen en aan de
aandacht voor de begrippen analyse en synthese, maar ook en vooral aan het daarin
geformuleerde probleem dat nadien de geschiedenis zou ingaan als het probleem
van Pappus.

In moderne notatie kunnen we dit probleem als volgt formuleren:

In het platte vlak zijn drie of vier rechte lijnen /,,/,,55,(/4) gegeven. Men vraagt

nu naar de verzameling van de punten P die de eigenschap hebben dat de afstanden
d|,d,,d3,(d) van P tot achtereenvolgens /,/,,/3,(l4) voldoen aan

i. d\d; :dg' = constant (in het geval van drie lijnen)

ii. d\d, : d3d, = constant (in het geval van vier lijnen).

Voor deze afstanden kan men de loodrechte afstanden nemen, maar ook afstanden
in een bij elke rechte /; afzonderlijk bepaalde richting. Het is duidelijk dat deze

keuze niets verandert aan de aard van het probleem.

Een mogelijke generalisatie tot meer dan vier lijnen ligt voor de hand en wordt al
door Pappus zelf geopperd (Collectio vii, 38—40; ed. Hultsch blz. 680, en Y.
Thomas, dLII, blz. 601-603).
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In het geval van vijf lijnen, /j,/5,....,/5 gaat het om de afstanden d|,d,,...,ds.

Pappus beschouwt nu de twee parallellepipeda die ingesloten worden door
achtereenvolgens d,d,,d3 en door d4,ds en een willekeurig gekozen lijnstuk a.

De eis wordt nu dat de verhouding van hun inhouden, dus did»d; : ad,ds constant

is.
In het geval van zes lijnen gaat het om zes afstanden, dj,d,,...,dg . De eis is dan dat

de verhouding dd,d; 1 d,dsdg constant is. De situatie voor vier lijnen is

weergegeven in Figuur 1.3.1; reeds nu vermelden we dat de bedoelde plaatsen in dit
geval kegelsneden zullen blijken te zijn.

FIGUUR 1.3.1

In het algemene geval van een even aantal lijnen, zeg 2n, wordt de eis dat de
verhouding
dle"'dn Zdn+1dn+2 "'dZn constant is

en bij een oneven aantal lijnen, zeg 2n+1, wordt de eis dat de verhouding
dle"‘dn+l . ad,,+2d,,+3 d2n+1 constant iS,

waarbij a weer een willekeurig gekozen lijnstuk is.
Voor de achtergronden van dit probleem wordt de lezer verwezen naar Appendix

§1.

4. Van degenen die hun inspiratie vonden in de Collectio van Pappus, in het
bijzonder in Boek VII, noemen wij hier als eerste Frangois Viéte (1540-1603), die
als jurist werkzaam was in overheidsdienst en in zijn vrije tijd intensief de wiskunde
beoefende.

Hierboven noemden we hem al in verband met zijn Apollonius Gallus, een
reconstructie van werken van Apollonius, en ook in verband met zijn visie op de
begrippen analyse en synthese zoals die door Pappus gepresenteerd waren.

Als zijn belangrijkste wiskundige werk geldt In artem analyticen isagoge, dat in
1591 verscheen in Tours. Dit werk begint met een hoofdstuk over het begrip
analyse, dat hierboven al aan de orde kwam. Tegenover de tweedeling door Pappus,
stelt hij zijn eigen driedeling. Bij hem is zétetische analyse het opstellen van een
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vergelijking of een verhouding (met bekende coéfficiénten) waaraan de onbekende
moet voldoen. Met deze onbekende wordt dan gerekend alsof hij bekend is. In de
poristische analyse wordt de juistheid van een stelling onderzocht door middel van
deze vergelijking of verhouding, terwijl door middel van de rhetische of
exegetische analyse de gezochte onbekende uit de opgestelde vergelijking of
verhouding wordt afgeleid. In feite algebraiseert Viéte het begrip analyse, dat hij
karakteriseert als doctrina bene inveniendi in mathematicis, d.w.z. de leer om op de
juiste manier ontdekkingen te doen in de wiskunde.

Hierna geeft hij als eerste een consequente letternotatie in de arithmetica waardoor
deze zich uiteindelijk kon ontwikkelen tot een abstracte algebra. Op dit gebied had
hij weliswaar voorgangers zoals Diophantus (ca. 250 AD) met zijn zgn.
gesyncopeerde arithmetische notatie en Bombelli (1526-1572), en ook werd zijn
systeem verbeterd door Descartes, maar hij voerde als eerste klinkers in voor
onbekende grootheden en medeklinkers voor bekende grootheden (beide in
hoofdletters). Ook gebruikte hij stelselmatig de tekens + en — , maar het begrip
gelijkheid bleef hij aanvankelijk omschrijven met woorden, later met het teken ~.
Het gelijkteken van Descartes, namelijk 20, bleef lang in gebruik tot het door het
teken = van Recorde blijvend werd vervangen. Voor machten van grootheden had
Viéte een verbale omschrijving die zijn meetkundige gedachten duidelijk verraadt.
Hierbij had hij voor machten van bekende en van onbekende grootheden
verschillende notaties. Zo omschreef hij de 1°-, 2°-, 3°- en 4°~machten van bekende
grootheden met longitudo (of latitudo), planum, solidum, plano-planum, maar die
van onbekende grootheden met latus (of radix), quadratum, cubus, quadrato-
quadratum. Zo had hij ook analoge uitdrukkingen voor hogere machten, tot en met
de negende macht.

Een voorbeeld: B A quadratum + C planum A aequalia D solido,

komt overeen metons:  bx* +c’x=d°>.

Zijn meetkundige interpretatie van producten weerspiegelt zich niet alleen in zijn
notatie, maar dwingt hem ook tot homogeniteit in de formules omdat, naar de eis
van Aristoteles, alleen gelijksoortige grootheden met elkaar kunnen en mogen
worden vergeleken. De termen van een vergelijking worden dan ook de homogenea
genoemd.

Opvallend is dat hij toch over hogere dan derde machten spreekt ondanks het feit
dat deze geen meetkundige betekenis hebben. Descartes zou dit dilemma later
oplossen.

Uiteraard omvatten de innovaties van Viéte meer dan die welke we hier noemden.
Deze laatste zijn echter van uitzonderlijk belang: hier ontstond de onderscheiding
logistica numerosa, het rekenen met concrete getallen, versus logistica speciosa, het
rekenen met letters. Daardoor kon men over vergelijkingen in algemene termen
spreken en was men niet langer aangewezen op concrete voorbeelden. Ook komt
door de logistica speciosa in de oplossing duidelijk naar voren hoe deze athangt van
de coéfficiénten van de vergelijking.

Viéte gebruikte zijn notaties ook en vooral voor het oplossen van meetkundige
vraagstukken. Daartoe zette hij het probleem om in een algebraische vergelijking in
één onbekende, die hij met zijn nieuwe techniek oploste, waarna hij de oplossing
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construeerde (indien mogelijk). De ‘constructie van vergelijkingen’, d.w.z. de
meetkundige oplossing daarvan, verliep voortaan via de algebra in tegenstelling tot
de meetkundige en verbale technieken van de Oudheid (zie ook [26] en [27]). Een
bekend en veel aangehaald voorbeeld is het bepalen van de zijden van een
rechthoek wanneer hun verhouding en de oppervlakte van de rechthoek gegeven
zijn.

Uiteraard lukte een constructie met passer en liniaal alieen maar indien het ging om
een vergelijking van hoogstens de graad twee. Vergelijkingen van de graad drie of
vier konden wel algebraisch worden opgelost, maar hun wortels kon men in het
algemeen niet met passer en liniaal construeren. Voor deze en andere gevallen,
stelde Viéte het gebruik van andere instrumenten voor. Hij volgde daarbij niet de
methode die al door Menaechmus (ca. 350 v. Chr.) gebruikt was, namelijk het
onderling snijden van krommen. Als voorbeeld daarvan geven we hier, in onze
notatie, de manier waarop Menaechmus de beide middelevenredigen x en y tussen a
en b bepaalde (a < b).

Uta:x=x:y=y:bvolgt x2=ayen y2=bx (en ook xy = ab), zodat
y g

xt=q? y2 en dus x> =a’h (en y3 = ab? ). Menaechmus loste deze vergelijking

op door twee van de door hem ontdekte kegelsneden, waarvan hij de meetkundige
eigenschappen kende, met elkaar te snijden. Anachronistisch gezegd: hij sneed de

parabool met eigenscha x? = ay met de parabool gekarakteriseerd door y2 =bx.
p p

Reeds nu zij opgemerkt dat Descartes en Fermat deze methode zouden voortzetten
met krommen van hogere graad.

Uit het bovenstaande blijkt dat Viéte niet toegekomen is aan de analytische
meetkunde: hij tekende geen krommen, anders dan een rechte of een cirkel, en
gebruikte geen codrdinatenstelsel. Maar het belangrijkste tekort is wel dat hij zich
beperkte tot zogenaamde ‘bepaalde’ vergelijkingen, dat wil zeggen tot
vergelijkingen in één onbekende, met constante coéfficiénten. Vergelijkingen in
twee variabelen kende hij niet waardoor hij de kans miste om loci (7o7or), vroeger
meetkundige plaatsen genoemd, algebraisch te beschrijven.

5. De eerste fundamentele bijdrage van Descartes aan de grondslagen van de
analytische meetkunde is de creatie van een eigen algebraisch apparaat, inclusief
een notatie die wij nu nog gebruiken, afgezien van het gelijkteken waarvoor
Descartes, zoals gezegd, het teken 20 koos. Hiermee, maar niet alleen hiermee,
overvleugelde hij Viéte, hetgeen hij zich wel bewust was:...je commence en cela
par ou Viéte a finy. (...ik begin op dit gebied daar waar Viéte is opgehouden).

Kort gezegd komt de vernieuwing van Descartes hierop neer dat hij voor
lijnstukken de operaties optellen, afirekken, vermenigvuldigen en delen (en
daarmee ook machtsverheffen en worteltrekken) zodanig definicerde dat de
resultaten van deze bewerkingen weer lijnstukken zijn, zodat dus de verzameling
lijnstukken gesloten is onder deze operaties. Zoals we al in Liber Primus zagen, was
dit niet het geval in de wiskunde van de Grieken: som en verschil van lijnstukken
was wel een lijnstuk, maar het product van twee lijnstukken was een rechthoek en
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het product van drie lijnstukken een rechthoekig parallellepipedum. Het product van
meer dan drie lijnstukken was een problematische zaak (zie hiervoor Appendix §1).
Al op de eerste bladzijde van de Géométrie ontvouwt Descartes zijn ideeén. Daarbij
is essentieel is dat hij een vast lijnstuk invoert dat als eenheid 1 zal dienen. De
evenredigheden 1 :a=b:penl:b=gq: aleveren het product p = ab en het
quotiént g = a/b. Figuur 1.5.1 geeft de bijbehorende constructies.

E

D A B

FIGUUR 1.5.1

Hierin geldt AB=1 en AC || DE, zodat 1 : BD = BC : BE, en dus BE = BD.BC en
BC=BE/BD.

Voor de worteltrekking gebruikt Descartes de bekende eigenschap van de
hoogtelijn in een rechthoekige drichoek en geeft als voorbeeld Figuur 1.5.2, waarin
FG en GH gegeven lijnstukken zijn, /G loodrecht staat op FH, en FIH een halve

cirkel is met FH als middellijn; het is dan duidelijk dat IG*=FG.GH.

1 .
K G K H
FIGUUR 1.5.2

Een belangrijk gevolg van de introductie van het eenheidslijnstuk is dat Descartes
de eis van homogeniteit kon laten vallen. Alle producten en quotiénten van
lijnstukken zijn immers eveneens lijnstukken.Viéte eiste nog dat in een vergelijking
of gelijkheid alle voorkomende grootheden van dezelfde soort moesten zijn:
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allemaal lijnstukken of allemaal oppervlakten of allemaal inhouden. Bij Descartes
echter is a’h® —b per constructie een lijnstuk, al zegt hij erbij dat men,
bijvoorbeeld bij het trekken van de derdemachtswortel, deze vorm kan schrijven als
2,2

een derdegraadspolynoom, nl. als a—lb——lzb. Merkwaardig is dat Descartes toch
nog wel (bijv. in de Géométrie blz. 336) spreekt over het product van drie
lijnstukken als le parallelepipede composé de trois lignes.

Direct daarop voert Descartes de ons zo vertrouwde notaties in: a, b, ¢ ... voor
bekende lijnstukken en ... x, y, z. voor onbekende lijnstukken. Verder ook
cijferexponenten en het wortelteken. Over het afwijkende gelijkteken spraken we al.
Naar deze innovaties verwijst Van Schooten als naar monsieur Des Cartes manier.
Als eerste toepassing geeft Descartes de constructieve oplossing van de

vierkantsvergelijking 2% =az+b°. Zoals gewoonlijk beperkt hij zich tot de
positieve wortel, de negatieve laat hij, als racine fausse, buiten beschouwing,

Figuur 1.5.3 geeft de situatie weer. Stelt men de straal NL van de cirkel met
middelpunt N op a/2, de lengte van de raaklijn LM op b, dan ziet men direct in dat

a 02

MO=T+ T+b2,waaruit Descartes zonder meer concludeert dat dit het

gezochte lijnstuk z is. Uit dezelfde figuur leidt hij af dat MP de oplossing is van de
vergelijking y? =—ay+b2. Voor de oplossing van 22 =az—b?, gebruikt hij een
analoge methode in een andere figuur; de vergelijking 22 =—az—b?, die geen
positieve wortels heeft, komt uiteraard niet aan de orde.

Na deze algebraische voorbereidingen gaat Descartes over tot zijn basismethode

voor de analytische meetkunde, die hij demonstreert aan de hand van het
bovengenoemde probleem van Pappus.

0

FIGUUR 1.5.3

Dit probleem was hem in 1631 voorgelegd door de Leidse hoogleraar wiskunde en
Arabisch, Jacobus Golius (1596-1667). Binnen enkele weken deelt hij zijn
oplossing per brief mede aan Golius en deze oplossing heeft hij ook opgenomen in
het eerste boek van de Géométrie (blz. 309—314 en 324-335). Zijn behandeling van



10 1. Inleiding

dit probleem was niet alleen de eerste toepassing van de methode die ten grondslag
ligt aan de analytische meetkunde, maar het resultaat inspireerde hem mede tot zijn
beschouwingen over wat hij ‘toelaatbare krommen’ noemde.

Voorafgaande aan deze oplossing geeft hij een uitgebreid relaas over de plaats van
dit probleem in de Oudheid, met een aantal stevige schimpscheuten aan de Griekse
wiskundigen in het algemeen en aan Pappus in het bijzonder.

Zijn oplossing kondigt hij daarna zonder al te veel enthousiasme aan (Géométrie,
blz. 309):

En sorte que ie pense auoir entierement satisfait a ceque Pappus nous dit auoir esté
cherché en cecy par les anciens & ie tascheray d'en mettre la demonstration en peu
de mots, car il m’ennuie desia d’en tant escrir.

In vertaling:

Zodat ik meen geheel voldaan te hebben aan datgene wat volgens Pappus op dit
gebied door de Ouden gezocht is en ik zal trachten het bewijs ervan in weinig
woorden te geven, want het verveelt mij al er zoveel over te schrijven.

Voor een goed begrip geven wij hier eerst Descartes’ oplossing van het
Pappusprobleem voor vier lijnen. Hierbij sluiten we ons nauw aan bij zijn bewijs,
inclusief zijn notaties. Ook de bijbehorende Figuur 1.5.4 is ontleend aan de
Géomeétrie.

In het platte vlak zijn vier vaste rechten, 4B, AD, EF en GH, gegeven. Bij elke
rechte hoort een vaste richting. Deze richtingen zijn in de figuur weergegeven door
stippellijnen vanuit een punt C: CB, CD, CF, en CH.

De vraag is nu de plaats te bepalen van het punt C waarvoor geldt dat de
verhouding CB.CD : CF.CH een vaste waarde heeft, waarvoor Descartes 1 Kiest.
Het gaat hier dus om het opstellen van de vergelijking van een vlakke kromme die
op meetkundige wijze is gedefinieerd. Fermat en ook Jan de Witt gaan juist anders
te werk: zij gaan uit van een gegeven vergelijking en onderzoeken welke kromme
daardoor wordt voorgesteld.

De oplossingsmethode van Descartes komt hier op neer dat hij de rechte door 4 en
B als abscis-as kiest, A als oorsprong hierop, en de richting die bij AB behoort, als
ordinaatrichting (in dit geval van B naar C). Zo krijgt het getekende punt C als
abscis AB (= x) en als ordinaat BC (= y). De eerste gezochte afstand, CB, is dus
gelijk aan y.

De hoeken bij 4 liggen vast, de hoeken bij B zijn ook gegeven, zodat van de
drichoek ABR de hoeken bekend zijn en dus ook de verhouding van de zijden

vastligt. Descartes stelt hierbij 4B : BR = z : b, waaruit volgt BR=£, met
z

bekende b en z. In onze figuur geldt danCR = y +b_x .
z

Van driehoek DCR zijn ook alle hoeken bekend en dus ook weer de verhoudingen
van de zijden. Descartes stelt nu CR : CD = z : ¢ met dezelfde z als hierboven. Dit
levert, met de reeds gevonden CR, voor de tweede afstand, CD,

CD= cCR _cy + bex

z V4 22
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FIGUUR 1.5.4

Op analoge wijze gaat Descartes verder. Allereerst stelt hij in driehoek SBE de
bekende afstand AE op k, zodat EB = k + x. Voor de bekende verhouding van de
zijden BE en BS schrijft hij BE : BS =z : d, met weer dezelfde z, waardoor

gs o dBE _dlk+x)
z z
zodat CS=BC+BS = y+BS =2 dktdx
z

Vervolgens stelt Descartes de bekende verhouding CS : CF op z : e en dan blijkt
voor de derde gezochte afstand, CF , te gelden
CF = ezy + dek + dex

ZZ

Zo gaat hij verder: hij stelt 4G =1(dus BG=1-x),BG:BT=z:f,TC:CH=z:g
en vindt dan tenslotte voor de vierde afstand, CH,
cp =89+ Bl fex

2

z
De eerste conclusie die Descartes hieruit trekt is dat, ongeacht het gegeven aantal
lijnen, de gezochte afstanden lineaire vormen in x en y zijn. Uiteraard gebruikt hij
deze laatste uitdrukking niet, maar hij beschrijft hoe zo’n vorm er uitziet. Voor de
gevallen waarin een of meer lijnen evenwijdig zijn aan 4B of aan BC, maakt hij een
uitzondering op zijn beschrijving van lineaire vorm, dan ontbreekt de term met x of
de term met y.
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Zijn tweede conclusie is dat bij het vermenigvuldigen van een aantal van deze
afstanden de graad van een term in x en y nooit hoger is dan het aantal afstanden dat
bij dit product betrokken is.

De gezochte plaats (locus) wordt dus gerepresenteerd door een vergelijking in de
twee variabelen x en y. Een ervan kan men een zekere waarde geven, waarna de
andere aan de ontstane (bepaalde) vergelijking moet voldoen.

In het bijzonder richt hij zich op de situatie waarin vijf of minder afstanden zijn
betrokken. De eis djd,d; = adyds (a is een gegeven lijnstuk) leidt dan tot een

vergelijking in x en y, waarin y hoogstens tot de macht drie voorkomt, maar x
hoogstens tot de macht twee omdat dj,de eerste afstand, gelijk is aan y. Door nu

voor y willekeurige waarden in te vullen krijgt men steeds een vierkantsvergelijking
in x, waarvan de wortels met passer en liniaal te construeren zijn volgens de
methode die wij zojuist vermeldden. Hij geeft dus een puntsgewijze constructie van
de gezochte plaats.

Deze methode kan ook worden toegepast in het geval van meer dan vijf lijnen
indien daaronder een voldoend aantal evenwijdig is aan AB of aan AC (hierbij
worden AB en AC uiteraard niet evenwijdig ondersteld). Het kan dan immers
gebeuren dat er zoveel termen x (of y) wegvallen dat de resulterende vergelijking in
x (of ¥) van de graad een of twee is en men, door y (of x) een bepaalde waarde te
geven, de wortel x (of y) met passer en liniaal kan construeren.

Indien alle lijnen onderling evenwijdig zijn, dan krijgt men al een probleem bij vijf
lijnen. Men kan het dan zo inrichten dat y niet voorkomt; de vergelijking in x is dan
van de graad drie. Men ging er van uit dat de wortels daarvan niet met passer en
liniaal alleen te construeren zijn; eerst in 1837 gaf P.L. Wantzel hiervan het bewijs!
In boek Il van de Géométrie geeft Descartes echter een oplossing van deze
vergelijking met behulp van kegelsneden.

Bij niet meer dan negen lijnen (niet alle evenwijdig) krijgt men met de methode van
Descartes een vergelijking waarin x hoogstens tot de macht vier voorkomt omdat de
eerste afstand gelijk is aan y. Verderop, in boek II, toont Descartes aan dat in dit
geval een oplossing door middel van snijding van kegelsneden mogelijk is.

Bij niet meer dan dertien lijnen krijgt men op analoge wijze te maken met een
vergelijking waarin x hoogstens tot de graad zes voorkomt. Deze zal hij later
oplossen met een ‘hogere’ kromme, en wel met de ‘trident’ of ‘parabool van
Descartes’. Op deze kromme zullen we in Appendix §3 nog terugkomen.

Op dit punt onderbreekt Descartes zijn behandeling van het probleem van Pappus
om een beschouwing in te lassen over zijn indeling van vlakke krommen. Zijn
nadere uitwerking van het probleem van Pappus, uitlopend in zijn conclusie dat in
het geval van drie of vier lijnen de oplossing een kegelsnede is, stelt hij uit tot blz.
324-335 van de Géométrie, waarna hij op blz. 335-341 het Pappusprobleem voor
vijf lijnen behandelt. In Appendix §2 zullen we nader ingaan op deze beschouwing
over vlakke krommen en in Appendix §3 zullen we Descartes’ oplossing van het
Pappusprobleem voor vijf lijnen weergeven. Nu zullen we eerst Descartes’
behandeling van het probleem van Pappus voor vier lijnen voortzetten.
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Hierboven werden al de waarden voor CB, CD, CF en CH afgeleid (zie ook Figuur
1.5.4).

De eis CB.CF=CD.CH

geeft dan

y2 (ez3 - cgz2 )= y(cfglz— dekz? — dez® x - ¢fgzx + begzx) + begflx — bcfgxz.

Indien ez’ —cg22 negatief is, vermenigvuldigt men links en rechts met —1; verder
beschouwt Descartes alleen die waarden van y waarvoor C ligt binnen de hoek
DAG.

Na invoering van geschikt gekozen nieuwe coéfficiénten m en n, die afhangen van
b, c, d, e, f, g en I, herleidt Descartes de vergelijking tot de gedaante

2nxy + befglx — bcfglx2 ‘

z ez’ — cgz2

v =2my-

Deze vergelijking heeft tot wortels

2.2 2
’ —bcfgl
y=m—nxi (mz_Zmnx+n ;c +bcfgl); befglx ]’
z

z z ez —cgz2

waarvan Descartes alleen die met het plusteken beschouwt.
Ter vereenvoudiging voert Descartes nog de grootheden o en p in (weer afhankelijk
van de reeds genoemde coéfficiénten), waardoor deze wortel overgaat in

2

nx ’ X
y=m-——+ m*+ox—2

z m

Hierin zijn m, n, z, o en p dus bekende grootheden.

Allereerst merkt Descartes op dat de gezochte plaats een rechte is indien de vorm
onder het wortelteken nul of een volkomen kwadraat is. Daarna deelt hij zonder
meer mede dat in de andere gevallen de plaats een van de drie kegelsneden is of een
cirkel. Voor de constructie van de parabool als oplossing verwijst Descartes naar
het betreffende vraagstuk in het eerste boek van de Conica van Apollonius. In de
overige gevallen geeft hij, zonder nadere toelichting, de voor deze kromme
karakteristicke grootheden (middelpunt, latus rectum (parameter), middellijnen,
toppen), uitgedrukt in de coéfficiénten van bovenstaande vergelijking. Voor de
feitelijke constructie van de krommen daaruit, verwijst hij ook hier naar Apollonius,
waarna hij aantoont dat de zo geconstrueerde krommen samenvallen met de
krommen die als oplossing van het Pappusprobleem voor de dag kwamen.

Uiteraard zijn hierbij vele gevallen te onderscheiden met betrekking tot de
onderlinge ligging van de punten die in de loop van de constructie ontstaan,
athankelijk van de parameters in de vergelijking. Deze worden door Descartes in
detail behandeld.

Tenslotte geeft hij een getallenvoorbeeld (zie weer Figuur 1.5.4). In dit voorbeeld
geldt voor deze figuur:

EA =3; AG = 5; AB = BR; BS = BE/2; GB = BT, CD = 3CR/2; CF = 2CS; CH =

2CT/3; LABR=60".
De eis CB.CF = CD.CH, leidt dan tot de vergelijking
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y2 =2y—x_v+5x—x2.
De plaats blijkt een cirkel te zijn, hetgeen door Descartes zorgvuldig wordt
aangetoond aan de hand van zijn voorgaande beschouwingen.
Hiermee besluit Descartes zijn behandeling van het Pappusprobleem voor vier
lijnen. In Appendix §3 zullen wij zijn oplossing van het vijflijnenprobleem
bespreken.

6. Zoals al eerder werd opgemerkt, ontleende Fermat zijn inspiratie aan het werk
van Apollonius. Omstreeks het einde van 1635 voltooide hij een reconstructie van
twee verloren boeken van Apollonius, de Loci Plani, die, zoals de titel aangeeft,
handelen over vlakke plaatsen, over rechten en cirkels dus. Dit bracht hem tot het
schrijven van zijn eerste en fundamentele bijdrage aan de analytische meetkunde
met als titel 4d Locos Planos et Solidos Isagoge (Inleiding tot de Viakke en
Ruimtelijke Plaatsen), een geschrift van slechts acht bladzijden, gevolgd door een
appendix die drie pagina’s telt.

Reeds vanaf het begin is zijn presentatie duidelijk anders dan die van Descartes. In
de eerste plaats al wat betreft de notatie: op dit gebied sluit hij zich aan bij Viéte, al
komen in de gedrukte editie van 1679 ook cijferexponenten voor, zoals bij
Descartes. Maar ook zijn opzet is anders. We zagen al dat Descartes het
vierlijnenprobleem van Pappus als uitgangspunt nam en voor de gezochte locus een
vergelijking opstelde, die hij aan een nauwkeurig onderzoek onderwierp, met als
einddoel de constructie, oftewel de constructieve oplossing, van vergelijkingen.
Fermat ging omgekeerd te werk; ruw gezegd ging hij uit van een vergelijking in
twee variabelen en onderzocht aan de hand van de kenmerken van de kegelsneden
uit de Oudheid welke kromme hierdoor werd voorgesteld. Op deze wijze benaderde
hij het vraagstuk van de loci in zijn meest algemene vorm. Zijn verwijt tegen de
wiskundigen uit de Oudheid was namelijk dat zij dit probleem niet algemeen
genoeg hadden aangepakt.

Fermat was de eerste die inzag dat een vergelijking in twee onbekenden een
kromme representeert. Hij formuleert dit inzicht met de volgende historische zin.
Quoties in ultima aequalitate duae quantitates ignotae reperiuntur, fit locus loco, &
terminus alterius ex illis describit lineam rectam, aut curvam, linea recta unica &
simplex est, curva infinita, circulus, parabole, hyperbole, ellipsis, &c.

In vertaling:

Telkens wanneer in de uiteindelijke vergelijking twee onbekende grootheden
voorkomen, is er sprake van een locus met vaste ligging en het eindpunt van één
van beide beschrijft een rechte of kromme lijn; de rechte behoort maar tot één soort
en is eenvoudig; van de krommen zijn er oneindig veel soorten: een cirkel, een
parabool, een ellips enz.

Het nieuwe is in de eerste plaats dat hij in tegenstelling tot zijn voorgangers, zich
niet beperkt tot één vergelijking met één onbekende die daaruit moet worden
opgelost, of tot een stelsel met evenveel vergelijkingen als onbekenden (bepaalde
vergelijkingen dus) maar dat hij zich richt op onbepaalde vergelijkingen in twee
onbekenden.
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De twee onbekende grootheden die in de vergelijkingen optreden stelt hij voor als
lijnstukken in een plat viak. Het eerste van beide past hij af langs een vaste halve
rechte vanaf het beginpunt daarvan, het tweede zet hij ‘naar boven’ uit vanat het
eindpunt van de eerste onbekende en onder een vaste (vaak rechte) hoek met de
eerder gekozen halve rechte (zie Figuur 1.6.1).

FIGUUR 1.6.1

Het gaat dus om een één-assig codrdinatenstelsel. Een y-as komt niet voor, deze
vindt men voor het eerst in een postuum geschrift uit 1730 van C. Rabuel (1669-
1728). In het vervolg zullen wij spreken van abscis en ordinaat in plaats van eerste
en tweede onbekende.

De betreffende kromme wordt dan, bij variabele abscis, gegenereerd door het
eindpunt van de bijbehorende ordinaat. Dit eindpunt noemt Fermat terminus localis.
Meestal beschouwt hij alleen dat deel van de beoogde kromme dat ligt in wat wij
het eerste kwadrant zouden noemen. Wij zullen zien dat Jan de Witt zich geheel bij
deze werkwijze aansluit.

De Isagoge van Fermat heeft ¢én centrale stelling:

...modo neutra quantitatum ignotarum quadratum praetergrediatur, locus erit
planus aut solidus, ut ex dicendis clarum fiet.

In vertaling:

...op voorwaarde dat geen van beide onbekenden voorkomt in een hogere dan de
tweede macht, zal de plaats viak of ruimtelijk zijn, zoals uit het volgende duidelijk
zal worden.

Ook hier staat ruimtelijke plaats voor parabool, hyperbool of ellips.

Deze stelling wordt bewezen aan de hand van zeven representatieve voorbeelden,
waarbij Fermat in eerste instantie uitgaat van vergelijkingen die zo ver mogelijk zijn
herleid (ultima aequatio); uit het werk van Viéte had hij deze herleiding geleerd.

In feite heeft Fermat met zijn voorbeelden alle standaardvergelijkingen van de
eerste en tweede graad onderzocht en daarmee is hij veel systematischer dan
Descartes. Daarnaast geeft hij ook voorbeelden van as-translatie en een voorbeeld
van wat wij draaiing van de x-as zouden noemen. Zijn geschrift bevat de kern van
de analytische meetkunde, zij het in een vaak moeilijk te doorgronden en niet
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volledige tekst. Het werk van Jan de Witt, dat hierop en op de Géomérrie
voortbouwt, is hierbij vergeleken een oase van systematiek, helderheid en
volledigheid.

In het volgende overzicht is de notatie van Fermat vervangen door onze huidige
notatie. Waar Fermat 4 en E schrijft voor de onbekenden, schrijven wij x en y, de
constanten geven wij met kleine letters aan. Een voorbeeld:

Br-?4? aequaturzA in E+E?

schrijven wij als b2 —2x% = 2xy+y2.
Ook zullen wij haakjes gebruiken. Deze waren onbekend aan Fermat; in zijn

verbale omschrijving ontbreken ze uiteraard, waardoor de tekst met veel begrip
gelezen moet worden.

De behandelde vergelijkingen zijn de volgende.
i. dx = by als voorbeeld van een rechte.
ii. xy= ? als voorbeeld van een hyperbool.
Hieraan voegt hij een voorbeeld toe van een as-translatie en wel
d*+ Xy =rx+sy.
Deze vergelijking omschrijft hij verbaal in een vorm die wij zouden schrijven als
(x—s)¥r—y) =d? —rs,
waarbij hij opmerkt dat we nu dezelfde vorm hebben als hierboven indien we x—s en
r—y zien als ‘opvolgers’ van x en y. Hij spreekt niet expliciet over een nieuwe
abscis-as.

1il. x*= y2; x? :y2 = constant; en (x2 +y2) : y2 =constant
als voorbeelden van lijnenparen.
iv. x%= dyen y2 =dx als voorbeelden van een parabool.
Hierna herleidt hij 52 —x? =dy tot de gedaante x° = d(r—y), waarbij dr = b,
en merkt op dat dit het vorige geval is indien men r—y ziet als opvolger van y.
v. B2 —x?= y2 als voorbeeld van een cirkel, althans
indien ‘de hoek’ recht is. Hierna herleidt hij

b2 —2dx—x* = y2 +2ry tot de gedaante

p2 -xr= y2, waarin x en y de plaats hebben ingenomen van
x+d en y+r en waarbij geldt

2 _ 42 2,2

po=b"+d +r-.

Vi, (b2 —xz) : y2 = constant, als voorbeeld van een ellips.

Hij voegt hieraan toe dat, indien de constante de waarde | heeft én ‘de hoek’ recht
is, men te maken heeft met een cirkel, maar indien de hoek niet recht is, het toch om
een (echte) ellips gaat.
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vii (.\'2 —b2) : y2 = constant, als voorbeeld van een hyperbool.

De bewijsmethode van Fermat is in principe dezelfde als die van Jan de Witt. Met
behulp van de coéfficiénten die in de vergelijking optreden, beschrijft hij (verbaal)
de beoogde rechte of kromme en toont aan dat abscis en ordinaat van een
willekeurig punt daarop voldoen aan de gegeven vergelijking. Het omgekeerde, de
compositio of synthese, hier dus het bewijs dat ieder punt waarvan abscis en
ordinaat voldoen aan de gegeven vergelijking op de kromme ligt, ontbreekt vaak of
wordt afgedaan als vanzelfsprekend: est facilis compositio.

Bij zijn bewijs heeft hij uiteraard een karakteristicke eigenschap van de besproken
kromme nodig. Hiervoor beroept hij zich op een van de kenmerken die Apollonius
gaf voor de verschillende kegelsneden, en die Fermat bij zijn lezers bekend
veronderstelt. Zo gebruikt hij bij de ellips een eigenschap die wij verderop nodig
hebben en die de lezer besproken vindt in aantekening [3.5] bij de vertaling. De
daarbij behorende figuur is hier opgenomen als Figuur 1.6.2. Hierin is CAG een
middellijn van een ellips met middelpunt 4. ED verloopt in de daaraan toegevoegde
richting. Het bedoelde kenmerk zegt nu dat het punt D dan en slechts dan op de
ellips ligt indien de verhouding DE” : CE.EG constant is.

FIGUUR 1.6.2

Als eenvoudig voorbeeld van de werkwijze van Fermat kiezen we de vergelijking
¥’ = dy. In dit geval kiest Fermat een abscis-as met beginpunt N en een

bijbehorende ordinaatrichting, hier voorgesteld door ZI (zie Figuur 1.6.3).
Vervolgens beschrijft hij verbaal een parabool met N als top, waarvan de middellijn
verloopt in de ordinaatrichting, met als daaraan toegevoegde richting de richting
van de abscis-as en met d als parameter. Indien P/ evenwijdig aan NZ getrokken
wordt, dan geldt, op grond van het kenmerk van Apollonius voor een parabool, dat

PI> =d.PN , tenminste als de parabool door / gaat. Hier geldt P/ = NZ=xen NP =
ZI = y, zodat voor een punt op de kromme geldt x? = dyen dit is juist de
vergelijking waarvan we zijn uitgegaan.

Zonder meer merkt Fermat op dat, omgekeerd, een punt / waarvoor geldt 2= dy,
op de parabool ligt.
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N Z
FIGUUR 1.6.3

De compositio blijft ook hier achterwege. In het voorbeeld van de cirkel is hij
duidelijker over de aard van het punt /; daar zegt hij expliciet dat / op de beoogde
cirkel ligt en toont dan aan dat voor de codrdinaten x en y geldt

p?—x% = y2.
Naast de hierbovengenoemde voorbeelden van as-translatie geeft Fermat ook een
voorbeeld van as-rotatie, echter zonder deze term te noemen. Hij kondigt dit
probleem aan met de woorden

Difficillima omnium aequalitatum est quando ita miscentur A~ & E 2 ut nihilominus
homogenea ab A in E afficiantur una cum datis &.

In vertaling:

De moeilijkste van alle vergelijkingen is die waarin xZen y2 z0 voorkomen dat er
ook nog termen met xy, tezamen met constanten, toegevoegd zijn eic.

Zijn voorbeeld is de vergelijking
B% % 42 aequatur 24 in E+E? )

voor ons b2 —2x% = 2xy + y2, oftewel b2 —x?=(x+ y)z.

Wij zullen Fermat bij zijn oplossing op de voet volgen, grotendeels met onze
notatie.

Allereerst kiest Fermat een abscis-as met N als beginpunt en met de ordinaatrichting
loodrecht daarop (zie Figuur 1.6.4). V is een willekeurig punt waarvan de abscis NZ
(= x) en ordinaat ZV (= y) voldoen aan bovengenoemde vergelijking. Het gaat nu
om de baan van V bij variabele Z.

Om deze te vinden beschrijft Fermat een cirkel met middelpunt N en straal b, die de
loodlijn door Z snijdt in / en de abscis-as zelf in M.

Uit de figuur blijkt dan

NMZ-Nz%=71% =(zV +VI)? @)
en uit de gegeven vergelijking volgt

NM?* - NZ?%* =(ZV + NZ)?,
zodat Vi= NZ (= x).
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O

FIGUUR 1.6.4

Vervolgens trekt Fermat het lijnstuk MR evenwijdig aan /Z en gelijk aan NM. Het

snijpunt van NR met het verlengde van /Z wordt O genoemd. Het is dan duidelijk

dat NZ = ZO; we zagen al NZ = VI, dus OV = ZI. Uit (i) volgt dan
NM?-NzZ%?=0Vr?. (ii)

Nu merkt Fermat op dat de verhoudingen NM 2. NR? en NZ?:NO? ‘gegeven’
zijn, zonder te vermelden dat zij onderling gelijk zijn, hetgeen hier essentieel is. Dat
hun gemeenschappelijke waarde gelijk is aan 1 : 2, gebruikt hij niet.

Uit NM? :NR*=NZ?:NO?* = constant,
Volgt (NM? — NZ%):(NR? — NO)?> = constant.
Met (i1) geeft dit ov?: (NR2 - NOZ) = constant. (1i1)

Hieruit en uit het feit dat de rechte NR en de hoek NOZ vastliggen, concludeeert hij
zonder meer dat het variabele punt / op een ellips ligt. Kennelijk beroept hij zich
op het hierboven genoemde kenmerk van een ellips.
Om de juistheid van zijn bewering in te zien kiezen we NOR als nieuwe abscis-as
en de richting van OZ als de daaraan toegevoegde ordinaatrichting. Voor de nieuwe
abscis NO en de nieuwe ordinaat OV van V geldt dan

OV?: (NR + NO).OR = constant.
Op grond van het genoemde kenmerk ligt / op een ellips met middelpunt ¥, halve
middellijn NR, terwijl de daaraan toegevoegde tweede middellijn evenwijdig aan
OV en dus aan RM verloopt.
Een en ander is eenvoudig na te rekenen. Indien we stellen NO = en OV = v, dan

volgt uit (iii) ~ v?: (267 —u?)=1:2,
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als we daarbij bedenken dat NM?:NR?=1:2.

u? v
Dit betekent — +—- =1,

26% b2
hetgeen juist de vergelijking is van de ellips met middelpunt N en toegevoegde
middellijnen met lengte 2542 en 2b.
Aangezien u = xv2 en v=x +y, geldt, zoals behoort,

b2 —x% = (.\'+y)2.

Met soortgelijke methoden, zegt Fermat, kunnen alle gevallen waarin de gemengde
term x) voorkomt behandeld worden.
Als kroon op dit werk (coronidis loco) voegt Fermat de volgende propositio toe.
Indien (in een plat vlak) willekeurig veel lijnen in ligging gegeven zijn en vanuit
een punt onder gegeven hoeken lijnstukken getrokken worden naar deze lijnen,
zodanig dat de som van de vierkanten op deze lijnstukken gelijk is aan een gegeven
oppervlakte, dan liggen alle punten met deze eigenschap op een kegelsnede.
Men kan dit probleem zien als een variant op het probleem van Pappus (sommen in
plaats van producten). Fermat lost dit probleem niet op, maar wel een
vereenvoudigde versie ervan. Daarbij zijn twee punten M en N gegeven en

gevraagd wordt de locus van de punten /, zodanig dat /M 24+ IN? een vaste
verhouding heeft tot de oppervlakte van driechoek /MN. Deze locus blijkt een cirkel
te zijn, waarvan hij de vergelijking opstelt, gevolgd door een daarvan
onafhankelijke constructie.

Niet zonder ijdelheid besluit Fermat zijn [sagoge met de volgende opmerking.
Indien deze ontdekking voorafgegaan zou zijn aan de twee boeken over viakke
plaatsen, die door mij onlangs gereconstrueerd zijn, dan zouden zeker de bewijzen
van de stellingen over loci op elegantere wijze zijn verlopen.

7. Fermat voegde aan zijn Isagoge een appendix van drie bladzijden toe, getiteld
APPENDIX AD ISAGOGEM TOPICAM continens solutio problematum solidorum
per locos.

In vertaling:

Aanhangsel bij de inleiding tot de loci, bevattende de oplossing van ruimtelijke
problemen door middel van loci.

Hierin past Fermat zijn theorie toe op het oplossen van algebraische vergelijkingen
in één onbekende, de zogenaamde bepaalde vergelijkingen. Zijn techniek bestaat in
het invoeren van een slim gekozen tweede onbekende om daardoor het probleem te
verleggen naar het bepalen van het snijpunt van twee vlakke krommen. Hierbij
beperkt hij zich tot vergelijkingen van de graad drie of vier en toont dan aan dat
men voor de oplossing daarvan kan volstaan met kegelsneden.

Zijn eerste voorbeeld is de vergelijking

x> +bx? =c?b.
Hier voert hij een nieuwe onbekende y in door te stellen
Cbl=c’b= bxy,
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hetgeen leidt tot het stelsel
x2+bx= by @)

¢t =x. (ii)

Hierdoor kan de onbekende x gevonden worden als de abscis van een snijpunt van
de parabool met vergelijking (i) en de hyperbool met vergelijking (ii). Aangezien
Fermat slechts één ‘kwadrant’ beschouwt vindt hij ook slechts één snijpunt, maar
hij is ook niet geinteresseerd in meer. Een nader onderzoek van deze wortel
ontbreekt, bijvoorbeeld de vraag of deze wortel inderdaad voldoet en of er
misschien meer wortels zijn (zoals x = 0). Hij doet deze zaken ook hier af met de
woorden est facilis ab analysi ad synthesim regressus.
Met een soortgelijke methode, zegt hij, kan men alle derdegraadsvergelijkingen
oplosssen.
Het tweede voorbeeld is een vierdegraadsvergelijking:

st +b3x+c?x? =dt
die hij herschrijft als

xt=d* —pPx—c2x.
Door nu beide leden gelijk te stellen aan ? y2 ziet men eenvoudig in dat de
oplossing gevonden wordt door middel van snijding van de parabool met
vergelijking x*= cy en de cirkel met vergelijking c2y2 =d*-b3x—c2x?.Hieren
elders in deze appendix vermeldt Fermat expliciet dat men uit het werk van Viete

wist hoe men in een vierdegraadsvergelijking de term met x> kan wegwerken,
daarom heeft zijn voorbeeld algemene geldigheid.

Hierna stelt Fermat een oud probleem aan de orde: de bepaling van de grootste (x)
van de twee middelevenredigen tussen b en a (b > a). Zonder meer veronderstelt hij

bekend dat deze voldoet aan de vergelijking x> =b2d. Voor de oplossing hiervan

stelt hij = bxy en b’d = bxy. De gezochte x is dus bepaald door een snijpunt van

de parabool met vergelijking X2 = by en de hyperbool met vergelijking xy = bd. Hij
geeft hierbij een meetkundige toelichting. Ook geeft hij een oplossing met twee
parabolen. Daartoe vervangt hij x3 = b%d door x* = b°dx, waarna hij stelt
xt=p2 y2 en b’dr=b%y>, zodat de oplossing volgt uit ‘het’ snijpunt van de

parabolen met vergelijking x° =bhyen y2 =dx. Hierbij vermeldt hij dat deze

methode ook te vinden is bij Eutocius (ca. 480 A.D.) in zijn commentaar op
Archimedes.

Met een verwijt aan het adres van Viéte geeft Fermat een toepassing van zijn
‘elegante methode’ op het oplossen van de algemene vierdegraadsvergelijking en
wel door middel van snijding van een parabool met een cirkel. Zijn bezwaar tegen
de werkwijze van Viéte bestaat daarin dat deze bij de oplossing van een
vierdegraadsvergelijking een derdegraadsvergelijking, de resolvente, nodig heeft.
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Fermat geeft twee karakteristicke voorbeelden:

A =Ax+dien xt =i -l
Ook hier merkt hij op dat men sinds Viéte weet hoe men een eventuele
derdegraadsterm kan wegwerken, zodat hij in principe met deze twee typen kan
volstaan.
In het eerste geval vult hij het linkerlid aan tot een volledig kwadraat van de

gedaante (x2 - b2)2 met nader te bepalen b, zodat de vergelijking overgaat in

(2 -b)? =Sx+d* +b% - 26°5%.
Vervolgens stelt hij beide leden op n’ y2 met n> =2b2, en kiest dan

x> -b>= ny. ()
Ook geldt Sx+dt +b% —202x% = n?y?, (ii)
zodat de onbekende x bepaald is door een snijpunt van een parabool en een cirkel

met vergelijkingen respectievelijk (i) en (i1).
Het tweede geval is iets gecompliceerder. Ook hier vult hij op dezelfde manier

beide leden aan tot (x2 - bz)2 =b* - 2b%x% +c*x? —c3d,

en stelt beide leden op n? yz met nader te bepalen b en n. Ook nu kiest hij

x2-p? = ny.
Er geldt ook bt —2b2x2 + 2xr - Pd = nzyz,
oftewel (c2 - 2b2)x2 +b-d = n2y2.

Het is nu duidelijk dat men b zodanig moet kiezen dat 262 > ¢? en tevens n zodanig

dat n* =2b% —c?, om een cirkel te krijgen. De keuze 262 < ¢? zou leiden tot een

hyperbool in plaats van de beoogde cirkel, die voor een constructieve oplossing

eenvoudiger is. De keuze 2b% = ¢? laat hij buiten beschouwing.
Tot slot laat Fermat zien dat ook het probleem van de twee middelevenredigen op
deze manier opgelost kan worden. Hier volgt een schets van zijn methode.

Allereerst vervangt hij ook hier > =b%d door x*=b%dx en gaat, evenals
hierboven, over op

(2 =p2)? =b* +62dc—2b2x% =n?y?,
waarbij n? =2b?, zodat x wordt gevonden als de abscis van het snijpunt van de
parabool met vergelijking x?—b? = ny en de cirkel met vergelijking
b +b2dv—n’x? = 112y2,
oftewel b2 +dx—2x> =2y2.
Zijn conclusie is: wie dit inziet zal tevergeefs proberen het vraagstuk van het

mesolabium, de driedeling van de hoek en soortgelijke vraagstukken op te lossen
door middel van vlakke hulpmiddelen, d.w.z. door middel van rechten en cirkels.
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Hierbij zij opgemerkt dat een mesolabium een apparaat is waarmee men op
mechanische wijze de middelevenredige tussen twee lijnstukken kan construeren.
Het was een vinding van Eratosthenes (ca. 276~ ca. 195 v. Chr.). Zie [63].

8. Het lot van de Isagoge van Fermat verschilde in veel opzichten van dat van de
Géomeétrie van Descartes.

Fermat leefde geisoleerd als Raadsheer en Commissaris voor de verzoekschriften
bij het stadsparlement in Toulouse, bekleedde daar later hogere ambten, maar begaf
zich nooit ver buiten die stad. Zelfs Parijs heeft hij nooit bezocht! Naast zijn
ambtelijke functies beoefende hij intensief de wiskunde, maar bleef zich daarin
altijd beschouwen als amateur. Zijn contacten met de wiskundige wereld verliepen
in hoofdzaak door middel van brieven, waaronder een voorname plaats werd
ingenomen door zijn correspondentie met leden van een Parijse kring van
wiskundigen onder leiding van Etienne Pascal, de vader van Blaise. Secretaris van
dit gezelschap was Pére Marin Mersenne, die de omvangrijke correspondentie
beheerde en bepaalde wie de juiste man was voor de verschillende onderwerpen.
Via deze kring maakte Fermat in 1637 zijn Isagoge (met Appendix) wereldkundig
en via deze kring ook kwamen Descartes en Frans van Schooten jr. in het bezit van
afschriften daarvan. Fermat stond echter niet toe dat de Isagoge in druk zou
verschijnen, iets wat gold voor nagenoeg al zijn werk. Hierbij zij opgemerkt dat de
gebroeders Elsevier al voor 1650 plannen hadden om werk van Fermat uit te geven,
maar hiertoe is het niet gekomen. Eerst in 1679, veertien jaren na zijn overlijden,
bezorgde zijn zoon Clément-Samuel een gedrukte uitgave van zijn wiskundige
werken onder de titel Varia Opera Mathematica D. Petri de Fermat, Senatoris
Tolosani, maar toen was zijn werk al overvleugeld door de Géométrie van
Descartes en het werk van diens navolgers.

9. Deze Géométrie, direct al in 1637 in druk verschenen bij Jan Maire,
boekverkoper in Leiden, werd aanvankelijk niet door iedereen gewaardeerd. De
oorzaak hiervan was niet alleen de ontoegankelijke stiji van dit werk en de taal, het
Frans, waarin het geschreven was, maar ook het feit dat velen de voorkeur bleven
geven aan de synthetische methode van de Grieken. Het was dus van belang dat er
wiskundigen waren die zorgden voor de verbreiding van de ideeén die neergelegd
waren in de Géométrie.

Onder hen verdient Frans van Schooten jr. een ereplaats. Hij maakte de Géométrie
voor alle geleerden toegankelijk door zijn vertaling daarvan in het Latijn, de Lingua
Franca van de wetenschapplijke wereld, en door zijn heldere toelichting en
duidelijke tekeningen. Voor de geschiedenis van dit werk wordt de lezer verwezen
naar de inleiding op de vertaling van Liber Primus.

In Frankrijk besteedde G.P. de Roberval (1602-1675) veel aandacht aan de
introductie van de methode van Descartes. Hoewel een belangrijk werk van zijn
hand over het opstellen van vergelijkingen van loci en het oplossen van
vergelijkingen door middel van het snijden van vlakke krommen eerst na zijn dood
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verscheen, heeft hij vermoedelijk met zijn colleges aan het Collége de France zijn
studenten ingewijd in de analytische meetkunde van Descartes.

In 1639 verscheen een commentaar op de Géométrie, de Notae Breves, geschreven
door Florimond Debeaune (1601-1652). Hierin wordt de Géométrie nauwgezet
gevolgd, uitvoerig toegelicht en op systematische wijze aangevuld, in het bijzonder
waar het gaat om de classificatie van tweedegraadsvergelijkingen in twee
variabelen.

Van Schooten jr. nam deze Notae Breves op in alle uitgaven van zijn Geometria a
Renato Descartes, etc. Vanaf de tweede druk daarvan bevat dit werk ook een
postume verhandeling van Debeaune over algebraische vergelijkingen.

Tot de latere Fransen die overzicht van en uitleg bij de Géométrie gaven, behoort
onder meer Philippe de la Hire (1640-1718). Na twee verhandelingen over
kegelsneden in synthetische stijl, publiceerde hij in 1679 een driedelig werk,
waarvan het eerste deel een planimetrische behandeling geeft van kegelsneden als
vlakke krommen gedefinieerd door hun brandpuntseigenschappen. Het tweede deel,
Les Lieux Géométriques verloopt in de stijl van Liber Secundus van Jan de Witt,
maar het bevat ook een aanloop tot de analytische meetkunde in drie of meer
dimensies. Als eerste geeft hij een eenvoudig voorbeeld van een oppervlak als
locus, voorgesteld door een tweedegraadsvergelijking in drie variabelen. Fermat en
Descartes hadden op deze mogelijkheid slechts gezinspeeld. De eerste
systematische behandeling van de analytische meetkunde in drie dimensies is van
Antoine Parent (1666-1716), die daarover in 1700 een verhandeling aanbood aan
de Académie des Sciences. Het derde deel van dit werk van de la Hire behandelt de
constructieve oplossing van algebraische vergelijkingen door middel van snijding
van vlakke krommen.

John Wallis (1616-1703) was degene die het gedachtegoed van Descartes
verspreidde over Groot-Brittannié, echter niet door een vertaling van of
commentaar op de Géomérrie, maar door een eigen werk, de Tractatus de
sectionibus conicis van 1655. In onze inleiding op Liber Primus is al vermeld dat
hij de kegelsneden definieerde door hun vergelijkingen. Deze vergelijkingen vielen
natuurlijk niet uit de lucht: zij waren ingegeven door de symptomata van
Apollonius. Ook in ander opzicht voerde Wallis de algebraisering verder door: bij
hem zijn de coordinaten geen lijnstukken meer, maar getallen. Tevens voerde hij
negatieve abscissen en ordinaten in. Verder legde hij in zijn Arithmetica
Infinitorum, eveneens van 1655, verband tussen de analytische meetkunde en de
infinitesimale methoden.

Toch sloeg het werk van Wallis niet bij alle Engelse wiskundigen aan. Velen
voelden zich beter thuis bij de synthetische methoden uit de Oudheid; zo was
Newton’s leermeester, Isaac Barrow (1630-1677), een fel tegenstander van deze
nieuwe methode. Dit in grote tegenstelling tot Newton, die zelf grote waardering
had voor de Géométrie. Ook op het vasteland van Europa maakte Wallis zich
vijanden, mede door het opeisen van prioriteiten. Zo zou de Géométrie berusten op
de Artis analyticae praxis uit 1627 van Thomas Harriot (1560-1621) en zou de
Lieux géométriques van de la Hire plagiaat zijn van de Tractatus van Wallis.
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Uiteraard is het werk van Jan de Witt vaak gelegd naast de Tractatus; in de
inleiding op de vertaling van Liber Primus wezen we daar al op. Op grond van wat
wij al eerder opmerkten kan De Witt niet beinvioed zijn geweest door Wallis; deze
definicerde de kegelsneden immers door hun vergelijkingen, De Witt baseerde zich
op een kinematische wijze van voortbrengen en toonde aan de hand daarvan aan
welke vergelijking met welke kromme correspondeerde.

Verder zijn bij Wallis de codrdinaten getallen, bij de Witt zijn zij nog lijnstukken.
Men zou kunnen zeggen dat De Witt in zijn aanpak behoudender was dan Wallis.
Bovendien was het werk van De Witt al in 1649 in concept gereed, zes jaren voor
het verschijnen van Wallis’ Tractatus.

Ook vermelden we nog dat Wallis in 1685 zijn Treatise of Algebra, both Historical
and Practical publiceerde. Hierin gaf hij aandacht aan het constructief oplossen van
vergelijkingen. Men vindt daarin ook de beroemde ‘wig van Wallis’.

Tot slot noemen we nog Jacques Ozonam (1640-1717), die in 1687 een werk
schreef, geordend volgens de langzamerhand gebruikelijke indeling: eerst
(meetkundige) aandacht voor kegelsneden, dan loci en tenslotte constructies van
wortels van algebraische vergelijkingen.

Tegen die tijd echter was de belangstelling voor de analytische meetkunde, althans
voorlopig, sterk verminderd door de opkomst van de differentiaal- en
integraalrekening: Leibniz met zijn Nova Methodus van 1684 (een geschrift van
slechts zes pagina’s) en Newton wiens fundamentele bijdragen aan dit nieuwe
onderwerp al sinds 1665 in handschrift circuleerden onder vakgenoten voordat ze
eerst na 1704 in druk verschenen.

10. Tenslotte zuilen we in het kort de structuur van Liber Secundus weergeven en
de werkwijze van Jan de Witt daarbij schetsen. Een gedetailleerd overzicht van de
inhoud vindt de lezer in de Samenvatting.

De kern komt neer op het volgende. Allereerst geeft Jan de Witt van de rechte en
van de kegelsneden vergelijkingen in x en y in standaardgedaanten ten opzichte van
een door hem gekozen codrdinatenstelsel, waarover later. Deze corresponderen met
de volgende voor ons bekende vormen.

i. y=ax+b,x=ay+b (rechte);
ii. y2 =ax+b,x* = ay+b (parabool);
1ii. a’x? - b2y2 =], azy2 . Lxy=c (hyperbool);
iv. a’x® + bzy2 =1 (ellips).

Het feit dat hij alleen positieve coéfficiénten toelaat en de eis van homogeniteit
dwingen hem tot het onderscheiden van meer gevallen en tot formeel andere
gedaanten. Men vindt dit terug in de Samenvatting.

Vervolgens toont hij aan dat deze standaardvormen inderdaad de beoogde krommen
voorstellen. Hiermee wordt bedoeld dat de coérdinaten van elk punt op zo’n
kromme voldoen aan de betreffende vergelijking. Het omgekeerde, dat elk punt
waarvan de codrdinaten aan de vergelijking voldoen, inderdaad op de bijbehorende
kromme ligt, wordt hoogst zelden aangetoond.
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Na een korte behandeling van de rechte (waaraan anderen nagenoeg geen aandacht
schonken) wordt alle aandacht gericht op de kegelsneden. Daarbij staan drie
beweringen centraal, die hij elk aankondigt als Regula Universalis (Algemene
Regel).
De eerste daarvan gaat over de parabool en houdt in dat elke kwadratische
vergelijking in twee variabelen —althans indien deze een parabool voorstelt- herleid
kan worden tot één van de gedaanten sub ii (uiteraard in de door hem gekozen
notatie). Hoe men tevoren ziet of de betrokken vergelijking inderdaad een parabool
voorstelt, vermeldt hij niet. Wel geeft hij aan hoe men deze herleiding moet
uitvoeren: door het afsplitsen van een kwadraat. Hij illustreert deze methode aan de
hand van dertien welgekozen voorbeelden, die in feite neerkomen op draaiing en
parallelverschuiving van de abscis-as.
Bij de tweede Regula Universalis gaat Jan de Witt ervan uit dat de te onderzoeken
tweedegraadsvergelijking een hyperbool, ellips of cirkel voorstelt, ook hier weer
zonder te vermelden hoe men dit vooraf kan zien. Zo’n vergelijking, zegt hij, is te
herleiden tot één van de gedaanten sub iii en iv. Ook nu geeft hij aan hoe dit moet.
Het gaat nu niet alleen om het afsplitsen van een kwadraat, maar ook om een
techniek die in feite neerkomt op het ‘buiten haakje halen’, zonder dat hij haakjes
gebruikt. Daartoe voert hij bijvoorbeeld in de uitdrukking xy + ay de nieuwe
variabele v = x + a in en substitueert dan x = v — a in de genoemde uitdrukking,
waardoor deze overgaat in vy. Deze methode van herleiden demonstreert hij aan de
hand van vier tamelijk algemene, maar speciaal voor zijn doel gekozen
voorbeelden.
In de derde Regula Universalis stelt Jan de Witt de algemene vergelijking van de
tweede graad in twee variabelen aan de orde met het doel aan te tonen dat deze
steeds te herleiden is tot een van de hierna te noemen gedaanten.
Allereerst herhaalt hij daartoe de hierboven reeds genoemde standaardvormen in x
en y, die een rechte of een kegelsnede voorstellen. Vervolgens introduceert hij
nieuwe vormen voor kegelsneden door in de sub ii — iv genoemde vormen de
variabelen y en x te vervangen door achtereenvolgens z en/of v waarbij geldt
z=y+px+qgentevensv=x+h
of z=y+thentevensv=x+py+gq.
Uit de hierboven aangegeven vormen in y en x ontstaan dan op voor de hand
liggende wijze de bedoelde nieuwe vormen. Zo ontstaan bijvoorbeeld uit

a’x* + bzy2 =1, de vormen
a’x? +b322 2,2 +b2y2 =1en a*v? +b%z% = 1,

waarbij z en v de hierboven genoemde betekenis hebben.

Uit xy = ¢ ontstaan xz = ¢, vy = ¢ en vz = ¢, maar in dit geval beperkt Jan de Witt
zich tot z=y+thenv=x+k

De bewering van de derde Regula Universalis is dat de algemene vergelijking van
de tweede graad in twee variabelen te herleiden is tot een van de vormen sub ii—iv
of tot een van de daaruit op genoemde wijze ontstane nieuwe vormen. Een

overzicht daarvan vindt men in de Samenvatting.

=1, a



1. Inleiding 27

Strikt genomen bewijst Jan de Witt daarna niet wat deze regel beweert. Hij gaat
omgekeerd te werk en wel als volgt. Hij beschouwt elk van de nieuwe vormen in z
en/of v en toont in detail aan dat deze bij alle genoemde mogelijkheden voor z en v
een kegelsnede voorstelt en beschrijft deze verbaal in bijzonderheden. De krommen
zelf verschijnen niet op het papier, wel de toppen, middelpunten en assen.

Hij vermeldt echter niet hoe men een algemene tweedegraadsvergelijking tot zo’n
gedaante kan herleiden, maar hij laat het bij de opmerking Methodo jam explicata,
dat wil zeggen ‘op de manier die reeds uiteengezet is’. Hierbij doelt hij kennelijk op
de vele uitgewerkte voorbeelden, waarin verschillende manieren van herleiden
gedemonstreerd zijn. Zo laat onder meer het voorbeeld op biz. [283] duidelijk de
bedoelde techniek zien. De derde Regula Universalis wordt dan ook niet gevolgd
door enig voorbeeld.

Bij zijn opzet gaat Jan de Witt, evenals Fermat, uit van een gegeven lineaire of
kwadratische vergelijking in twee variabelen en bewijst daarvan dat deze één van
de beoogde krommen voorstelt, in de betekenis die hierboven vermeld is. Evenals
Fermat bedient hij zich daarbij van een één-assig codrdinatenstelsel. In paragraaf 6
van deze Inleiding is deze methode beschreven (zie ook Figuur 1.6.1). Jan de Witt
zet de codrdinaten in dezelfde richting uit als Fermat, waardoor ook hij zich beperkt
tot het ‘eerste kwadrant’. De Witt gebruikt daarbij een vaste formulering, die hij
steeds weer herhaalt:

‘Laat het vaste beginpunt van x het punt 4 zijn en laat aangenomen worden dat deze
x zich langs de rechte 4B onbeperkt uitstrekt en laat de gegeven of aangenomen
hoek gelijk zijn aan de hoek 4BC’.

Het woord ‘onbeperkt’ eist een verklaring. De Latijnse tekst geeft indefinite,
waaarvoor men ook ‘onbegrensd’ of ‘onbepaald’ kan lezen. ‘Onbegrensd’ zou
verwarring kunnen wekken. De grootheid x blijft, evenals y, een eindige grootheid,
deze stellen immers lijnstukken voor. De lengte daarvan mag men willekeurig
aannemen, zonder beperking, maar deze blijft eindig. Om ieder misverstand weg te
nemen is als vertaling gekozen ‘onbeperkt’, soms ook ‘onbepaald’, of ‘willekeurig’.
Bij het bewijs dat een gegeven vergelijking een zekere kromme voorstelt (in de
reeds genoemde betekenis), gaat De Witt op een vaste manier te werk. Met behulp
van de coéfficiénten die in de vergelijking voorkomen, beschrijft hij verbaal de
kromme die hem voor ogen staat. De grootheden die deze kromme bepalen, zoals
bijvoorbeeld parameter, top, middellijn en dergelijke, vallen daarbij uit de lucht,
maar waren door hem op slimme wijze voorzien. Dit gedeelte van het bewijs noemt
hij de determinatio of ook wel de descriptio. Daarna neemt hij op deze kromme een
willekeurig punt met abscis x en ordinaat y. Met behulp van de meetkundige
kenmerken die hij in Liber Primus heeft opgesteld voor de rechte en elk van de
kegelsneden, toont hij vervolgens aan dat de codrdinaten van het door hem gekozen
punt inderdaad voldoen aan de gegeven vergelijking. Dit gedeelte van het bewijs
noemt hij vanaf blz. [260] expliciet de demonstratio.

De weg terug, de compositio of synthesis, dat wil zeggen het bewijs dat ieder punt
waarvan de codrdinaten aan de vergelijking voldoen, ook inderdaad op de
aangegeven kromme ligt, laat hij, zoals gezegd, meestal achterwege. Daardoor mist
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hij ook de tweede tak van de hyperbool. Opvallend is dat hij geen aandacht schenkt
aan ontaardingen.

Evenals Liber Primus, is ook Liber Secundus een strak geordend geheel. Centraal
staan de genoemde Regulae Universales, geadstrueerd door veertien Theoremata,
vele Exempla en drie Problemata.

Een Theorema bestaat uit een propositio eventueel gevolgd door een aantal
corollaria. In de propositio wordt een stelling geformuleerd en bewezen; de
corollaria geven gevolgtrekkingen uit de propositio.

Een Problema bestaat eveneens uit een propositio en eventuele corollaria. Hier
wordt in de propositio een constructieprobleem gesteld en opgelost; de corollaria
geven nadere eigenschappen van de geconstrueerde figuur.

Opvallend is dat de propositiones in het gehele werk doorgenummerd worden, of zij
nu bij een Theorema of bij een Problema behoren.

Ook in Liber Secundus heeft Jan de Witt vier soorten kanttekeningen aan de tekst
toegevoegd. In drie van deze vier gevallen verwijst hij hiernaar door middel van
superscript cijfers in de tekst. Deze kanttekeningen zijn in de vertaling opgenomen
als voetnoten. Het betreft hier:

i. Verwijzingen naar de FElementa van Euclides. Deze hebben hetzelfde
standaardkarakter als in Liber Primus. Zo verwijst ‘per 16 sexti’ naar stelling 16
van het zesde boek van de Elementa. In de voetnoot bij de vertaling wordt dit
weergegeven als ‘VI, 16’.

ii. Verwijzingen naar Elementa Curvarum Linearum zelf. Een voorbeeld: “per 1
primi hujus’ verwijst naar propositio 1 van Liber Primus. Om het terugzoeken te
vergemakkelijken is het nummer van de betreffende bladzijde van de Latijnse tekst,
toegevoegd. In de voetnoot leest men dan ‘prop. 1, Lib.1, blz. [162]’. Zo vindt men
ook ‘per 3 Corol. 6 primi hujus’ terug als ‘gevolg 3 van prop.6, Lib.I, blz. [191]’.
iii. Toelichtingen op de bewijzen die in de tekst voorkomen. Ook hiervan een
voorbeeld (blz. [302]): de kanttekening ‘quippe quadr. ex HO aequatur GAF
rectang. ex hypoth.” luidt in de voetnoot: ‘omdat het vierkant op HO gelijk is aan de
rechthoek GAF op grond van de veronderstelling’.

Daarnaast zijn er ook kanttekeningen waarnaar niet met een cijfer wordt verwezen.
In het algemeen gaat het dan om de aanduiding van een speciaal geval, zoals
bijvoorbeeld op blz. [318]: ‘Casus 1™, cim Locus est Hyperbola’. In de vertaling
is zo’n kanttekening opgenomen als opschrift van een tekstonderdeel, hier dus als
‘Het eerste geval waarin de plaats een hyperbool is’.

In één geval (blz. [305]) betreft het de verklaring van een door Jan de Witt gebruikt
symbool; hieraan is aantekening [4.2] gewijd.
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Samenvatting

In deze samenvatting worden achtereenvolgens de stellingen en hun gevolgen
(corollaria) weergegeven in de vorm van een parafrase met gebruikmaking van
onze huidige notatie.

De essentie van de beweringen is echter behouden. Voor de bewijzen wordt
verwezen naar de tekst, de vertaling en de aantekeningen. De bedoeling van deze
samenvatting is slechts de lezer een systematisch overzicht van de inhoud te
verschaffen.

Voor een overzicht van de structuur van Liber Secundus en de werkwijze van Jan de
Witt daarbij, wordt de lezer verwezen naar paragraaf 10 van de Inleiding.

Hoofdstuk I

In dit hoofdstuk onderzoekt Jan de Witt de vergelijkingen van de eerste graad in x
en y. Hierbij worden x en y ten duidelijkste opgevat als lijnstukken, zoals o.a. blijkt
uit de formulering ‘het beginpunt van de ene grootheid’. De voorkomende
coéfficiénten zijn dienovereenkomstig steeds positief.

De krommen die door de vergelijkingen worden voorgesteld, worden, evenals in
Liber Primus, ‘plaatsen’ genoemd.

In het gehele werk wordt wel een x-as gebruikt, maar geen y-as. Deze x-as wordt als
volgt geintroduceerd: Jan de Witt neemt een vast punt 4 op een willekeurig gekozen
rechte en kiest dit punt als het vaste en onbeweeglijke beginpunt van de variabele x
die zich onbeperkt kan uitstrekken langs deze vaste rechte door A (steeds naar
rechts). Een gegeven x wordt dan voorgesteld door een lijnstuk, bijvoorbeeld AE op
deze rechte. Vanuit het eindpunt van deze x wordt dan onder een vaste, gegeven of
gekozen, hoek het lijnstuk y ‘naar boven’ uitgezet (zie ED in Figuur 2.1). Wij
zouden zeggen dat hij zich beperkt tot het eerste kwadrant. Zoals al in de inleiding
werd opgemerkt, is de y-as echter pas tegen het einde van de 17e eeuw ingevoerd
door Claude Rabuel (1669-1728).

Hoofdstuk I bestaat uit de volgende stellingen:
Stelling 1. Propositie 1.

bx
Indien de vergelijking luidt y =-—, dan is de gezochte plaats een rechte lijn.
a
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Stelling I1. Propositie 2.

Indien de vergelijking luidt y = b_x+ ¢, dan is de gezochte plaats een rechte lijn.
a

Stelling III. Propositie 3.

bx
Indien de vergelijking luidt y = — — ¢, dan is de gezochte plaats een rechte lijn.
a

Stelling IV. Propositie 4.
Indien de vergelijking luidt y = _b_x+ ¢, dan is de gezochte plaats een rechte lijn.
a

Stelling V. Propositie 5.
Indien de vergelijking luidt y = ¢, dan is de gezochte plaats een rechte lijn.

Stelling V1. Propositie 6.
Indien de vergelijking luidt x = ¢, dan is de gezochte plaats een rechte lijn.

Hoofdstuk I1

In dit hoofdstuk worden de volgende vergelijkingen aan de orde gesteld:
L y2 =ax of omgekeerd ay= 2

II. y2 =ax + b* of omgekeerd ay + b =x?
II1. y2 = ax— b? of omgekeerd ay— b =x?
Iv. y2 =—ax+b* of omgekeerd B —ay= <.

Allereerst worden de volgende stellingen bewezen:

Stelling VIIL. Propositie 7.

Indien de vergelijking luidt y* = ax, of omgekeerd ay = x2, dan is de gezochte plaats
een parabool.

Dit volgt direct uit stelling I van Liber Primus (blz. [162]), waar deze eigenschap
als kenmerk (symptoma) van de parabool is afgeleid.

Stelling VIII. Propositie 8.
Indien de vergelijking luidt y? = ax + b%, of omgekeerd ay + b*> = x%, dan is de
gezochte plaats een parabool.

Stelling IX. Propositie 9.
Indien de vergelijking luidt y* = ax— b%, of omgekeerd ay — b? = x2, dan is de
gezochte plaats een parabool.
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Stelling X. Propositie 10.
Indien de vergelijking luidt y2 = — ax + b%, of omgekeerd b* — ay = x*, dan is de
gezochte plaats een parabool.

De ‘omgekeerden’ (conversim) van de stellingen VII t/m X worden afgeleid door in
de figuren en in de redeneringen de rollen van x en y te verwisselen.

Ook hier geldt dat slechts die delen van de krommen in beschouwing worden
genomen die rechts van 4 en tevens boven de x-as liggen.

Algemene Regel en een manier om alle vergelijkingen die voortkomen
uit een daartoe leidende berekening —in het geval waarin de gezochte
plaats een parabool is— te herleiden tot één van de vier gevallen die
reeds uiteengezet zijn, met behulp van de —eveneens vier— voorafgaande
stellingen.

Deze Algemene Regel geeft een methode om de betreffende vergelijking — in het
geval dat deze een parabool voorstelt — te herleiden tot een van de gedaanten van
Stelling VII, VIII, IX of X. Hierbij vermeldt Jan de Witt niet hoe men van tevoren
vaststelt of de vergelijking inderdaad een parabool voorstelt.

Deze methode komt in feite neer op het afsplitsen van een kwadraat: indien naast de
term met xz, de termen * 2ax, + 2xy , + 2axy voorkomen, dan voert men een nieuwe
variabele z in, met

=xzta, resp.z=xtyofz=xtay.

N

Uiteraard is het voorteken hierbij juist het voorteken van de betreffende termen
indien zij met x? aan dezelfde kant van het gelijkteken staan. Hetzelfde geldt,

mutatis mutandis, indien het y2 betreft.
De voorbeelden aan de hand waarvan Jan de Witt zijn methode toelicht, zijn
uiteraard zo gekozen dat het om parabolen gaat.

Voorbeelden van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling VII.

1. Herleiding van de vergelijking

y2 +2ay=bx— a
tot de gedaante 2 =bx,
waarbij z=y+a.
Deze herleiding wordt gevolgd door de constructie van de bijbehorende parabool
(determinatio, ook wel descriptio) en het bewijs dat de codrdinaten van de punten
daarop inderdaad aan de vergelijking voldoen (demonstratio). In het vervolg zullen
wij naar deze gang van zaken vaak kortheidshalve verwijzen met determinatio en
demonstratio.
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2. Herleiding van de vergelijking

y2 —2ay=bx - &
tot de gedaante 2 =bx,
waarbij z=y- a

Voor de rest van het bewijs wordt verwezen naar het vorige voorbeeld.

3. Herleiding van de vergelijking

—a*= X+ 2ax
tot de gedaante by = Vv,
waarbij v=x+ta

Beschrijving van de constructie van deze parabool in het platte vlak, gevolgd door
de demonstratio.

4. Mededeling dat de vergelijking
—d?=x* - 2ax

analoog behandeld kan worden.

5. Herleiding van de vergelijking

2x2 ~ CZ
aZ
tot de gedaante 2 =dx,
b 2b
waarbij z=y+—x+cend=—c+b.
a a

///7'——

\/

FIGUUR 2.1

Bij de constructie van deze parabool (Figuur 2.1), wordt het punt G(0, - c) als top
gekozen. De as GC gaat door G en verloopt zo dat GB : BC = a : b (BC verloopt in
de ordinaatrichting).

Ook hier volgt een demonstratio, waarbij Jan de Witt opmerkt dat, indien de
kromme de x-as niet zou snijden, de oplossing wel een parabool zou zijn, maar dat
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deze niet op ‘bevredigende wijze’ te construeren zou zijn (quod nulla tamen
quaestioni satisfaciens describi possit). Hij bedoelt hiermee: niet boven de x-as zou
liggen. Zie verder de bijbehorende aantekening bij de vertaling.

Overigens is dit voorbeeld wel zeer speciaal gekozen.

6. De ligging van de kromme, gedefinieerd door de vergelijking
2.2

)/2—2—&1 —2cy=bx— b ; -
a

a
wordt vergeleken met die van de parabool die onder S is besproken.

7. Herleiding van de vergelijking

2.2
by——b)z) —2=x+ 2bxy+20x
a a

tot de gedaante dy = Vv,

. b 2bc
waarbij v=x+—y+cend=£+b.
a a

Opgemerkt wordt dat deze situatie het ‘omgekeerde’ is van die in voorbeeld 5. Ook
hier volgt een volledige determinatio en demonstratio.

Voorbeelden van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling VIII.

1. Herleiding van de vergelijking

22
b b~
L S
a 4a
tot de gedaante Z=bx+d,
.. bx
waarbij z=y— —.
2a

Beschrijving (descriptio) van de constructie van deze parabool in het platte vlak,
met het bewijs (demonstratio) dat de zo beschreven kromme inderdaad de parabool
is die door de vergelijking wordt bepaald. Ook wordt gewezen op de ‘omgekeerde’
parabool, dat wil zeggen die, waarbij in de vergelijking de variabelen x en y
onderling verwisseld zijn.

2. Herleiding van de vergelijking
bey

2.2 2
+ by b7y +c—=x2+2byx
a a 4 a
02
tot de gedaante by +—2— =2,

—CX
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c
waarbij v=x+b—y——.
a 2
Beschrijving van de constructie van deze parabool in het platte vlak, met het bewijs
dat de zo beschreven kromme inderdaad de parabool is die door de vergelijking

wordt bepaald.

Voorbeeld van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling IX.

Herleiding van de vergelijking

2.2
y2+bﬂ—cy=ax—bx -
a 4q?
(,'2
tot de gedaante zz=dx—3T,
. bx ¢ bc
waarbij z=y+ —-—end=a— —.
2a 2 2a

Beschrijving van de constructie van deze parabool in het platte vlak, met het bewijs
dat de zo beschreven kromme inderdaad de parabool is die door de vergelijking
wordt bepaald.

Voorbeelden van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling X.

1. Herleiding van de vergelijking
ay —y2 =bx

5

5 a
tot de gedaante z°= — —bx,

. a
waarbij z=y— —.
2
Beschrijving van de constructie van deze parabool in het platte viak, met het bewijs
dat de zo beschreven kromme inderdaad de parabool is die door de vergelijking

wordt bepaald.

2. Herleiding van de vergelijking

2,2 2byx
b}; +dy—c2= e —?
a” a

tot de gedaante cz—dy=v2,

waarbij v=x—b—y.

a
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Beschrijving van de constructie van deze parabool in het platte vlak, met het bewijs
dat de zo beschreven kromme inderdaad de parabool is die door de vergelijking
wordt bepaald. Ook wordt nog een andere wijze gegeven om de bijbehorende
middellijn en de rechte zijde te bepalen.

Vraagstuk 1. Propositie 11.

Bij een gegeven punt en een gegeven rechte de plaats te bepalen van alle punten,
gelegen in het vlak door dit gegeven punt en deze gegeven rechte, zodanig dat de
afstanden van elk van deze punten tot de gegeven rechte en het gegeven punt gelijk
zijn. Deze plaats ook te construeren.

Deze plaats blijkt een parabool te zijn. Hier wordt de term brandpunt (focus) of
navelpunt (umbilicus) ingevoerd. Het begrip ‘richtlijn’ wordt niet geintroduceerd.

Gevolg 1. De voerstraal van een punt D op een parabool (dat is het lijnstuk dat D
met het brandpunt verbindt) is gelijk aan het lijnstuk tussen de projectie van D op
de as en de top, vermeerderd met het vierde deel van de parameter. Zie Figuur 2.2.

Gevolg 2. De hoek tussen de voerstraal van een punt op een parabool en de raaklijn
aan deze parabool in dit punt, is gelijk aan de hoek die deze raaklijn maakt met de
as. Deze raaklijn halveert dus de hoek tussen de voerstraal in dit punt en de lijn door
dit punt evenwijdig aan de as.

T M
D L+00 108 28 ANISEMSADEIS., :
G \A
| \ -
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Figuur 2.2
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Hoofdstuk III

In dit hoofdstuk worden de volgende vergelijkingen aan de orde gesteld:

I yx=f2
}2
I l)——=x2—f2
g
2
I Pgr=B
g
y: o
v T =22
g

Stelling X1. Propositie 12.

Indien de vergelijking luidt yx = f° 2, dan is de gezochte plaats een hyperbool.

Het bewijs hiervan berust op de kenmerkende eigenschap van een hyperbool, zoals
die uit de definitie van een hyperbool is afgeleid in Liber Primus, Stelling III (blz.
[180]).

Wij zouden zeggen dat de asymptoten zijn aangenomen als ‘codrdinaatassen’. In de
taal van die tijd zou men zeggen dat het snijpunt van de asymptoten de oorsprong is
van de abscis-as, die langs een asymptoot valt, terwijl de hoek tussen de asymptoten
de ‘gegeven of aangenomen’ hoek is.

Stelling X11. Propositie 13.
2
Indien de vergelijking luidt L - f 2, dan is de gezochte plaats een hyperbool.
g

Het bewijs hiervan berust op Stelling IX van Liber Primus (blz. [196]). Door
middel van deze eigenschap van de hyperbool identificeerde Jan de Witt ‘zijn’
hyperbool met de hyperbool van de Oude Grieken in het bijzonder die van
Apollonius.
Stelling X1II. Propositie 14.
2
Indien de vergelijking luidt y2 —f 2 K , dan is de gezochte plaats een hyperbool.
g

Het bewijs en de bijbehorende constructie verlopen analoog aan de redeneringen bij
stelling XII. In feite worden hier de rollen van x en y verwisseld.

Stelling XIV. Propositie 15.
2
Indien de vergelijking luidt Ll I 2_x2, dan is de gezochte plaats een ellips (c.q.
g

een cirkel).
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Het bewijs van deze stelling berust direct op de kenmerkende eigenschap die Jan de
Witt in Liber Primus, Stelling XII (blz. [205]), afleidt uit zijn definitie van de ellips.
Uiteraard geldt dat de kromme een cirkel voorstelt indien / = g en tevens de
‘gegeven of aangenomen hoek’ recht is.

Algemene Regel en een manier om alle vergelijkingen die voortkomen
uit een daartoe leidende berekening —in het geval waarin de gezochte
plaats een hyperbool, een ellips of een cirkelomtrek is— te herleiden tot
een van de vier gevallen die reeds uiteengezet zijn, met behulp van de —
eveneens vier— voorafgaande stellingen.

Deze Algemene Regel stelt (zonder bewijs) dat een vergelijking van de tweede

graad waarin voorkomen een of meer van de de termen xy, 2, yz, ax en by, te
herleiden is tot de gedaante van een van de stellingen XI t/m XIV, althans indien
deze vergelijking een hyperbool, ellips of cirkel voorstelt.

De ‘manier’ komt daarop neer dat men de combinaties

xytayenxytax

vervangt door vy, resp. vx, waarbijv=x=t a,resp.v=y = g,
en in de combinaties

x? +2 ax, resp.yzi 2 ay
een kwadraat afsplitst, dat wil zeggen als nieuwe variabelen invoert
v=xt g, resp.v=yzta.

Doordat Jan de Witt nog niet over een notatic met behulp van haakjes beschikte,
verlopen de berekeningen in onze ogen vrij omslachtig.

Voor meer details zij verwezen naar de aantekening bij de vertaling van de
betreffende passage.

Voorbeeld van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling XI.

Herleiding van de vergelijking
yx—cx+hy= e
tot de gedaante zv =/,
waarbij z=y—cenv=x+henfl=e?-ch.
Beschrijving van de constructie van deze hyperbool in het platte vlak, met het

bewijs dat de zo beschreven kromme inderdaad de hyperbool is die door de
vergelijking wordt bepaald.
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Voorbeelden van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling XII en XIII.

1. Herleiding van de vergelijking

2
y2+ +20y—ﬁc +ex+d
a
Allereerst wordt deze vergelljking herleid tot
2.2 2,2 2.2
z =v2—h2+ad +a‘c ,
fa+b? fa+b?
2
waarbij z=y+éji+c,v=x+ﬂl—)2E
a 2fa+2b
en oh = a’e+2abc
fa+b?
Nu worden twee gevallen onderscheiden:
2 2
{ 2> d“+ a2 c? ,
fa+b
i W2 < a*d? +a’c?
Ja+ b?

In het eerste geval blijkt de kromme een hyperbool te zijn die de holle zijde naar de
x-as keert. In het tweede geval blijkt de kromme een hyperbool te zijn die de bolle
zijde naar de x-as keert.
Van deze krommen wordt een nauwkeurige descriptio met een volledige
demonstratio gegeven.

2. Herleiding van de vergelijking

2 +2ay _ 2bxy
a
2.2 3
tot de gedaante zz—a— =47 , waarbij z=y—a— env=x—b—y.
p4 b2 b2 a

Ook hier volgt een nauwkeurige determinatio en demonstratio.
Vraagstuk I1. Propositie 16.

Bij twee gegeven punten een derde punt te vinden met de eigenschap dat de
lijnstukken die van daaruit getrokken zijn naar de twee gegeven punten een gegeven
afstand verschillen en de plaats te bepalen en te beschrijven waarop het gezochte
punt ligt.
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Deze plaats blijkt een hyperbool te zijn, hetgeen geconstateerd wordt aan de hand
van de afgeleide vergelijking, die valt onder Stelling XII, maar wat ook geverifieerd
wordt aan de hand van de definitie zoals die volgt uit de ‘aanpassingsproblemen’ uit
de Griekse Oudheid. Ook worden de twee gegeven punten als brandpunten
aangewezen.

Jan de Witt neemt stilzwijgend aan dat het hier gaat om een oplossing in het platte
vlak.

Gevolg 1.

Indien men op een hyperbool een willekeurig punt aanneemt en dat verbindt met elk
van beide brandpunten, dan is het verschil van de verbindende lijnstukken gelijk
aan de transversale as.

Gevolg 2.

Indien men op een hyperbool een willekeurig punt aanneemt en dat verbindt met elk
van beide brandpunten, dan raakt de lijn die de hoek tussen de verbindende
lijnstukken halveert, aan de hyperbool in het gekozen punt.

Omgekeerd halveert de raaklijn in dit punt de hoek tussen de lijnstukken die dit
punt verbinden met elk van beide brandpunten.

Voorbeeld van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling XIV.

Herleiding van de vergelijking
V+ 2bxy 2ey=—X +de+ I
a

tot de gedaante
—a’x? +b%x?  dax—2bcx
zz= a“x“+b°x 4 +Cz+k2,
a? a
. b
waarbij z=y-c+ 2.
a

Deze vergelijking wordt verder herleid tot

2.2 2 2 2.2
a‘z =_V2+h2+ca+ka
JERY) a2 — b2
waarbij 2h= da 2—2b7ca
a® -b"
en v=x-h

Uitgaande van de onderstelling dat (12 > b2, wordt deze vergelijking nog verder
gereduceerd tot

Iz*
g

2 2
=f -y,
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.. [ a?
waarbij —=—
g a“-b
2.2 2.2
en f2=h2+ ca®+k‘a

2 42
a“—b
Nu is de vergelijking herleid tot de gedaante van Stelling XIV en wordt de
conclusie getrokken dat het hier gaat om een ellips of een cirkel.
Ook nu volgt een nauwkeurige descriptio en de bijbehorende demonstratio.

Over het geval a* < b* wordt niet gesproken. Dit zou ook niet leiden tot een
voorbeeld van Stelling XIV.

Vraagstuk IIl. Propositie 17.

Bij twee gegeven punten een derde punt te vinden met de eigenschap dat de
lijnstukken die van daaruit getrokken zijn naar de twee gegeven punten, tezamen
een gegeven lengte hebben, en de plaats te bepalen en te beschrijven waarop het
gezochte punt ligt.

Deze plaats blijkt een ellips te zijn, hetgeen geconstateerd wordt aan de hand van de
afgeleide vergelijking, die valt onder Stelling XIV, maar wat ook geverifieerd wordt
aan de hand van de definitie van ellips zoals die volgt uit de ‘aanpassings-
problemen’ uit de Griekse Oudheid. Ook hier worden de gegeven punten als
brandpunten aangewezen. Jan de Witt neemt ook hier stilzwijgend aan dat het gaat
om een oplossing in het platte vlak.

Gevolg 1.
De lijnstukken die vanuit een willekeurig punt op een ellips getrokken worden naar
elk van beide brandpunten zijn tezamen even lang als de transversale as.

Gevolg 2.

Indien men vanuit een willekeurig punt op een ellips naar elk van beide brandpunten
rechten trekt en door ditzelfde punt een andere lijn getrokken wordt die gelijke
hoeken maakt met elk van beide getrokken lijnen, dan zal deze de kromme in het
genoemde punt raken.

Omgekeerd maakt de raaklijn in dit punt gelijke hoeken met de lijnstukken die dit
punt met de brandpunten verbinden.
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Hoofdstuk IV

Algemene regel om willekeurige vlakke em ruimtelijke plaatsen te
vinden en te bepalen.

In dit hoofdstuk wordt een classificatie ondernomen van de algemene vergelijking
in de variabelen x en y, met graad maximaal twee en wordt de bij elke vergelijking

behorende rechte, resp. kegelsnede onderzocht.
Voor de begrippen ‘vlakke’ en ‘ruimtelijke’ plaatsen zie men de Inleiding.

Jan de Witt onderscheidt de volgende gevallen:

I. y=bl, of y =x, indiena = b.
a
=b—x:I:c, 0fy=c—£.
a

Hierbij merkt hij op dat eventueel een van beide grootheden x of y kan ontbreken.
Deze afzonderlijke opmerking is wel nodig omdat a en b bekende positieve

grootheden (lijnstukken) zijn.

2. y2 = dkx, of omgekeerd dy= ¥
y2 =dxef 2, of omgekeerd dye+f 2_ 52
?= dx, of omgekeerd dy= V2
P=dxe f 2, of omgekeerd dy-° f2= V2.
2
s Ix 2 2
3 y= f yx=f
g
2
zz_lx .fz zx=f2
of ook
2
» v 2 -2
yo=—xf yv=/f
g
2
Zz=lv 'f2 zv=f2.
g
Opmerkingen:

1. Hierbij worden in een uitdrukking als 4 * B drie gevallen opgenomen, namelijk
A+ B, A— Ben—-A + B. Het geval —4 —B kan zich hier niet voordoen aangezien
A en B, evenals de linkerleden, steeds positieve grootheden zijn.

2. Naast de oorspronkelijke variabelen x en y komen in deze uitdrukkingen ook de
variabelen v en z voor. Hierbij worden twee gevallen onderscheiden:
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i. zheeftde gedaantez=y+c,z=y+ bx ofz=y=+ bx + ¢ maar dan heeft
a

a
v de gedaante v = x + / (en bevat dus geen term met y).
. b b
ii. vheeftdegedaantev=x+c,v=x= —y, v=x-+ 2y ¢, maar dan heeft z
a a

de gedaante z = y + s (en bevat dus geen term met x).
Hierin zijn a, b, ¢ en & bekende positieve grootheden (lijnstukken).
De Algemene Regel stelt dat iedere tweedegraadsvergelijking in de variabelen x
en y te herleiden is tot één van de onder 2 en 3 vermelde gedaanten. Voor de

vormen zx =f 2 ,yw=f 2 geldt daarbij vitsluitend z =y £ hen v = x £ k. Deze
regel wordt door De Witt niet expliciet bewezen, maar hij verwijst naar de
methoden die hij in de voorbeelden heeft toegepast. In het volgende toont hij
wel aan dat alle onder 2 en 3 vermelde vergelijkingen kegelsneden voorstellen.
Zie ook paragraaf 10 van de Inleiding.

Teneinde voor de lezer de gang door dit hoofdstuk te vergemakkelijken, volgt eerst
een globale indeling daarvan.
Achtereenvolgens worden behandeld:

1.
ii.

iit.

iv.

vi.

Op de blz. [306] t/m [307] de rechte lijn .

Op de blz. [308] t/m [314], regel 4 van onderen, de parabool in de gedaante van
de vergelijkingen uit de eerste kolom sub 2 op blz. [305] (= blz. 41 van deze
samenvatting.

Op de blz. [314], regel 3 van onderen, t/m blz. [318], regel 9 van boven, de
parabool in de gedaante van de vergelijkingen uit de tweede kolom sub 2, het
‘omgekeerde’ geval dus, waarin x en y zijn verwisseld.

Op de blz. [318], regel 10 van boven, t/m blz. [330] worden de vergelijkingen
uit de eerste kolom sub 3 besproken en wel die gevallen daarvan waarin de

term met x° of die met v voorzien is van het plusteken. Deze vergelijkingen
blijken hyperbolen voor te stellen.

Op de blz. [331] t/m [332], regel 7 van onderen, worden de gevallen sub 3 uit
de tweede kolom onderzocht, waarin het eveneens om een hyperbool zal
blijken te gaan.

Het hoofdstuk wordt afgesloten met de bespreking van de resterende gevallen

die vermeld zijn in de eerste kolom sub 3 en wel die waarin de term met ¥% of

die met v* voorzien is van het minteken en f 2 yiteraard van het plusteken is
voorzien. Deze vergelijkingen blijken ellipsen c.q. cirkels voor te stellen.

Ook in dit hoofdstuk kiest Jan de Witt een as 4B, waarlangs de abscissen x worden
afgepast (alleen in positieve richting) en een hoek ABE waaronder de ordinaten y
worden aangebracht. Van de behandelde krommen wordt alleen het deel boven de
as beschouwd.
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De rechte lijn

In het geval I op blz. [305] (in de samenvatting op blz. 41) —de rechte lijn— worden
de volgende gevallen onderscheiden en in tekening gebracht:

bx bx bx bx

y=x,y=—,y=—t+tey=—-¢y=c-——.

a a a a
Allereerst worden de constructies in de vorm van recepten gegeven; daarna wordt
zorgvuldig bewezen dat abscis en ordinaat van de punten op de geconstrueerde
lijnen inderdaad voldoen aan de genoemde vergelijkingen.
Voor een illustratie zij verwezen naar Figuur 2.3 (blz. [307] van de tekst).

E .~

Figuur 2.3

De parabool

Van het geval 2 —de parabool- wordt eerst de linkerkolom behandeld. Hierbij
worden negen subgevallen onderscheiden, elk weer verdeeld in subgevallen. Jan de
Witt begint met zuivere receptuur, voorschriften voor de constructies dus, en merkt
aan het einde daarvan op dat het bewijs dat de geconstrueerde krommen inderdaad
diegene zijn die aan de bijbehorende vergelijkingen voldoen, niet moeilijk is
(Quorum quidem omnium demonstratio perfacilis est, blz. [311], regel 6 van boven)
en gaat eerst dan tot die bewijzen over.

Met betrekking tot de bijbehorende tekeningen zij opgemerkt dat Jan de Witt
uitsluitend de ligging van de middellijnen, met bijbehorende toegevoegde richtingen
en toppen aangeeft, maar nergens een kromme tekent.

Ook gebruikt hij per geval één en dezelfde letter voor de top in alle bij dit geval
behorende deelgevallen. Zo kan men bij de parabool IX (blz. [308] t/m [314]) negen
deelgevallen onderscheiden; in elk daarvan wordt de top van de betrokken parabool
met de letter O aangegeven.
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Ook hier wordt, zonder bewijs maar in de vorm van recepten, aangegeven hoe men
de krommen die hierboven door een vergelijking zijn gekarakteriseerd, moet
tekenen.

Het gaat om de volgende situaties; de figuur die behoort bij de gevallen I /m IX, is
Figuur 2.4 (blz. [308]).

Figuur 2.4

L y2 = dx. Deze vergelijking stelt een parabool voor met middellijn op 4B,
bijbehorende top in A4, terwijl de daarop geordend aangebrachte rechten met
deze middellijn een hoek maken die gelijk is aan de gegeven of aangenomen
hoek ABE.

IL. y2 =dxef 2 Deze vergelijking stelt een parabool voor met middellijn op 4B.
Voor de top F geldt:
f2
Indieny2 =dx +f2, dan is de top F{( 7 0).

2
Indien y?' =dx —f2, dan is de top F( f7 , 0).

2
Indien y2 =—dx +f2, dan is de top F(f7 » 0).

In dit laatste geval staat de parabool ‘met de opening naar links’.

m. = dx, waarbijz =yt c.
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In dit geval is de lijn y = ¢ middellijn indien z = y —, maar indienz =y + ¢,
dan is de lijn y = — ¢ middellijn; de top in ligt in D(0, ¢), resp. D ( 0, —).

zz=dx0f2, waarbijz =y xc.
In dit geval is de lijn y = ¢ middellijn indien z = y — ¢, maar indienz =y + ¢,
dan is de lijn y = — ¢ middellijn.

Voor de top L geldt:
2 2 72
Indienz" =dx+f enz=y:l:c,danisdetopL(—7,-T- c).
2 2 f?
Indienz” =dx —f“enz =y +c, dan is de top L( v F o).
2 2 7?2
Indien z° = —dx + f “en z = y £ ¢, dan is de top L(T,ic), maar dan staat de

parabool met ‘de opening naar links’.
De parameter is in de gevallen 1 /m IV gelijk aan d; de bij de gekozen
middellijnen behorende toegevoegde richting is die van de rechte BE.

2 =dx, waarbijz =y + b_x
a
In dit geval kiest men op BE een punt M zodanig dat AB : BM = a : b. Hierbij

ligt M ‘boven’ de lijn 4B indien het gaatomz =y _bx en ‘onder’ de lijn 4B
a

indien het gaat om z = y +£; de drager van AM is dan middellijn, de
a

richting van BE is de daaraan toegevoegde richting; de bijbehorende top ligt
in 4.

22=dx-f2,waarbijz=y:t b_x
a

Ook nu kiest men AM als in geval V, maar vervolgens trekt men door de
punten F en L (voor definitie zie sub II en sub IV) de rechten FL die de
rechten AM snijden in de punten N.

Met betrekking tot de ligging van de parabool worden de volgende gevallen
onderscheiden:

1. 2 =dx +f2 enz=y+ b_x; de lijn AM met vergelijking y = _bx is
a a
f2

middellijn, de bijbehorende top N heeft als abscis 4F = -
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2. " =dx f2 enz=y+ b_x; de lijn AM met vergelijking y = b is
a a

2
middellijn, de bijbehorende top N heeft als abscis AF = f7

3. Z=—dct+flenz=y+ ﬂ; de lijn AM met vergelijking y = —Eis
a a

5

middellijn, de bijbehorende top N heeft als abscis AF = %, maar nu

staat de parabool ‘met de opening naar links’.
De gevallen 2 =dx +f2 , 2= d.\'—f2 , 2 = —dx +f2 , waarbij z =y—£,
a

worden analoog behandeld.

::2=dv,waarbijz=y+ ﬁJrcon’—y—ﬂ— c.
a a

1. 2= de,z=y+ bx + ¢. De top ligt in D(0, — ¢), middellijn is y = bx
a a
c.

2. P=dvz=y-"_c DetopligtinD (0, c), middellijn is y = 2% + .
a a

VL. Zzzd"’ waarbij z = y + b —cofz=y—E +c.
a a

IX.

. = de,z=y+ bx —c. De top ligt in D(0, ¢), middellijn is y = b +c.
a a

2. 2= dc,z=y _bx + ¢. De top ligt in D(0, — c¢), middellijn is y + bx _ c.
a a

In de gevallen VII en VIII verlopen de bijbehorende toegevoegde richtingen
evenwijdig aan BE.

= dx -fz, waarbijz =y £ bx tec.
a

2
. Z=dx +f2. De abscis van de top Q is —%.

2
2. z? =dx—f2. De abscis van de top O is %

9

3. P=_d +f2. De abscis van de top O is %,

maar nu staat de parabool ‘met de opening naar links’.
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De ligging van de bijbehorende assen en de top daarop is te vinden op de wijze die
onder de punten VII en VIII is aangegeven. In totaal gaat het om negen
deelgevallen.

Tenslotte wordt nog meegedeeld dat in de gevallen V t/m IX de parameter p voldoet
aan de evenredigheid e : @ = d : p. Hierbij is ¢ gedefinieerd door
AB:BM:AM=a: b : e (zie Figuur 2.4).

Na deze mededelingen bewijst Jan de Witt dat de parabolen die in elk van deze
negen gevallen per recept zijn beschreven (oftewel uit de lucht vielen) met behulp
van de parameters die in de gegeven vergelijkingen voorkomen, inderdaad worden
voorgesteld door de vergelijkingen waarvan hij uitging.

Jan de Witt besluit nu zijn beschouwingen over de parabool met een (vrij korte)
bespreking van de ‘omgekeerde’ gevallen, waarbij x en y van rol gewisseld hebben
en wel:

dy=x2, dy°f2=x2, dy=v2, dy°f2=v2,
waarin achtereenvolgens

v=x:I:c,v=x:I:b—y ofv=x= E’-:I:c.

a a

De hyperbool

Van het geval 3 op blz. [305] (= blz. 41 van deze samenvatting ) beschouwt Jan de
Witt allereerst die vergelijkingen in de eerste kolom waarin het om een hyperbool

. . . 2 2 . ..
gaat, dat wil zeggen die waarin de termen met x~ of v voorzien zijn van het
plusteken; vervolgens worden de vergelijkingen in de tweede kolom behandeld, die
eveneens een hyperbool voor stellen, dat wil zeggen.

2 2 2 2
y=f zx=f°, yv=f"enzv=f",
waarin z=yxcenv=xzh

A. Met betrekking tot de eerste kolom op blz. [305], sub 3 worden vanaf blz. [318]
de volgende modificaties onderscheiden.

2 2
L [x—=y2—j20f1y—=x2—f2.
g g

2 2
II. L 2 —f2 of Lage x2—f2, waarbij
g

1. z=y+ec.
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2. z=y+ ﬁ
a
3 z=y:|:b—x:|:c
a
2 2
I L =y2—f20fll—— =v2—f2,waarbijv=x:|:h.
g g
2 2
v, D2 20BN 2 22 Gaarbijv=x+hen
g g
1. z=y=ec.
2. z=yzt b_x
a
3 z=y:|:b—x:|:c
a

Zoals men ziet worden hierbij steeds de gevallen onderscheiden waarin x en y, resp.
xenz, yenv,zenvvan rol wisselen. Ook nu krijgt men eerst een recept voor het
beschrijven van een hyperbool, daarna volgt het bewijs dat de cotrdinaten van de
punten daarop inderdaad voldoen aan de vergelijking waarvan men uitging.

Hier volgen de resultaten (zie ook Figuur 2.6).

2 2
I. Ll y2 -f 2 of Ll X - f 2 In het eerste geval kiest men de
g

transversale middellijn van de hyperbool langs de rechte 4X, door 4
evenwijdig aan de rechte BE, in het tweede geval kiest men de transversale
middellijn langs de rechte 4B; de toegevoegde richtingen zijn dan
respectievelijk evenwijdig aan AB en BE. In beide gevallen is 4 het
middelpunt en 2/ de lengte van de transversale middellijn.

De bijbehorende parameter p wordt in beide gevallen bepaald (dit wil
zeggen: gekozen) door de evenredigheid 2f: p =/ : g. Hieruit volgt dan de
lengte 2d van de toegevoegde middellijn uit de definitie van de parameter
door de evenredigheid 2f: 2d=2d : p.

Voor een verdere toelichting en bewijs van de juistheid van de constructie
beperken we ons tot de als tweede genoemde vergelijking; Jan de Witt
behandelt uiteraard beide vergelijkingen. Op de kromme kiest men het punt
E, het snijpunt van de kromme met de lijn door B die met de abscis-as 48 de
gegeven hoek maakt. Jan de Witt beroept zich nu op de kenmerkende
eigenschap van de hyperbool die hij noemde in Liber Primus als Stelling IX,
propositie 10, blz. [196], aldaar toegelicht met de figuur op blz. [198] (hier
Figuur 2.5). Deze kenmerkende eigenschap houdt voor de situatie in Figuur
2.5 in:
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FiGuur 2.5

ND? :NC-NP=GH?*:CP?> =CH?: AC*.

oftewel  ND*:(NA - ACYNA + AC)= CH*: AC.

Steltmennu ND=y, NA=x,AC=f CH=d,
dan geeft deze eigenschap

y2 : (x—f)(x+f)=d2 jz
De verhouding & f 2 vindt men als volgt.
Volgens de keuze van p geldt 2f: p =/ : g en uit de definitie van p volgt
2f:2d=2d: p,
zodat d2:f2=p:2f=g:l
en dus

B2
— =x"—f"
g

Terloops zij opgemerkt dat Jan de Witt de gevallen / = g en / # g afzonderlijk
behandelt, zoals hij verderop ook bij de bespreking van de ellips de cirkel
expliciet als een apart geval behandelt.
Ook hier geldt dat hij slechts aantoont dat de codrdinaten van de punten op
de door hem geconstrueerde kromme voldoen aan de vergelijking, maar hij
spoort niet alle punten op waarvan de codrdinaten aan de vergelijking
voldoen. Het gevolg is dan ook dat hij slechts één tak van de hyperbool
vindt.
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FIGUUR 2.6

Ix® Iz* N
x =zz—f20fz—=x2—f2,waarbljz=y:|:c.

g
In dit geval kiest men als middelpunt D(0, ¢) indien z = y — ¢ en D(0, - ¢)
indien z = y + c. De redenering verloopt verder analoog aan die onder I, maar
nu uitgaande van het punt D in plaats van het punt 4. Het betreft nu
hyperbolen met middellijn x = 0, respectievelijk y = ¢ indienz = y — c en de
hyperbolen met middellijn x = 0, respectievelijk y = —c indien z = y + c. De
krommen zijn over een afstand + ¢ verschoven in de richting waarin men de

ordinaten uitzet.

2 2
L S P A R
a
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Als middelpunt neemt men in beide gevallen het punt 4. Vervolgens kiest

men de rechte AM met vergelijking y = bx indienz =y — b_x, maar de lijn
a a

AM met vergelijking y = — bx indienz =y + bx (zie Figuur 2.7, en dit is
a a

de figuur op blz. [323]).

|
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Ficuur 2.7

In het eerste geval ligt de transversale middellijn van de gezochte hyperbool
op de rechte AW, evenwijdig aan BE. De hieraan toegevoegde richting is die

van AM (naargelangz =y + bx ofz=y _E_)_
a a
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In het tweede geval ligt de transversale middellijn van de gezochte hyperbool
op de rechte AM (naargelang z = y + bx ofz =y —b—x). De hieraan
a a

toegevoegde richting is die van AW.

In het eerste geval is de lengte van de transversale middellijn van de

hyperbool (op AW dus) gelijk aan 2f. De bijbehorende parameter p wordt

bepaald door de evenredigheid 2f: p= all: ezg; hierbij geldt
AB:BM:AM=a:b:e.

De lengte 2d van de toegevoegde middellijn volgt dan uit de definitie van de
parameter, namelijk als de derde evenredige bij 2f en 24, dus uit

2f:2d=2d:p.
g
a’l
In het tweede geval is de lengte 2m van de transversale middellijn van de

De zo belangrijke verhouding & f 2 is dan gelijk aan

2
hyperbool (op AM dus) gelijk aan if. De toppen liggen dus in de
a

snijpunten van de lijnen AM met de rechten x = + a. In dit geval wordt de

bijbehorende parameter p bepaald door de evenredigheid 2m : p = el : azg.
De lengte 2d van de toegevoegde middellijn volgt dan weer uit de definitie
van de parameter, namelijk als de derde evenredige bij 2m en 2d, dus uit 2m :
2
2d=2d: p. De verhouding & m” is dan gelijk aan l zg .
e”l
Na deze voorschriften voor het beschrijven van de gezochte hyperbool, volgt
ook hier weer het bewijs dat de coérdinaten van de punten op de gevonden
krommen inderdaad voldoen aan de vergelijkingen waarvan men is

uitgegaan.

Ix Iz . bx
— =zz—f2 of — =x2—f2, waarbijz=y+ —+c.
g g a
De redenering verloopt analoog aan die onder 1.2, maar nu uitgaande van het
- bx - bx
punt D (0, ¢) indienz = y+ — —cen D(0, —) indienz =y + — +c. De
a a
krommen zijn ook hier over een afstand + ¢ verschoven in de richting waarin
men de ordinaten uitzet.

oo o bE 5 o ”
— =y " —f“of — =v" —-f", waarbijv =x £ h.
g g

In dit geval kiest men als middelpunt /(4, 0) indien v = x —h en I(-h, 0)
indien v = x + h. De redenering verloopt verder analoog aan die onder I,
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waarbij het gaat om hyperbolen met transversale middellijn op x = A,
respectievelijk y = 0 indien v = x — A, en hyperbolen met transversale
middellijn op x = — A, respectievelijk y = 0 indien v = x + . De krommen
zijn over een afstand + 4 verschoven in de richting waarin men de abscissen
uitzet.

2 2
L =22_f20flz_ =v2 f2 waarbijv=x+henz=y+c.
g

g
In dit geval kiest men als middelpunt R( + A, + ¢ ), naargelang
v=xFhenz=yFc.
De redenering verloopt dan verder analoog aan die onder I, waarbij het ook
hier gaat om hyperbolen die evenwijdig verschoven zijn.

2 2

L =z2—j':Z oflz— =v2—f2, waarbij v=xthen z=yi£.

g g a

. . . bh _
In dit geval kiest men als middelpunt S(+ 4, £ — ) naargelang v=xFhen
a
z=y 4—'2. De redenering verloopt dan verder analoog aan die onder I1.2.
a

22 2

2
L =zz—f20f— =y —fz,waarbij
g

bx
v=xthenz=y+ — +c.
a

bh
In dit geval kiest men als middelpunt 7(+ 4, £ — = ¢) naargelang v=F4 en
a

z=y ¥ bx F c. De redenering verloopt dan verder analoog aan die onder I1.3.
a

B. Vier andere gevallen waarin de gezochte plaats een hyperbool is.

Het gaat hierbij om de vergelijkingen

1.
2.
3.
4.

yx=f?
zx=f2
w=r*
=12,

waarbij z = y =+ hen v = x = ¢ en f, h en ¢ bekende positieve grootheden
(lijnstukken) zijn.
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Voor de constructie van de gezochte hyperbool wordt op de abscis-as 4B het
lijnstuk AC = f afgepast (zie Figuur 2.8). Vervolgens wordt in de richting van
de ordinaten het lijnstuk CD = f uitgezet.

De gezochte plaats zal nu blijken te zijn de hyperbool met 4 als middelpunt,
waarvan de transversale as —met lengte 24D — langs de drager van AD valt
(dus met top D) en met AB als asymptoot.

Dat de codrdinaten van de punten op deze kromme inderdaad voldoen aan de
vergelijking yx = f 2 blijkt eenvoudig uit de kenmerkende eigenschap van de
hyperbool die men vindt in Liber Primus, stelling 3, op blz. [181].

Indien men immers het snijpunt van de kromme met de lijn door B in de
richting van de gegeven hoek (in de richting van de ordinaten) £ noemt, dan

geldt volgens genoemde eigenschap AB.BE = AC? , dat wil zeggen xy =f 2,

zx = f2, waarbijz =y + h.

In dit geval kiest men als top niet 4, maar het punt G(0, +/), naargelang
z=y+h.

De redenering verloopt dan verder analoog aan die onder 1.

3% =f2, waarbij v =x=*c.
In dit geval kiest men de top niet in 4, maar in het punt I(+ ¢, 0), naargelang
v=xF c.

De redenering verloopt dan verder analoog aan die onder 1.

zv=f2,waarbijz =ythenv=xzc.

In dit geval kiest men de top niet in 4, maar in het punt K(z ¢, + h),
naargelang

v=xF cenz=y Fh.

Ook hier verloopt de redenering verder analoog aan die onder 1.
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De ellips

Zoals reeds gezegd, wordt dit hoofdstuk en daarmee het gehele werk, afgesloten
met de bespreking van de resterende gevallen die vermeld zijn in de eerste kolom

sub 3 op blz.[305], dat wil zeggen die waarin de term met % of die met v? voorzien

is van het minteken. De term f 2 heeft dan vanzelfsprekend het plusteken. Deze

vergelijkingen blijken ellipsen c.q. cirkels voor te stellen.

Jan de Witt gaat -met een kleine afwijking van de formules in de genoemde kolom-
2

uit van de formule — b~ _ f _ x” en behandelt deze en modificaties daarvan.

Hierbij onderscheidt hij de volgende gevallen:

L -— =f2—x2.

II. —_— = jz — x2, waarbij

1. z=y*c

2. z=yi:b—x.
a

3. z=y:|:c:|:b—x.
a

2
III. I——f —v? ,waarbijv =x = h.
g

2
Iv. L2l =f2 —v2, waarbijv=xthen

g
1. z=y+xec.
2. z=y:|:b—x.
a

3. z=y:|:c:i:b—x.
a

Hier volgen de resultaten waartoe hij komt (zie Figuur 2.9).

]

L
g
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De bewering is dat het hier gaat om de ellips die als volgt beschreven wordt:
Het middelpunt is A, de transversale middellijn FAC ligt op de drager van
AB, de lengte daarvan is 2f, dus FA = AC=f.

De hieraan toegevoegde richting is die van de lijn BE; de bijbehorende
parameter wordt bepaald door de eis 2f: p=1/:g.

Voor het bewijs dat de beschreven kromme inderdaad de gezochte plaats is,
neemt Jan de Witt een punt (x, y) op de kromme en toont dan vitgaande van
zijn meetkundige definitie van ellips (zie Liber Primus, Stelling XII, blz.
[205]) aan dat de coordinaten van dit punt inderdaad aan de betreffende
vergelijking voldoen. Ook merkt hij op dat, indien / = g en tevens de hoek
ABE recht is, de kromme een cirkel is.

Hiermee heeft hij ook hier niet bewezen dat hij alle punten die door de
vergelijking worden voorgesteld, gevonden heeft!

2
B —xz, waarbijz = y £ c.
In dit geval gaat het om een ellips (c.g. cirkel), met middelpunt D(0, c) indien
z=y- cenD(0,—c)indienz =y +c.
De redenering verloopt dan verder analoog aan die onder I, maar nu
uitgaande het punt D in plaats van het punt A.

2
L =f2—x2, waarbijz =y =+ E
g a

Jan de Witt construeert nu een ellips op de volgende wijze: het middelpunt is
A, de transversale middellijn NAG ligt op de drager van AM, die als

vergelijking heeft y= bx (indienz =y — b_x)
a a

en i (indienz =y + b_x).
a a
De hieraan toegevoegde richting is die van de lijn BE. De lengte 2m van de
€,
transversale middellijn NG is l . Hierbij geldt weer
a
AB:BM:AM=a:b:e

(zie Figuur 2.9). De bijbehorende parameter wordt bepaald door de eis 2m : p

=€ : azg. Voor het bewijs dat de beschreven kromme inderdaad de
gezochte plaats is, neemt Jan de Witt een willekeurig punt (x, y) op de zo
geconstruecerde kromme en toont dan, uitgaande van zijn meetkundige
definitie van ellips, aan dat de codrdinaten van dit punt inderdaad aan de
betreffende vergelijking voldoen.
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Ficuur 2.9

Ook merkt hij op dat, indien de hoek AME recht is en tevens ell= azg, de
kromme een cirkel is.

2
lz—=f 24 waarbijz =y +cz b_x In dit geval gaat het om
a

g

een ellips (c.q. cirkel) met middelpunt D (0, ¢) indienz =y —c =+ bx en
a

D@O,-¢)indienz=y+c= EC- De redenering verloopt dan verder analoog
a

aan die onder I1.2, maar nu uitgaande van het punt D in plaats van het punt 4.

b
g
ellips met middelpunt /(h, 0) indien v =x— hen [(-h, 0) indien v =x + A.
De redenering verloopt dan verder analoog aan die onder I, maar nu
uitgaande van het punt / in plaats van 4.

=f 2_ v2, waarbij v = x = A. In dit geval gaat het om een

Ll

g
om een ellips met middelpunt R(+ A, = ¢) naargelang v =x ¥ henz=y ¥

=f2 - v2, waarbij v =x + hen z = y = ¢. In dit geval gaat het

¢. De transversale middellijn ligt op de rechte door R evenwijdig aan AB en
heeft lengte 2f. De bijbehorende parameter is bepaald door de eis dat de
verhouding van de transversale middellijn tot deze parameter is als / : g.
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De redenering verloopt nu verder analoog aan die onder II.1, maar nu
uitgaande van een van de vier punten R i.p.v. 4.

2
L =f2—v2,waarbij v=xxthenz=yzt E.Inditgeval gaat
g a

het om een ellips met middelpunt S, gedefinieerd als het snijpunt van de

rechte x = + h met de rechte y = + b_x De transversale middellijn ligt op
a

2¢

deze rechte y = = bx en heeft lengte —f De bijbehorende parameter is
a a

bepaald door de eis dat verhouding van de transversale middellijn tot de

arameter is als ¢*l : a*g. De redenering verloopt nu verder analoog aan die
p g g Y g
onder I1.2.

i
g
gaat het om een ellips met middelpunt 7, gedefinieerd als het snijpunt van de

=f2—v2, waarbijv=x* henz=y+c= b—x.Inditgeval
a

rechte x = + h met de rechte door D (+4, 0) met als vergelijking y =t h £+ b—x
a

De transversale middellijn ligt op deze rechte y=+ h + bx en heeft lengte
a

2ef

—=. De bijbehorende parameter is bepaald door de eis dat de verhouding
a

van de transversale middellijn tot de parameter is als el azg. De redenering
verloopt nu verder analoog aan die onder I1.2 en I1.3.
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Jan de Witt's

Grondbeginselen van de Kromme Lijnen

Tweede Boek

Hoofdstuk I

Algemene Stelling

[243] Bij ieder probleem waarin het onderzoek van een plaats aan de orde wordt gesteld,
of deze nu betrekking heeft op een rechte lijn of op een kromme lijn, komt men uit
op een vergelijking die een willekeurig aangenomen punt op de plaats bepaalt [1.1],
indien men twee onbekende en onbepaalde lijnstukken, die een gegeven of
aangenomen hoek insluiten, als bekend en bepaald beschouwt [1.2].

Indien in deze vergelijking, nadat deze tot de eenvoudigste gedaante is herleid, geen
van beide onbekenden tot de tweede of hogere macht verheven is, dat wil zeggen,
indien deze noch met zichzelf, noch met de andere onbekende in een product,
oftewel vermenigvuldigd voorkomt, dan zal de gezochte plaats een rechte lijn zijn.
Indien echter een van deze onbekenden tot de tweede macht verheven is, maar de
andere niet en deze laatste noch met zichzelf noch met de eerste vermenigvuldigd is,
dan zal de gezochte plaats een parabool zijn.

Maar indien elk van beide tot de tweede macht verheven is of de ene met de andere
vermenigvuldigd in de vergelijking voorkomt (de vergelijking is immers niet van
hogere graad indien er sprake is van een vlakke of ruimtelijke plaats [1.3]), dan zal
de gezochte plaats of een hyperbool of een ellips of een cirkelomtrek zijn.
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243
IOHANNIS DE WITT

ELEMENTA

C VRV ARV M
L I N E A RV M
LIBER SECVNDVS.

CarvrT L
PROPOSITIO GENERALIS

N omni quaftione , ubi indagandus
@72 proponitur Locus , five is fit ad li-

2t neamrectam,five ad curvam, fuppofi-
/% tis duabus lineis retis incognitis at-
7= que indeterminatis, datum vel afflum-
. =5y ptum angulum comprehendentibus,
Ha&rme¥™ tanquam  cognitis ac determinatis,
devenitur ad Zquationem, aflumptum quodlibet quafiti
Loci punétum determinantem ; in qua quidem zquatio-
ne, poftquam ad fimpliciffimos terminos erit reducta, fi
neutra incognitarum ad duas plurefve dimenfiones affur-
at, hoceft, fi neque infe , ncque in alteram incognitam
gu&a feu multiplicata reperiatur, quafitus Locus erit
lineare®a: At fiearundem incognitarum altera ad qua-
dratum afcendat, altcravero nonitem, fed neque infe,
neque in alteram incognitam ducta fit, erit Locus que-
fitus Parabola. Quod fi vero utraque ad quadratrum
afcendat, five alterainalteram ducta in zquatione re-
periatur (altitis enim zquatio non affurget, fi de loco
Plano Solidove quzftio fit) : erit Locus quzfitus vel
Hyperbola , vel Ellipfis , vel Circuli circumfereatia.
Hh 2 Quo-
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Van al deze krommen kan een gedetailleerde bepaling, een beschrijving en het
bijbehorende bewijs [1.4] op verschillende wijzen worden gegeven, maar het zal
voldoende zijn er een te geven die behoort tot de eenvoudigste en meest algemene.

In het eerste geval nu, waarin geen van beide onbekende grootheden voorkomt in de
tweede of hogere macht, kan de vergelijking herleid worden tot een van de volgende
gedaanten; een van de onbekenden wordt hierbij voorgesteld door x, de andere door

y[1.5].

bx
I. y=—,of (als we stellena = b), y =x.
a

II. y= b—x+c , of, met dezelfde onderstelling als hierboven, y =x + c.
a
I11. y=b—x—c,ofy =x— c.
a

Iv. y=—b—x+c,ofy=—x+c.
a

Laat echter met betrekking tot deze onbekende grootheden volgens afspraak
ondersteld worden dat het begin van één daarvan, bijvoorbeeld van x, vast en
onveranderlijk is, en dat aangenomen wordt dat deze grootheid zich onbeperkt
uitstrekt vanuit dit vaste en onveranderlijke beginpunt langs een rechte met gegeven
stand, maar dat de andere lijn, eveneens van onbepaalde lengte, verbonden is met
de eerste in het variabele uiteinde, onder een gegeven of gekozen hoek [1.6].
Uitgaande van deze onderstellingen lijkt het mogelijk dat, wat zo€ven gezegd is,
door middel van de volgende stellingen op passende wijze te formuleren, te bepalen
en te bewijzen.

STELLING I
Propositie 1

Indien de vergelijking luidt y = bx , dan zal de gezochte plaats een rechte lijn zijn.
a

Laat immers het punt A het onveranderlijke beginpunt van x zijn [1.7] en laten we
aannemen dat deze x zich langs de rechte AB onbeperkt uitstrekt. Laat vervolgens,
nadat op deze AB een willekeurig punt, zeg B, is aangenomen, BC getrokken worden
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244 Erem CVRVARYVYM
Quorum quidem omnium particularis determinatio,
defcriptio , & demonftratio variis modis fieri poteft;
ac verd ex {impliciflimis , generaliffimisque aliquem
annotaffe fuffecerit.

Ac primo quidem cafu, ciim neurra quantitatum
incognitarum ad duas plurcfve dimenfiones afcendit, fi
earum una exprimatur per x, atquealtera pery, poteft
zquatio ad aliquam fequentium formularum reduci.

bx
L y 22, five(pofitoa ) y 0 x.
bx
1L y 20 Z+c, five,, pofito, ut fupra,yox 4.
bx
HI.yxo 2 —c, fiveyo x—c.
bx
IV.yo— — 4, fivey 0 — x+4-c.

Fiat autem earundem quantitatum incognitarum fe-
cundim regulam talis affumptio , ut initium unius,
verbi gratid, ipfius x, certum fit & immutabile, utque
eadem illa quantitas ex certo & immutabili illo initio
in: linea recta pofirione dara intelligatur indefinité ex-
tendi, altera verd indeterminatz quoque longitudinis
linea priori in extremitate incerta in dato vel affum-
pto angulo conjungi. Quibus quidem fuppofitis, ea,
quz predicta funt , fequentibus Theorematis non in-
congrue proponi , determinari, ac demonftrari poffe
videntur.

TnrorREMA L
Propofitio 1.
Sizquatio fity 0 %", erit locus quzfitus linea reta.

Sitenim ipfius » initium immutabile punGum A , atque cadem
illa x perrectam A B indefinité fcextendere intelligatur. Dein,

fumpto in cadem A B pun&o utcunque, velutiB, agatur BCin
angulo

63
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[245] onder de hoek ABC, gelijk aan een gegeven of aangenomen hoek en wel zo dat de
verhouding van de afgesneden AB tot de getrokken BC dezelfde is als die van de
bekende a tot de bekende b, dat wil zeggen dat AB staat tot BC zoals a staat tot b.
Laat vervolgens door de punten 4 en C de rechte AC getrokken worden die zich
onbegrensd [1.8] uitstrekt; deze zal dan de gezochte plaats zijn.

Wanneer men immers op AC een willekeurig punt, zeg D, aanneemt en DE trekt
onder de hoek DEA, gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek, dan zal', wanneer
DE y genoemd wordt, AE staan tot ED zoals 4B tot BC, dat wil zeggen zoals a staat

tot b, en zo staat dan x tot y. Men krijgt dan? ay = bx, dus geldt (wanneer men aan

beide kanten deelt door a): y = bx [1.9].
a

Aangezien het punt D willekeurig is aangenomen op de rechte AC, zal hetzelfde
bewijs gelden voor alle andere punten op de rechte AC en dus is AC de gezochte
plaats. En zo is niet alleen de juistheid van de geponeerde stelling bewezen, maar is
ook de gezochte plaats bepaald [1.10].

STELLING II

Propositie 2

Indien de vergelijking luidt y =b—x+c, dan zal de gezochte plaats een rechte lijn
a
zijn.

Laat met dezelfde veronderstellingen en constructies als hierboven ook nog vanuit 4
het lijnstuk AF getrokken worden, evenwijdig aan BC en wel aan dezelfde kant (van
ABE, vert.) als deze en gelijk aan de bekende c. Wanneer dan ook nog vanuit F' de
lijn FG getrokken is, evenwijdig aan AC, dan beweer ik dat deze FG de gezochte
plaats is.

Wanneer immers op FG een willekeurig punt genomen is, zeg G , en GE getrokken
is onder de hoek AEG

'1,29 en VI4; > VI, 16.
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Lis IL Capr L 245

angulo A B C, ipfi dato vel aflumpto zquali;ita ut cadem fit ratio
interceptz A Baddutam B C, quaeftacognitzad 4 cognitam.
D hoceft, utfit utizad 4,

/ ita AB ad BC. Deni-
// que per pun&ta A & C
C ducaturre@a A C,inde-
7 finit¢ extenfa , eritque
/ / hzcipfa Jocus quafitus.
/ velutiD , dutique D E
A B E inangulo DE g, dato
velaffumpto zquali, fi eadem D E vocetur y, erit ' ut AB. ad * per 29

Etenim aﬂumpto in
A C puntio utcunquc,
BC, hocclt, utaad 4, ita AE2ad ED, hoceft, ita « ad y. By frimi, &

.. . . bx 4fexi.
fit 2 4 y 20 b x, hoc cft, dividendo utrinque per 4, erity 0 — . /*E f,f' 16

Quare cum puné&tum D utcunque fumptum fitinlinea A C,
erit eadem de omnibus aliislinez A C pun&isdemonfiratio, ac
proindeipfa A Clocus eft quafitus. Atqueitanon foliim Theo-
rematis propofiti veritas demonftrata, fed & Locus quafitus de-
terminatus eft.

THEOREMA IL
Propofitie 2.

Si zquatiofit y 0 2 4-¢, erit Locus quefitus linea

=
reca.

Pofitis, faltisque, ut fu-
pra, agatur infuper ex A re-
¢&a AF ipfi B C parallela,
atque ad eafdem cum ea par=
tes, que {it 2qualis ccogni-

¢ tz. Evex F du&aF G paral-
F leli A C, dicoeandem FG
efle Locum quafitum.

Sumptoenimin F G pun-
A B E &? utcunque, veluti G, du-

&ique GE in angulo AEG,
Hh 3 date

G

"\
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gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek, die de lijn AC in D snijdt, dan zal,
indien men GE de naam y geeft, gelden ED =y — c.

Echter geldt, evenals hierbovenl, dat AE staat tot ED zoals AB staat tot BC, dat wil
zeggen dat x staat tot y — ¢ zoals a staat tot b en daarom” geldt ay — ac = bx,

. bx .
oftewel ay = bx + ac en dus, na deling door a, y =— + c. Hetgeen te bewijzen en te
a

bepalen was.

STELLING III

Propositie 3

Indien de vergelijking luidt y =b_x_ ¢, dan zal de gezochte plaats een rechte lijn
a
zijn.

Laat met dezelfde veronderstellingen en constructies als bij de eerste stelling ook
nog vanuit 4 het lijnstuk AF getrokken worden, evenwijdig aan BC en wel aan de
andere kant (van ABE, vert.) als deze en gelijk aan de bekende c. Wanneer dan ook
weer vanuit F de lijn FG getrokken wordt, evenwijdig aan AC, die de rechte AB
snijdt in H, dan beweer ik dat HG de gezochte plaats is.

Wanneer immers daarop een willekeurig punt, zeg G, is aangenomen en GE
getrokken is onder de hoek AEG, gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek, die
(nl. GE, vert.) na verlenging AC snijdt in D, dan zal, indien men GE de naam y

geeft, gelden ED =y + c [1.11]. Nu geldt3 op grond van de constructie dat AE staat
tot ED als AB tot BC, dat wil zeggen dat x staat tot y + ¢ als a staat tot b en dus*

ay + ac = bx, oftewel ay = bx — ac en dus, na deling door a, y =b7x_ c. Hetgeen

gesteld is.

'I,29 en VI, 4; 2 VI, 16;* 1, 29 en VI, 4; * VI, 16.
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dato velaffumpto zquali, quefecet re¢tam A C in D, ficadem
1perg G Evocetury,erit ED 00 y—ec. Atverocftucfupra’, utiAB
pimi, 7 34 BC, itaA EadE D,hoceft ,utzadd,itaxady —c: ac pro-

.-L;t‘l'fl.

Tperig prered 2 a]-—ac:):%fx, velay 0 bx 4 ac, adeoque, fali divi-
Jxdi fione per 4, ] 0=+ Quod demonftrandum determinan-
dumque erat.

TueoRrR EMA IIL
Propofitio 3.

b : )
Si zquatio fit y 0 = —¢, erit Locus quefitus linea
recta.

% Pofitis faltisque ut in

- Theoremate 1™°, agatur

C/ infuper ex A reCta A F,

4 / ipi B C parallela , atque

G ad oppofitas cum ca par-

tes, qua {it zqualis ¢ co~

nitz. Et ex F du&iite-

rum F G ipft A C paralle-

‘ H 13, fecantere@am A B in

A B E H, dico HG efleLocum
quzfitum.

| Sumpto enim in eadem

F punflo urcunque veluti

G, du&ique GE in an-

guloAEG, datovelaflumptozquali, que produ&tafecet AC

1pr2g inD, fieadem G E vocetur y, eritED 00 4 +c¢. Iam verdeft 3

primi, & ex conftru@ione,ut ABad B C,ita A E adE D, hoceft, utaad

f{;;";‘ b, itaxad]-{-c: ac propterea 4y 4 ac b x,vela yoobx—ac,

i adeoque, fatd divifione per 4, y 20 -;x— ¢. Quod eft propofi-

tum,

THEO
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STELLING IV

Propositie 4

Indien de vergelijking luidt y =c—b—x, dan zal de gezochte plaats een rechte lijn
a
zijn.

Hier gelden dezelfde onderstellingen en constructies als in de tweede stelling,
behalve dan dat het punt C aan de andere kant van AB valt en dat de hoek ABC
gelijk is aan het supplement van de gegeven of aangenomen hoek, zoals blijkt in de
bijgevoegde figuur.

Laat nu vanuit F de lijn FG getrokken worden, evenwijdig aan AC, die (nl. FG,
vert.) de lijn AB in H snijdt. Ik beweer dat dan FH de gezochte plaats is.

Wanneer men immers op FH een willekeurig punt neemt, zeg G, en GE trekt onder
de hoek AEG, gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek, die na verlenging AC in
D snijdt, dan zal, indien GE de naam y krijgt, gelden dat ED = ¢ — y.

Op grond van de constructie staat' AE tot ED, zoals AB staat tot BC, dat wil zeggen

dat x staat tot c — y zoals a tot b, daarom2 zal gelden ac — ay = bx, oftewel

ay = ac — bx, dat wil zeggen, na deling aan beide kanten door a, y=c—ﬂ.
a

Hetgeen gesteld was.

Maar het kan ook gebeuren dat bij de bewerking, voordat men tot de vergelijking
komt, een van de onbekende grootheden geheel wegvalt en de andere alleen
overblijft en wel gelijk aan een bekende grootheid

'L 13 en29 en VI, 4; > VI, 16.
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Lis IL Caep L 247

TueorREMAIYV.
Propofitio 4.

: : b :
Si zquatio fit y 20 c— =, erit Locus quefitus linea

rcfta.
Pofitis,, fadtisque,
T ut in Theorcmate
29, excepto quod
punftum C ab op-
pofitaparteipfius AB
cadat , quodque an-
gulus ABC qua-
lis fit dativel aflum-
pti anguli ad binos
B 1EL retos  complemen-

\ \ H to, quemadmodum in

adjun&a figuraappa-

\ ret, agatur ex F re-
\ G EG ipfi AC pa-

C\ rallela, occurrens re-

&=z A B in H: dico
D
\ FH efleLocum quéz-

fitum.
Sumpto enim in FH pun@o utcunque, veluti G, du&ique
G E inangulo AEG, dato vel aflumpto zquali, quz produ&a
fecet A CinD,fieadem GE vocetury, erit ED 20 ¢—y. Cum-
quefit * ex conftru@ione, ut ABadBC, inAE adED » hoc 1 per13
eft, utaad, itaxad c—y: erit proptereatuc—ayp b, vel 7 29

G

b

. .. . b primi , &
ay0ac— b xideft,dividendo utrinque peraymnec— —a-x . Quod 4[0""-6
2terd
erat propofitum. Jeti,

At verd fieri etiam poteft , ut per operationer,
priufquam ad zquationem deveniatur , quantitatum
incognitarum altera penitus evanefcat , alteraque fola
alicul cognitz quantitati zqualis remaneat | atque

exin-



70 3. Tekst en vertaling

[248] en dat vervolgens bovendien twee betrekkingen ontstaan, die tot de volgende
gedaante herleid moeten worden, namelijk

1. y=c,of
2. x=c
STELLING V
Propositie 5
Indien de vergelijking luidt y = c, dan is de gezochte plaats een rechte lijn.

Laat het onveranderlijke begin van de grootheid x, die bij de bewerking weggevallen
is, het punt 4 zijn en laten wij aannemen dat deze x zich langs de rechte 4B
onbeperkt uitstrekt. Wanneer men dan eerst vanuit 4 het lijnstuk 4F trekt, gelijk aan
c, dat met AB een hoek maakt die gelijk is aan de gegeven of aangenomen hoek of
aan het supplement daarvan en indien men dan vanuit F de lijn FG trekt evenwijdig
aan AB, dan beweer ik dat FG de gezochte plaats is.

Wanneer men immers op FG een punt willekeurig aanneemt, zeg G, en GB trekt
evenwijdig aan AF, dan is het duidelijk dat GB en alle daaraan evenwijdige
lijnstukken' gelijk zullen zijn aan het lijnstuk AF, dat wil zeggen dat y = c. Hetgeen
te bewijzen was.

STELLING VI

Propositie 6
Indien de vergelijking luidt x = ¢, dan zal de gezochte plaats een rechte lijn zijn.

Laat op de lijn AB die, zoals hierboven, aangenomen is als x, vanaf het punt 4 een
lijnstuk 4B afgezet worden met als lengte de bekende c en laat vanuit B onder de
gegeven of aangenomen hoek de rechte BC getrokken worden. Tk beweer dan dat
deze BC, indien onbeperkt verlengd, de gezochte plaats is.

Wanneer men immers daarop willekeurig een punt aanneemt,

1, 34.
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exinde binz infuper formulz nafcuntur , quz huc re-
ferri debent: nimirum,

1.yo¢, vel

2. X 20 C.

THEOREMA V.
Propofitio 5.
Si zquatio fity 2 ¢, Locus quafitus eftlinea redta.
Sit quantitatis x, qua

™ G per operationem evanuit,
j ] initium immutabile pun-

i Gum A, atque eadem il-
/ la x per reGam A B in-
definité {e extendere in-

A B telligatur. Deinde ex A

du&i AF o0 ¢, faciente
cum A B angulum, ipfidatovelaffumpto aut ejufdem ad binos
retos fupplemento zqualem, fiex Fagatur FGipfi A B paralle-
la, dicoeandem F G efle Locum quafitum.
Etenim affumpto in F G pun&o utcunque, veluti G , ductique
G Bipfi A F paralleli, apparet candem G B omnesqueipfizqui-
1per 34 diftantes * rectz A F fore zquales, hoc eft, effe y 20 ¢. Quod erat
privie demonftrandum.

TarneEorReEMaAa VL
Propofitio 6.
Si zquatio fit x 20 ¢, erit Locus quefitus linea recta.
Inlinea A B, quz, utfupra,

Cs prox concepta fit, fumaturd
pun&o A longitudoA B zqua-~
Cr lis ¢ cognitz,atque ex Bindato

vel aflumpto angulo ducatur
re@a BC. dico eandem B C,
indefinité produdtam, efleLo-
cum qufitum.

J Sumpto cnim in cadem pun+
A B &o

T
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zeg C, dan zal volgens onderstelling CB met de eerder genoemde AB een hoek ABC
maken die gelijk is aan de gegeven of aangenomen hoek en dan kan dus deze CB y
genoemd worden. Maar volgens de constructie is, en blijft steeds, AB, dat wil
zeggen x, gelijk aan c. Hetgeen gesteld is.

HOOFDSTUK 11

Verder het tweede geval dat hierboven geformuleerd is. Hierbij is immers in de
vergelijking, nadat deze tot de eenvoudigste gedaante is herleid, een van de
onbekende grootheden in het kwadraat verheven, de andere echter niet alzo, maar
deze komt noch met zichzelf, noch met de eerste onbekende grootheid
vermenigvuldigd voor. In dit geval zal de vergelijking tot één van de volgende
gedaanten herleid kunnen worden.

I y2 =ax of omgekeerd ay =x?
IL. ¥ =ax + b? » ay + b =x?
111 V=ax- b ay —b* =x*
V. =_axr+ b »» bz—ay=x2.

Hierbij wordt verondersteld dat y en x onbekende grootheden zijn, die ofwel vanaf
het begin zijn aangenomen, ofwel daarna zijn ingevoerd, zoals later uitvoeriger
uiteengezet zal worden [2.1].

STELLING VII
Propositie 7

Indien de vergelijking Iuidt y2 = ax, of omgekeerd ay = x2, dan zal de gezochte plaats
een parabool zijn.

Laat het onveranderlijke begin van x het punt 4 zijn en laat aangenomen worden dat
deze x zich langs de rechte 4B onbeperkt uitstrekt en laat de gegeven of aangenomen
hoek gelijk zijn aan de hoek ABC.

Laat in het eerste geval deze AB aangenomen worden als middellijn van een
parabool, waarmee de daarop geordend aangebrachte rechten hoeken maken die
gelijk zijn aan de gegeven of aangenomen hoek 4BC en waarvan de rechte zijde AF
gelijk is aan de bekende a [2.2].
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Lis IL C ar IL 249
&o utcunque, velutiC, erit ex hypothefi CB cum priore A B
comprehendens angulum A B C dato vel affumpto zqualem, po-
teritque proinde eadem C B vocari y. Atverdeftex conftructio-
ne, & remanet [emper A B, hoc eft, x 20 ¢. Quod eft propofitum.

Carvr IL

P Ortd fecundo cafu, fupra expreflo, ciim nempe in
zquatione , ad fimpliciflimos terminos redudti,

quantitatum incognitarum altera ad quadratum afcen-
dit, altera verd nonitem, fed neque infe, neque in al-
teram quantitatem incognitam ducta reperitur : poterit
zquatio ad aliquam fequentium formularum reduci.

I. 9y ax (ay0xax

IL. yy0 ax-4-bb Jay4bboxx
IILyy>o ax—b6 lay—bboxx
IV. yyo—ax—+4bb) bb—ayoxx.
Supponendo y & x effe quantitates incognitas, velab initio

conceptas, vel poftmodum aflumptas , ut mox latius explicabitur.

vel converfim

THEOREMSA VIL

Prapofitio 7.
Si zquatio fityy 20 2 %, vel converfim zy 20 x x : erit
Locus quefitus Parabola.

Sitipfius x initium immutabile punCtum A, atque eademilla x
perrectam A B indefinité fe extendere intelligatur, & fitdatus
vel affumptus angulus z-

¢ ?ualis angulo ABC; Af~
umatur primo cadem A B

ut Parabole diameter , ad

F quam ordinatim applica-
1z faciant cum ipfa angu-
los zquales dato vel af-
A E b fumptoanguloABC, cu-
josque latus reCtum A F

Pars 11, 1i fit

D
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Tk beweer dat dan de parabool ADC die' beschreven is met A als top op de genoemde
middellijn en met als rechte zijde, behorende bij deze middellijn, het lijnstuk a, de
gezochte plaats is.

Laat immers op deze kromme ADC willekeurig een punt zijn aangenomen, zeg D, en
laat het lijnstuk DE getrokken zijn onder de hoek AED die gelijk is aan de gegeven of
aangenomen hoek. Indien dan deze DE y genoemd wordt, dan zal op grond van de

aard van een parabool2 het vierkant op ED gelijk zijn aan de rechthoek FAE, dat wil
zeggen y2 = ax. Hetgeen gesteld was.

Om echter het tweede deel van deze stelling te bewijzen onder dezelfde
veronderstellingen als hierboven, moet men vanuit het punt 4 de rechte AH trekken,
evenwijdig aan BC en deze AH als middellijn aannemen, waarmee de daarop
geordend aangebrachte rechten hoeken maken die gelijk zijn aan de gegeven of
aangenomen hoek ABC of AHC. Als men dan net zo te werk gaat als hierboven, dan
zal de parabool ADC de gezochte plaats zijn.

Immers® het vierkant op GD of het vierkant op AE is gelijk aan de rechthoek in-

gesloten door FA en AG, oftewel FA en ED, dat wil zeggen x> = ay. Hetgeen te
bewijzen was.

STELLING VIII
Propositie 8

Indien de vergelijking luidt y2 = ax + b? of omgekeerd ay + b = x*, dan zal de
gezochte plaats een parabool zijn.

Laat het onveranderlijke begin van x het punt 4 zijn en laten we aannemen dat deze x

zich langs de rechte AB onbegrensd uitstrekt en laat de gegeven of aangenomen hoek

gelijk zijn aan de hoek ABC. Laat vervolgens 4B verlengd worden in de richting van
2

A tot aan G, zo6 dat AG=b—. Indien dan GB genomen wordt als middellijn
a

waarmee de daarop geordend aangebrachte rechten hoeken maken die gelijk zijn aan
de gegeven of aangenomen hoek ABC, en waarvan de bijbehorende rechte zijde GF

'gevolg 10 van prop. 1, Lib. I, blz. [168] en gevolg 4 van prop. 2, Lib. I, blz. [176];
2prop.1, Lib. I, blz. [162]; * prop. 1, Lib. I, blz. [162].
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» per 10 fit zquale 4 cognitz. Dico Parabolam AD C, que *perpra-
Coroll.  di&te diametri verticem A defcripta fit, babeatque latus rettum

prgr:',a[?'?‘ eidem diametro corrcfpondens 0 4, effe Locum quzﬁtum.
;;mm{; " Sitenim incadem curva AD C aflumprum pun&um utcun-
huyjus.  que, velutiD, du&tiqueD E inangulo AE D dato velaffampto
2per 1 ®quali, fiipfa D E vocetury, erit, ex natura Paraboles * quadra-
};)ri{m' tumex ED o0 F A EreGangulo ,hoceft, yy 0 2x. Quoderat

$fitse ro Oﬁtum.
proP Ad demontftrationem autem fe.
cundx hujus Theorematis partis
1 / iifdem utfupra{uppofitis,ducenda
Hirerereneeenn /G cltex A punftoreta AHipiB C
parallela, atque eadem A Haflu-
mendapro diametro, ad quam or-
foy S b dinatim applicatz faciantangulos,
dato vel aflumpto angulo ABC
/ feu A H C zquales, ac cztera, ut
fupra , eritque Parabola AD C
Locus quzfitus.
3 per 3 / Eft cnim ¥ quadratum ex GD
f;;':‘", five AE quadratum zquale re-
&angulo fub FA&AG,fcuFA
F A EB & E D,ideft,xx 20 2. Quod erat
demonftrandum.

ToHEoREMA VIIL
Propofitio 8.
Si zquatio fit yy 0 2x 44 baut converfim 2y4-4 5
20 x x, erit Locus quzficus linea Parabolica.

Sit ipfius x initium immutabile A pun&um, atque eademil-
la x perreCtam A B indefinit¢ fe extendere intelligatur, fitque
angulusdatus vel aflumptuszqualisangulo A B C. Deinde pro-

ducatur A B versus A ufquead G,itautfit AG 0 -?; affumpra-

que G B pro diametro, ad quam ordinatim applicatz faciantan-
gulos zquales dato vel aflumpto angulo A B C, cujusquelatus
reCtum
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[251] gelijk is aan de bekende a, dan beweer ik dat de parabool GCD die beschreven is met
G als top op de genoemde middellijn en die een rechte zijde, behorende bij deze
middellijn, gelijk aan a heeft, de gezochte plaats is.Wanneer men immers op deze
kromme willekeurig een punt aanneemt, zeg D, en DE trekt onder de hoek AED,
gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek en men dan DE y noemt, dan zal gelden

2
y2 = ax + b* omdat GE, oftewel AE + AG, gelijk is aan x+é— en omdat op grond
a

van de aard van een parabool' het vierkant op ED gelijk is aan de rechthoek
ingesloten door FG en GE. Hetgeen als eerste te bewijzen was.
Ter verklaring van het tweede deel van deze stelling trekken we, onder dezelfde

veronderstellingen als hierboven, vanuit 4 de rechte AH evenwijdig aan BC;
2

wanneer deze dan verlengd is in de richting van 4, tot G zodanig dat AG = L , dan
a

beweer ik het volgende: indien men met GH als middellijn en met GF, gelijk aan a,
als rechte zijde een parabool beschrijft, zeg GC, die de rechte 4B in [ snijdt, dan is
de kromme /D de gezochte plaats.

Op grond van de aard van een parabool’ is immers de rechthoek gevormd door FG
en GH

'prop. 1, Lib. I, blz. [162]; *prop. 1, Lib. I, blz.[162].
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Lis IL Cap IL 251

re@um G F fitequalc 4 cognitz : dico Parabolam GCD, qua
per pradiGte diame-

tri verticem G de-

feripta fit, habeat-

que latus reCtum ei-

¥ D
C
dem diamectro cor-
refpondens 20 4, efle
Locum quzfitun.
Sumpto enim in
;‘//
L .
G A D E

eadem curva pun&o
utcunque, velutiD,
duétique DE inan-
gulo AE D, datovel

aflumprozquali, fiipfa D E vocetur y, quoniam G E fivc AE 4
AGelt 0x+4 —~ » atque ex natura Paraboles * quadratum ex;rff",;

M i«
ED 0 reftangulo fub FG& G E, erityy 0 ax + 4 4. Quodjus.
primo erat demonftrandum.

Adexplicationem verod fecundz hujus Theorematis partis iif~
demut{uprapofitis, ducaturex A re€ta AH ipfi B C parallela;

eidemque produ@i versis A ufquead G,itaut A G fito _l%b » di-

F

co,fiad G H diametrum latere re@o G F 90 4 Parabola defcriba-
tur ut G C, quefecerre@am A B inI, curvamID effe Locum

quelitum. 2per x
Eft enim * ex natura Paraboles retangulum fub FG & G Hprimibu-
Ii 2 con-#
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[252] gelijk aan het vierkant op HD of AE en dus zal, omdat GH oftewel DE + AG, gelijk
2

isaany + L en omdat FG = a, na de vereiste vermenigvuldiging, gelden ay + »?
a

=¥ Hetgeen gesteld is.

STELLING IX
Propositie 9

Indien de vergelijking luidt y* = ax — b of omgekeerd ay — b> = x?, dan zal de
gezochte plaats een parabool zijn.

Laat, onder dezelfde veronderstellingen als bij de vorige stelling, van de lijn AB het
2

lijnstuk AG = L afgenomen worden en laten overigens dezelfde afspraken gelden
a

als daar : ik beweer dat dan de kromme GCD de gezochte plaats is.

Wanneer men immers daarop willekeurig een punt aanneemt, zeg D, en DE neerlaat

evenwijdig aan CB, dan zal, wanneer men DE y noemt, op grond van de aard van

1

een parabool het vierkant op ED oftewel y? gelijk zijn aan de rechthoek ingesloten
2

door FG en GE, dat wil zeggen gelijk aan het product van a met x — — , namelijk
a

ax— b Hetgeen te bewijzen en te bepalen was.

Laat, om het tweede deel van deze stelling te verklaren, onder dezelfde
veronderstellingen als hierboven, vanuit 4 de rechte 4H getrokken worden
2

evenwijdig aan BC en laat, nadat men daarvan een stuk AG = L heeft afgetrokken,
a

GH als middellijn gekozen worden en laat het overige deel van de redenering
verlopen als hierboven; ik beweer dat dan de kromme GCD de gezochte plaats is.

! prop. 1, Lib. I, blz. [162].
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contentum zquale quadratoex HDfeu A E, ac proinde, quo-

niam G H,fiveDE +A G, :D)'-l-b:b » atque F G ooa,erit, factd
debitd multiplicatione, a4y 454 20 x x. Quodeft propofitum.

THEOREMA IX
Propofitio 9.

Sizquatio {it yy 0 2 x — b b autconverfimay—64b
20 x x, erit Locus quefitus linea Parabolica.

Suppofitisiifdem, quainprzcedenti Theoremate, auferatur
abA Bre®ta A G 20 —, fiantque caeera, utibidem diGum cft:
dico curvam G C D efle Locum quafitum.

W/l

Sumpto enim in ea pun&o utcunque, velati D, demifsique
DE ipfi CB parallela, ficadem DE vocetury, eritex natura
Paraboles ' quadratum ex E D feu yy zquale re@angulo fub

b

FG & GE,ideft, producto ex 4in x — —', nimiram, s x — b 4.

Quod demonftrandum determinandumgque crat.
Ad explicationem autem fecundz hujus Theorematispartis,
tifdem ut fupra pofitis, ducatur ex A re€ta A Hipfi B C parallela,

arqueab eafubdu&tiA G o0 I—’;, fumatar G H pro diametro, &c.
utfupra, dico curvam G C D fore Locum quafitum,

ER
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Op grond van de aard van een parabooll is immers de rechthoek ingesloten door
FG en GH gelijk aan het vierkant op HD oftewel AE. Omdat nu GH of DE — AG

b

. b . . . .
gelijk is aan y—— en FG = a, daarom zal, na de vereiste vermenigvuldiging,
a

eldenay — b* = +*. Hetgeen te bewijzen was.
g A g )

STELLING X
Propositie 10

Indien de vergelijking luidt y* = b* — ax of omgekeerd b* — ay = x%, dan zal de
gezochte plaats een parabool zijn.

Laat immers, evenals hierboven, het onveranderlijke begin van x het punt 4 zijn en
laten we aannemen dat deze x zich onbeperkt uitstrekt langs de rechte AB vanaf 4 in

de richting van B. Laat ook nog de gegeven of aangenomen hoek gelijk zijn aan de
2

hoek ABC. Men past nu eerst vanuit 4 in de richting van B het stuk AG = L af en
a

men kiest vervolgens GA

" prop. 1, Lib. I, blz. [162].
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Lis IL Carp IL 253

Eftenim * ex naturaParaboles re@angulum fub F G & G H ! perean-
contentum zquale quadrato cx HD feu AE, ideoque, quoniam demn,

GH fiveD E— A G zquatur 'y — -I;—-b satque F G 20 a,erit,fa&td
debita multiplicatione, 4 y—b b 20 x x. Quod erat propofitum.

THEOREMA X

Prapafitio 10,

Sizquatio fit yy 20 66— zx autconverfimbb—ay
2 xx, erit Locus quafitus linea Parabolica,

Sitenim, utfupra, ipfius x initium immutabile A punétum,
intelligaturque

D eadem x in re-
c &a A B inde-

finité fe ab A

Fe e§tendere ver-
stus B 5 angu-

, | lus velrc‘wﬂ_da-
. — tus vel aflum-
A E B G ptus efto z-

qualis angulo
AB C. Deinde ab A versis B affumpti A G op I-;-b fumatur G A
li g pro

I
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als middellijn waarmee de daarop geordend aangebrachte rechten hoeken maken die
gelijk zijn aan de gegeven of aangenomen hoek ABC of aan het supplement [2.3]
daarvan.

Indien men hierna in de richting van A een parabool beschrijft met G als top op de
genoemde middellijn, waarvan de rechte zijde GF, die met deze middellijn
correspondeert, gelijk is aan a, welke parabool de rechte 4/, evenwijdig aan BC, in /
snijdt, dan beweer ik dat het deel van deze parabool dat begrepen is tussen de top G
en het snijpunt 7, namelijk de kromme GCI de gezochte plaats is {2.4].

Wanneer men immers daarop willekeurig een punt aanneemt, zeg D, en DE
neerlaat evenwijdig aan CB en deze DE y noemt, dan geldt het volgende: omdat op

grond van de aard van een parabool' het vierkant op DE gelijk is aan de rechthoek
2

ingesloten door FG en GE en, omdat GE oftewel AG — AE gelijk is aan L —Xx, en
a

FG = a, zal na de vereiste vermenigvuldiging, gelden y2 = b — ax. Hetgeen te
bewijzen en te bepalen was.

Laat, om het tweede deel van deze stelling te verklaren, onder dezelfde
veronderstellingen als hierboven, vanuit 4 het lijnstuk AG getrokken worden
2
evenwijdig aan BC en gelijk aan L en laat GA als middellijn gekozen worden.
a

Laat de rest van de redeneringen zijn zoals hierboven, behalve dan dat het snijpunt /

op de rechte AE ligt.

Er geldt nu: nadat men de rechte DH evenwijdig aan 4B getrokken heeft, zal op

grond van de aard van een parabool® de rechthoek, ingesloten door FG en GH gelijk

zijn aan het vierkant op HD of AE en omdat GH oftewel AG — ED gelijk is aan
2

L y en FG = a, zal na passende vermenigvuldiging gelden - ay = 2.
a

Hetgeen gesteld was.

'prop. 1, Lib. I, blz. [162]; ’idem.
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254 ELreEm. CyrRVARYM
pro diametro , ad quam ordinatim applicatz faciant angulos
®quales dato vel aflumpto AB C, aut cjufdem ad duos rectos
fupplemento. Quo faGo, fi per pradifz diametri verticem G
versis A Parabola defcribatur , cujus latus re@um G ¥ ci-
dem diametro correfpondens fit 20 4, quazque Parabola reftam
AT ipfi B C parallclam fecetin I: dicoejufdem Parabolz por-
tionem , inter verticem G & puntum interfeQionis I interce~
ptam, nempe curvam G C1, efle Locum quefitum.

Sumpto enim in ea pun@o utcunque, veluti D, demifsique
DE ipli CB paralleld, ficadem D E vocetury, cum * ex natu-
raParaboles quadratumipfius D E fitzquale retangulofubF G

&GE,&GEfiveAG—AEfitx o —x,2cF G 00 4,

debitd multiplicatione, erity y 20 66— 4x. Quod demonftran-

dum dcterminandumqueeerat.
Ad cxplicationem au-

G F tem fecundz hujus Theo-
° rematis partis, iifdem ut
\D fupra pofitis, ex A duca-~
Hfreeeeereem \ tur A G ipfi BC parallela
atque 20 2% affamatn rque

\¢ “

G A pro diametro , &c.

per omnia, ut fupra, exce-

pto quod pun&um inter-

feQionisI fitinreGa AE.

Cum enim du@i DH

\ ipfi A B paralleld * ex na-
\ tura Paraboles reCtangu~
lumfub FG & G Hcon-

tentum fit zquale quadra-
toex HDfeu A E, fitque

GHfiveAG—ED 2 —y, atqueF G 20 4, fai multipli-
catione, utdecet, eritdb—ay 20 x x. Quod erat propofitum.

A E B X

Regula

83
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ALGEMENE REGEL EN EEN MANIER OM ALLE VERGELIJKINGEN
DIE VOORTKOMEN UIT EEN DAARTOE LEIDENDE BEREKENING - IN
HET GEVAL WAARIN DE GEZOCHTE PLAATS EEN PARABOOL IS -
TE HERLEIDEN TOT EEN VAN DE VIER GEVALLEN DIE REEDS
UITEENGEZET ZIIN, MET BEHULP VAN DE -EVENEENS VIER-
VOORAFGAANDE STELLINGEN.

Indien het geval zich voordoet dat een onbekende grootheid, die in een vergelijking
tot de tweede macht verheven is, maar daarin ook voorkomt in de eerste macht,
vermenigvuldigd met een andere grootheid, hetzij bekend hetzij onbekend, of zelfs
ook met elk van beide een product vormt, dan moet men in plaats daarvan een
andere grootheid aannemen die de helft van di¢ grootheid meer, ofwel minder is,
waarmee deze (nl. de als eerste genoemde onbekende grootheid, vert.), zoals gezegd,
een product vormt. Dit ‘meer’ of ‘minder’ hangt ervan af of genoemd product
voorzien is van een plus— respectievelijk minteken. Hierdoor zal de vergelijking
zelf herleid worden tot één van de vier voorgaande gevallen, zodat het niet moeilijk
is een daarbij passende parabool te bepalen door middel van datgene wat hierboven
uiteengezet is [2.5].

Voorbeelden van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante
van Stelling VII.

Indien de vergelijking luidt y2 + 2ay = bx — @, dan zal, indien men volgens de
Regel stelt z = y + a, gelden z — a = y. Indien men dan overal in de vergelijking in

plaats van y stelt z — a en het kwadraat daarvan in plaats van y2, dan zal men krijgen:

2 - 2az+a* +2az— 2a* =bx- a2,

dat wil zeggen als men alle termen weglaat die tegen elkaar wegvallen, dan geldt 2
= bx.

Hieruit blijkt terstond dat de vergelijking herleid is tot de gedaante van Stelling VII
en dat dus de gezochte plaats een parabool is.

Om deze nauwkeurig te bepalen zij in bijgevoegde figuur (blz. [256], vert.) het punt
A het onveranderlijke beginpunt van x en wordt aangenomen dat deze x zich vanaf 4
langs de rechte AE onbeperkt uitstrekt. Laat ook de gegeven of aangenomen hoek
die y en x insluiten, gelijk zijn aan de hoek EAF.

Indien men aanneemt dat y uitsteekt boven de lijn AE, dan moet men vervolgens,
omdat z = y + a, daaronder de rechte GB trekken, evenwijdig aan 4E,
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Lis IIL Cap IIL 25¢

Regnla wniverfalis , modufque reducends
0Innes £QUALIONES ;& eX convententt ope-
ratione producuntur , ¢cam Locns qmeﬂtpm
eft Parabola , ad aliquem quatuor ca-
Junm , pracedentibus totidem I heorema-

tibus jam explicatornm.

Si contingat ut quantitas incognita , que in Zquatione
ad duas dimenfiones afcendit, in eadem quoque invenia-
turunius dimenfionis, cum alia, five cognita, five incogni-
taquantitate , vel etiam cum utraque planum aliquod {a-
ciens, loco ejufdem afflumenda eftalia, vel ipfam exce-
dens, velab ea deficiens dimidio quantitatis, quacumilla
planum, uti di¢tum eft, conftituere reperitur, pro diverfa
dicti planifigno 4 vel —aflcCtione. Quo opereipfaz-
quatio ad aliquem quatuor precedentium cafuum redu-
cetur, ita ut ei convenientem lineam Parabolicam deter-
minare, pereaquz fuperits funt explicata, haud diffici-
le fir.

Exempla reduitionis equationum ad formulam

T beorematis V1II.

Sizquatiofityy4-24y 0 b x —aa; allumpto, juxta Regu-
lam, 2 20 y + a,eritz —42 20 y. Hinc finbique in zquationeloco
ipfiusy fubftitnatur z — 4, ¢jufdemque quadratumloco yy: ha-
bebiturcz—24z4aa, F242—2aa0 bx—aa, hoc eft,
omiffis iis quz fefe mutud tollunt, eritz z 20 6. Vndeftatim
apparet zquationem efle redu®am ad formulam Theorema-
tisVII, ac proinde Locum quzfitum efle Parabolam. Ad cujus
fpecificam determinationem efto inappofita figura ipfius xini-
tiumimmutabile A pun&um, eademque x intelligaturfeab A
perreCtam AE indefinité extendere ; fitque datas vel aflumptus
angulus, quem y & x comprehendunt, zqualis angulo EAF.
Deinde, quoniamz eft 0 y+4, {i y fupralineam A E exfurgere

intelligatur, ducenda eftinfra eamrecta G B ipli A E parallela,
ia
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26 dat het deel van de rechte AF en de delen van alle daaraan evenwijdige lijnen die
begrepen zijn tussen AE en GB, evenals AG, gelijk zijn aan de bekende a.

Verder moet de genoemde GB als middellijn van de parabool genomen worden.
Indien hierop een parabool beschreven wordt met G als top en als rechte zijde, die
met deze middellijn GB correspondeert, het lijnstuk GF gelijk aan b, welke parabool
de rechte AE snijdt in , dan beweer ik dat de kromme ID, onbeperkt verlengd in de
richting van D, de gezochte plaats is.

Wanneer men immers op deze kromme willekeurig een punt aanneemt, zeg D, en
DE trekt evenwijdig aan AF en deze DE y noemt en vervolgens deze verlengt totdat
deze de genoemde middellijn GB snijdt in B, dan zal, op grond van de constructie,
het afgesneden stuk EB gelijk zijn aan a en dus de gehele DB gelijk aan y + g, dat
wil zeggen gelijk aan z.

Omdat op grond van de aard van een parabool het vierkant op DB gelijk is aan de
rechthoek ingesloten door FG en GB, oftewel door FG en AE, daarom zal ook

gelden 22 = bx of, na substitutie van y + g in plaats van z, ¥+ 2ay + @ = bx, dat
wil zeggen y2 +2ay = bx— a. Hetgeen te bewijzen en te bepalen was.

Indien echter de vergelijking geweest zou zijn y2 — 2ay = bx - a” en men volgens
de Regel de substitutie en de berekening had uitgevoerd zoals hierboven, dan zou
men uitgekomen zijn op dezelfde vergelijking, namelijk 2 = brx.

Omdat echter in dit geval volgens de Regel z = y — a gesteld moest worden, zou
daarom ook de middellijn GB (onder dezelfde onderstellingen als hierboven) niet
onder, maar boven de rechte AE terecht gekomen zijn en al het overige zou op
dezelfde manier als hierboven afgehandeld moeten worden.

Indien de vergelijking echter luidt by — @ = x* + 2ax, die het omgekeerde is van de
hierboven behandelde (dat wil zeggen de eerste vergelijking van dit voorbeeld op
blz. [255], vert.) dan zal, als men volgens de regel stelt v =x + g, geldenv—a = x.
Indien men dan in plaats van x in de vergelijking invult v— a
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256 ELEM, CYRVARVM
itant parsretz AF, omniumque ipfi parallelarum, intercepta
inter AE & GB, ve-
lutt A G, zquctur 4
D cognitz. Porro pra-
di¢ta G B affumenda
cft ut Parabole dia-
meter, ad quam f{iper
cjufdem verticem G,
exiftentc G F latere
refto, ipfi diametro
G B correfpondente,
0 & Parabola defcri~
batur , fecans rectam
AE inI: dico cur.
vam ID indchnité
. versis D produttam
cffe Locum quafitum,
s Etenim aflumpto in
C™N eadem curva punéto
utcunque , veluti D,
ductique D E ipfi A F paralleld, fi eadem D E vocetury, produ-
caturque donec preditte diametro GB occurrat in B: crit ex
conftrutione intercepta E B 00 4, ac proinde totaD B 50 y + 4,
hoc eft, z. Quarecum ex natura Paraboles quadratumcx D B
zquetur reCtaugulofubF G & G B, vel FG & A E: eritquogque
2290 bx,five, reftitutoy+alocoz, yy+2ay44am bx,id
ct,yp424 1y 0 b x—aa. Quoddemonfirandum detcrminan=

dumgqueerat.

.Qubd {i zquatio fuiffet yy—2 a4y 0 bx—aa, fa@ti affum=
ptione fecundim Regulam, atque operatione , ut ﬁipm; deven-
tum fuiffet ad eandem zquationem, nimirum,z z 20 & . Sed quo-
niam z eo cafu juxta Regulamaffumenda fuiflet 0 y—a, idcirco
quoque diameter G B (1ifdem ut fupra pofitis ) non infra , fcd fu-
pra reGtam AE cecidiffet, czteraque omnia eodem quo fupra
modo expedienda fuiffent.

S}\verb zquatiofit by — a4 Dx x4 2 ax,quz eft converfa fu-
pertus expofitz , afflumpto juxta Regulam v 00 x -4, erit v—4
Q0. Quare filoco ipfius in zquatione {ubftituatur v~ 4,atque

hujus

e
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en het kwadraat daarvan in plaats van x%, dan zal dus gelden:
by— a* =v* —2av + a* + 2av— 2d%,

dat wil zeggen dat er geldt, wanneer men de termen weglaat die tegen elkaar
wegvallen,

by=v2.

Hieruit blijkt onmiddellijk dat de vergelijking herleid is tot de gedaante van
genoemde Stelling VII (het omgekeerde geval) en dat dus de gezochte plaats een
parabool is.

Om deze nauwkeurig te bepalen nemen we aan dat in bijgevoegde figuur het
onveranderlijke beginpunt van x het punt 4 is en dat volgens veronderstelling deze x
zich vanaf het genoemde punt 4 onbeperkt uitstrekt langs de rechte AE. Laat ook de
gegeven of aangenomen hoek, die door y en x wordt ingesloten, gelijk zijn aan de
hoek AGH of FGH.

Vervolgens moet men, omdat v gelijk is aan x + g, de rechte AE verlengen in de
richting van 4 tot aan G, zodanig dat 4G = a; ook moet men vanuit G GH trekken
die de hoek EGH of FGH vormt, gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek en deze
GH moet genomen worden als middellijn van de parabool.

Indien men dan daarop met G als top en met rechte zijde FG = b een parabool
beschrijft, zeg GD, dan beweer ik dat de kromme GD de gezochte plaats is.

Indien men immers daarop willekeurig een punt aanneemt, zeg D, DE evenwijdig
aan HG trekt en deze DE y noemt, dan geldt het volgende: omdat GE = x + q,
oftewel v en omdat op grond van de aard van een parabool de rechthoek FGH gelijk

is aan het vierkant op HD of GE, daarom zal by = V? of, als men x + a weer in de
plaats van v invult,

by =x* + 2ax + a* oftewel by—a2=x2+2ax,

hetgeen te bepalen en te bewijzen was.

Maar indien de vergelijking geweest zou zijn by — a® = x* — 2ax, dan zou men
volgens de Regel, met de noodzakelijke veranderingen, dezelfde berekening
uitgevoerd moeten hebben en in dat geval zou het punt G tussen 4 en E zijn
terechtgekomen.
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Lis IIL Capr IL 257
hujus quadratum loco xx: erit by—aa 0 vv—24V+aa,
F2aU—244, hoc eft, omiffis its, quz femutud tollunt, erit

é] 20 v . .
vade ftatim apparet, reduGtameffe xquationem ad formulam

przdicti Theorematis feptimi converfim , ac proinde Locum
quzfitum cfle Parabolam. Ad cujus{pecificam determinationem
elto in appofita figuraiplius » initium immutabile punétum A,

/

JID

)
\
\.E

F G A

intclligaturque eadem xd pradicto pun&o A per reGam AE in-

definité fe extendere, fitquedatusvel affumprusangulus, quem
comprchendunt y & i, zqualis angulo A G H vel F G H. Dein-
de,quoniam v xquatit x + 4, producendacftreta A Eversus A
ufqucad G,itaut AGfitw 4;& ex G ducendaelt GH, faciens
angulum E GH vel FGH dato vel afflumpto angulo zqualem,
ipFaquc G H fumenda eft pro Parabolz diametro, ad quam fi per
cjus verticem G atque laterereGto F G 204 Parabola defcribatur,
ut G D : dico curvam G D effe Locum quzfitum.

Sumpto enim in ea pun&to utcunque, velutiD, duttique DE
ipli H G paralleld, fieadem D E vocetury ,cum GEfitmp x + 4
feu v,atque ex natura Paraboles F G Hrectangulum o0 quadrato
exHD liveGE,eritby 0 v v, five, reftitutox + 2 loco v, by
D xx+2ax+asgfenby—aa0 x x4 2ax. Quoddetermi-
nandum, demonftrandumque erac.

Qudd fi zquatio fuiffet  y—e 420 x x—2 4 x,eadem per omnia
mutatis mutandis {fecundim Regulam inftituenda fuiffer opera-
tio, cecidiffetque co cafu pun&tum G inter A & E.

Pars 11, Kk Eodem
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[258] Op dezelfde wijze geldt het volgende: indien de vergelijking luidt
2.2
y2+ 2bxy +2¢y =bx— bx” _ c
a a?
en indien men volgens de regel stelt

bx
Z=y+ 7 +C,

dan geldt y=z-— E—c
a

Wanneer men dit ingevuld heeft in plaats van y en het kwadraat daarvan in plaats
van y2, de termen geschrapt heeft die tegen elkaar wegvallen en alle termen op de
gebruikelijke wijze heeft gerangschikt, dan zal de bovenstaande vergelijking de
volgende gedaante aangenomen hebben:

2= 2bcx + b
a
of zz=dx,

indien d wordt gesubstitueerd in plaats van 2be +b.
a

Hieruit blijkt opnieuw dat de vergelijking herleid is tot de gedaante van Stelling VII
en dat de gezochte plaats dus een parabool is [2.6] .

Om deze nauwkeurig te bepalen [2.7] zij in de volgende figuur het onveranderlijke
beginpunt van x het punt 4 en wordt verondersteld dat deze x zich vanaf het punt 4
langs de rechte AE onbeperkt uitstrekt. Laat ook de gegeven of aangenomen hoek
die y en x insluiten, gelijk zijn aan de hoek EAF of EAG.

. bx 1
Daarna gaat men als volgt te werk: aangezien z = y + ¢ + — moet men indien men
a

onderstelt dat y boven de liiln AE uitsteekt, zeg als ED, eerst daaronder en
evenwijdig daaraan de rechte GB trekken, zodat het stuk van FG en de stukken van
alle daaraan evenwijdige lijnen tussen de genoemde AE en GB, zoals AG en EB,
gelijk zijn aan de bekende c.

Na deze constructie geldt het volgende: aangezien ieder lijnstuk dat als y kan
optreden na verlenging tot GB, zoals bijvoorbeeld DB, gelijk is aan y + ¢, moet men

daaraan bx toevoegen, zodat dit lijnstuk gelijk wordt aan de gekozen z.
a

Dit moet als volgt gebeuren: GB of AE geven, indien onbeperkt verlengd, steeds een
waarde voor x. Men moet dan vanuit G volgens Stelling I van dit boek onder deze
GB een rechte trekken, zeg GC, zodat van alle lijnen evenwijdig aan GF de stukken
tussen GB en GC,
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258 ELeEM. CVRVYARVM
1 bk
Eodem modo fi zquatio fity y 4 zl:,xy‘*'zqwéx——a—;f e

: l bx . . bx
affumpto juxta Regulamz WVj+ — +crerity 02— —~ —
Quo{ubftitatoinlocum ipfius y, ejufdemque quadrato loco 7

expuncisque iis, quz fc invicem tollunt , atque omnibus 1~
1€ ordinatis fequentem formam induta erit fuperior zquatio:

220 3'.‘5_‘ x4bx,autzz D4dx,fliloco -z—al—’—c+éfubﬁituaturd.

Vnde iterumapparct, 2quationem efle redu&_arn ad formulam
Theorematis VI, ac propterea Locum quafitam effe Parabo-
lam. Ad cujusfpecificam determinationem efto in fequenti figu-
raipfius x initium immurabile punGum A , atque gadem xabA
punco per re€tam A E indefinité fe extendere intelligatur , fitque
datus velaflumptas angulus , quem y & x comprehendunt,zqua-

lisanguloE AFvel E A G. Deindequoniamz et 20 y 4 c 4+ %x,

fi ¥ fupra lineam
AE exfurgerc in-
D telligatur, veluti

F
/ /7"“‘ E D, ducenda pri-
af_ X mim eft infra
- E eandemre®a GB
% / ipfi parallela, ita
& ut partes reGe

B FG omniumque

/ ipli =zquidiftan-

tium inter pradi-

C ttas AE & GB

intercepte, veluti

A G, E B,zquen~

tur ccognitz. Quoperalo, cum quavisreQa, qua poffitefle 3
ad reGtam G B produ®a, ut, exempligratid, D B , fit 0 J oy

oportet ipft adhuc adjungere -l-’;x, ut fiat zqualis z affumpte.

Quare, cum G B {eu A E indefinité fumpta fit 50 &, fiex Gjuxta
I Theorema hujuslibriinfra eandem G B re@ta ducatur ,ut G C;
itaut omnium ipfi G F parallelarum partesinter GB & G C in-~
tercepte, velut B C, ad partes ipfius GB inter G & di&:lsl 5;1—

rallelas
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zoals BC, dezelfde verhouding hebben tot de stukken van GB tussen G en de
genoemde parallellen, bijvoorbeeld BG, alsbena.
Om dit te bereiken moet men ervoor zorgen dat GB staat tot BC zoals a staat tot b:

dan zal gelden BC = b_x Op dezelfde wijze zullen alle lijnstukken die vanaf GB
a

evenwijdig aan BC getrokken worden naar GC, de lengte bx hebben.
a

Zo zal een willekeurig lijnstuk dat boven AE uitsteekt en als y-waarde kan optreden,
na verlenging tot GC, zoals bijvoorbeeld DC, gelijk zijn aan y + ¢ + bx , oftewel
a

gelijk aan z.

Aangezien het kwadraat hiervan gelijk moet zijn aan dx, blijkt hieruit direct het
volgende:

Indien men een parabool beschrijft met middellijn GC, waarvan de rechte zijde GF
zo gekozen is dat de rechthoeken ingesloten door deze rechte zijde en de delen van
de middellijn tussen de top en de geordend aangebrachte rechten, gelijk zijn aan df,
dan zal deze parabool de gezochte plaats zijn.

Maar daar de verhouding van het lijnstuk GB tot het lijnstuk BC en van de andere
overeenkomstige lijnstukken bekend is, namelijk als a tot b, en de hoek GBC die
daardoor wordt ingesloten eveneens bekend is — deze is immers gelijk aan de
gegeven of aangenomen hoek EAF — daarom zal ook’ de verhouding van GB tot GC
en van de andere daarmee overeenkomstige lijnstukken bekend zijn: deze zij als die
van de bekende a tot een bekende e.

Aangezien GB of AE, indien onbeperkt aangenomen, zich laat voorstellen door x, zal
GC, eveneens onbeperkt aangenomen, dit wil zeggen, elk stuk van de middellijn

tussen de top en de geordend aangebrachte rechten, dus gelijk zijn aan “.
a
Dit moet, na vermenigvuldiging met de rechte zijde, de term dx in de vergelijking

opleveren; deze zelfde term dx van de vergelijking moet daarom, na deling door il R
a

zoals hierboven vermeld, de rechte zijde weer opleveren en door deze deling blijkt

dus dat de gezochte rechte zijde gelijk is aan ad .
e

ad .
Wanneer men dus GF = — als rechte zijde neemt en, zoals boven vermeld, met
e

GC als middellijn de parabool GID beschrijft, die de rechte AE in I snijdt, dan
beweer ik dat de kromme ID de gezochte plaats zal zijn.

Hier moet, evenals ook bij andere soortgelijke voorbeelden, terloops het volgende
opgemerkt worden: indien de beschreven parabool de genoemde AE niet zou
snijden, dan zou dat zeker erop wijzen dat het voorgelegde probleem, dat via een
correcte berekening tot de hierboven geformuleerde vergelijking leidde, van die aard
is dat de te onderzoeken plaats op grond van zijn eigen aard wel

v, 6.
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rallclas interceptas, veluti B G, candem rationem habeant, qu
cltinter & & 4. Quod ipfum ut fiaz, ftatuatur utgad 4, ita G Bad

BC:critqueBC 0 bf . Eodem modo reétz omnesipfi B C pa-

rallcle, quz 3 G Bad G C ducuntur, erunt 0 b:; . Atque ita re-

& qualibet fupra A E exfurgens, quz poflitcfle y, poftquam ad

re@am G Cerit produ&a, ut, exempligratid ,D C, erit 0y + ¢

+b_’.‘ feuz. Hujusigitur quadratum cumdcbeatefle 0 d &, fta-
3

tim inde apparct, fi Par‘abola defcripta foret addiamctrum G C,
cujus latus rectun GFita C‘?Ct aﬂ."m.ptum, utrectangula, fub
codemn latere recto & diametri portionibus, inter verticem & or-
dinatim applicatas interceptis , contenta, forent 30 d x5 candem
illam Parabolam forc Locum quz{itum. Atverd cum ratio re-
&ax G Badre@am B C, aliarumque fimilium, cognita fit, nem-
pe, utaad b; firque itidem notusangulus G B C,fub iifdem com-
prchcnﬁts, utpote zqualis dato vel aflumpto E A F: crit pro-

93

pterca quoque ' nota ratio G B ad G C, aliarumque fimiliom, , peré

?uz fit ut 2 cognitz ade cognitam. Hinccum G Bicu AE inde- fex.

1nit¢ fumpta cxprimatur per x,erit G C itidem indefinité fumpta,
hoc cft, omnis diamétri portio inter verticem & ordinatimap-

. . ex .
plicatas intcrcepta 20 —. Qua cumin latus re€um ducta pro-
duccre debeat zquationis terminum 4, idem quoque zquatio-
. . exX 4. . . .
nis terminus 4 x per — divifus ut pradiGum latus re@tum refti-
tuat neceffe eft: acproinde pereandem divifionem cognofcitur
quzfitum latus reGum 2quari f:--d. Sumptd ergo GF o0 ad pre
e 4

laterc re@o, fiad diametrum G C, utfupra diGtum eft, defcri-
batur Parabola GID, fecans reGamAE inI: dicocurvam1D
fore Locum quafitum.

Atque hic, ut & in aliis fimilibus exemplis obiter
notandum, fi Paraboladefcripta preditam A E non
fecaret, id certo indicio fore, queftionem propofitam,
per quam legitimd operatione ad fupra expreffam z-
quationem perventum fuerit, ejus effe conditionis , ut
Locus ad indagandum propofitus fui quidem naturd

k 2 linea
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als parabool tevoorschijn komt, maar dat deze toch niet beschreven kan worden als
oplossing van het vraagstuk, aangezien de gegeven grootheden niet op de vereiste
wijze met elkaar in overeenstemming te brengen zijn [2.8]. Voor het bewijs van het
bovenstaande [2.9] nemen we eerst op de kromme ID willekeurig een punt, zeg D,
en trekken we DE evenwijdig aan FG, die na verlenging de rechte GB in B snijdt en
de middellijn GC [2.10] ontmoet in C (figuur op blz. [258], vert.). Indien nu DE y

genoemd wordt, dan zal, omdat EB oftewel AG gelijk is aan ¢ en omdat BC = b_x

a
gelden dat de gehele DC gelijk isaany + ¢ + bx , dit wil zeggen gelijk aan z.
a

Aangezien volgens de aard van een parabool het vierkant op DC gelijk is aan de
rechthoek FGC zal ook op grond van het voorafgaande gelden 2 = dx. Dus zal ook

. bx 2bc
na vervanging van z door y + ¢ + —, en eveneens van d door — + b, en nadat
Y a a

men de termen weggelaten heeft die elkaar opheffen omdat zij gelijk zijn, en nadat
men ook naar behoren alle termen geordend heeft, gelden
2.2

y2+ +20y bx — b; - &,
a

hetgeen te bepalen en aan te tonen was. Indien echter de vergelijking geweest zou
2.2

zijn yz— —2cy bx — -5,
a

dan zou men met de substitutie volgens de Regel en met een passende berekening op

dezelfde vergelijking zijn uitgekomen (nl. 2% = dx, vert.).
Maar omdat volgens de veronderstelling z in dit geval gelijk gesteld moest worden

bx .
aan y — — — ¢, daarom zou ook volgens de eerder gemaakte veronderstellingen de
a

rechte GB niet onder maar boven de rechte AE getrokken moeten worden, zoals ook
GC niet onder maar boven GB getrokken zou moeten worden en alle overige
berekeningen zouden op dezelfde wijze als boven moeten worden uitgevoerd. Indien
echter de vergelijking luidt

2.2
by—b—’; — A=+ 2byx + 2cx
a a

’

die de tegenhanger is van de hierboven gegeven vergelijking, dan zal wanneer men
volgens de Regel stelt

v=x+—lz +c,gelden x=v- by _ c.
a a

Wanneer men deze waarde invult in plaats van x en het kwadraat daarvan in plaats
van x2, de termen schrapt die tegen elkaar wegvallen en alles rangschikt volgens de

yx+by=v2,

regels, dan zal de bovenstaande vergelijking de gedaante aannemen 26




3. Tekst en vertaling 95

260 ErLeM. CYRVARYM

linea Parabolica exiftat ; fed quod nulla tamen queftioni
fatisfaciens defcribi poffit, cum propofitz quantitates,
co , ut petitur, modo, conjungi nequeant.

Ad demonftrationemautem eoram, quz fupraditafunt, {u-
matur incurval D puntum utcunque, veluti D, dubtique D E
ipli F G parallcld, quzprotra@ta fecetre®am G BinB, occur-
ratque diametro GC inC,iDE vocetury, cum EBfeu AG

fitoe, & BCm l—:-;, erittotaD C 0 7+c+é;x, hoceft, z.
Cumque ex natura Parabolz quadratum ex D C20F G C re®an-
gulo, eritquoqueex antedi@tisz 2, 00 44~ Ac proinde fubftitatis
.. b . be . .
antrefticutisy + ¢ + -;x loco z, itemque ?.'a_x + & in locumipfius

d, & ablatis quz propter zqualitatem fe invicem tollunt, ordi-
bbxx
aa

natisque omnibus, utdecet, erit]]-*- f_l’;’f 42506 x—

—¢ ¢. Quoddeterminandum, demonﬁrandumque erat.

2bxy bbxx
2L ox— ———c0y

fa&d affumptione fecundim Regulam atque operatione utide-

cet, ad eandem zquationem perventum fuiffet ; fed quoniamz

Sin autem zquatio fuiffet y y —

. . . . . bx
juxtaaflumptionem eo cafu faciendam fuiffet zqualisy— ——,

idcirco quoque fuppofitis, ut ante, re3.G B non infra fed fupra
reeam A E, ut & G Cnoninfra fed fufpra eandem G B ducenda
fuiffet, cateraque omnia eodem quo {upra modo fuiffent expe~
dienda,
. a\ . b b 2 b X
Siverd zquatiofit by — —;f—y —ccdD XX+ -.%_ “+2cx,que

eft converfa fuperids expofitz, affumpto juxta Regulam v 20
x4 l—;? e, eritx 0 'v——%? —~¢. Vnde fubftituto hot valore in

locum ipfiusx, ejufdemque quadrato loco x x , expun&isque iis
PY J 0100 XX, cxptinctisque s,
quz feinvicem tollunt, atque omnibus rité ordinatis, fuperior

aquatio fequenti formi induta erit -"—:—’—‘ J+by0 vy, aut(filoco

2be

<+ &{ubftituatur 4 ) dy 20 v. 1d quod rurfus arguit zquatio-

nem propofitam reduétam efle ad formulam prediQi Theorema-
tis V I converfim, ac proinde Locum quaficum effe Parabolam.
Ad
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of (indien men d in plaats van 2_bc+ bstelt) dy = 2 . Dit toont wederom aan dat de
a

gegeven vergelijking herleid is tot de gedaante van het omgekeerde in Stelling VII
en dat dus de gezochte plaats een parabool is.

Voor een gedetailleerde bepaling hiervan nemen we aan dat in de volgende figuur
het punt 4 het onveranderlijke begin is van x en dat deze x, naar wij aannemen, zich
onbeperkt uitstrekt vanaf het punt 4 langs de rechte AE en dat EAH of FAH de
gegeven of aangenomen hoek is.

Aangezien het op grond van het tweede deel van Stelling VII duidelijk is dat de
genoemde parabool zo beschreven moet worden dat de lijnstukken die geordend zijn
aangebracht op de middellijn daarvan, evenwijdig zijn aan AE en dat zij krachtens
de gegeven vergelijking gelijk moeten zijn aan de aangenomen grootheid v, dat wil

zeggen aan x + by + ¢, daarom moet men eerst de rechte GB trekken evenwijdig
a

aan AH, zodanig dat het gedeelte van de rechte E4 na verlenging in de richting van
A, evenals ook de gedeclten van alle daaraan evenwijdige rechten, zoals AG of HB,
gelijk is aan de bekende c.

Een willekeurig lijnstuk dat evenwijdig en gelijk is aan AE en dat dus voorgesteld
kan worden door x, zoals bijvoorbeeld DH, is hierdoor na verlenging tot GB, zoals
bijvoorbeeld DB, gelijk aan x+c.

Daarom moet men verder vanuit het punt G de middellijn van de parabool trekken
en deze vastleggen volgens dat wat in het voorgaande is uiteengezet, aan de andere
kant van GB dan die waar het punt E op de rechte GA ligt (de tekst geeft ten
onrechte GC, vert.), zodanig dat (indien GB, onbeperkt verlengd, steeds y genoemd
wordt) BC en de stukken van alle andere aan AE evenwijdige rechten tussen GC en

de rechte GB uitgedrukt worden door by .
a

Zo wordt een willekeurig lijnstuk evenwijdig aan AE, dat als x kan optreden, na
verlenging tot GC, zoals DC, gelijk aan x+ ¢ + » , dat wil zeggen gelijk aan v.
a

Het kwadraat hiervan moet echter gelijk zijn aan het andere lid van de vergelijking,
namelijk dy [2.11].

Daarom is het volgende direct duidelijk: indien men een parabool beschrijft op GC
als middellijn,
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Ad cujus fpecificam determinationem efto in fequenti figura
iplius  initium immutabile pun@um A , atque eadem x 2 pun&o
A perreftam A E indefinité e cxtendere intelligatur , fitque da-

') G AE

tus vel affumptusangulus EAH vel FA H. Dcinde, quoniam
ex fecunda parte Theorematis V II conftat, pradiGtam Parabo-
lam itaeffe dcfcribendam, utordinatim applicatz ad ejus diame-
trum fintipfi A E parallelz, debeantquejuxta zquationem pro-

o b
politam zquales efle quantitati affumptz v, hoc eft, » 4 —f +c,

ducenda primimeft re&ta G B ipfi A H parallcla, ita ut pars re-
&z E A, versis A productz , ut & omnium ipfi zquidiftantium,
velut A Gvel HB fit 20 ccognitz. Quo fatto, cum quavisreQa,
quz poffitefleipfi A E zquidiftans & zqualis, ac proinde expri-
miper x, ut, verbi gratid, D H, ad re@am G B produ&a ; utiD B,
2quetur ¥+ ¢: itaporro e pun®o G ducenda, &, fecundim ea,
quz in przcedentibus explicatafunt, conftituenda eft Parabole
diameter ab adverfa parte ipfius G B, quim cft pun&um E in
reta G C, ut, fi G B indctinité vocetur y, BC , aliarumque
omniumip(i A E parallelatum inter eandem G C & re€am G B

intercepte partes exprimantur per?. Atque itaqualibet recta
ipfi A E parallela, quz poffit efie x ad re@am G C produ@a, ve-
lniiDC, it o xte+4 I—;-y, hoc eft, ». Cujus quidem quadratum

cum zqualecfle debear alterizquationis termino , nempe, dy:
fratimapparet, fi Parabola defcripta foret ad diametrun G C,
Kk 3 cujus
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waarvan de rechte zijde GF zodanig is gekozen dat de rechthoeken ingesloten door
deze rechte zijde en de delen van de middellijn tussen de top G en de geordend
aangebrachte lijnstukken, gelijk zijn aan dy, dan zal deze parabool de gezochte
plaats zijn. Maar, omdat de verhouding van het lijnstuk GB tot het lijnstuk BC (en
die van de andere overeenkomstige lijnstukken) bekend is, namelijk als a staat tot b,
en omdat eveneens de hoek daartussen bekend is (deze is immers gelijk aan de
gegeven of aangenomen hoek EAH), daarom' zal ook de verhouding van GB tot GC
en van de andere overeenkomstige lijnstukken bekend zijn; wij stellen deze op de
verhouding van de bekende a tot een bekende e. Indien we GB of ED, die we
onbeperkt veronderstellen, door y voorstellen, dan zal dus GC eveneens onbeperkt
verondersteld, ofwel ieder deel van de middellijn tussen de top en de geordend

aangebrachte rechten, gelijk zijn aan & it moet, na vermenigvuldiging met de
a

rechte zijde, de term dy van de vergelijking geven; daarom moet ook deze zelfde

term dy van de vergelijking, na deling door € zoals hiervoor vermeld, de rechte
a

zijde weer opleveren. Wanneer men deze deling uitvoert, dan zal dus blijken dat het

. .., ad . d .
quotiént de rechte zijde — is. Wanneer men dus GF = 92 als rechte zijde neemt
e e

en met de gevonden GC als middellijn, zoals hierboven gezegd is, de parabool GID
beschrijft, die de rechte AH in [ snijdt, dan beweer ik dat de kromme /D de gezochte
plaats zal zijn [2.12]. Wanneer men immers daarop een willekeurig punt neemt, zeg
D, en DE evenwijdig trekt aan AH, alsook DC evenwijdig aan AE, welke rechte DC
de rechten AH en GB snijdt in de punten H en B en de middellijn GC in het punt C,
dan zal gelden

AE=x=DH;ED=y=GB; AG=HB=c¢; BC= by
a
en dus geldt voor de gehele DC :
DC=x+c+ b—yendatisv.
a
Aangezien op grond van de aard van een parabool de rechthoek FGC gelijk is aan
het vierkant op DC, daarom zal na vermenigvuldiging van ad met 2 en na
e a
vermenigvuldiging van v met zichzelf, gelden: dy = v [2.13]. Wanneer men
by . . . 2bc .
x+c+—= in plaats stelt van v en dit weer invoert, en evenzo — + b in plaats van
a a

d, de termen schrapt die tegen elkaar wegvallen omdat zij gelijk zijn en alle termen
naar behoren rangschikt, dan verkrijgt men

2.2
b '; - P =x+ 2byx + 2cx.

a a

by —

'V, 6.
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cujus latus reum G F ira effet affumptum, ut re@angula conten-
tafub codem latere recto & diametri portionibus, inter verticem
G & ordinatim applicatas interceptis, forent 20 d 7, candem illam
Parabolam fore Locum quzfitum. Atverd cumratioreGz G B
adreétam B C aliarumque fimilium cognira fit, nimirum, ut2
ad & ; fitque itidem notus angulus {ub iildem comprehenfus, uc-
potc xqualis dato vel aflumpro E A H: erit quoque’ ratio ipfius
GBad GC aliarumque fimilium cognita, quz fituta cognita:
ad ¢ cognitam. Quocirca i GBfive ED indefinité fumpraex~
primatur per erit G C itidem indefinité fumpta , hoc eft, omnis
diametri portio, inter verticem & ordinatimapplicatas interce-

ptao f;? . Quz cum in latus rectum dua producere debeatz-
quationis terminum dy,idem quoque zquationis terminus d ypex
%y divifus ut prediCtum latas reCtum reftituat neceflecft. ac pro-
inde fa@i cidem divifione indicabit quotiens latus reGtam qua-
{itum fore %-d . Hinc,fumpta GF 0 ‘-}d pro latere re&o, fiad dia-

metrum G C inventam, utfupra diGumeft, defcribatur Para-
bola GID, fecans retam AH inI: dicocurvamID foreLo-
cum quafitum,

Sumpto enim in eadem pun&o utcunque, velutiD, dutique
DEipliAH ,ut& D Cipfi A E paralleld, quzquidemD Cfe-
cet rectas AH & G Binpun&is H& B, occurratque diametro
G Cinpunéto C:erit AEDx 0DH;ED20y0GB;AG &

HBxpe; BC ? ideoquetotaD C 0 x4 ¢+ %-y, hoceft,z.
Cumque ex natura Parabolz reGangulum F G C fit zqualc qua-
drato D C: erit, falti multiplicatione f:—d in Cg , atque v in fe

ipfam ,dy o0 v v. Etfubftitutis aut reftitutis x 4 ¢ 4 l’;? loco v,

. 2be . . .

itemque — < & in locum ipfius d, atque ablatis quz propter z-

qualitatem {e invicem tollunt, ordinatisque omnibus, utdecet,
bb

by— ?ﬂ-—-ccw xx 4 2byx

Z
dum, demOnﬁrandumque erat.

De czteris autem cafibus , ad prediGam formulam fpeGanti-
bus, fupervacuum fuerit pluraexponere,, cum ex pradicis facilé
expli-

-+ 2 ¢ x. Quod determinan-
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vervolg]

Hetgeen te bepalen en te bewijzen was. Het zou echter overbodig zijn nader in te
gaan op de overige gevallen die betrekking hebben op de genoemde formule, daar
deze uit het voorgaande gemakkelijk

uiteengezet, bepaald en bewezen kunnen worden; men behoeft slechts te letten op
het verschil in stand van de lijnen, dat het noodzakelijke gevolg is van het verschil
tussen de tekens + en — . Een tweede reden is dat ik alle gevallen van soortgelijke
plaatsen later uiteen zal zetten aan de hand van een algemene Regel [2.14].

Voorbeelden van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante
van Stelling VIII.

Indien de vergelijking luidt

2.2
EE. A Sy S
a 44>

dan moet men volgens de algemene Regel stellen

7 = f— b_x

=Ty 2a

en dan geldt y=z+ -I—)i
2a

Indien men dit stelt in plaats van y, het kwadraat daarvan in plaats van yZ, de termen
weglaat die tegen elkaar wegvallen en alles op de gebruikelijke wijze ordent, dan zal
de bovenstaande vergelijking de volgende gedaante aannemen:

2 =bx+d

Hieruit blijkt dat deze herleid is tot de vorm van Stelling VIII en dat dus de gezochte
plaats een parabool is.

Voor een nauwkeurige beschrijving daarvan nemen we aan dat in de bijgevoegde
figuur het punt 4 het onveranderlijke begin is van x en dat deze x vanaf het
genoemde punt 4 zich volgens onderstelling onbeperkt uitstrekt
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epricari, determinari, ac demonftrari queant; obfervatd folum-~
modo diversd linearam pofitione, que ex fignorum + & — dif-
ferentia oriri debet, cumque omnes fimilium locorum cafus mox
per gencralem Regulam fim exhibiturus.

Exempla reductionis equationtm ad formubam T beo-
rematis VIII,
bbxx

4“11

+ b x+4-d d,aflumpto juxta

Si zquatio fit y y — I-’—:—y 00—
. b . .
Regulamz oo y— é—i yert y 0z 4- ;: . quofubftitutoin locum

ipfiusy , & cjufdem quadratolocoyy, omiffisque iis , quz fc in-
vicem tollunt , atque omnibus rité ordinatis, zquatio fuperior fe-
quenti formderitinduta: 22 20 b4 + dd.

\ '

)

[\

B\,

A E
v

¢

Q

F

Vnde apparet, eandem cffe redu&am ad formulam Theore-
matis VIII, acproinde Locum quzfitum effe Parabolam. Ad
cujus particularem defcriptionem cfto in adjun@a figura ipfius x
initiym immutabile punctum A , atque eadem x 3 dicto punéto A

per
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langs de rechte AE. Laat ook de gegeven of aangenomen hoek die y en x insluiten,
gelijk zijn aan de hoek AED.

Aangezien z =y ———Zi moet men als volgt te werk gaan: indien we onderstellen dat y
a

uitsteekt boven de rechte AE, zoals ED, dan moet men ook nog boven de rechte AE
vanuit het punt 4 de lijn AB trekken z6 dat de verhouding van AE tot EB gelijk is aan
die van de bekende 24 tot de bekende b.

Dit betekent dat AE , oftewel x, staat tot EB zoals 2a staat tot b en dan zal EB = —;i .
a

Hetzelfde moeten we veronderstellen aangaande alle andere lijnstukken die
evenwijdig zijn aan EB en tussen 4F en AB begrepen zijn. Deze zullen elk voor zich

gelijk zijn aan b_x
2a
Hierdoor zou, zoals uit het hierboven opgemerkte blijkt — bij het ontbreken van de

term & in de vergelijking — de genoemde 4B middellijn zijn van een parabool, de top
daarvan het punt 4 en, indien we de verhouding van AE tot AB stellen op die van 2a

tot e, dan zou daarbij behorende rechte zijde gelijk zijn aan 2ab [2.15].
e

Omdat de rechthoek die ingesloten wordt door de rechte zijde en dat deel van de
middellijn dat ligt tussen de top en de geordend aangebrachte rechten, gelijk moet
zijn aan bx + d?, daarom is verder het volgende duidelijk: indien men onder dezelfde
onderstellingen de middellijn
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per re@am A E indefinité (¢ extendere intelligatur , fitque datus
velaffumprus angulus, quemy & x comprehendunt, zqualis an-

guloAED. Deinde, quoniam z:x)]-—-l;i,ﬁ] fupra lineam AE

exfurgere intelligatur, velud E D, ducenda quoque cftfuprali=
neam A E ex punélo A reGta A B, itautcadem fitratio A E ad
E B, quzeftipfius 2 acognite ad b cognitam, hoccft, utficuti

24ad 4, ita AE feuxad E B, eritque EB 0 l:—; . tdem intellige
deomnibus aliisretisiph E B pnralleiis , atque inter AE& A B
interceptis , qu quidem fingulz ipfi '{:: erunt zquales. Hinc,

£

quemadmodum cx fupra dictis patet,, fi terminus 44 inzquatio=
ne deficeret , predita A B Parabolz diameter foret, ejufque
vertex punctum A, & , pofiti ratione AE ad A B, ur24ade, la-

. 2ab
tus reGum ipfi correfpondenseflct 0 — Iam verd cum reGan-

gulum, quod fub laterereo & portione diametri, inter verti-
cem atque ordinatim applicatas interceptd, continetur, zquale
efle debeat b x + d d: manifeftumett, fi, iif{dem pofitis, diameter

AB
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[265] AB verlengt in de richting van A tot G, zodat de rechthoek ingesloten door de

genoemde rechte zijde en het deel GA, gelijk is aan d?, dan zal de lijn GB de
gezochte middellijn zijn en de top van de parabool daarop is het genoemde punt G.
Daarom zal ook 4> na deling door de genoemde rechte zijde, dat is na deling door
2
2ab , gelijk zijn aan de lengte van GA en dus zal GA gelijk zijn aan % .
e a

Indien men dus met middellijn GB en met rechte zijde GF (=ﬂ) onder de
e

gegeven hoek de parabool GDd beschrijft, die Al, die evenwijdig is aan ED, snijdt in

I, dan beweer ik dat de kromme IDd de gezochte plaats is.

Ook hier moet echter terloops opgemerkt worden dat de genoemde top G ook op de

volgende wijze gevonden kan worden: als namelijk EA verlengd wordt tot C,
2

zodanig dat AC = d? en indien vervolgens door het punt C evenwijdig aan DE de

liijn CG getrokken wordt die het verlengde van AB snijdt in G, dan zal in dit zelfde
snijpunt de gezochte top liggen [2.16].

Bewijs. Neem op de genoemde kromme willekeurig een punt aan, zeg D, en trek
onder de hoek AED die gelijk is aan de gegeven of aangenomen hoek, een lijn DE
die de middellijn GB snijdt in B; op grond van de constructie geldt dan

BE = b—x
2a
en daarom zal, indien we ED y noemen, gelden:
2
DB =y- X oftewelz; FG = 222, Ga= 9 . ap= &
2a e 2ab 2a
2
en de gehele GB = d’e P
2ab  2a

Maar omdat op grond van de eigenschap van een parabool het vierkant op DB gelijk
is aan de rechthoek FGB, daarom zal, na vermenigvuldiging van z met zichzelf en
2
van 2ab met d’e + 2 , gelden 2=d®+bx
e 2ab  2a

Door y—lz)—x in plaats van z te stellen, verkrijgt men dus
a

b 2.2
2 by bx

v - 5 =bx + d%,
a 4a
dat wil zeggen
2.2
N bﬂ:— bx +bx + d%.
a 4q*

Hetgeen te bewijzen was.
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Lis IL Cap IL 26§

A Bversus A producaturad G, itaut reGtangulum {ub predico
latere recto & parte G A contentum fit 20 44, re@am G B quaz-
fitam fore dianctrum, ejufque verticem pradictum G pun&um :

ac proinde & 4 4 per pradi@um latus re€tum,hoc cft per —2—:—6 ,di~
vifum zquari longitadiniG A, idcoque G A fore 0 —;l-;[—z . Quare

. b.
fidiametro G B & laterere@o G F 0 1_:_ in dato angulo Para-

bola deferibatur G D 4, fecans A Lipli E D parallelaminI: di-
cocurvam I D dfore Locum quafitum.

Vertim obiter hic quoque notandum venit, prediGam verti.-
cem G ctiam invenirihoc pacto: fi nempeE A producaturad C,

itaut A C fit 0 %d » ac deinde per punctum Cipfi D E parallela

ducatur C G, occurrens pradudtz A Bin G : eritenim in codem
illo concurfus puncto vertex quafitus.

Demonftratio.

Sumatur in pradicta corva pun&tum utcunque, velutiD, du-

&iqueD Einangulo AED, datovel aflumpto @quali, fecante

diametrum G Bin B:: crit, ex conftru&ione, BE op i—t, idcoque
. b

fiED vocctur],cmDB:)o]—-;-: feuz;FGo -’%é, GAD

dde ex dde . ex .

zap AB DO 5, totaque GB 20 — - At cum ex proprie-

tate Parabolz D B quadratum firzquale reGtangulo F G B, erir,

A T s . . 2ab. dde | ex
fa&d maltiplicatione 1Phus~mfcxpfam,atquc—c- in5+ 5>

20 dd+4bx. Vnde fubftituto y — é’—; loco z, obtinebitur

bx bbxs . bx bb
)’7-—2—’1-}- 4::3)ﬁx+dd,1deﬁ,yy—-—%2:n—- x

<+dd. Quod eratdemonftrandum.

Quomodo autem pro cafu hujus exempli converfo Parabola
defcribenda fit, ex comparatione cjufdem cum antediis facile
clt colligere.

+bx

4aa

bbyy 1byx
- +;10£OOA',r+T—ca~,

Pars I'1, L1 aflum-~

. . . bey ,
Sizquatio fuerit —= b y—
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[265, vervolg]
Hoe men echter in het omgekeerde geval van dit voorbeeld [2.17] de parabool kan
beschrijven, valt gemakkelijk op te maken door dit voorbeeld te vergelijken met wat
hiervoor is opgemerkt.
Indien de vergelijking zou zijn

2.2 2

2 b
a 4 a
[266] dan geldt, indien men volgens de regel stelt
v=x+ b—y—f—,datx=v—b—y+ <.
a 2 a 2

Indien men dit invult in plaats van x en het kwadraat ervan in plaats van £2, die
termen weglaat die tegen elkaar wegvallen en alles op de gebruikelijke wijze
rangschikt, dan zal de bovenstaande vergelijking de volgende gedaante aannemen

2
by+c7 =

Hieruit blijkt dat deze herleid is tot de gedaante van genoemde Stelling VIII (het
omgekeerde geval) en dat dus de gezochte plaats een parabool is.

Teneinde deze in detail te bepalen zal het voldoende zijn deze kort te schetsen met
behulp van bijgevoegde figuur, aangezien deze bepaling als het ware vanzelf
voortvloeit uit wat tevoren uiteengezet is.

Hierbij is verondersteld dat (zoals in de bijgevoegde figuur) AE willekeurig is
aangenomen als een onbekende grootheid x en dat deze met een andere grootheid y
een hoek maakt die gelijk is aan de hoek E4AC of aan het supplement daarvan.

Bepaling van de Plaats

AE stelt, onbeperkt voortgezet, de grootheid x voor. ED en alle daaraan evenwijdige

lijnstukken stellen y voor. AK = % = CH omdat KH evenwijdig is aan AC [2.18].

by

KH, oftewel y, staat tot HB zoals a staat tot b, zodat HB = —en
a
pB=x-S+2
2 a

Dan geldt: KH, oftewel y, staat tot KB zoals a staat tot e, zodat KB (waarop de

middellijn ligt) gelijk is aan <. .Na deling door <X geeft by als uitkomst ab.
a a e

daarom is de rechte zijde FG gelijk aan ab [2.19]. De term in de vergelijking die
e

2
geen onbekenden bevat, namelijk % , geeft
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266 ELeEM. CVRVARYVM
aflumpto juxtaRegulam» 00 x = I—’;’-’—-—lzc,erit XDV — b;-y+ te.
quo {ubftituto in locumipfius x, ejufdemque quadratoloco » x,
ablatisque iis, quz{einvicem deftruunt,atquc omnibus rité or-
dinatis , quatio fuperior fequenti forma erit induza.
by4icco v

Vnde apparet eandem cile reductam ad formulam pradicti
Theorematis VI 11 converfim , ac proinde Locum quzficum eflz
Parabolam. Cujus fpecifica determinario (fuppofitis, ut in adjun-
&a figura, AE indefinité affumptam cffe quantitatem incogni-
tam x, atque cumaltera y conftituere angulum zqualem angulo
E A Cvel ¢jufdem ad binos reGos {upplemento) quoniam cx jam
ante explicatis quali fponte profluit, idcirco cam adjuncta figurd
breviter indicafle fuffecerit.

Determinatio Locs.

A E indefinité 20 .
ED omnesque ipfi parallelz 20 y.
AKmicoo CH,quiaKHparallela A C.

i ayd
2
A /ylE

F G

Viaads, inKHfeuyad HB:unde HB fit 0 I’—: ,&DBx«x
—ic4 I—:;y 0 2.

Vtaade, itaKHfeuyad KB: unde KB (in qua diameter ) fit
.
b ydivifum per f;'? , reddit '-? :unde latus reGum F G fitp ‘—:-ub .
3 ¢ ¢, nempe terminus zquationis in totum cognitus, divifus pez
a
3
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2
[267] na deling door ab , de rechte zijde immers, als uitkomst % , zodat
e a
2 2
KG= L en G-+ 2
2ab 2ab  a

2
Bewijs. De rechthoek FGB is gelijk aan het vierkant op BD, dus % + by = Vv

2
ofwel by=v2— %,dat wil zeggen
2.2
by=x2+2bi+by - _?9+é__ci
a a2 a 4 2

Wanneer men dan schrapt wat geschrapt moet worden en een passende
rangschikking toepast, ontstaat dus
bcy

2.2 2
____+by_b) +C—=x2+2bi—cx.
a a 4 a
Hetgeen gesteld was.

Voorbeeld van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante

van Stelling IX.
Laat de vergelijking zijn
, 2.2
yz+h—¥'}—cy=ax— bx” .
a 4a°
Indien men volgens de Regel stelt
z=y+ bx _ —,danzaly =z - bx + £
2a 2a 2

Stelt men dit in plaats van y en het kwadraat daarvan in plaats van 2, dan worden de
termen van de vergelijking als volgt:
2
P=ax— bex _ 35,
2a 4

Laten wij gemakshalve d schrijven in plaats van a — ;’—c, waarbij we a groter dan
a

2
;)_c onderstellen. De vergelijking wordt dan 2 = dx — 3% en blijkt dan herleid te
a

zijn tot de gedaante van Stelling IX. Daarom is de gezochte plaats een parabool die
op grond van wat reeds uiteengezet is, zeer gemakkelijk te bepalen en te beschrijven
is [2.20], zoals uit de volgende figuur en uit datgene wat hierboven in het kort is
opgemerkt, begrepen kan worden.

Bepaling van de plaats

Laat het punt 4 het onveranderlijke begin zijn van x [2.21].
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Lrs IL Car IL 267

ab o Lee LIS
—’, nempe per latus reGum , reddit 75 rundeK G fit 0 57,2t

cce ey
queGB:D m+: .

“Demonfiratio.
Re@angulumF G BooB D quadrato,crgo tee+byo0ow 2, vel

b bb
byo vw—jcc,hocclt, by xx - 7173'.3.‘-{—_‘3_?._“; —

bey
e pE TR
— i CC.
Quocirca deletis delendis , faftique ‘decenti tranfpofitione,

bey bbyy \ X 2byx i
fiee—= 4+ by — TiCcPVxN~4 —— —cx. Quod
erat propofitum.

Exemplum reductionis equationnmad formulam
T heorematis 1X.

Sitzquatioy y 4 I—’—‘:—'Z —cy0 ax——%’%x—cc. Affumatur

. b . b
juxta Regulamz 20 y + ,_—z —3 c,errtquc]a)z_—;—z + 3¢ Quo

fubftituto in locum ipfius y, & ejus quadrato locoyy, fient 2zqua-

. . - . cxX 3 . g .
tionis termini, ut fequitur:z2 2 90 ax — — — 3 ¢¢. Facilitatis
’ 24 +

be . - . \ be
ergo pro a— — {cribatur ,{upponendo 4 cfle majorem quim ~,

critque 2quatio 2 2 0 dx —3ce. Etapparet eandem reduam
eflead formulam Theorematis 1 X, ac propterea Locum quafi-
tamefle Parabolam, quimexis, quz jamexplicata{unt, deter-
minareac defcribere facillimum erit; ut ex fequenti figura iisque
qua fuper eidem breviter annotata funt, colligere licebit.

Determinatio Locz.

Sit initiumimmutabile ipfius pun&tum A.
A E indefinité 20 a.
E D ommnesquc ip(i parallele 207-
E A Kvel A E D, angulusquem x & y comprehendere debent.
Ll 2 AK
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[267, vervolg]

[268]

AE stelt, onbeperkt voortgezet, de grootheid x voor.
ED en alle daaraan evenwijdige lijnstukken stellen de grootheid y voor.
EAK of AED is de hoek die x en y met elkaar moeten insluiten.

Ak =<,
2
KH is evenwijdig aan AE.
KH, oftewel x, staat tot HB zoals 2a staat tot b, dus HB = s—x
a
KH, oftewel x, staat tot KB zoals 2a staat tot e, dus KB (waarop de middellijn ligt) is
gelijk aan &
2a
dx geeft na deling door ;_x als uitkomst 2ad , zodat de rechte zijde, die we

a e

aangeven met FG, gelijk is aan ﬁ.

e
2 2 2
3 geeft na deling door 2ad , 3cte , zodat KG gelijk wordt aan 3c”e en
4 e  8ad 8a
_ex 3c2e
2a 8ad

Dus: indien een parabool beschreven wordt met GB als middellijn en rechte zijde
FG, gaande door G als top en KH snijdend in /, dan zal ID de gezochte plaats zijn.

Bewijs. Laat het punt D willekeurig aangenomen zijn op /D en laat DE evenwijdig
getrokken zijn aan AK. Indien we deze (DE, vert.) y noemen, dan zal

c
HD=y— —
Y72
en DB=y-— £+b—x=z.
2 2a
Omdat het vierkant hierop gelijk is aan de rechthoek FGB, zal gelden
2
2 =dn— —3—0——
4
Dit wil zeggen
2 2.2 2
Poepr g by bex BT bex 3T

ax
4 a 2a 4q° 2a 4

en dus krijgt men, indien aan beide kanten gelijke termen worden geschrapt en de
termen op de gebruikelijke wijze worden gerangschikt,
2.2
y2+ bﬂ —cy=ax— b x2 c2.
a 4a
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2638 ELeEM CVvRVARY M

AKopie.
KHparallelaipﬁA E.

Vt2aadé,ita KHfcuxad HB :unde H Berit o é}.
1a

Vtz2aade, ita K Hlcu x
D ad KB : unde KB (in

an . [ 4
uid diameter =
q pRoo] It

d x divifum per Z—Z , reddit

K 1 H i:—d ¢ unde latus re-
G &um, quodfit FG, crit
o 2ad
B ¢ °
™~ iecdivifum per z—?{, red-
A ) .
dit 38\(;;: unde K G fit
4
0 %—;,atqueGB:D 5;-3;
¥ jcce

e

8 13 d ’
Hinc i GB diametro & laterere@o F G perverticem G de-~
{criptafit Parabola, fecans KHinI, erit ID Locus quzfitus.

Demonftratio.

Efto pun@um D utcunque fumptuminID, & DE du@a pa-
rallelaipiA K, quz ft voceturyserit HD 20y—zi¢,acD B

J—ic} i-'—’i » hoceft, z. Cujus quadratum cum xzquetur retan.
§ulo FGB, erit zz 0dw—1cc, hoc eft, J—cyftccatn

xy bex | bbxx . bex . .
PERmE o raa P ax————7jcc. Acproinde, fiutrin

a 4+

que demantur zquales, terminique rité tranfponantur, habebitur
+ bxy bbxx d opofi

P = —cy0sx— ves CC Quod erat propofitum.
Atque hujusquidem cxempliconverfum, ut & czteros cafus

huc fpe@antes, exiis, quz jam diQa funt, fimili modo reducere
atque refolvere non difficile erit.

Exem-
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[268, vervolg]
Hetgeen gesteld was. Het zal echter niet moeilijk zijn het omgekeerde [2.22] van dit
voorbeeld op soortgelijke wijze te herleiden en op te lossen met behulp van wat
reeds gezegd is zoals ook de overige gevallen die hierop betrekking hebben.

[269] Voorbeelden van de herleiding van vergelijkingen tot de gedaante
van Stelling X.

Wanneer de vergelijking luidt ay — y2 = bx of, wat hetzelfde is, y2 ay+bx=0en

wij volgens de Regel stellenz =y — %, dan zal geldeny =z + % .

Indien we dit in plaats stellen van y en het kwadraat daarvan in plaats van yz, dan
2
blijft over 2= aT — bx. Hieruit blijkt dat deze vergelijking is herleid tot het geval

van Stelling X en dat dus op grond van wat daar bewezen is, de gezochte plaats een
parabool is.

Voor een gedetailleerde bepaling daarvan nemen we aan dat in de bijgevoegde
figuur het punt 4 het onveranderlijke begin is van x en dat deze x zich onbeperkt
uitstrekt vanaf 4 in de richting van E. Laat verder de gegeven of aangenomen hoek
die y en x insluiten gelijk zijn aan de hoek E4AK of aan het supplement daarvan.

Omdat z gesteld is op y — %, moeten we — indien we aannemen dat y boven de

rechte AE uitsteekt — daarboven (d.w.z. boven AE, vert.) ook de rechte KG trekken,
evenwijdig aan AE, zodanig dat AK en alle daaraan evenwijdige lijnstukken die

afgesneden worden tussen AE en KG gelijk zijn aan % .

Na deze voorbereiding geldt het volgende: indien volgens de Regel KG gelijk
2
gemaakt wordt aan % en deze (KG, vert.) gekozen wordt als middellijn van een

parabool, waarbij de daarop geordend aangebrachte rechten evenwijdig zijn aan 4K,
terwijl de rechte zijde FG gelijk is aan b, dan zal het gedeelte GDI daarvan (dat wil
zeggen van deze parabool, vert.) dat ligt tussen de top G en het verlengde van AK de
gezochte plaats zijn [2.23].
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Lis IIL Capr IL 269

Exemplareduttionis equationum ad formiulam
T heorematis X.

Sizquatiofitay—yy 0 bx,live, quodidemelt, yy—ay+
bx 0 o, aflumprojuxta Regulamz 0 y—1 4, crity 0z 4 La.
Quo fubftituto in locum ipfius y, & ejufdem quadratoloco 5y,
remancbit 2z 00 @ a— 4 & Vndcapparet,eandem efle reduétamn
ad cafum Theorematis X, idcoque per ea, quzibidem {unt de-
monftrata, Locum quzfitum efic Parabolam. .

Ad cujus fpecificam determinationem eftoin appofita figura
ipfius x initium immutabilc pun&um A, cademque x fe indefinite
af) A versis [ extendere intelligatur; fitautem datus vel affum-
ptus angulus,quem y & x comprehendunt,zqualis angulo E A K,

\,I

aut ipfius ad binos reGtos complemento. Decinde, quoniam z af-
fumptaelt 0 y— 44, iy fupra re@am A E exurgere intelligatur,
ducenda quoqueeeft fupra ipfamreta K G ipfi A E parallela, ita
ut A K omnesqueipfizquidiftantes inter A E & K G intercepra

fint 20 L. Quofao, fi juxta Regulam fiatK G o0 :—g , eadem-

que fumatur pro Parabole diametro, ad quam ordinatim appli-
catx fintipfi A K parallelz, cujusque latus reGum F G fic 0 4:
eritipfius portio defcripta G D I, quainter verticem G & pro-
du&am A K intercipitar, Locus quafitus,

Ll Etenim
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Indien men immers op de kromme GDI willekeurig een punt aanneemt, zeg D, en
DE trekt evenwijdig aan AK, die (DE, vert.) de middellijn KG in B snijdt en indien

men deze DE y noemt, dan zal DB =y — %oftewel z, en GB, oftewel GK — KB, is

2
a
elijk aan ——x.
gely 4b

Omdat op grond van de eigenschap van een parabool het vierkant op BD gelijk is
aan de rechthoek FGB, zal dus gelden
2
2= 24— — bx, dat wil zeggen

2 2
a a

Y- ay+ —= — —bx,
Y 4 4

of yz—ay+bx=0, of ook ay—y2=bx.
Hetgeen te bewijzen was.

Indien de vergelijking geweest zou zijn

2.2
b—“;)—+dy— c
a

of, wat hetzelfde is,

2_ 2byx _xz
a

2.2
- 2byx +—b }2) +dy—c2=0,
a a
dan geldt, indien men volgens de Regel stelt v = x — by :
a
x=v+ B}i
a

Wanneer men dit in plaats van x invult en het kwadraat daarvan in plaats van ¥2, dan
ontstaat, wanneer alles op de gebruikelijke wijze is geordend,

- dy= Vv

Hieruit blijkt dat het geval van het omgekeerde van Stelling X zich voordoet en dat
dus de gezochte plaats een parabool is.

Om deze in detail te beschrijven gaan we uit van het punt 4 dat het onveranderlijke
begin is van x, die volgens onderstelling zich onbeperkt uitstrekt vanaf 4 in de
richting van E; ook nemen we aan dat de gegeven of aangenomen hoek die y en x
insluiten, gelijk is aan de hoek EAH of het supplement daarvan.

2
Vervolgens nemen we op AH het lijnstuk AC = % en trekken we vanuit C de

rechte CF, evenwijdig aan AE en daarop nemen we CG zodanig dat dit staat tot CA
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270 EvreMm CvRvaArRYM

Etenim aflumptoin curva G D I pun&o utcunque, veluti D,
du¢tique D Eipli A K paralleld, qua fecct diametrum K G in B,
fiecadem D E vocetur y: erit D B> y—tafeuz, ac GB five

GK—KBmxm ‘I—Z—x Hinc, cum ex natura Paraboles quadra-~

tumex BD fit 2quale reGtanguloFG B, erit z 2z 0 taa—bay
hocelt, yy—ay+41aa0 taa—bx, five y—ay+bx 00,
five ctiam 4y—73y 0 bx. Quod erat propofitum.

. . . bb 2byx
Sizquatio fuerit -%?' +dy—cco _Ty_ — % x, five, quod
idemelt, x x— ’—'—?—1‘-}-1’—‘[:%2 +-dy—cc00: aflumpto juxta

b . . .
Regulam vo0 x—-—g s €ritx 20 v - ? Quo fubftituto in lo-

cumipfius x, cjuldemque quadrato loco x x, fiet, omnibus rité
ordinatis, ¢¢—dy 20 vv. Vndeapparet cafumeffe Theorema-
tis X converfim, ac proinde Locum quafitum effe Parabolam.
Quz quidem ut {pecificé deferibatur, efto ipfius x initium immu-
tabile A puntum,intelligaturque eadem x {e extendere ab A ver-
stis E indeterminat¢, fitque angulus datus vel affumptus, quemyy

C G F

SN
1E
& x comprchendunt,aqualisangulo E A Haut ipfius ad duos re=

ttos complemento.Deinde fumatur in A Hre®a A C :D%c, du-

caturque ex Crecta CFipfi A E parallela, atque in cadem fumptd
CG, quzfchabeatad C A, utcognita bad acognitam, hoc eft,
utfitutizad 4, ita A Cad CG, agatur A G, eaque pro diametro
Parabolz fumatur,qua per verticem G verstis A erit defcribenda.
Porrd cum in triangulo A C G ob rationem cognitam laterum

AG,
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[270, vervolg]
zoals de bekende b staat tot de bekende a, dat wil zeggen zodanig dat AC staat tot
CG zoals a staat tot b.
Vervolgens trekken we 4G en nemen deze als middellijn van de parabool die met G
als top in de richting van 4 beschreven moet worden. In de drichoek ACG is verder
de verhouding bekend van de zijden

[271] AC en CG, die de bekende hoek C insluiten (deze hoek is immers gelijk aan de
gegeven of aangenomen hoek of het supplement daarvan); daarom is eveneens de

verhouding bekend van AC tot AG. Laat deze zijn als die van a tot e.
2 2
Daarom zal verder, omdat AC immers gelijk is aan 67 , gelden AG = % . Indien
a

men de geheel bekende term van de vergelijking, namelijk c2, hierdoor deelt, zal

ad de rechte zijde blijken te zijn [2.24]. Dus zal ook, indien men stelt GF _ad ,
e e

GF de rechte zijde van de gezochte parabool zijn, behorende bij de middellijn GA.
Indien men met de genoemde middellijn en met de genoemde rechte zijde een
parabool beschrijft, zeg GDI, die AE in I snijdt, dan beweer ik dat de kromme /DG
de gezochte plaats is.

Wanneer men immers daarop willekeurig een punt aanneemt, zeg D, DE trekt
evenwijdig aan AH, en DBH evenwijdig aan AE, en deze DE noteert als y, dan geldt
ook AH = y. Omdat ook AH staat tot HB zoals AC staat tot CG (dat is als a tot b),

daarom is HB gelijk aan by en dus geldt , omdat DH oftewel AE gelijk is aan x,
a

DB =x- b_y oftewel v.

a
Omdat AH, oftewel y, staat tot 4B zoals AC staat tot AG, dat is zoals a staat tot e,
2
daarom zal evenzo gelden 4B = % enGA- AB (oftewel GB) = c_de -2
a a a

Op grond van de aard van een parabool is de rechthoek FGB gelijk aan het vierkant
op BD; daarom volgt uit het voorafgaande, wanneer men FG oftewel

2
ad vermenigvuldigt met GB (of C—; A ), en BD, oftewel v, met zichzelf
e a a
vermenigvuldigt, dat - dy= Ve,
Dit betekent, wanneer men weer x — b_y invult in plaats van v,
a
2.2
a a2

b2y2
a2

of

+dy— c2=2é£ _
a
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Lis IL Cap IL 271

AC, CG, cognitum angulum C comprchendentium, utpote
dato velaffumpto aut ejufdem ad duos recos fupplemento zqua-

lem, cognita item fit ratio, quamhabet A Cad AG, quzfit

utaade; erit, A C exiftente op %‘ LAGD ;df Per quam fi

terminus zquationis , in totum cognitus, nimirum ¢, dividatur,
. ad . ad . -
orietur — pro latere reGto. Acproinde fifiat GF 20 ~scrit GF

latns rectum quefitz Parabolz, diametro G A correfpondens ;
atque iccirco {i ad diGam diamctrum, diftumque latus rectum
Paraboladefcribatur,ut GD I, fecans AE inI:dicoI D G cur-

vam cffc Locum quefitum.
Sumpto enim in ea pun&o utcunque , veluti D, du&tisqueDE

ipfiAH, acD BHipli AE parallelis, ficadem D E exprimatur
pery, ericquoque A H oo 3. Cumgque fitut A Cad C G, ideft,

utsadb,ita AHadHB :erit HB D Ii‘-’, ideoque cum D H feu
AEfitoxeritDB sgx-—? feuw. Similiter cum fitut A Cad
A G hoceft,utaade, ita AHfcuyad AB: eritAB0 =2, &

GA—ABfeuGBxo 5“—‘({-—_? Hinc cum ex natura Paraboles
reGangulum FG B fitzquale quadrato cx B D , erit, factd multi-
plicatione ipfius F G feu “_e_‘i inGBfeu %;—8—8—3,& ipfius BD fen
winfeiplam,cc—d yoov ». Hoc eft,reftituto x ——I-g loco v, erit

b A b
2 a'y x+ byy ,vcl byy +4)’—'wa 2 [’Jx-—.\‘ X

aa 4

cc—d yDxx—

Quod determinandum, demonftrandumgque erat.

Obiterautem & hic notandum , ut ex antedictis quogue faciie
eft colligere, aliter etiam diametrum G Aatque latusreCtum G F
indagari potuifle, hocmodo:

Cum A Hindeterminaté fit 20 3, juxta primum Fheorema hu-
jusitaducatur A G,ut re€ta H B, quemadmodum & qualibetalia

ipfi A E parallela, quz inter A H & A G intercipitur, fit 20 -?;
ponaturque ratio, quz eft inter A H & A Bfimilesque, utaade:
ideoque cum A B indeterminaté fit :x)a—y, terminus zquationis dy

per
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[272]

Hetgeen te bepalen en te bewijzen was

Terloops moet echter ook hier nog opgemerkt worden dat het ook gemakkelijk is uit
het voorgaande op te maken dat de middellijn GA en de rechte zijde GF nog op een
andere wijze opgespoord hadden kunnen worden en wel op de volgende manier:
Omdat AH zonder beperking gelijk is aan y, trekken we in overeenstemming met de

eerste Stelling van dit boek, AG z6 dat het lijnstuk HB gelijk is aan b_y zoals ook
a

elk willekeurig ander lijnstuk dat evenwijdig is aan AE en begrepen is tussen AH en
AG.
De verhouding tussen AH en 4B en tussen overeenkomstige lijnstukken, stellen we

op a tot e; aangezien AB zonder beperking gelijk is aan d , zal de term dy van de
a
vergelijking

na deling hierdoor, laten zien dat de rechte zijde FG van de kegelsnede (sic!) gelijk

. ad
is aan —.
e
Evenzo geeft de term % van de vergelijking na deling door de genoemde rechte
2
zijde oftewel ad , het quotiént C—; voor de gezochte AG [2.25].
e a

Het zou overbodig zijn om hier meer voorbeelden toe te voegen, aangezien ik van
plan ben later alle mogelijke gevallen, zonder uitzondering, door middel van een
algemene regel te beschrijven en uiteen te zetten [2.26].

Verder nog het volgende: wij hebben weliswaar de Regels die in het eerste
hoofdstuk uiteengezet zijn, daar niet met afzonderlijke voorbeelden of denkbeeldige
gevallen toegelicht en achten dit noch hier noch in het vervolg op enigerlei wijze
noodzakelijk, immers iedereen die de Regels zelf goed begrepen heeft kan deze
gemakkelijk toepassen op willekeurige voorgelegde voorbeelden of denkbeeldige
gevallen.

Aangezien wij echter in het eerste boek enkele belangrijke eigenschappen van de
parabool, de hyperbool en de ellips met opzet achterwege gelaten hebben, met de
gedachte dat deze in dit boek op de juiste plaatsen bij wijze van vraagstukken zeer
terecht gesteld en opgelost zouden kunnen worden en tegelijkertijd als bijzondere
voorbeelden van de genoemde Regels zouden kunnen gelden, daarom zullen wij de
behandeling daarvan hier en aan het einde van het volgende hoofdstuk toevoegen.

Vraagstuk 1

Propositie 11

Bij een gegeven punt en rechte lijn in het vlak dat door beide is aangebracht, een
ander punt te bepalen zodanig dat de twee lijnstukken, vanuit dit punt
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272, ELem. CYRVARYM
perc:mdcm divifus oftendct latus reGum fe&ionis F G %—d. Si-

militer terminus zquationis ¢¢ perpradiGum latus reftam fcu
ad 4. . . . cce

~ divifus dabit quotientem 2=~ pro quafita A G.

¢ ad

Plurahic exempla fubjungere fupervacuum foret, cum mox
omues amnino cafus poffibiles gencrali reguld annotare ac de-
monftrare animus {ic.,

Porro quamvis Regulas capite primo explicatas par-
ticularibus ibidem exemplis feu cafibus in hypothefi
non illuftraverimus, neque etiam id aut hic autin fe-
quentibus ullo modo neceflarium ducamus , quippe
cum unufquifque,, qui Regulas ipfas re@t¢ perceperir,
cafdem quibufliber propofitis exemplis feu cafibus in
hypothefi facilé applicare valeat : quandoquidem ta-
men libro primo infignes quafdam proprictates Para-
bole, Hyperbole , atque Ellipfis confultd praetermifi-
mus, el mente, ut in hoc libro fuis locis permodum
Problematum non incongrué proponi ac demonttrari,
{fimulque ranquam propofitarum Regularum particu-
laria exempla haberi poffent, earundem explicationem
hic & {ub finem fequentis capitis fubjiciemus,

ProsrEewMmMa L

Propofitio 11.

Datis pun®to & lined rectd, in plano per utrumque
ducto alind pun@um invenire, A quo binzre&z, alte-
raad datum punctum, alreraad datamlincam perpen-
diculariter ductz , fibi invicem fint zquales : & quo-
niam infinita funt ejufmodi pun&a, quz quzftioni fa-
tisfaciunt , Locum determinare ac defcribere, in quo
cuncta & fingula reperiantur.

Sitdatum punctum A, & data pofitione retalinea B C, opor-

teatquein plano quod per utrumque ducitur,alind punéum inve-
nire,
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[273]

respectievelijk getrokken naar het gegeven punt en loodrecht op de gegeven lijn,
onderling gelijk zijn; en, omdat er oneindig veel van soortgelijke punten zijn die aan
deze vraag voldoen, de plaats te bepalen en te beschrijven waarop al deze punten
stuk voor stuk zich bevinden.

Laat het gegeven punt 4 zijn en de rechte lijn die in ligging gegeven is, BC en laat
de opgave zijn een ander punt te vinden in het vlak dat door beide aangebracht is,
zoals D, zodanig dat de getrokken lijnstukken DA en DF, waarvan het laatste
verondersteld wordt loodrecht te staan op de gegeven BC, onderling gelijk zijn.
Trek eerst de loodlijn 4E en noem die a. Laten de beide lijnstukken EF en FD, die
onbekend en onbepaald zijn en de gegeven rechte hoek EFD insluiten, volgens de
regel als bekend en bepaald verondersteld worden.
Het eerste daarvan, EF, wordt x genoemd en het laatste, FD, wordt y genoemd.
Indien we veronderstellen dat bovendien 4G evenwijdig getrokken is aan EF, dan
zal in de rechthoekige drichoek AGD de basis AD gelijk zijn aan y, omdat deze
immers gelijk is aan DF die we getrokken hebben; de zijde AG echter, of het lijnstuk
EF, is gelijk aan x en GD, oftewel (FD — AE ) (indien het punt G valt tussen D en
F), dan wel (AE — FD) (indien het punt D valt tussen F en G), is gelijk aan |y — a
[2.27].
Omdat het kwadraat van de basis gelijk is aan de som van de kwadraten van de
zijden, zal de vergelijking dus luiden

)72=x2+yz— 2ay+a2,
dat wil zeggen, als men de termen schrapt die tegen elkaar wegvallen en alles op de
gebruikelijke wijze rangschikt,

2ay — a=x%
Dit is echter het geval van de negende Stelling van dit boek (het omgekeerde geval)
en dus zal de gezochte plaats een parabool zijn.
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Lis. IL Cap IL 273
nire, quemadmodum D ; itaurdu&z re@zD A, DF, quarum
hzcad datam B Cintelligitur perpendicularis,fibi invicem 2qua-
1C5 ﬁnt-

T M
Ploe conssasapaenen.. ) o
G
N
B F E c
&

Dudi perpendiculari A E, quz vocetur 2, ac fuppofitisjuxta
Regulam binis lineis E F, FD incognitis atque indeterminatis
datum angulum reGtum EF D comprehendentibustanquam co-
gnitis ac determinatis, quarum prior E F voceturx, ac pofterior
ED nominetur y; i ducta praterea intelligatur A G ipi EF
zquidiftans, eritin triangulo reangulo A GDbafisAD oy,
utpote 20 ductz D F; latus vero A Gfenre@ EF 0 #, & G D,
five (fipun&um G cadatinter D& F)FD— AE, aut (fipun-
GumD inter F & G cadat) A E—F D 20 y=4. Vnde, cum qua-
dratum bafis zquale fit binis laterum quadratis fimul fumptis, =-
quatioerity y 00 ¥ ¥+ yy—2 4y 444 , hoc eft, ablatisiis qua fe
invicem deftruunt,omnibusque rité ordinatis,erit 2 ay—z 420 x.
Qui quidem cafus eft Theorematis noni hujus libri converfim,

ac proinde Locus quafitus eritlinea Parabolica, Quare fijuxta
Pars I1. Mm €a,
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Indien men dan volgens wat daar uiteengezet is, vanuit £ de rechte EI trekt,
onbeperkt voortlopend, evenwijdig aan FD, en daarvan aftrekt het lijnstuk EH =

2

;—, dat is %, dan moet men een parabool beschrijven met middellijn op de
a

genoemde EI (welke middellijn echter ook de as is omdat de hoek EFD recht is),
met de top in H en met parameter 2a. Vandaar zal het, op grond van wat in het eerste
hoofdstuk van het eerste boek uiteengezet is, zeer gemakkelijk zijn om de parabool
zelf te beschrijven.

Aangezien verder het punt 4 op de as hetzelfde is wat algemeen het brandpunt of
umbilicaal punt genoemd wordt [2.28], omdat het immers op een afstand van de top
H ligt die gelijk is aan het vierde deel van de parameter, daarom is het duidelijk dat
wat nu volgt, terecht kan worden geconcludeerd uit het voorafgaande.

Gevolg 1

Het lijnstuk dat vanaf het brandpunt getrokken wordt naar een willekeurig punt op
de parabool, is gelijk aan het deel van de as [2.29] dat afgesneden wordt door de lijn
die vanaf datzelfde punt geordend is aangebracht, verlengd met een vierde deel van
de parameter.

Op grond van het voorgaande is het volgende immers duidelijk: indien men op de
kromme willekeurig een punt D aanneemt en daardoor DI geordend aanbrengt op de
as, dan is het lijnstuk DA gelijk aan de loodlijn DF, dat wil zeggen gelijk aan het
lijnstuk /E, het deel immers van de as dat door de aangebrachte rechte DI wordt

afgesneden en dat door de top H heen verlengd is met de afstand HE = % dat wil

zeggen met een vierde van de parameter.
Gevolg 2

Op grond van het voorgaande is het volgende ook duidelijk: indien men dezelfde
veronderstellingen maakt als hierboven en FD verlengt, zeg tot M, en door het
aangenomen punt D de raaklijn trekt, zeg LDK, dan is de hoek FDK ofwel MDL
gelijk aan de hoek ADK.

Laat immers de raaklijn LDK het verlengde van de as snijden in X, dan zal' ook het
lijnstuk IH gelijk zijn aan HK [2.30] en dus is (wanneer men de onderling gelijke
HE en AH aan beide kanten bijtelt) het lijnstuk /E, dat is AD, gelijk aan 4K; en dus®
is ook de hoek ADK noodzakelijkerwijze gelijk aan de hoek 4KD, dat wil zeggen
gelijk aan de hoek FDK of MDL [2.31].

! ge\7/olg 2 van prop. 2, Lib. I, bladz. [174] (de tekst vermeldt ten onrechte: gevolg
1);°L5.
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274 ELeEM. CYRVARVM

ea, quz ibidem expofita funt, ex E ducatur re®a E I indefinité ex-
tenfa atque ipfi FD 2quidiftans ; & ab eadem auferatur recta

EH :D-:-; »ideft, 1 4: eritdefcribendz Parabolz diameter in di-

&aEI, ( quz quidem diameter axis quoqueeft,propter angulum
EFD reftum ) vertexautem inH, ac parameter 30 2 4. Vnde,

er ea quz libri primi capite primo expofita funt, Parabolam
ipfam defcribere facillimum erit. Cumgque porrd axis punftum A,
utpote quod ab Hvertice diftat quartd ipfius parametri parte, id
iplum fit, quod vulgd Parabolz Focus feu Vmbilicus nuncupa-
tur , apparet ex pramiffis re@¢ inferri,qua fequuntur.

Corollarium 3.

Quz ab Vmbilico ad quodlibet Parabolz punctum
recta ducitur zqualis eft_axis portioni per applicatam
ab eodem puncto abfciffz & quadrante paramerri per
verticem producie.

Conftat enim ex antediGtisre@am A D, utcunque aflumptum
fuerit in curva pun&tum D, G peridemillud ad axem ordinatim
applicata fitD I, zqualem cffe perpendiculari D F, hoc eft, reGa
1E, nempe axis portioni, per applicatam D I abfcifle, & per

verticem H, longitudine HE 20 1 4, id eft, quadrante parametri,
produétz.

Corollarinm .

Manifeftum quoque eft ex antediétis, fipofitis quz
fupra, & producti F D, utiad M, per affumptum pun-
¢um D contingens du&ta fit, ut LDK, angulum FDK
five M D L angulo A DK 2qualem effe.

Occurrat enim contingens LD K axi produo in K, eritque®
reftal HipfiH K, ideoque ( 2qualibus HE,A H utrinque addi-
tis) retaX E , hoceft, AD , ipli A K zqualis; ac proinde * & an-
gulus A D Kangulo AKX D,hoc cft,angulo FD K ive MD L z-
qualis fit necefle eft.

Ca-
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Hoofdstuk III

In het derde geval dat hierboven werd vermeld [3.1], namelijk dat waarbij elk van
beide onbekende grootheden in de tweede macht voorkomt of waarbij de ene
vermenigvuldigd met de andere in de vergelijking voorkomt, terwijl de vergelijking
niet tot een eenvoudiger gedaante herleid kan worden, zal men uitkomen op één van
de volgende gedaanten :

L. yx=f2.
2
I ll—=x2—f2
g
2
m. y?- f? Ll
g
2
v, Y- 72—, [3.2]
g
STELLING XI

Propositie 12

Indien de vergelijking luidt yx =1 2 danis de gezochte plaats een hyperbool.

Laat immers, zoals in het voorgaande, het onveranderlijke beginpunt van x het punt
A zijn en laat deze zelfde x verondersteld worden zich onbeperkt uit te strekken
langs de rechte AE en laat de gegeven of aangenomen hoek die y en x insluiten,
gelijk zijn aan de hoek EAB of aan het supplement daarvan.

Laat vervolgens op de rechte AE het stuk AC = f gekozen worden en laat CG
getrokken worden, daaraan gelijk, en evenwijdig aan 4B. Wanneer dan ook' door
het punt G en,

'Op grond van wat behandeld is in de gevolgen van de proposities 11 en 12 (Lib. I,
blz. [201]) evenals in het laatste hoofdstuk van Liber Primus.
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Caprpvrt IIL

Ertio autem cafu fupra expreflo, cdm nempe quan-
titatum incognitarum utraque ad quadratum afcen-
dit , five altera in alteram duta in @quartionc reperi-
wr, neque zquatio ad terminos magis {implices redu-
ci poteft, ad aliquam fequentium formularum deven-
tum crit;
1. yx 0 ff.
11 22 0 xx—ff.

I11. y_y-——ffool_’;ﬁ.
IV. ”T’ooff—xx.

THEORTEMA XL
Propofitio 12.

Si zquatio fit yx 20 ff, Locus quefitus eft Hyper-
bola.

Sitenim, utin prazcedentibus, ipfius x initium immutabile A

punétum , atque ea-

B dem illa x per reGam

A E indefinité fe ex-

\ tendere intelligatur ;

\ fitque dan;s vel afflum-
ptus angulus, quem y
\G & x comprehendunt,

\ zqualisanguloE A B,
D aut ejufdem ad binos
reétos fupplemento.
Deinde {umatur in
A ErettaA Coofidu-
caturque CG eidem

A c E

125

xqualis ac ipfi A B parallela, defcriptique * per punGum G at- ' ¥ 2

m 2 (luc Corol.ad
331 O 12, necnon cap.ult, lib. primi bujus tradita fims,
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met asymptoten A4E en AB, de hyperbool GD beschreven is, dan beweer ik dat de
kromme GD de gezochte plaats is.

Laat immers op deze kromme een punt willekeurig worden aangenomen, zeg D, en
laat DE evenwijdig aan AB getrokken worden, dan zal op grond van de aard van een

hyperbooll de rechthoek AED gelijk zijn aan de rechthoek ACG, dat wil zeggen
gelijk aan het vierkant op AC. Dus zal, wanneer AE aangenomen wordt als de

onbekende grootheid x en indien ED y genoemd wordt, gelden: yx = f 2
Hetgeen te bepalen en te bewijzen was.

STELLING XII
Propositie 13

2
Indien de vergelijking luidt L P f 2, dan zal de gezochte plaats een hyperbool
g

zijn.

Er geldt immers dat / gelijk of ongelijk is aan g en indien deze daaraan gelijk is, dan

zal de bovenstaande vergelijking dezelfde zijn alsof er stond y2 = f 2 (het moge
voldoende zijn dit slechts eenmaal te vermelden).

Het volgende blijkt ook duidelijk: indien het onveranderlijke beginpunt van x het
punt 4 is en indien deze x verondersteld wordt zich onbeperkt uit te strekken langs
de lijn AE vanaf 4 in de richting van E en indien de gegeven of aangenomen hoek
die y en x insluiten gelijk is aan de hoek AGF, dan zal — indien zowel AG als AC
gelijk gemaakt worden aan de bekende f'en GF gelijk aan GC genomen wordt en
een hyperbool, zeg GD, beschreven” wordt met 4 als middelpunt en met transversale
middellijn CG, die gelijk is aan de rechte zijde of de parameter GF — juist deze
kromme GD de gezochte plaats zijn [3.3].

Wanneer men immers daarop een willekeurig punt aanneemt, zeg D, en DE
evenwijdig aan FG trekt, dan zal op grond van de aard van een hyperbool® het
vierkant op DE gelijk zijn aan de rechthoek CEG omdat CG en GF volgens
onderstelling gelijk zijn.

'prop. 3, Lib. I, blz. [180] en [181]; %op grond van datgene wat 1s aangetoond in het
laatste hoofdstuk van Liber Primus (prop. 10, blz. [196], vert.); 3prop. 10, Lib. I, blz.
[196].
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que Afymptotis AE, AB Hyperbold G D: dicocurvam GD
effc Locum qufitum,

Sumatur enim in eadem curva punGum utcunque, veluiiD,

*per 3 du&ique D Eipli A B paralleld, eritex natura Hyperboles * re-

primi ki &angulum A E D retangulo A C G, hoceft, quadratoex A C

T zquale. Hinc,cum A E %t aflumpta pro incognita quantitate x,

fiE D vocetury, erityx 20 ff. Quod determinandum , demon-
ftrandumque erat.

Tuerorema XIL
Propofitio 13.

. . I . .
Sizquatio fit-57 0 x x—f f, erit Locus quzfitus Li-
nea Hyperbolica.

Autenim/ipti g zqualiseft aut inzequalis, & fizqualisfit, erit

fuperior zquatio eadem ac fi effet y y 20 % x —ff (quod femel mo-

nuifle fufhciat). Ac

T facilé apparet, fii~

pfius ¥initinm im-

D mutabile fit pun.

&um A, atqueea~

dem x fe in linea

AEabAversusE

indefinité extende-

reintelligatur, fit-

que angulus da-

tus vel affumptus,

— quem y & x com-

C A G E  prehendunt,zqua-

lisangulo A GF,

, quodfitam A G quim A C fiant 20 fcognitz, ac gG F fumatur

gfz:;. 20 G C, centroque A, & transversi diametro C G ipfi G F late-

ule.prims 1i re@o (ive parametro zquali defcribatur *Hyperbola,utGD,
hujus  eandem curvam G D fore Locum quafitum.

;;{f:,”ﬁ' Sumpto enimin ea pun@o utcunque, veluti D, dutique DE

3per1o ipfiF G paralleld, erit 3ex naturaHyperboles, camC G & GF

;’;;’""' bi- £ pponantur zquales , quadratum ex D E zquale re&énEg'ucl;o

127
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Indien dan DE y genoemd wordt, zal dus gelden y2 =xr - f 2 omdat volgens
onderstelling CE oftewel AE + AC gelijk is aan x + £, en GE oftewel AE — AG gelijk
isaanx— f.

Maar indien / en g ongelijk zijn, dan blijkt duidelijk dat ¥ —f 2 Staat tot y* zoals |
staat tot g.

Indien, naast wat hierboven verondersteld werd, niet langer de parameter GF gelijk
is aan de transversale middellijn CG, maar de transversale middellijn CG staat tot de
parameter GF zoals / staat g en al het overige gelijk is, dan zal dus op dezelfde wijze
aan het gevraagde voldaan zijn.

Immers staat, op grond van de aard van een hyperbool', het vierkant op ED tot de
rechthoek CEG zoals FG staat tot GC, dit wil zeggen: y2 staat tot x2 — /2 zoals g
staat tot / en dus zal, indien we deze verhouding herleiden tot een gelijkheid, gelden

dat H?= gxz— gf 2. En dus zal, indien we elk lid van deze gelijkheid delen door g,
gelden:

B _a r2
g

Hetgeen te bepalen en te bewijzen was.

STELLING XIII
Propositie 14

2
Indien de vergelijking luidt y*— / 2 A% , dan zal de gezochte plaats een hyperbool
g
zijn [3.4].

Laat voor een nauwkeurige bepaling daarvan in bijgevoegde figuur het punt 4 het
onveranderlijke begin zijn van x en laten we veronderstellen dat deze x zich vanaf 4

! prop. 10, Lib. I, blz. [196].
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Lis II. Capr IIL 277

CEG. Hine, fiDEvocetury, cum ex hypothefi CE fen AE

+ACltDx+f,& GEfiveAE—A G 20 x —f; erityy 0
xx—ff.

Acverd {i/& g fintinzquales,apparet effe, ut /ad gita x v —ff

adyy. Acproinde fi juxtaea, que fupra expofitafunt, nonjam

parameter G F diametro tranfverfe C G zqualis, fed ut /adg,

F

c A ra E

ita fiat tranfverfa diameter C G ad GF parametrum, cateraque
omnia, utfupra, codem modo quefito critfatisfaGum.

Eft enim * ex natura Hyperboles, ut FG ad GC, iED* per 10
quadratum ad C E G reQangulum, hoceft, ut gad/, ita y y ad;’;z'" .

xx—ff, unde, revocando proportionem ad zqualitatem, crit
lyy 0 gxx—gff. Acproindefiutraquehujus zqualitatis pars

dividatur per g, crit -’Ef 0 xx— ff. Quod determinandum,
demonftrandumquceerat,

TueorREMOA XIIL
Propofitio 14.

Si zquatio fit yy — ff 0 1—2-3 » erit Locus quefitus
Hyperbola.

. Adcujus detcrminationem fpecificam eftoin appofita figura
ipfius x initium immatabile pun&um A, ipfaque x!g ab A versis
Mm 3 Ein
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langs de lijn AE onbeperkt uitstrekt naar E en laat de hoek die y en x insluiten gelijk
zijn aan de hoek EAG of het supplement daarvan.

Indien nu zowel AG als AC gelijk aan de bekende f genomen worden en de
verhouding van CG tot GF gelijk gekozen wordt aan de verhouding van / tot g
(hierbij moet GF evenwijdig aan AE getrokken worden) en indien vervolgens met
middelpunt 4, met transversale middellijn CG en parameter GF de hyperbool GD

beschreven wordt, dan is het hierna direct duidelijk, omdat V—f 2 staat tot x* zoals
staat tot g, dat deze kromme GD de gezochte plaats zal zijn.

Indien men namelijk daarop willekeurig een punt kiest, zeg D, en DE evenwijdig
trekt aan AG en DB evenwijdig aan AE en men DE y noemt, dan zal CB, dat is
DE + AC, gelijk zijn aan y + £ en BG, oftewel DE — AG, gelijk aan y — fen daarom

zal de rechthoek CBG gelijk zijn aan y* — 12,
Verder dit: omdat' op grond van de aard van een hyperbool de rechthoek CBG staat

tot het vierkant op DB of AE, d.w.z. V—f 2 staat tot x2, zoals CG staat tot GF, dat is,
volgens onderstelling, zoals / staat g, daarom geldt gy2 -gf 2 Ix2, hetgeen betekent

2
2= g
g

Hetgeen te bewijzen en te bepalen was.

'prop. 10, Lib. I, blz. [196].
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E inlinea AE indefinit¢ extendere intelligacur, fitque angulus

quem y & x comprehendunt zqualisangulo E A G autejufdem
ad duos rectos fupplemento. Deinde,cum (it uc/ad & itayy—ff

~
e

\ B// )
\G T
/.

ci

ad xx, ftatimapparet, fitam A G quam A C fumantur zquales
feognite, fiatqueur/adg,ita CGad GF (qua quidem GF fit
ipfi A E parallela ), ac poftea centro A, tranfversa diametro C G,
& parametro GF Hyperbola deferibatur G D, eandem curvam

G D fore Locum quafitum.
Sumpto namque in eapun€o utcunque, velatiD , duGique
D Eipli A G,ac D Bipfi A E paralleli, fi eadem D E vocetury,
eritCBhoceft, DE4+AC,0y+f;&BG,fiveDE—AG,
1 pr 10 20 y —f; ideoque C B G rectangulum 20 y y—ff. Deincum* ex
f;’;’”‘ bu- natura Hyperbolz fitut C G ad G F, hoc eft, ex hypothefiut/ ad
Jute g itareGangulum CB GadD B five A E quadratum , ideft, ita

yy—ffadxx:eritgyy—gffoolxx,hocelt,yy—ff0 I:x
Quod demonftrandum, determinandumque erat.

THEOQ-
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STELLING XIV
Propositie 15

2
Indien de vergelijking luidt b f 2_ xz, dan zal de gezochte plaats een ellips zijn
g

[3.5]

Omdat echter het soort ellips waarvan de rechte zijde en de dwarse zijde gelijk zijn,
terwijl tevens de hoek die de geordend aangebrachte rechten met de middellijn
maken, recht is, een cirkelomtrek is, daarom is het duidelijk dat in het onderhavige
geval de gezochte plaats ook een cirkelomtrek kan zijn.

Laat dan om de genoemde plaats te bepalen in de bijgevoegde figuur het punt 4 het
onveranderlijke begin zijn van x en laat volgens onderstelling deze x zich onbeperkt
uitstrekken langs de rechte AE vanaf 4 in de richting van E en laat de hoek die y en x
insluiten gelijk zijn aan de hoek AGF.

Omdat 2 2 staat tot ¥ zoals [ staat tot g, daarom is verder het volgende duidelijk:
indien zowel AG als AC gelijk aan de bekende f genomen worden en men er voor
zorgt dat CG staat tot GF zoals / staat tot g en dat met middelpunt 4 en transversale
middellijn CG en met parameter GF ' de ellips GDC beschreven wordt, dan zal deze
kromme GDC de gezochte plaats zijn.

'gevolg 7 van prop. 13, Lib. I, blz.[213] en gevolg 1 van prop. 14, Lib. [, blz. [218]
en op grond van datgene wat behandeld is tegen het einde van hoofdstuk 4 van Liber
Primus.
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THEOREMA XIV.
Propofitio 15.

Si zquatio fit %Z 0 ff—xx, erit Locus quafitus El-

lipfis.

At vero cum Ellipfeos fpecies, quzlatera retum &
tranfverfum equalia haber, angulumque quem ordina-
tim applicate faciunt ad diametrum rectum, fit Circuli
circumferentia : palam fit cafu propofito Locum quafi-
tum ctiam Circuli peripheriam effe pofle.

Hinc ad pradictiLoci detcrminationem eftoinappofita fign-
raipfius x initium immutabile A pun@um, atque cadem x fe per
lincam A E ab A versus E indeterminaté extendere intelliga-

I

tur, fitque angulus, quem y & x comprehendunt, zqualis an-
gulo AGF. Porro cum fitut ad g, ita ff—xxadyy: fa-
cil¢ apparet, fi tam A G quim A Cfumantur zquales f cogni-
tz; fiatqueut/adg,ita C Gad GF, ac centro A » tranfversi dia-
metro CG, & parametro G F + Ellipfis defcribatur GD C 1 per 5
candem curvam G D C fore Locum quafitum. Coral.13
_ Sum- ,Ci ;nc;f,f
hujus, ut & per ea quss civea fnem cap. g ¢jufdem kb, tradita funt.
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Wanneer men immers daarop willekeurig een punt aanneemt, zeg D, en DE
evenwijdig aan FG trekt, dan zal' op grond van de aard van de ellips [3.5] het
vierkant op ED staan tot de rechthoek CEG zoals FG staat tot GC. Dit betekent het

volgende: indien ED y genoemd wordt, dan zal, omdat CE = f+ x en EG = f - x, y2
2

staan tot f 2 _ x% zoals g staat tot / en dus geldt Ll =f 22 Hetgeen te bewijzen
g

was.

Overigens blijkt ook duidelijk dat, indien CG en GF gelijk zijn, d.w.z. indien /=g,
ook de rechthoek CEG gelijk zal zijn aan het vierkant op ED. Daarom zal ook,
indien de hoek CGF recht is, de kromme GDC een cirkelomtrek zijn.

ALGEMENE REGEL EN EEN MANIER OM ALLE VERGELIJKINGEN DIE
VOORTKOMEN UIT EEN DAARTOE LEIDENDE BEREKENING - IN HET
GEVAL WAARIN DE PLAATS EEN HYPERBOOL OF EEN ELLIPS OF
EEN CIRKELOMTREK IS - TE HERLEIDEN TOT EEN VAN DE VIER
VOORAFGAANDE GEVALLEN, DIE REEDS MET — EVENEENS VIER -
STELLINGEN ZIJN UITEENGEZET.

Het kan gebeuren dat de onbekenden niet slechts met elkaar vermenigvuldigd
voorkomen of niet slechts een van beide, of beide, met zichzelf vermenigvuldigd,
maar dat ook de ene of de andere, of beide, bovendien in de vergelijking voorkomen
in de eerste macht in een product met een andere grootheid, bekend of onbekend

! prop. 13, Lib. I, blz. [205].
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Sumpto namque in ea puncto utcunque, velutiD, dutique

DEipi FG paral.

t per 1y leld .
primi bue M leld, erit ' ex naty-
JHs. ra E“lpfeos ut F G

adGC, ita Euna_
dratum ad CE G ¢
Gangulum. Hoc cft,
D fi E D vocetury, cum
CE it DO f+x, &
E G 0f—x, eritue
gad/, ita]] adff
—-xx,unde%? o ff

. —x x. Quod erat pro=-
¢ A E G poﬁr:um(.l d

Caterim  liquidod

conftat, iCG & GF

azquales fuerint, hoc

eft, ilo g, qudd

etiam C E G re&an-

gulum quadrato ED

zquale fit futuram. Ideoque fiangulus C G F fitreGus, curvam
G D Cfore Citculi circumferentiam.

Regula univerfalis , modufque veducends
0MmNES £qBALIONES,qNa €X COBVEnients ope-
ratione exiftunt , cum Locus vel Hyperbo-
laeft , vel Ellipfis, vel Circuli circumfe-
rentia , ad aliquem quatuor cafhnm pree-
cedentinm , totidem T heorematibus jam
explicatornm.

Si contingat, ut quantitatum incognitarum non mo-
do una in alteram, autnon tantim alterutra vel utra-
que in fe ducta, fed & vel hzc, velilla, vel utraque u-
nius przterea dimenfionis in zquatione reperiatur,
conftituens planum cum alia, five cognita five incogni-

ti,
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of zelfs deels met een bekende, deels met een onbekende grootheid.

In dit geval moet men in plaats van de onbekenden of in plaats van een van beide,
andere onbekenden of één andere onbekende aannemen die groter of kleiner zijn
dan deze (oorspronkelijke onbekenden, vert.).

Het verschil daarbij is de gehele grootheid die met de onbekende die niet vervangen
wordt, in één product voorkomt. Dit is namelijk het geval indien geen van beide
onbekenden, met zichzelf vermenigvuldigd, in de vergelijking voorkomt; in het
andere geval is het verschil slechts de helft van die grootheid die een product vormt
met de onbekende die vervangen wordt. In elk van beide gevallen voorziet men het
verschil van verschillend voorteken + of — overeenkomstig het teken dat aan deze
grootheden voorafgaat waarbij deze zo gerangschikt zijn dat zij met de betreffende
onbekenden aan dezelfde kant van de vergelijking voorkomen [3.6].

Wanneer men hierna, zonodig na herhaling (van deze bewerking, vert.), niet
uitkomt op de formules voor parabolen die in het tweede hoofdstuk uiteengezet zijn,
dan zal de vergelijking zijn herleid tot één van de vier bovenstaande gevallen en dus
zal het voor de lezer niet moeilijk zijn de bijbehorende plaats te bepalen en te
beschrijven met behulp van datgene wat hierboven uiteengezet is.

Voorbeeld van herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling XI

Indien de vergelijking luidt yx — cx + hy = ¢® dan zal, wanneer men steltz=y — cen
v=x+hgeldenz+c=yenv—h=x.
Indien volgens de Regel overal in de vergelijking in plaats van y wordt ingevuld z +

¢, dan zal gelden zx + cx —cx + hz + he = ez, oftewel zx + hz + hc = € en indien
weer in plaats van x wordt gesubstitueerd v — A, dan zal gelden

zv—hz+hz+ hc = ez, dw.z zv=e — hc, of (indien in plaats van de term e he,

die geheel bekend is, geschreven wordt £2) zv = 2. Dan is het duidelijk dat de
vergelijking herleid is tot de formule van Stelling XI en dat dus de gezochte plaats
een hyperbool is [3.7].

Voor een gedetailleerde bepaling en beschrijving [3.8] daarvan nemen we aan dat in
de bijgevoegde figuur (blz. [282], vert.) het punt 4 het onveranderlijke begin is van
x en dat deze x zich volgens onderstelling langs de rechte AE onbeperkt uitstrekt en
dat de hoek die y en x insluiten gelijk is aan de hoek EAK
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Lis IL Cuap IIIL 29r

th, fiveetiam cum partim cognita & partimincognita

uantitate : oportet loco incognitarum , aut illarum
alterutrius, affumere alias vel aliam, quz ipfas exce-
dunt , vel ab iis deficiunt ; idque integrd quantitate,
quz cum illa incognita , in cujus locum nova non eft
affumpta, planum conftituere reperitur, fi nempe in-
cognitarum neutra in fe ipfam in &quatione ducta fit;
{in fecus, dimidio tantun ejus quantitatis , quz pla-
num conftituit cum incognita, in cujus locum afium-
ptio fa&ta cft, cafu utroque juxta differentem affectio-
nem per figna 4 vel —, que pra:ﬁg}mtur iiffdem illis
quantitatibus, ita ordinatis , ut cum mcognitis ab ea-
dem zquationis parte reperiantur. Quo facto, & rei-
terato, ubi opus, fiad formulas Parabolarum, capite
fecundo expofitas perventum non fuerit , ad aliquem
quatuor fuprapofitorum cafuum redua eric zquatio,
ac proinde ipfi convenientem Locum determinare ac
defcribere, perea que fuperitis explicata fune, haud dif-
ficile erit.

Exemplumreduttionis equationum ad formulam
Theoremaris X 1.

Sizquatio fuerityx —cx 4+ by 20 ee:affumptoz Vy—e&
v x+h,eritz+c0y, Ev—b o

Vnde fi fecundim Regulam ubiquein zquatione loco y (ub-
ftituatur z - ¢, eritz & 4= ¢ x—c x4 bz 44 c0ee fivez x bz
+hecoee;acrarfus filoco ipfius x fubrogetur v — b,eritz, v —
hz+hz4hcoee,idelt ,zv 0 ee—be. aur, (filoco termini
ee—hc, quiin totum cognitus eft, feribatur ff) z v 2 ff. Et
apparet ®quationem redu®am efle ad formulam Theorema-
tis XI, ac proinde Locum quzfitum efle Hyperbolam.

Ad cujus fpecificam determinationem ac defcriptionem efto
inappofita figura initium ipfius x immutabile punctum A, atque
cademx perre@am A E indcfinitéfe extendere intelligatur, {it-
queangulus, quem y & x comprehendunt, zqualisanguloE A K

Pars I'1. Nn aut
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of het supplement daarvan.

Omdat z = y — ¢, moet men vervolgens, indien we aannemen dat y boven de rechte
AE uitsteekt, ook de rechte KB daarboven trekken, evenwijdig aan AE, zodanig dat
het deel van de rechte AK en van alle daaraan evenwijdige lijnen, gelegen tussen AE
en KB, zoals AK, gelijk zijn aan de bekende c.

Omdat v gelijk is aan x + h, moet men vervolgens BK verlengen via K tot aan G,
zodanig dat KG gelijk is aan A.

Hierdoor zal G het middelpunt zijn van de kromme en GB één van de asymptoten
[3.9] en de andere asymptoot, zeg GH, zal evenwijdig zijn aan AK.

Op grond hiervan beweer ik het volgende: indien men volgens de Regel die vervat is
in de eerder genoemde Stelling XI, op de rechte GB een stuk GC neemt, gelijk aan
de bekende fen CF trekt gelijk aan deze GC en evenwijdig aan de rechte AK of GH
en door het punt F een hyperbool FD beschrijft met GB en GH als asymptoten, of
met GB als asymptoot en GF als as, dan zal de kromme FD de gezochte plaats zijn.

Wanneer men immers daarop willekeurig een punt aanneemt [3.10], zeg D, en DE
evenwijdig aan 4K trekt, die (DE, vert.) de rechte KB in B snijdt en deze DE y
noemt, dan zal DB oftewel DE — EB gelijk zijn aan y — ¢, dat is aan z.

Er geldt echter ook dat GB, oftewel AE + GK, gelijk is aan x + h, dat is aan v. Omdat
op grond van de aard van een hyperbool de rechthoek GBD gelijk is aan het vierkant

op GC, zal ook zv = f 2, zodat wanneer men weer ingevoerd heeft y — ¢ in plaats van
zenx + h in plaats van v en €% — ch in plaats van f 2, dus zal gelden
yx—cx +hy—ch= % — ch, oftewel yx—cx+hy= e Hetgeen gesteld was.
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aut ejufdem ad duos reGtos fupplemento. Deinde, quoniam z eft
wy—rc, fi {upralineam A E exfurgere concipiatur, ducenda
quoque eft fupra candem re¢taK B ipli A E parallela; itaut pars
re@z A K, omniumque ipfi zquidiftantium, inter A E & K B in-
tercepta, veluti A K, zquetur ¢ cognitz. Porrd, quoniam veft

20 x + h,producendaeftipfa B K per K ufquead G,itaut K G fit
H
\\y
\ /s
G 1{\\ C B\
A

E

20 b. Quo fa&o,erit G centrumipfius curve, & G B una Afym-
ptotwn, eritque altera ipfi A K parallela, ut G H. Vndefijuxta
Regulam pradi&i Theorematis X I inre&a G B fumatur G C z-
qualis fcognitz , ducaturque CF eidem G C zqualis, ac paralle-
lare@z A Kvel GH, atque per pun&umF, AfymptotisGB &
G H, five Afymptoto G Batquead axem G F, Hyperbola defcri-
batur F D : dico curvam F D fore Locum quzfitum.

Sumpto enim in ea punéto utcunque, velutiD, du@&iqueDE
ipfi A K paralleli, quzfecetre@am K BinB, fieadem D E vo-
cetury, critDBfive DE—EB D y—q,idcft,z. Eftautem&
G B five AE+G K20 x4+ b,hoceft, . Quare cumex natura
Hyperboles re@angulum G B D zquetur G C quadrato , erit
quoquez 7 0 fF. autreftitutis y —cloco ipfiusz , & x + b inlo-
cumipfiusv,atquece—chlocoff,ericyx —cx 4+ by—ch 0
?e—-— ch, hoc eft, y ¥ — ¢ x 4+ b y0 ¢ e. Quoderat propo-
itum.

Exem-
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Voorbeelden van herleiding van vergelijkingen tot de gedaante
van Stelling XII en XIII

-2
2bxy | 2y = B et d”, dan zal, indien men
a a

Indien de vergelijking luidt ¥+

steltz=y + bx +¢, geldeny=z bx ¢ en wanneer men dit ingevuld heeft in
a

plaats van y en het kwadraat daarvan in plaats van y2 [3.11] en de termen weggelaten
heeft die tegen elkaar wegvallen, dan zal gelden
2.2 X 2
2 - b7x 2bex 2= —ﬁ +ex +d
a2 a a

en, met passende omzetting,

2 2.2
fx box 2bex
2=+ tex+ 2 p 4 A
a a? a

Dit betekent het volgende: indien men alle termen van de vergelijking met a
vermenigvuldigd heeft en het resultaat gedeeld heeft door fa + b2, opdat de
grootheid x” zonder breuk overblijft, dan krijgt men

a’z? _ a’ex+2abex + a’d? +a*c?
fa+b? fa+b? fa+b?

a’e+2abc .

Wanneer men vervolgens stelt v = x + s opdat ook de term in de
2fa+2b

vergelijking waarin x in de eerste macht voorkomt geheel en al verdwijnt, dan

2
. —a‘e-2 . .
verkrijgt menx = v + ae—afc . Wanneer men dit in plaats van x heeft ingevuld
2fa+2b

en het kwadraat ervan in plaats van x2, en de termen weggelaten heeft die tegen
elkaar wegvallen, dan zal de vergelijking zijn herleid tot de vereiste gedaante [3.12].
Om echter een langere berekening te vermijden schrijven we 24 in plaats van

2
+
ch;bc, zodat de vergelijking wordt
fa+b
2.2 2,2, 202
a22=x2+2hx+ad +a2c .
fa+b fa+b

Wanneer we dan stellen v = x + h oftewel x = v — h en dit in de vergelijking

invullen in plaats van x en het kwadraat daarvan in plaats van x2, dan zal gelden

2.2 a2d2+a2c2

fa+b? fa+b?
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Exemplaredutlionis equationumad formulam
Theorematis X116 X111,

Sizquatiofityy 4 f—i—-""+ 2070 fxx + e x4 dd, affumpto

a
205+ ?+c, erity 0 z— I’;f — ¢, eoque fubftituto inlocum
ipfiusy, atqueejufdem quadratolocoyy, fublatisque iis, quz e

.. . XX 2bcx xXx

invicem deftruunt, erit 22— ——- — ——~—cc0 f-—-a +ex+dd.
A . xx bbxx abex

Etfa&d congrui tranfpofitione,z 20 [T +——tex+

+dd+4cc, hoceft, multiplicatisomnibus zquationis terminis

per a4, productoque divifo per fa446; ut quantitasx x abfque

. aazx ., @aex<1abex  aadd4-gace
fractione rcmaneat,ﬁetmb-g Dxat By rE el

. : b
Deindeaffumpto z00 x4+ %
quationis, in quo x unius dimenfionisreperitur, plané evanefcar,
. —aac—2abc
habebitur x 07 %—zz—b
atque ejufldem quadrato loco xx, ablatisque iis quz feinvicem
tollunt, redua erit zquatio ad formulam requifitam. Atverdut
age-4-2abe
R,
. aazxz e +tz2add--aacc -

fiar zquatio Fap b5 0¥ x42hx T fab Tum aflum
plov0.x b feu x20 v — b, eoque fubftituto loco. xin zquatio-
ne, ac ejufdem quadrato loco x x : erit 202 o vu—bh +

fa4-bb
“%%I“” . Vnde apparet, ante omnia hic efle conflideran-

aadddeaace

» Ut terminus quoque -

- Quo fubftituto in locumipfius.x,

vitetur prolixior operatio loco {cribatur 2 b, ita ut

dum, utrum b 4 fit majus quim » an contra. {i enim

majus fit, erit caflus Theorematis X11; fin contra, erit cafus
Theorematis X I11. Ponatur itaque primd majus, ac proinde z-
quatio formulz Theorematis XII.  Et conftat exinde Locum
quzfitum Hyperbolam effe.

Ad cujus peculiarem determinationem eftoin appofita figura
ipfius x initium immutabile A pun&um, eademque xinlinea A E
ab A versis E indefinite fc extendere intelligatur; fitque angulus

Nn 2 quem
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vervolg]

Daaruit blijkt dat hier voor alles beschouwd moet worden of W groter is dan
a’d? +a%c?
fa+b?
het geval van Stelling XII zich voordoen; maar in het tegenovergestelde geval zal
het geval van Stelling XIII optreden. Laat nu allereerst ondersteld worden dat W
groter is en dat dus de gedaante van Stelling XII geldt [3.14] . Het blijkt daaruit dat
de gezochte plaats een hyperbool is. Om deze in detail te bepalen zij in bijgevoegde
figuur het punt 4 het vaste begin van x die zich volgens veronderstelling onbeperkt

uitstrekt langs de rechte AF vanaf 4 in de richting van E; laat ook de hoek die
x en y insluiten gelijk zijn aan de hoek EAK of het supplement daarvan.

of dat het tegengestelde geldt [3.13]. Want indien W groter is, dan zal

Omdatz=y +c+ bx moet men — indien men veronderstelt dat y boven de lijn AE
a

uitsteekt, zeg als ED — eerst onder deze AF de rechte KL trekken, evenwijdig aan
AE, z4 dat het gedeelte van de rechte 4K en van alle lijnstukken daaraan evenwijdig
die bevat zijn tussen de genoemde 4F en KL, zoals 4K, EL, etc. gelijk zijn aan de
bekende c.

Vervolgens moet men eerst LK verlengen tot H zodanig dat KH gelijk is aan / en
dus HL, willekeurig opgevat, gelijk is aan x + & , d.w.z. gelijk aan v; daarna moet
men door het punt H het lijnstuk HG trekken, evenwijdig aan 4K zodanig dat KH
staat tot HG zoals a staat tot b. Indien men daarna door de punten G en K de rechte
GKB trekt, dan zullen van alle rechten die evenwijdig zijn aan AK de stukken die
bevat zijn tussen KL en KB (zoals bijvoorbeeld LB) dezelfde verhouding hebben tot
de stukken van KL die bevat zijn tussen deze evenwijdige lijnen en K (zoals
bijvoorbeeld LK), als de verhouding die er bestaat tussen b en a, d.w.z. KL staat tot
LB zoals g staat tot b, daar elk van beide verhoudingen gelijk is aan die van KH tot
HG.

Aangezien KL of AE, willekeurig opgevat, gelijk is aan x, zal dus LB, evenals ook
een willekeurig daaraan evenwijdig lijnstuk, bevat tussen KL en KB, gelijk zijn aan

by en dus is ieder lijnstuk dat boven de rechte AE uitsteekt en dat als de onbekende
a

y kan optreden, na verlenging tot KB, zoals DB oftewel DE + EL + LB, gelijk aan
bx .

y+c+—, dw.z. gelijk aan z.
a

Op grond daarvan blijkt dat volgens de Regel de lijn GB genomen moet worden als
(de drager van een, vert.) middellijn van de hyperbool, waarbij de daarop geordend
aangebrachte rechten evenwijdig zijn aan 4K of DB;
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7—84— ELEM CVRVARVM
quem x & y comprehendunt zqualis angulo EAK autipfius ad
duos rectos fupplemento. Portd quoniamz 50]+c+{’;" iy

fupralineam AE exfurgereintelligatur,ut E D,ducenda primim
citinfra eandem A E reGa K Lipli A E parallela; ita utparsre-
@z AK omniumqueipfi zquidiftantium inter pradifas A E &
K Lintercepta, veluti AK, E L, &c. 2quetur ¢ cognitz. Dein-
deprodu&ta L K ufque ad H, itaut KH {it 20 4, ideoque H L in-
definit¢ fumpta 20 x + b, hoc eft, v,ducatur per H punGumre&a
HG ipfi AK parallcla, itaut KH ad HG {ir, ut aad 4. Quo fa-
&o, fi per pun&a G & K reQaagatur linea G KB, habebunt
omnium ipfi A K parallelarum partes, quz inter KL & KBin-~

N.

tercipiuntur (at, exempli gratid , L B) ,ad partesipfius XL, in-
ter eafdem parallelas & punGum K interceptas (ut, verbi gratid,
LK) eandem rationem, quz eft inter 5 & 4: hocelt, erituta
ad4, itaKLadLB, cum utraque fit ut KH ad HG. Ideoque
cum K L five A E indefinité fumpta fit 20 x,erit L B, ut & quali-

bet ipfi parallela, inter KL & KB intercepta, 20 %x: ac proinde

omnis lineafupra A E re@am exfurgens, que poffit efle yinco-
gnita,adreCtam K B produ&ta, velutiDBfive DE4+EL+LB
erit 0 y+c+ ? » hoceft, z. Vndeapparet, juxta Regulamli-

neam G B fumendam effe pro Hyperbolz diametro , ad quam or-
dinatim applicatz fintipfi A K feu D B parallelz: eritque ejuf-
dem
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van deze hyperbool zal ook het punt G het middelpunt zijn.

Op grond van het voorgaande is de driehoek KHG volledig bekend, daar immers de
zijden KH en HG en de hoek bij H, die door deze wordt ingesloten, bekend zijn;
daarom zal ook de verhouding van de zijde KH tot KG bekend zijn, d.w.z. de
verhouding van GM (die volgens onderstelling door G evenwijdig aan KL loopt) tot
GB, welke verhouding we stellen als a tot i.

Nu is GM of HL, willekeurig opgevat, gelijk aan v en dus zal GB, eveneens
willekeurig verondersteld, d.w.z. elk willekeurig deel van de middellijn dat bevat is

tussen het middelpunt en de geordend aangebrachte rechten, gelijk zijn aan v,
a

Het kwadraat van dit tussenstuk vormt volgens de Regel één term van de
vergelijking; daarom moet de vergelijking door vermenigvuldiging of deling — of
door beide — z6 herleid worden dat daarin ook ditzelfde kwadraat, namelijk
2.2

voorkomt [3.15].

Om deze herleiding op een vaste manier te laten plaats hebben, moet het genoemde

i2v2

a2

kwadraat van het lijnstuk GB, onbepaald opgevat, d.w.z. gedeeld worden door

de term in de vergelijking waarin V% ofwel alleen voorkomt ofwel voorzien van een
andere breuk als coéfficiént en de gehele vergelijking moet vermenigvuldigd worden
met het gevonden quotiént .
Zo wordt in het bovenstaande voorbeeld (blz.[283], regel 10 v.o., vert.), indien
2.2 .2
3 gedeeld wordt door v2, het quotiént 1—2 . Daarom moet de gehele vergelijking
a a

vermenigvuldigd worden met i* en het resultaat gedeeld worden door a*, zodat er
ontstaat
A R e

fa+b2 a* a? fa+b2
Indien volgens de Regel de halve transversale zijde GF of GC gesteld wordt op
Jz‘zhz i2d* +i%c?

a? fa+b2

en de verhouding van de transversale zijde CF tot de rechte zijde F/N op die van i

tot fa + b* en met deze zijden en met de reeds gevonden middellijn en het reeds
gevonden middelpunt de hyperbool FD beschreven wordt die de rechte AE of K4, na
verlenging, in / snijdt, dan beweer ik dat de kromme /D de gezochte plaats is.
Wanneer men immers op deze kromme willekeurig een punt aanneemt, zeg D, en
DE evenwijdig aan AK trekt en deze verlengt zodat deze de rechte KL in L snijdt en
de middellijn GB ontmoet in B en indien men deze DE y noemt, dan zal op grond
van het voorafgaande DB gelijk zijn aan z.
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dem Hyperbolz centrum G punGum. Atverd cum ex ante di-
€tis triangulum KH G omnino fit cognitum, utpote lateribus
KH& HGanguloquead Hfubiifdem comprehenfo notis, erit
quoque cognita ratio lateris X H ad K G, hocecft, ipfius GM
(quz per G ipli KL 2quidiftans intelligitur )2d G B, qua fitut
aadi. Quarecum G Mfeu HL indefinitéfitw, G B quoque in-
definité concepta, hoceft, quzliber diametri portio, inter cen-

. . . . . iy . .
trum & ordinatim apphcatas intercepta, eric— . Cujus quidem
interceptz quadmtum cum juxta formulam Regulzunum zqua-

tionis terminum conftituar, per multiplicatioucm aut divifioncm,
vel per utramqueita reducatur zquatto,ut in eadem quoque idem

. . vy . . .
quadratum, nimitum ——— inveniatur. Quod quidem ut certi
methodo fiat, prediGtum quadratum re&tz G B indefinité con-
vy . . . . . .
ceptz, hoceft, - dividatur per zquationis terminum, in quo

v v five fimpliciter, fivealid fraQione affe@um invenitur, ac per

inventum quotientem tota zquatio multiplicetur. utinf upra po-

fito exemplo, {1 f%%’_’. dividatur per v v, fict quotiens ‘% . quarc

tota zquatio multiplicanda eft per 7, produ@umgque dividendum
. iz ] ibb - iidiaii

per a4, itaut fiat 7’%5-5 20 %l—'t—— + %%{—c Vade

fijuxta Regulam femi-latus tranfverfum fiat G ¥ vel G C o

—ihh —iidd—Tice . .

v % = T =" 5 atque ratio tranfverfi lateris C F ad re-
GumFN,utiiadfa 444, &iifdemlateribus, diametroque ac
centro jaminventis Hyperbole defcribatur FD, fecansrettam
AE vel KA produ@aminI: dicocurvam ID efle Locum quz-
fitum.

Sumpto enim in eadem cutva pun&outcunque, velutiD , du-
&ique D E ipfi AK paralleld, eique produdi ut fecet re@am
KLinL, & diametro G Boccurrat in B, fi eadem D E vocetury,
eritex anteditis D B o0 z. Eftautem, utjam annotatum,G B oo
iv iibh—iidd —iice
—  atque ex hypothe(i GF feu GC o ¢/ P re T
»,aBF '—;:: —_

iihh
'

tibh—iidd—iicc
aa fa-bb
Nn 3

ideoque B C :D':‘—:: +v
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Zoals reeds opgemerkt, geldt GB = Y en volgens onderstelling geldt
a

2,2 .2 .2 2
GFofGC=\[l h” i d? +i%c en dus

a? fa+ b2
BC— v, 12 2 242 4202
fa+ b?
2 2
[286] en BF= —- 2 5 terwijl voor de rechterhoek CBF geldt
fa+b
2 2 i2 2 2d2 + 1202
CBF = 5~ 3 + 7 Omdat op grond van de aard van
a a fa+b

een hyperbool NF staat tot FC oftewel fa+ b* tot i2 zoals het kwadraat op DB, dat
is z tot de genoemde rechthoek CBF [3.16], daarom zal gelden:

i2d? +i%c?

fa+b?  a* a? fa+b?

Wanneer we dan nog aan beide zijden vermenigvuldigen met a®en delen door i2, dan
ontstaat:

a*z? 2,2 a*d? +a*c?
y Vot
Ja+b Ja+b
Wanneer we vervolgens weer x + h invullen in plaats van v, dan ontstaat
2.2 2 2
a“z d* +a*c?
7= +2hx + ——2
fa+b Ja+b
2
ea” +2bca . .
en als we evenzo — invullen in plaats van 2h, dan ontstaat
fa+b
a’z? I ea’x+ 2bcax . a’d? +a*c?
fa+b2 fa+b2 fa+b2

Verder krijgen we, wanneer we alle termen hebben vermenigvuldigd met
fa +b%en gedeeld door a,
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286 EreM CvrRVARY M

; 11hb —tidd—iicc vy b
14 ';a, Fa- bk » & reGangulum CBFQ)‘_' __iibh +*

aa

ii};{_—:_—;;ib“. Hinc cum ex natura Hyperboles NF ad FC, feu
fa+bbadiifit, DB quadratum hoceft, z z, ad predi@um

re&angulum C BE: cntmﬁo”w ',::b +' l df::b,l:“’

N-

Multiplicetur jam utrinque per 44, & dividatur per i, eritque

atxx —bh aadd-l-aatc

faFep P VY +———f¢+bb
dd

exurget];_:__zbwa x2bxt 4f —-::Zl:zc ; 1temque L}ailbbbm

edaxterbcax aadd-eaacc

loco2 b, cxurgetm:nxx+ Farbb + {EaT

Porro multiplicatis omnibus perfa— b4 disque divifisper 44,
b b xx 2 6( x

Kabebiturzz 20 f:z—x +——Fex+

Dein reftituto x 44 loco »,

J-dd=cc. Ac deni-

. bx -
que reflituto y 4 —+c loco ipfius z, cxpun&nsquc quzfein

. . . .. 2bx
vicem deftrauntac omnibus rité ordinatis, fictyy 4- _Tz +2cy

20 f’fo + ¢ x 4+ dd. Quod erat propofitum.

\ N . v _ddaaccaa _
Atverd ponaturfecuudobbmmus quam —r— & fa

vy ibb dii-fccii

pra pofita a?qu:mof +bb D i %—;— + —agpr > 9%
multiplicatis omnibus c)ufdem terminis per 446 b, ac produ&o-
divifo
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vervolg)

2 2.2

b x 2bc.

22= _'ﬁ_ =+ +ex “+ ._Cx+d2 +c2.
a a a

. bx .
Wanneer we tenslotte weer ingevoerd hebben y +— + ¢ in plaats van z en de
a

termen geschrapt hebben die elkaar opheffen en alle termen naar behoren
gerangschikt hebben, dan krijgen we

2
y2 + 20y +2cy= A +ex+d?.

a a
Hetgeen gesteld was.

Laat verder als tweede geval [3.17] ondersteld worden dat K Kleiner is dan

d*a® +c%a? . iy .
5 en dat de hierboven genoemde vergelijking luidt:
fa+b
i2z2 W i%h? . i2d? +i%c?
fa+b®  a® a? fa+b?

Deze zal, na vermenigvuldiging van alle termen daarvan met fa + b2,

na deling van dit resultaat door i en na een geschikte omzetting, dezelfde zijn als

2 2.2 2 2 2
22—d2—02+ Jah® +b°h _ i fa+b

a2 a2 i2

fav2 +b3?

a* .
Dit is de gedaante van Stelling XIII; de gezochte plaats zal dus weer een hyperbool
zijn [3.18].

zodat het rechterlid gelijk is aan

Om deze gedetailleerd te bepalen en te beschrijven, trekken we eerst, evenals in de
voorgaande figuur, de lijnen AE, AK, KL, KH, HG en GKB. Dan zal weliswaar,
zoals hierboven, G het middelpunt zijn, maar de middellijn zal niet liggen op de lijn
GK, maar volgens de Regel [3.19], op de lijn HG na verlenging vanaf de kant van G.
De lijnen die hierop geordend zijn aangebracht, zijn evenwijdig aan GKB en dan zal
volgens dezelfde Regel de halve transversale middellijn, namelijk GF of GC, gelijk

a2

2 2,2
zijn aan ‘p?‘+cz _Sah” bR en de verhouding van de middellijn tot de
parameter zal zijn als fa+ b2 tot i

Indien men er dan voor zorgt dat CF staat tot FN zoals fa + b* staat tot i {(waarbij
FN evenwijdig getrokken moet worden aan GKB) dan zal FN de parameter zijn en
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Lis IIL Cavpr IIL 287

divifo per 24, faGtique decenti tranfpofitione, eadem cum fequenti

fabb=bbhb .  iivy . .
zz—dd—co4—7——0 -;a—mulnp. Perfa+&bac di

favv4bbyvy
aa

vif. perii, ideft, 20 . erit formulz Theorema-~

tis X I 11, undeLocus quz(itus iterum erit Hyperbola. Ad cujus
fpecificam determinationem & defcriptionem, poftquam ut in
pracedenti figura duétzfuntlinez AE, AK,KL, ‘K H, H.G,.&:
GXB: crit quidem, ucfupra, G centrum, atverénon erit dia=
meter in linea G K, fed , juxtaRegulam, inlinca H G producta

G

H

/

ad partes G, ad quam ordinatim applicatz fint ipfi G K B paral-
lelz , eritque juxta eandem Regulam dimidium tranfverfz dia-

metri,nempe GFvel G C,xqualeVdd+”—-fabi:b&bb’ ac

ratio diametriad parametrumut fa -4 bad 7. Quare fifiat, ut
fa+bbadii,itaCFadFN, quz quidem F N ip{i G K Baqui-
diftans fit, erit F N parameter : ac proinde fi centro G tranfversd
diametro C F & parametro FN Hyperbola defcribatur FD , fe-
cans ipfam AE vel KA produ&am in I, erit ID carvaLocus

quafitus.
Sumpto enim in eadem curva pun&o utcunque, velutiD , du-
&ique DB ipfi AK (five GF), & DM ipfi G B paralleld, fi
ED
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dus zal — indien men met middelpunt G, met transversale middellijn CF en
parameter FN de hyperbool FD beschrijft die AE of het verlengde van K4 in / snijdt
— de kromme /D de gezochte plaats zijn.

Wanneer men immers op deze kromme willekeurig een punt aanneemt, zeg D, en
DB evenwijdig trekt aan AK (of GF) en DM evenwijdig aan GB en

ED y genoemd wordt, dan zal, zoals hierboven, DB of MG gelijk zijn aan z en BG of

DM gelijk aan Ly
a

2 2,2
Aangezien GF of GC gelijk is aan J d? +c? —M
a

, zal gelden

_ fah® + 6K

a2

en dus zal voor de rechthoek CMF gelden

B fa112 +b%h?

a2

CM=z+\/d2+c2 en MF =z \/d2+c2

CMF =2 o P SN
a
i2v?
Het vierkant op DM is echter gelijk aan —5 -
a

Op grond van de aard van een hyperbool staat het vierkant op DM tot de rechthoek
CMF zoals FN staat tot FC [3.20], oftewel

2.2 2 2,2
iv ah” +b°h ;
—— staat tot 2o d- +If zoals i staat tot fa+ b
a a
Daarom geldt ook
h2 + b*h? av? +b2v?
2 P2 Sa a _ [ s '
a a

Wanneer men alle termen met o vermenigvuldigd heeft en door fa + b gedeeld
heeft en de bekende term heeft overgebracht, zal gelden

a*z? SN d’a® +c*a®
fa+b? fa+b?
2
. ea” +2b .
Stelt men dan weer x + A in plaats van v, a—% in plaats van 2A, en
fa+b

bx . .
v+—+c in plaats van z, en schrapt men de termen die tegen elkaar wegvallen en
a

rangschikt men alle termen naar behoren, dan ontstaat
2b
y2 +—xl+2cy =fx2 +ex+d.
a
Hetgeen te bepalen en te bewijzen was.
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238 EreM CVRVARYVM
E D vocetur y, erit, utfupra, DBfiveMG 20z, & BG five

DM 2. Cumque it G Fvel G Copy/ddecc L2P2bEbE

aa

erit CM @ z.+1/dd+cc:_fa_b":a:l.’_b_llb,&MF:Dz.-—

v dd+ cc:fﬂ’.ii;if_bf » ac proptereareGangulum CMF 0

zz-—dd—cc'tﬁ%;w . Eftautem D M quadratum 20 '—;1; .
M/
1
F
~_

Quare cumex natura Hyperboles itut F N adFC,itaDMqua=+

dratum ad CMF reftangulum, hoc eft, utiiad fa4-54, ita

’%;\" ad 2z —dd—cc Ef4RPHEEEE b:;'-b bbb

+fabb4bbhh _ favv4bbvy
aa m aa

aa, acdivifisper fa+ 66, fa@ique tranfpofitione cogniti ter~

b Hdddaatcceca

: eritquoquez z—dd—ce

. Et multiplicatis omnibus per

mini, erit 223Xy yy—b . Decin reftitutis

Jitbb fakbt
eaadrbca X . -
x4hlocow, ~fabb— loco2 b,atque]+7 + cloco ipfius z,

expunéisque quz fe invicem deftruunt ac omnibus rité ordina-
tis, fietyy - ’_13:_’ 420y oo.fﬁdf +ex+4dd. Quod determi-

nandum, demonftrandumque erar.
Si
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Stel nu dat de vergelijking luidt

2byx , oftewel X 2bi+ 2ay =0.

a

x2+2ay=

by . ..
Wanneer men volgens de Regel stelt v =x — by ,dan geldtx =v+ —y; indien men
a a

dit invult in plaats van x en het kwadraat daarvan in plaats van x* dan zal, na
schrappen van de termen die elkaar opheffen, gelden

2.2 5 b2 y2
+ 2ay = 0 en, na passende omzetting, v" = 5
a a

— 2ay.

Na vermenigvuldiging van alle termen van de vergelijking met a* enna deling van
het product door b2, geeft dit

a’v? 2 2a3y
b? b?
a’ a’
Wanneer men stelt z = y — — dan krijgt men vervolgens y = z + — . en
b

substitutie hiervan in de vergelijking in plaats van y en van het kwadraat ervan in

a2v2 2 06

plaats van y2 geeft

b2 b+’
6 2.2
oftewel - a_4 =427V
b b?
Dit is echter het geval van Stelling XIII en dus zal de gezochte plaats een hyperbool

zijn.

Om deze nu in detail te bepalen zij in de bijgevoegde figuur (blz. [290], vert.) het
punt 4 het vaste begin van x en wordt verondersteld dat deze x zich langs de lijn AB
vanaf 4 onbeperkt uitstrekt in de richting van B, en de hoek die x en y insluiten is
volgens aanname gelijk aan de hoek ABE.

Uit het voorafgaande is gemakkelijk te begrijpen dat in dit geval en in soortgelijke,
de hyperbool zodanig beschreven moet worden dat de rechten die geordend op de
middellijn zijn aangebracht, evenwijdig zijn aan 4AB. Daarom moet men eerst de

rechte AC evenwijdig aan BE trekken. Omdat v = x — L4 , moet men verder de
a

rechte AM trekken, zodanig dat van alle lijnen evenwijdig aan 4B, de stukken die
bevat zijn tussen AC en AM, zoals CM, tot de stukken van AC tussen 4 en de
genoemde evenwijdige lijnen, zoals AC, de verhouding van b tot a hebben; dit
betekent dat AC staat tot CM zoals a staat tot b.

Indien AC of BE, willekeurig verondersteld, y genoemd wordt, dan zullen dus CM

en de overeenkomstige lijnstukken gelijk zijn aan b_y en van de te beschrijven
a

hyperbool zal de middellijn liggen op de genoemde AM.



3. Tekst en vertaling 153

Lis IIL Cap IIL 289

2bxy 2b
a

X
,ant X — J +2ay00.

]

Sizquatiofit xx -2 ay0
AflumptojuxtaRegulam » oox—-—b-;y, eritx0 v+ l’;y,eoquc fub-
ftituto inlocum ipfius v, cjufdemque quadrato loco x «, fublatif-
queiis qua feinvicem deftruunt,erit v v — “;% +2ay00. &,
facii congrud tranfpolitionc, v v 20 %V—i—— 2 ay; hoccft,multi-
plicatis omnibus xquarionis terminis per a 4, produ&Oquc divifo

al

aavy 2aly . ” ! .
perbb, o) Dein, affumpto 200 y— o habe-

bitury o0z + Z—'{, , coque fubftituto in zquationeloco ipfius y, at-
5 s
qucipfius quadrato locoyy,erit KZ—}Z 0zz —-%; , fivezz —’[—::
aavy
56
Locus quafius erit Hyperbola,

Ad cujus itaque peculiarem determinationem cfto in appofita
figuraipfius v initium immutabile A punéum, cademque x inli-
nca A B ab A versts B indefinite {efeextendere intelligatur, fit-
que angulus,quem x & y comprehendunt, zqualisangulo A BE.
Decinde, quoniam cx antediis facilé colligitur Hyperbolam hoc
cafu & {imilibus ita efle deferibendam, ut ordinatim ad cjus dia-
metrum applicatz fintipfi A B zquidiftantes, duGircdiA C ipfi

. Quiquidem cafuseft Theorematis 13%, acproinde

N . b N
BE paralleld, quoniam v 20 & — _;y » ducenda porrd eft reGta

AM; itautomnium ipfi AB paraliclarum partes, inter A C &
A Minterceptz, veluti CM, ad partesipfius A Cinter A & di-
&as parallelas interceptas, veluti A C, eandem rationem ha-
beant, quz eftinter 4 & 45 hoc eft, utfic quemadmodum 2ad 4,
ita A C ad CM. Vndefi A C feu BE indefinizé fumpta voce-

tur y,erit CM & fimiles 20 I—;—y, ac defcribendz Hyperboles dia-
meter indicta A M. Porrd, quoniamz 00 y — g—li, >, flabA C an-

feraur AF 0 ‘;b seritF Cindefinité fumptan z, & ,duA F N

ipi A B paralleld, N centrum. Acproinde, cum ratio ductz N D
ipfi F Czquidiftantis & zqualisad re@am DM aliarumque fimi-
lium fir cognita, nempe ut 4 ad 4, fitque itidem notus angulus

Pars 11, Oo NDM,
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vervolg]
a® a’

Omdatz =y — —5 zal, indien men AF (= - ) aftrekt van AC, verder gelden dat
b b

FC, willekeurig opgevat, gelijk is aan z en indien men FN evenwijdig aan AB trekt,
dan zal N het middelpunt zijn.

Aangezien de verhouding van ND (evenwijdig en gelijk aan FC) tot het lijnstuk DM
— en van andere soortgelijke lijnstukken — bekend is, namelijk als a staat tot b

en omdat de hoek NDM die door deze wordt ingesloten eveneens bekend is (deze is
namelijk gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek ABE), daarom zal ook de
verhouding van ND tot NM en van andere soortgelijke lijnstukken bekend zijn; laat
deze zijn als die van de bekende a tot een eveneens bekende e.

Omdat ND of FC, willekeurig genomen, door z wordt uitgedrukt, zal NM, eveneens

willekeurig genomen, dus gelijk zijn aan ©2 . Het kwadraat hiervan moet echter
a

volgens de formule van de Regel één term van de vergelijking uitmaken en daarom
moet de bovenstaande vergelijking (blz. [289] r. 9 en 10 v.b., vert.) vermenigvuldigd

worden met ¢ en het resultaat gedeeld worden door az, zodat er ontstaat

e*z?  eat _ e*v?

2 4 2 -
a b b
Tot slot dit: indien volgens de Regel als halve dwarse zijde NG of NH genomen
2
wordt, gelijk aan eiz , en de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte zijde als
b

¢ tot b en met deze zijden en met de reeds gevonden middellijn en het reeds
gevonden middelpunt de hyperbool GE beschreven wordt, dan beweer ik dat de
kromme GE de gezochte plaats is.

Wanneer men immers daarop willekeurig een punt neemt, zeg E, en EB trekt onder
de hoek ABE, gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek en ook EC evenwijdig
trekt aan AB, die (d.w.z. EC, vert.) de middellijn AM snijdt in M, dan geldt het
volgende: indien deze EB, d.w.z. AC, y genoemd wordt, dan zal, evenals hierboven,

CM gelijk zijn aan by en dus ME, oftewel AB — CM, gelijk zijn aan x—ﬂ, dus
a a

gelijk aan v. Zoals eerder werd opgemerkt, geldt echter NM = % en op grond van
a

2
de veronderstelling is NG of NH gelijk aan ebiz en dus

en dus geldt voor de rechthoek HMG
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2.90 ELeEmMm. CYRVARYM
N DM, fubiifdem comprehenfus, utpote zqualis dato velal-

fumpto angulo ABE, eritquoque ratio NDadNM aliarum-
que fimilium nota, quz fic ut 4 cognitz ad ¢ itidem cognitam.

P /. 7 -
.:".: &

S
H
Hinc cum ND feu F C indefinité fumpta exprimatur perz., erit

N M itidem indefinité fumpta 0 55 , cujus quidem quadratum

cum juxta formulam Regulz unum zquationis terminum con-
ftituerc debeat, multiplicanda cft {uprafcripta zquatio per e,
e ecat ({244
i P
Quo pera&o, fijuxtaRegulam femi-latus traniverfum st NG

produGumque dividendum per 4 4,itaut fiat

ena . ~ .
vel NH 20 -, ac ratio tranfverfilaterisad reGam,utecad b4

iifdemque lateribus ac diametro & centro jaminventis Hyper-
bole defcribatur G E : dico curvam G E efle Locum quafitam.
Sumpto enimin capuncto utcunque, veluti E, du@tique EB
inangulo A BE, dato vel affumpto zquali, necnon E CipfiA B
paralield, fecante diametrum A MinM; ficadem E B, hoc eft,

A C, vocetury erit, ut fupra, CM 0 éf', acproinde ME, five
b -
AB-—-C M,:Dx———;y, hoccft, ». Eftautem, utfuperidsanno-

tatum,N Mo %z , atque ex hypotheA N GfeuNH :Df;;,ideo—

caa

quc HM:;o? +37 &MG :Dis-—%a;_, ac proinde reQan<

gulum
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e*z? gt

2 b4

HMG =
a

Op grond van de aard van een hyperbool staat het vierkant op ME, dat wil zeggen v2,
tot de genoemde rechthoek HMG zoals de rechte zijde staat tot de dwarse zijde

ofwel zoals 5* staat tot &> [3.3]. Daarom zal gelden
e?v? _ e?z? e%at

2 g2 X
en, na vermenigvuldiging van alle termen met a* enna deling door e2,
a®v? 2 a®
b2 bt

3
. . a .

Vervolgens ontstaat, na weer invoering van y ——5 in plaats van z,

b

a*v? —y2 _ 2q° y

B2 b2
zodat men, na vermenigvuldiging van alle termen met b* en na deling door az,
verkrijgt

= —2ay.

Tenslotte ontstaat, nadat men weer ingevoerd heeft x by in plaats van v en nadat
a
men alle termen geschrapt heeft die tegen elkaar wegvallen en alles naar behoren
heeft gerangschikt,
x%+ 2ay = 2byx .
a

Hetgeen gesteld was.
Vraagstuk 11

Propositie 16

Bij twee gegeven punten een derde punt te vinden met de eigenschap dat de
lijnstukken die van daaruit getrokken zijn naar de twee gegeven punten, een
gegeven afstand verschillen en de plaats te bepalen en te beschrijven waarop het
gezochte punt ligt.

Laten de twee gegeven punten 4 en B zijn en laat de opdracht zijn een derde punt te
vinden, zeg C, zodat de getrokken lijnstukken CA4 en CB een gegeven afstand FG of
AD [3.21] verschillen.
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Lis IL C arp IIL 291
gulam H MG r:z - ;:4 : hinc cum ex natura Hyperboles

fie utlatus reGum ad tranfverfum, fiveutbbadee, ita ME qua-
dratum, id cft, 7, ad przdiGtum re&angulum HM G: erit
eevy cexx ceat

—

bb aa b+ ?

&,multiplicatis omnibus terminis per 44,
.. aavy as . . a’

faGtoque per e e divifo, —— V22— - Dein reftitatoy—

. . aavy 243 .

inlocum ipfius z, exurget —p7— 307y — _L__y_ ; adeoque , multi-

plicatis omnibus per & b , faGoque divifo per 4 4, habebitur

. . by. .
vy wl’_%l — 2 ay. Denique reftitato v — _a_y inlocum ipfius v,

expun&isque iis quz fe invicem deftruunt, atque omnibus rit¢
2byx
3

ordinatis, fiet xx 2 4y 20 . Quod fuit propofitum.

ProsLEMA IL
Propofitio 16.

Datis duobus punctis tertium invenire , & quo ad
bina data dudz reGtz line® dato differant intervallo,
locumque determinare ac defcribere, quem quzfitum
pun&tum contingat.

Sint data duo pun&a A & B,oporteatque invenire tertinm, ut-
putaC, itanempeut duz rectz C A, CB difterant dato inter-
valloF Gfeu AD.

Quoniam in quaftione angulus datus non eft, quo facilior it
operatio, aflumatur rectus , ideoque 3 pun&o C inreGam A B,
quz data pun&a conjungit, producam, {iopusfuerit, intelliga-
tur demifla perpendicularis, ut CE; tum, {uppofitis, juxta Ke-
gulam, A E & E Cincognitisatque indeterminatis, affumptum
angulum A E C comprehendentibus, tanquam cognitis ac deter-
minatis, earum prior, nimirum A E, vocetur x, ac poflerior,
nempe E C, nominetur y, ipfaautemA B, {eu datorum punGo-
rum cognita diftantia, vocetur 4, & dataF G five A D exprima-
tur per 4. Hinc cum B E five (fipun&um B cadat inter A& E )
AE — AB,aut(fi punGum E inter A & Bcadat) AB—A Efit

o2 DN
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[291, vervolg]
Aangezien bij dit vraagstuk de hoek niet gegeven is, nemen we, om de berekening te
vereenvoudigen, aan dat deze recht is.
Daarom veronderstellen we dat vanuit het punt C de loodlijn, zeg CE, is neergelaten
op het lijnstuk AB dat de gegeven punten verbindt, zonodig op het verlengde
daarvan.
Vervolgens veronderstellen we, volgens de Regel, de onbekende en onbepaalde AE
en EC, die de aangenomen hoek AEC insluiten, als bekend en bepaald [3.22]; de
eerste daarvan, namelijk AE, wordt x genoemd en de laatste, namelijk EC, wordt y
genoemd; AB zelf echter, oftewel de bekende afstand tussen de gegeven punten
wordt a genoemd en de gegeven FG of AD wordt uitgedrukt door b.
Aangezien BE oftewel AE — AB (indien het punt B tussen 4 en E valt) of AB — AE
(indien het punt E tussen A en B valt), gelijk is aan [x —a | [3.23] en

[292] AC= \/xz +y2 , maar BC = \/x2 -2ax+a* +y2 ,

en aangezien AC —AD = BC, daarom zal de vergelijking luiden

\[xz +y2 -b= sz —2ax+a® +y2

en na het uitvoeren van de passende bewerking om beide leden van de vergelijking
van het wortelteken te bevrijden, en na overgebracht te hebben wat overgebracht
moet worden, zal men krijgen
412 = 4> — 462 — 4d’x + Ab%ax + a* - 267 + b
Na deling door 4a® - 4p? [3.24] krijgt men daaruit
2.2 2 2
a’® —b? 4 4

Wanneer men vervolgens, volgens de Regel, stelt v = x —527- ,danzalx = v + %en

dus zal gelden, indien men deze waarde heeft ingevuld in plaats van x en het

kwadraat daarvan in plaats van x2, en na die termen geschrapt te hebben die tegen
elkaar wegvallen,

b2 y2 ) b2
2 27 Y T
a —b 4
Dit is echter het geval van Stelling XII van dit boek en dus zal de gezochte plaats
een hyperbool zijn.

Nu staat v in plaats van x—% ; er geldt dus het volgende: indien men vanuit 4 in de

richting van E een stuk AH = g— afpast, dan zal H volgens de Regel het middelpunt

zijn en de halve transversale middellijn (zeg HG aan de ene kant en HF aan de

’ 2
andere kant) is gelijk aan bT , dat wil zeggen % . De transversale middellijn FG



3. Tekst en vertaling 159

292 ELeEMm CvRYVYARYM

D x=a,8 ACOYxx4yy,at BCOYx x— 2 axtaatyy;
fitqueAC—ADDBC: xquatio erit

V xx4yy—b0 Y xx—2ax+ aa+yy, fa&iqueoperatio
ne convenienti, ututragque ®quationis parsafigno radicalilibe-
retur , & tranfpofitis tranfponendis, eric
4bbyyo4aaxx—4bbxx—g & x44bbavta—abbaatbt,

Vndefa&i divifione per 4 2a—4 b bhabebimr’% Wx x—

ax+-taa—3bb. Deindealfumptojuxta Regulamv sox— 14,
eritx 30 v 4 L4, idcoque fubftituzo hoc valore in locum ipfius x,
atque cjufldem quadrato loco x x, expundtisque iis quz fcinvi-

F{g. I.

23 nome

A F 0 i ¢ 3 EH

., bl N
cem deftruunt,erit - a-_zjl:b D vv—=ibs Quiquidem cafuseft

Theorematis 12™ hujus libri , ac proinde Locus quafitus erit
Hygperbola. Cumque v aflumpta fitprox—14, {iab A versisE
fumatur AH 20 $ 4, erit, juxtaRegulam, Hcentrum, & femi-
diameter tranfverfa (putaH G abuna, & HF abalteraparte, )
D YV i66,idelt, 145 itautdiameter tranfverfa F G (que qui-
dem, obapplicatam CE ad diametrum HE perpendicularem,
tranfverfus quoque axis cft,) fit20 4. Ratio antem tranfverfe
diametri ad parametrum, feu quadrati tranfver{z ad quadratum
{ecunde diametri, critutébadaa—=5b4. Vodeper eaque libri
primi capitibus fecundo & ultimo expofita funt Hyperbolam
ipfam defcribere haud difficilc erit. Porrd cum quadratun; femi-

iame-
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[292, vervolg]
is daardoor gelijk aan . Omdat de geordend aangebrachte rechte CE loodrecht staat
op de middellijn HE, is deze transversale middellijn ook de as. De verhouding echter
van de transversale middellijn tot de parameter, of die van het vierkant op de
transversale middellijn tot het vierkant op de tweede middellijn, zal zijn als die van

b tot a® — b%. Dus zal het op grond van wat in het tweede en in het laatste hoofdstuk
van het eerste boek uiteengezet is, niet moeilijk zijn de hyperbool zelf te beschrijven

[3.25]. Verder zal, omdat het vierkant op de halve transversale middellijn
2
[293] gelijk is aan bT’ het vierkant op de halve tweede middellijn gelijk zijn aan

2 2
54— - %— Omdat echter FB, oftewel BH + HF, gelijk is aan %+% en BG, oftewel

2 42
BH — HG, gelijk is aan %—% , zal ook de rechthoek FBG gelijk zijn aan 54——%
en dat is immers gelijk aan het vierkant op de halve tweede middellijn of, zoals de
Ouden zeiden, gelijk aan het vierde deel van de ‘figuur’ die aangepast is aan de
transversale as [3.26]. Daarom zijn de punten 4 en B juist die, welke algemeen de
brandpunten of de navelpunten van de tegengestelde hyperbolen genoemd worden
en hieruit blijkt dat uit de veronderstellingen de juiste conclusies getrokken worden
[3.27].
Gevolg 1.

Indien vanuit een punt dat willekeurig op een hyperbool is aangenomen, lijnstukken
getrokken worden naar elk van de navelpunten, dan zal het grootste daarvan het
kleinste overtreffen met de lengte van de transversale as.

Ofschoon de waarheid van het bovenstaande gevolg uit het voorafgaande volkomen
duidelijk blijkt, zal het naar mijn mening juist wel nuttig zijn dit hier op een andere
wijze aan te tonen met een uniek bewijs, dat ook nog korter en vrij eenvoudig is,
daar dit, voor zover ik weet, tot nu toe door Ouderen en Jongeren (nl. wiskundigen,
vert.) slechts langs veel omwegen en met een lange aaneenschakeling van moeilijke
stellingen bewezen is [3.28].

Laat dan GC een willekeurige hyperbool zijn, met middelpunt /, transversale as FG
en navelpunten 4 en B en zodanig dat de rechthoek FBG, evenals ook GAF, gelijk is
aan het vierkant op de halve tweede middellijn [3.29].

Wanneer men nu vanuit een willekeurig punt C op de kromme de lijnstukken CA en
CB trekt naar de punten 4 en B, dan moet men daarna CE geordend op de as
aanbrengen en ervoor zorgen dat HE staat tot HM zoals HF staat tot HA, zodat dus'
de rechthoek AHE gelijk is aan de rechthoek FHM [3.30].

'VI, 16; 2op grond van de veronderstelling en prop. 10, Lib. I, blz. [196]; °IL, 6;
“Aangezien de som van alle voorgaande termen staat tot de som van alle volgende
termen zoals een voorgaande tot een volgende, op grond van V, 12 (dat wil zeggen:
alsa:b=c:d dangeldt (@+c):(b+d)y=a:b=c:d, vert). Il 6; “op grond
van de constructie en VI, 22;’V,9en 11.
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Lis IL Car IIL 293

diametri tranfverfz fit 20 1 4 &, erit quadratum femi-fecundz dia-
metri 0 taa—2Lbb.Atquicum FB five BH 4-HF it 201a+6,
& BG fiveBH—H G 20 14— b, eritquoque reGtangulum
FB G 20 aa—b b, nempe 20 quadrato femi-fecundax diametri,
five, ut Veteresloquebantur, zquale quadranti figurz ad tranf-
verfum axem faGz : ideoque punéta A & B caipfa tunt, qua vul-
go oppofitarum Hypcrbolarum Foci five Vmbilici nuncupantur.
Vude apparct, ex premiffis re&é inferri, qua fequuntar.

Corollarium 1.

Si ab affumpto utcunque in Hypetbola punctoad u-
trumque Vmbilicum reéte ducantur, earum major mi-
norem longitudine tranfverfi axis fuperabit.

Etiamfi veritas precedentis Corollarii ex antedictis omnino
conftet, cumtamen illudd Veteribus, Recentioribufvé, quod
fciam, non nifi per multasambages longique difficilium Theo-
rematum concatenatione haétenus demonftratum fie: id ipfum
hic demonftrationc unicd , & quidem breviore fatisque fimplici,
aliter oftendifle non inutile forté judicabitur.

Eftoigitur Hyperbola qualibet G C, cujus centrum H | tranf-
verfus axis F G, atque Vmbilici A & B, adeoque reétangulum
FBGut& G A Ffemi-fecundz diametri quadrato zquale. Du-
&is autem abaflumpto quolibetcurva puncto Cad punéta A &[,f,fr 16
Breé&isC A, CB, ordinatim ad axem applicetur CE, fiatque ut 2 cx by-
HF adH A, inHEadHM, ideoque * AHE reGangulo x- P"”’-@" )
qualc re¢tangulum FHM. Vnde cum fit 2, ut ’;;:,’,'IZI{:"

HF4ad G AF,itaF E Gad CE g:eritquoque, per compol. ra- 3 per 6

tionis contrariam, ut Jecundi,
HFgad (HFg+GAF,ideft),ad )HA ¢;iunFEGadFEG | ™ it
+ CE g; adecoque 4 ut antecs.
HFgadHAg, in(HFg+4+FEGfive’) HEg ad H A g + dentium
FE G 4 CE 4. Eftautem quoque ¢, ut ad unam
HFgadHA g, itaHE gad HM 4. Quocirca 7. confeq.,
HMg20HA g+FE G 4 CE g;hoc cft,addito utrinque H F 4 mnesan-
feuHG 9, erit teceden-
Oo 3 HM tes ad
onmmnes

confeq. per x2 quinti. $ per 6 fecundi, S ex conflructione €7° per 22 fexti. 7 per 9 € 11 quinti,
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[294]

Aangezien gelclt2 dat FEG staat tot CE” zoals HF? staat tot GAF, zal ook, op grond
van de tegenhanger van vereniging van een verhouding [3.30], gelden dat FEG staat

tot (FEG + CE?* ) zoals HF” staat tot (HF2 + GAF) en dit laatste is? HAz, zodat dus
ook (HF® + FEG) , oftewel® HE?, staat tot (HA® + FEG + CE"), zoals HF staat tot
HA% Er geldt echter ook’ dat HE? staat tot HMzoals HF® staat tot HA. Dus7geldt:

HM = HA* + FEG + CEZ; dat wil zeggen, als men aan beide kanten HF? of HG*
bijtelt, dan zal

HM + HF? = HA® + (HF? + FEG) [d.i.! HE}] + CE?

of
HM + HG? = HB® + (HF* + FEG) [d.i." HE’] + CE.

Wanneer men aan elk van beide kanten van de vergelijking gelijke termen heeft

bijgeteld of afgetrokken, namelijk 2FHM, of 2GHM, aan de ene kant en 24HE, of
2BHE, aan de andere kant, dan komt er’

FM = (AE2 + CEZ) [d.i.3 ACz] en evenzo®
GM = (BE> + CED [ d.i BC.

Aangezien daaruit volgt dat FM = AC en GM = BC en omdat F'G tevens het verschil
is van FM en GM, is het duidelijk dat ook de grootste van AC en BC de kleinste
overtreft met de lengte van FG en dat is juist de transversale as.

Hetgeen te bewijzen was.

Gevolg 2

Wanneer men vanuit een willekeurig punt op een hyperbool lijnen trekt naar elk van
beide navelpunten, dan raakt de lijn die de hoek tussen deze rechten halveert, in dit
punt aan de kromme en omgekeerd.

Indien immers de lijn ICK die de hoek ACB halveert, de hyperbool niet raakt in het
punt C dan zal deze lijn de hyperbool snijden, indien dit mogelijk is, en laat van
deze lijn nu tenminste één punt daarop, zeg K, binnen de hyperbool liggen.

'II, 6; 711, 4; °1, 47; “I1, 7; °1, 47.
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294 Erem. CYRVARYM

Peré Mgt FFq:n feu - (HF94FEG,.e.YHE4,4-CE
cu .C. A
ﬁcundi. v HG H gl ( 9 »L.E ) 9 q

Hinc additis vel fublais ab utraque Zquationis parte zqualibus,

FHM AHE bis ab al .

 per 4 nimirum{ feu bisabuna,&< feu ‘sc:;t 2ltera parte:

fecundi. GHM BHE

’rf;"; 47 FMg 0 (AEg+4CEg,ideft 3) A Cg; itemque

5},,,'7 GMg0(BEg+CEg,idclts) B Cg. Cumquepropterea

Jeendi.  FMfitp A C;& GM 20 BC; firqueipfaram FM & G M dif-

;,1,";: 47 ferentiaF G, manifeftum eft ipfarum quoque A C&BC majo-
" remfuperare minorem, cjufdem F G , nempe axis tranfyerfs, lon=

P ] P

gitudine. Quod demonftrandum erat.

Corollarium 2.

Ductis 4 quolibet Hyperbole pun&o ad utrumque
Vmbilicum redtis , quz angulum iis comprehenfum
bifariam dividit linea curvam in eodem pun&o con-
tingit ; & converf(im,

Sienim quzangulum A C B bifariam dividitreta I CK non
contingat Hyperbolamin C puncto, fecet eandem, fifieri poteft,

Fig. 1.

A F H I G B ..El...:c::.ﬁ

atque itafaltemaliquo fui punQo, velutiX, intra Hyperbola$ fic.
um
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Wanneer men dan de rechten KB, KD [3.31] en KA getrokken heeft (waarvan de
laatste de hyperbool snijdt in L van waaruit BL naar B getrokken is), dan geldt het
volgende: aangezien in de drichoeken DCK en BCK de zijden DC en CK

respectievelijk gelijk zijn aan BC en CK en gelegen zijn om' gelijke hoeken, [3.32]
daarom zal ook de basis DK gelijk zijn aan de basis BK.

Omdat verder op grond van het voorafgaande gevolg AL LB overtreft met het
interval AD en dit dus ook geldt voor AK en de som van de lijnstukken BL en LK,
en omdat BK en dus ook KD kleiner is dan BL en LK tezamen, daarom zal
dientengevolge AK KD overtreffen met een lengte die meer is dan die van AD, dat
wil zeggen AK zal groter zijn dan de beide lijnstukken KD en DA tezamen [3.33].
Omdat dit zeer ongerijmd is?, snijdt de rechte ICK de hyperbool niet, maar raakt hij
deze in het punt C.

En omdat in dit punt C geen andere rechte

'Aangezien immers volgens de veronderstelling de hoeken ACI en BCI als gelijk
worden aangenomen, zullen ook de hoeken ACK en BCK (hun nevenhoeken) gelijk
zijn op grond van I, 13; *1, 20.
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Lis IIL. Capr IL 295

Tumdu&isKB, KD, & KA (quarum pofterior Hyperbolam
fecetin L, aquoadBdu&a fitBL ), cumin triangulisD CX,
B CKlatera D C, CK lateribus B C, CK utrumqueutrique,

Fig. 11

A F

circa ' zquales angulos, zqualiafint, eritquoque bafisD K ba-' Cume-
fi B K zqualis. Cumquc porro, juxta Corollarium przcedens, }':'f:o:lfe.

ALipfamL B, idcoque & A KreGtasBL, LK, ﬁmul.fumptas, ﬁ’anguli
fupcretintervallo A D ; fitque BK, ideoque & KD, ipfis BL, ACI&

L K fimul fumptis minor : per confequens A K eandem K D ma- BCI x-
quales

jorilongitudine quim cft A D excedet, id eft, ipfa A K binis re- ponan-
tur,erunt
quoque
anguli
ACK &
c BCK,
?ui ipfis
unt
D deinceps,
per 13
primi re-
quales,

}‘xg. 111,

AF"' 1GB

&is KD, DA fimul fumptis major erit. Quod cum abfurdiffi-

mum fit*, non fecat Hyperbolamreta ICK, fed eandem con- 2 per 20

tingit in C puncto. Cumque non poflit in cedem punéo C alia Prim
reQa,
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dan ICK' de hyperbool kan raken, daarom is het duidelijk dat de raaklijn in C ook de
hoek ACB halveert (de tekst vermeldt ten onrechte ABC, vert.).

Voorbeeld van herleiding van vergelijkingen tot de gedaante van
Stelling XIV

Indien de vergelijking luidt: y2 + —2cy= ~x2 +dx+k% enmen volgens de

2bxy
a

b . bx .. .
Regel stelt z=y—c+ il , dat wil zeggen y=z+c— 2% en dit invult in plaats van
a a

yen het kwadraat daarvan in plaats van y2 en de termen schrapt die tegen elkaar
wegvallen, dan zal gelden
2 b2x2  2bex

- —? = v+ k2,

a” a
dat wil zeggen na passende omzetting zal gelden

bx? 2bcx

22 =—x*+ Z +de— 2T+ % +k? oftewel

a a
2.2 2.2
- -2

zz= a‘x“+b°x +a’ax bcx+cz+k2.

a’ a

Wanneer men nu a groter onderstelt dan b, alle termen van de vergelijking
vermenigvuldigt met a* en het resultaat deelt door a” — b [3.34], zodat de grootheid
x? zonder breuk voorkomt, dan zal gelden

a’z? 2 da*x — 2bacx c2a? +k*d?
a® -b? a® —b? a2 _p?
2 p—
Indien men dan, om de berekening te vergemakkelijken, in plaats van da” —2bac » bezac
2.2 2a? + k2a?
invult 2h, dan zal de vergelijking luiden el 2 +2mx+& s
-b a“-b
2,2 2.2, .22
oftewel (21 7+ x* —2hx __2#.
-b a“—b

Indien men dan volgens de Regel stelt v = x — A, oftewel x = v + h en dit invult in

plaats van x en het kwadraat daarvan in plaats van x* en de termen wegstreept die
elkaar opheffen, dan ontstaat
22 s 2 c2a? +k2a?
5+ —h ——2 5 -
a“—b a“-b

! gevolg 3 van prop. 6, Lib. L, blz. [191].
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s pry  retaHyperbolam contingere quim I C K, manifeftum cft con-
qu?{.la verlim, eam, qu:e.Hyperbolam in C contingit, angulum quoquc
?’;”" - A B C bifariam dividere.
Exemplumreduitionis zquationum ad formulam
T beoreinatis X1V,

Sizquatiofity y -+ -z—b‘-x—y —20y0—xx+dx+kb,aflum-

. b
ptojuxtaRegulamz 20y —¢+ Tx , hocelt, yoo 2 4-c— bx

a J

coque fubftitutoinlocum ipfiusy, cjuldemque quadratoloco Z ;
X

-2

. . . . . bbxx .
{ublatisque iis,quz {c invicem deftruunt,eritz z — ——+ il

—ccD —~xx4dx4kk. idelt, factd decenti tranfpofitione,

. bb b
critzz 00 — v x + ki x [x+0€+/(.kﬁvc

dx ~=
aa a
— bb dax—2b ‘
e pmp Teaxxbbbxx | dax—abex 4 p ks Suppofito au-

aa “

tem amajore quim 4, ac multiplicatis omnibus zquationis ter-

miais per 44, productoque divifo per 22— & &, ut quantitas x x

. . . .oarTX daax—abacx

abfque fractione inveniatur,erit - Py QO—xx

ccaa - khkaa
aa—bb

dage—2bac . . . aazg
— T {ubftituatur 2 5 eritzquatio Py N—rxtrhx

ccaadbhaa aazx N ccaad-khkaa
aa—pp 2 W pp A 2 hED —or

. Tam vero fi facilioris operationis gratiiloco

Hinc {ijuxtaRegulam affumatur w00 x—b five x 0 v-+-h,atque
hocinlocumipfius x, ejusque quadratum loco x x fubltituatur,
2133

ac expungantur qua fe invicem deftruunt, habebiur ———=

“+vv—hh0 ﬁ%%i__%%ﬂ- Hoc eft,facti decenti tranfpofitio-

., @axx ccaetblaa .

qp B8R Ay i ARREE ue itaappa-
ne, erit ——, 0 vothb+ —— Atqueitaapp
ret zquationem cffe redu@am ad formulam TheorematisX IV,
ideoque Locum quefitumant Elipfin aut Circuli circumferen-

tiam cxiftere. Rurfus vero facilioris operationis ergo loco
aad

. __bbfcribnturgl , &locohh4- ccartRhea fcribatar ff; ita

aa—b

: 1 433
utzquatio it talis o Off—v Ad
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Dit betekent dat na passende omzetting zal gelden
a’z? 2 .2 2a? +k*a?
7 a sVt
a“-b a“—b
Zo is het duidelijk dat de vergelijking is herleid tot de gedaante van Stelling XIV en
dat de gezochte plaats dus een ellips of een cirkelomtrek blijkt te zijn.
Ook hier wordt weer, om de berekening te vergemakkelijken, in plaats van
2 2.2 2.2
Za 3 geschreven 4 enf Zin plaats van W +%
a“-b g -b

zodat de vergelijking
a

- Iz*
er als volgt gaat uitzien: Z = f 2,2,

Om de genoemde plaats nu in detail te bepalen en te beschrijven, nemen we aan dat
in bijgevoegde figuur het punt 4 het vaste begin is van x en dat deze x zich langs de
liin AE vanaf A in de richting van E onbeperkt uitstrekt en dat de gegeven of
aangenomen hoek die y en x insluiten, gelijk is aan de hoek EAK of het supplement
daarvan.

Omdat z= y—c+b—x , moet men dus, als men onderstelt dat y boven de lijn AF
a

uitsteekt, ook boven deze rechte (4E, vert) de rechte KL trekken, daaraan
evenwijdig en wel zo dat het deel van de rechte AK en de delen van alle daaraan
evenwijdige lijnen, bevat tussen de genoemde AE en KL, zoals AK, EL etc. gelijk
zijn aan de bekende c; vervolgens moet men ook door het punt K, onder de rechte
KL, de rechte KB trekken, onder zodanige hoek dat de delen van alle rechten,
evenwijdig aan AK, die bevat zijn tussen KL en KB (zoals LB), tot die delen van KL
die bevat zijn tussen deze evenwijdige lijnen en het punt K (zoals bijvoorbeeld LK),
dezelfde verhouding hebben als die er bestaat tussen b en a, dat wil zeggen zodanig
dat KL staat tot LB zoals a staat tot b [3.35].

Wanneer we dan KL of AE, onbeperkt aangenomen, op x stellen, dan zullen LB en

alle daaraan evenwijdige lijnstukken, bevat tussen KL en KB, gelijk zijn aan E
a

Uit het voorafgaande blijkt dus dat de middellijn zal liggen op de rechte KB,
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Adpeculiarem autem prazdicti Loci determinationem ac de-
fcriptionem efto inappofita figuraipfius x initium immutabile-A\
pun&um, atque eadem x feinlinca A E ab A versasE indcfinite
extendere intelligatur, fitque angulus datus vel affumprus , quem
7 & x comprehendunt,zqualis angulo E A K vel ejufdem ad duos

. . b
rectos complemento. Hinc quoniamz 20 y—-¢ +7x , fi y fupra

lineamAE exfurgereintelligatur,ducenda quoque eft fupraiplam

re¢ta KL cidem parallela, itautpars reétz A K omniumqucipfi
xquidiftantium inter praditas AE & K L intercepta,veluti A K,

Nl

A

EL, &c. zquetur ¢ cognitz¢ ac deinde per pun&um K infra re-
&am KL ducenda cft re@a K B intali angulo, utreGarum o-
mriumipfi A K parallelarum partes, quz inter KL & K B inter-
cipiuntur (veluti LB ) ad partesiplius K L, inter eafdem paral-
lelas & pun&tum K interceptas (ut verbi gratid LK ) eandem ha-
beant rationem, quzeftinter 4 & a,hoceft, utfit utisads, ita
KL ad LB. Atque ita pofitd KL five A E, indefinité fumprd,
20 x, LB omnesque ipfi parallelz inter KL & K Bintercepre

erunt ? . Vnde ex pradiis conftat diametrum foreinre¢ta X B,
Pars 11, Pp ad
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waarbij de daarop geordend aangebrachte rechten evenwijdig zijn aan 4K. Verder
moet, omdat v = x — h, KH afgetrokken worden van het lijnstuk KL of AE, waarbij
deze KH gelijk is aan 4 en dus HL, eveneens onbeperkt genomen, gelijk is aan x — 4,
oftewel v. Vervolgens moet HG door het punt H getrokken worden, evenwijdig aan
AK, die (dat wil zeggen HG, vert.) de gevonden middellijn in G snijdt en dan zal dit
snijpunt G het middelpunt van de gezochte ellips zijn. Omdat van de gelijkvormige
drichoeken KHG en KLB de verhouding van de zijde KH tot HG oftewel van KL tot
LB bekend is, evenals de hoek die door deze zijden wordt ingesloten — deze is
immers gelijk aan de gegeven of aangenomen hoek EAK — daarom zal ook de
verhouding van de zijde KH tot de zijde KG oftewel van KL tot KB bekend zijn; we
stellen deze op de verhouding van de bekende a tot een eveneens bekende e.
Aangezien HL, of GM, die volgens onderstelling evenwijdig loopt aan HL,
onbeperkt aangenomen, gelijk is aan v, zal GB, eveneens onbeperkt aangenomen,
dus elk willekeurig stuk van de middellijn bevat tussen het middelpunt en een

willekeurige geordend aangebrachte rechte, gelijk zijn aan e,
a

Het kwadraat van dit tussenstuk (GB, vert.) vormt echter in de formule van Stelling
XIV de laatste term van de vergelijking, daarom moet de bovenstaande vergelijking
2.2

[3.36] zo herleid worden dat de laatste term daarvan ¢ ;
a

wordt; dit zal bereikt zijn

indien elk van de termen van de vergelijking vermenigvuldigd wordt met ¢’ en het

resultaat gedeeld wordt door a®. Dan immers zal de vergelijking de volgende
gedaante hebben:
16222 B f2e2 - 62v2
ga2 T2 a?
Hieruit volgt: indien men volgens de Regel de halve dwarse zijde GF of GC stelt op
s’
a2

, dat is op i, en de verhouding van de dwarse zijde CF tot de rechte zijde
a

FN op le® : gaz, en men met deze zijden en met de middellijn en het middelpunt die
zojuist gevonden zijn, een ellips FDC beschrijft die de rechte AE of AK na
verlenging snijdt in /, dan zal de kromme /DC de gezochte plaats zijn [3.37].
Wanneer men immers daarop willekeurig een punt, zeg D, neemt en DE evenwijdig
aan AK trekt, welke DE, zo nodig na verlenging, de rechten KL en KB in L en B
snijdt en men het lijnstuk DE y noemt, dan zal gelden

DB=DE-EL+LB=y-c+ 2% =2
a

Zoals zoéven is opgemerkt, geldt GB = & en volgens constructie is GF of GC
a

gelijk aan LA endus FB = i+ﬂ en BC= o e
a a a a a
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ad quam ordinatim applicatz fintipfiA K zquidiftantes-Tam verd
cumwfit 0 x—bh,irectaKLfive A Eauferendaeft KH, itaue
eadem KH fit 20 b, ideoque HL indefinité quoque fumpta 20
x— b feuv. Deinde perpun&tum H ducenda et HG ipfi AKX
Parallela, {ecansinventam diametrumin G, eritque idem intcg-
fcGionis punctum G quzfitz Ellipfcos centrum. Porrd quoniam
fimilium triangulorum KH G & KL Bnotaeft ratio lateris K H
ad HG five KLad LB, ut & angulusfubiifdem lateribus con-
tentus, utpote zqualisangulo dato vel affumpto E A K, eritquo-
que nota ratio lateris K Had latus K G five KLad KB, qua po-
natur ut 2 coguitzad eitidem cognitam. Ideoquecum HL five
GM, quzipli HL parallcla intelligitur , indcterminaté fumpta
fit oo v, erit G B, fimiliter indcterminaté fumpta, hoc eft, quali=
bet diametri portiointer centrum & quamlibet ordinatim appli-

. (34 . . .
catam intercepta, 20 — . Cujus quidem interceptz quadratum

cum in formula Theorematis X IV ultimum aquationis termi-
num conftituat, @quatio fupracxpolito modo irareducatur, ut

. . cevy . . .
terminus ejus extremus fiat — id quod fa&um erit, i finguli

zquationis termini multiplicentur per e, produGtumque di-
vidatur per 4 4. inde enim {equenti modo {e habebit 2quatio

)—tiz—{wf—f—” — 22 Hinc fi juxta Regulam femi-latus tranf-
gau aa ia

verfum GF vel G Cfiat o Vf%:[, ideft, ';f, & ratio tranfver-

filateris C Fad reGtum latus F N, ut/e e ad g 4 5, iifdemque lateri-
bus, ac diametro, centroque, modo inventis, Ellipfis defcriba-~
tur FD C, fecans reétam A E vel A K produ€aminl:eritcurva
1D C Locus quaficus.

Sumpto enim in ea puncto utcunque, velutiD, du&iique DE
ipi A K paralleld, ac fi opiis fit producti ucfecerredtas KL &
KBin L&B, fieadem D Evocer y, erit DB, hocelt, DE

—EL+ LB :D]—-c-i—b{ feuz. Eft autem ut jam annotatum

ftGBo ‘:—;, atquecx conftractione GFvel GC f{, ideoque

FBoo Y+, &B Cootf -, aerefangulum F BCoo L
eEVY

— "= Hinc cumex naturaEllipfis fitut NFad F C, hoc cft,
ut



172 3. Tekst en vertaling

[298, vervolg]

[299]

en voor de rechthoek FBC geldt:

22 2.2
FBC=ff —e; .
a a

Omdat uit de aard van de ellips [3.5] volgt dat het vierkant op DB, dus 22, staat tot

de genoemde rechthoek FBC, zoals NF staat tot FC, dat is zoals ga2 staat tot lez,
daarom zal
1222 f22 o2

ga a a

en dus, na vermenigvuldiging van alle termen met a*en deling door ez, zal gelden

E_ 2
g
en dus, na weer gesubstitueerd te hebben x —# in plaats van v,
) 2 2 + kZ 2 5
en n+< in plaats van f/°,
2 2
a“ —b
alsook van
a* l
=0 in plaats van —, zal gelden
a“ —b g
2.2 2 2 2.2
z +k“a
% =i+ —22— — X+ 2hx - hz,
-b a“—b
2,,2 2 2 2 2
oftewel (21 >+ P —2hx= & a2+k2a
a“—b a“-b
Wanneer men dan nog schrijft
2
da® —2bca .
az—zca in plaats van 24, dan zal
a“—b
a*z? N —da’x + 2bcax _ c*a® +k%a?
a* - b? a* —b? a-br
zodat na vermenigvuldiging met a*— b en deling door az, zal gelden
2.2
P+t b7x —dx+ 2bex =+
a a

bx
Wanneer men tenslotte z weer vervangen heeft door y — ¢ + — en de termen
a

geschrapt heeft die elkaar opheffen en alles naar behoren heeft gerangschikt, krijgt
men:
b} ? =— X +det K
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utgaa ad Jee,itaD B quadratum, hoceft, zz ad przdi&um re-
. leexx ce  eevv . . qe

Qangulum FB C; erit i 0 f{—a--—- -5 id eft, multiplica~

tis omnibus per 44,

ac divifis per ee, erit

N Ixx .

-}3 D ff— vu,ideo=
quc reftituto x — b
loco v, atque bh +

ccaad-khaa
— i loco ff,

aa l
\ ut&mlocoE ’
o aaxx

£ D erit 7 0 bh+

ccaadhbhaa
\ i gy X%+

K \‘/
G

%{- 2hx—hb, hoc cft,

[
W
Y 2azx
B

m+xx-——zhx

ccaapkhaa
—aa—pp— - PoF

ro reftituto
dag—2sbca
~—————loco 2 b,

/ aa—bb
A vou aazx
= fiet o ¥ ¥
——daax<4 2bcax

aa—bb 0

‘____L_L__‘::"'kk“ , ideft, f284 multiplicatione per 44— &4 ac divi-
ﬁoncpcrnﬂ,eritzz+xx—- bi:x'—d x+i‘? W cod k k.

. . b .

Ac denique loco z fa@ reftitutione ipfiusy —c + -;l-x, deletisque
tisqua feinvicem tollunt, ac omnibus rit¢ ordinatis, obtinebi~
wr yy + - l’ax” —2cym — xx +dx+kk Quod determi-
nandum ac demonftrandum erat.

Notandum porrd hiceft, quod fiangulus AKB foretretus,
ac proinde ordinatim applicatz, utD B, KT, &c. ad diametrum
K B perpendiculares, ac fimul F N zqualisF C, prazdi&am cur-

vam fore Circulum, quemadmodum ex elementis perfpicuum eft.
Pp 2 PRro-
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Hetgeen te bepalen en te bewijzen was.

Verder moet hier nog worden opgemerkt, dat, indien de hoek 4KB recht zou zijn en
dus de geordend aangebrachte rechten, zoals DB, KU, etc. loodrecht zouden staan op
de middellijn KB en tegelijkertijd FN gelijk zou zijn aan FC, de genoemde kromme
een cirkel zou zijn, hetgeen uit elementaire overwegingen duidelijk is [3.38].

VRAAGSTUK III
Propositie 17

Bij twee gegeven punten een derde punt te vinden met de eigenschap dat de
lijnstukken die van daaruit getrokken zijn naar de twee gegeven punten, tezamen
een gegeven lengte hebben, en de plaats te bepalen en te beschrijven waarop het
gezochte punt ligt.

Laten de twee gegeven punten 4 en B [3.39] zijn en laat de opdracht zijn een derde
punt te vinden, zeg C, zodat de getrokken lijnstukken CA4 en CB tezamen gelijk zijn
aan een gegeven lijnstuk D

Aangezien bij dit vraagstuk de hoek niet gegeven is, nemen we deze, om de
berekening te vergemakkelijken, als recht aan. Daarom veronderstellen we dat
vanuit het punt C de loodlijn, zeg CE, is neergelaten op het lijnstuk 4B dat de
gegeven punten verbindt, zonodig op het verlengde daarvan.

Vervolgens veronderstellen we, volgens de Regel, de onbekende en onbepaalde AE
en EC, die de aangenomen rechte hoek AEC insluiten, als bekend en bepaald; de
eerste daarvan, namelijk 4E, wordt x genoemd en de laatste, namelijk EC, wordt y
genoemd; AB zelf echter, oftewel de bekende afstand tussen de gegeven punten,
wordt a genoemd en de gegeven D wordt uitgedrukt door b.

Aangezien BE oftewel AB — AE (indien het punt E tussen 4 en B valt) of AE — AB
(indien het punt B tussen 4 en E valt) gelijk is aan | a—x| (zie [2.27]) en

AC= \[x2+yz en CB= \/a2 —2ax+x* +y2

en aangezien D — AC = CB, daarom zal de vergelijking luiden

b \/x2+y2 = \/a2 —2ax+x? +y2
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ProsvrewMa IIL
Propofitio x7.

Datis duobus pundis tertium invenire, 2 quo ad bi-
na data du@z reétz linez fimul fumpte datz longitu-
dini zquales fint; locumque determinare ac defcribere,
quem quzfitum punctum contingat.

Sint data duo pun&a A & B, oporteatque invenire tertium,
utputa C; ita nempe, ut duétz rete CA, CB fimul fumpta
zquales fint datz reftz lincz D.

Quoniam in quzftione angulus datus non eft , quo facilior
fit operatio, affumatur re€us; idecoque i puntto C in retam
A B, que data punla conjungit, produ&tam , fi opus fuerir,

F,ig. 1.
K
T
[...Bs 3
F A E i B ............. } G

intelligatur demiffa perpendicularis, ut CE. Tum/uppofitis,
juxta Regulam, A E & E C incognitis atque indeterminatis
affumptum angulum re&um AEC comprechendentibus tan-
quam cognitis ac determinatis, earum priot, nimirum A E , vo-
cetur x, ac pofterior, nempc EC, nominctur y; ipfa autem
A B fen datorum punctorum diftantia cognita appelletur 4, & da-
ta D exprimatur per 4. Hinccum BE five (i pun&om E cadat
interA&B)AB—AE, aut (fipun@um Binter A & E cadat)
AE—ABfitopa—x;atque ACDODYxx4yy; & CB DO
V 4a—2a4 x4 xx+yy; fitqueD—A C 20 C B:zquatioerit
b—yxxtyyoyas—2ax+xx4yy; faltique operatio-

ne




[301]

176 3. Tekst en vertaling

en na het uitvoeren van de passende bewerking, om beide leden van de vergelijking
van het wortelteken vrij te maken, en na overgebracht te hebben wat overgebracht
moet worden, zal men krijgen

4b52 — 4dP — dbtax + da’x = b - 2b%a” + a*—4b
Na deling door 4b° — 4a’ [3.40] krijgt men daaruit

by B b2 aZ b2 y2
X —ax=——-—- .
4 4 p2_g?

22
¥

Wanneer men vervolgens, volgens de Regel, stelt v= x—% , dan zal x= v+%en

dus zal gelden, indien men deze waarde heeft ingevuld in plaats van x en het

kwadraat daarvan in plaats van x% en na die termen geschrapt te hebben die tegen
elkaar wegvallen,

' b2 b2y2

2.2 2
73 oftewel 5% =b——v2 {3.41]
4 b -a p2-a? 4

Dit is echter het geval van Stelling 14 en dus is de gezochte plaats een ellips.

. . a . .. . e
Nu is v genomen in plaats vanx—E; indien men dus vanaf 4 in de richting van E

afpast AH =% dan zal, volgens de regel, H het middelpunt zijn en de halve
transversale middellijn (zeg HF aan de ene kant en HG aan de andere kant) is gelijk
aan %, zodat de transversale middellijn FG gelijk is aan b. Deze is echter ook de

transversale as omdat de daarop geordend aangebrachte rechte CE er loodrecht op
staat.

De verhouding nu van de transversale middellijn tot de parameter, oftewel die van
het vierkant op de transversale middellijn tot het vierkant op de tweede middellijn,

zal zijn als die van b’ tot b* — a”. Dus zal, op grond van wat in het derde en in het
laatste hoofdstuk van het eerste boek uiteengezet is, de gezochte ellips zeer
gemakkelijk beschreven kunnen worden.

2
Verder zal, omdat het vierkant op de halve transversale middellijn gelijk is aan i

2 2
het vierkant op de halve tweede middellijn gelijk zijn aan b—4— - aT. Maar omdat FB
U b a ey b a
oftewel G4 gelijk is aan E+E en BG, oftewel AF, gelijk is aan 375 zal ook de

2 2
rechthoek FBG oftewel GAF, gelijk zijn aaan—aT; dit is gelijk aan het vierkant

op de halve tweede middellijn of, zoals de Ouden zeiden, gelijk aan het vierde deel
van de ‘figuur’ die aangepast is aan de transversale as [3.42].
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ne decenti, ututraque zquationis pars i figno radicaliliberetur,
& tranfpofitis tranfponendis , erit
4bbxx—qaaxx—4bbaxt483x0b6'—2 b b aata—4bbyy,
hoc eft, fatd divifione per 4 b b— 4 a4, eriv
bbyy

bb—aa
gulamv 0x— L4, critx 20 v L4, ciquefubftitutd in locum
ipfius x, cjufdemque quadrato loco x &, expun&isqueiisquz fe

c. . bby bbyy
invicem deftraunt: erit & 220 36b6— — 7, five 22 0ibb

xx—axDLbb—tas— . Affumpto dcinde justaRe-

— x x. Qui quidem cafus eft Theorematis 13, ac proindc Lo-
cus quefitus Ellipfis. Cumque v affumpta itprox— L e, fiab A
versus E fumatur AH 00 a: erit, juxtaRegulam, Hcentrum,
& {emi-diameter tranfverfa (velutHFabuna, & H Gabaltera
parte) 20 4b; itautdiameter tranfverfa FG (quz quidem, ob
applicatam C E ad eandem perpendicularem, tranfverfus quoque
axiseft,) fit 20 4. Ratio autem tranfverfz diamctri ad parame-
trum, feu quadrati tranfverfz ad quadratumfecundz diametri
erit,utbbadbb—aa. Vaodeperca, quz Capitibus tertio & ul-
timo libri primi expofita funt, qua(ita Ellipfis faciilime deferibe-
tur. Porro cum quadratum femi-diametritranfverfz it 20 14 4,
eritquadratum femi-fecundz diametri 0 £ 66— 2 4. Atquicum
FBlfeuGAfiton b+ 14, & BGfeu AF 0 46— a,eritquo-
quercCtangulumFBGlea G AF 20 1 b5 —jaa, nempe zquale
quadrato {emi-fecundz diametri, five, ut Veteres loquebantur,
zquale quadranti figurz ad tranfverfum axem fa=z. Ideoque
pun@a A & Beaipfafunt, quzvulgo Ellipfeos Foci five Vmbi-
licinuncupantur. Vndeapparet, ex premiffis re@¢ inferri, que
fequuntur.

Corollarium .

Qua a quolibet in Ellipfi punéto ad utrumque Vm-
bilicum re&t2 ducuntur , fimul fumpte tranfverfo axi
zquales funt.

Quemadmodum autem in Hyperbola fuperits demonftra-
tum eft, duétarum C A, C B differentiam tranfverfo axiF G z-
quari, ita & hic earum aggregatum eidem tranf{verfo axiaquale
efle oftendetur, nempe, fi non per additionem & compofitionem,

Pp 3 ue
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[301, vervolg]

[302]

Daarom zijn de punten 4 en B dezelfde die algemeen de brandpunten of de
navelpunten van de ellips genoemd worden; hieruit blijkt dat uit de
veronderstellingen de juiste conclusies getrokken worden.

Gevolg 1

De lijnstukken die vanuit een willekeurig punt op een ellips getrokken worden naar
elk van beide navelpunten, zijn tezamen even lang als de transversale as.

Zoals nu hierboven voor de hyperbool is aangetoond dat het verschil van de
getrokken CA en CB gelijk is aan de transversale as FG, zo zal hier aangetoond
worden dat hun som gelijk is aan die transversale as, al wordt het bewijs dan niet
geleverd door middel van optelling en samenvoeging,

zoals daar gedaan is, maar door aftrekking en scheiding [3.43]. Dit bewijs kan echter
met een enkele wijziging [3.44] ook op de volgende manier, en op elegantere wijze,
geleverd worden [3.45].

Laat FCG een willekeurige ellips zijn, met middelpunt H, grote as F'G, kleine as OP
[3.46] en navelpunten 4 en B, zodat de rechthoek FBG evenals ook GAF gelijk is
aan het vierkant op de halve tweede middellijn HO [3.47].

Wanneer men vanuit een willekeurig punt C op de kromme de lijnstukken CA en CB
trekt, dan moet men daama CE en CN geordend aanbrengen op elk van de beide

assen en ervoor zorgen dat HE staat tot HM zoals HF staat tot HA, zodat! de
rechthoek AHE gelijk is aan de rechthoek FHM; vervolgens neemt men HQ gelijk
aan HE.

Aangezien geldt2 dat HE® staat tot HM® zoals HF” staat tot HAZ, zal ook door
omzetting van verhoudingen [3.30], HE? staan tot EMQ zoals HF? staat tot GAF

oftewel’® tot HO? , dat wil zeggen 4 zoals CN? oftewel HE® staat tot ONP en dus®
zullen de rechthoeken ONP en EMQ gelijk zijn.

Aangezien6 HM tezamen met EMOQ, dat wil zeggen tezamen met de rechthoek
ONP, gelijk is aan HE® en omdat’ ook HF* gelijk is aan de som van de vierkanten
op H4 en HO? (waarvan laatstgenoemde gelijk aan het vierkant op CE tezamen met
de rechthoek ONP9), daarom zal HM® + ONP + HF” gelijk zijn aan HE® + HA* +

CE* + ONP.

Indien men aan beide kanten de rechthoek ONP aftrekt, zullen dus de beide
vierkanten op de lijnstukken HM en HF (of HG) overblijven, die tezamen gelijk zijn
aan de drie vierkanten op de lijnstukken HE, HA, of HB, en CE.

VI, 16; *VI, 22; 3op rond van de veronderstelling; 4pro . 13, Lib. I, blz. [205] en
g g Y

gevolg 1 daarvan, Lib. I, blz. [209]; 5V, 9: °IL, 5; 'II, 5; "omdat het vierkant op HO

gelijk is aan de rechthoek GAF op grond van de veronderstelling; 1L, 5.
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ut ibidem fadum eft, fcd per fubdu&tionem & divifionemargu-

mentatio inftituatur. Quod ipfum tamen, adhibitd nonnulld mu-

;atione » elegantius quoque in hunc modum abfolyi pofle vi-
etur.

Efto qualibet Ellipfis F C G, cujus centrum H, axis major

F G, minor O P, atque Vmbilici A & B; adeoque reftangu-

I:In(l) FBG ut& G AF zquale quadrato femi-fecundz diametri

Dudis ab affumpto quolibet curva puntto Cre&tisC A, CB,
ordinatim ad utrumque axem applicentur CE,CN; & fiatut
HFad HA, its HE ad HM , aded ut * A H E reGangulo
zquale fit reGangulum FHM ; fumaturque H Q zqualis ipft
HE. Hinccumfit *utHF gad HA g, ita HE gad HM g, erit
quoque per conver(ionem rationisut HF gad G A Ffeu ’H Oy,
ideft4,utCNgfiveHE 9ad ONP, itaidem HEg2d EM Q;;
ac proinde ¢ zqualia funt rectangula O N P & E M Q. Quocir~
cacum$ HMgunicumEMQ, ideft, cum O N P re®angulo,
zquale fit HE ¢ ; fitque & H F g 7 zquale quadratis reGa-
ran H A & (HO 3fea ?) CE uni cum reftangulo ONP:
crunt HM g+ ONP+HFgq zqualia HE4+HAg9+CEgq
+ ONP. Acproinde fiutrinque auferatur O N P reGangulum,
remancbunt bina quadrata reétarum HM& HF feu H G fimul
zqualia tribus quadratis reGtaram HE , HA feu HB, & CE.

Hinc

HOzqualeeft G A Fre@ang. ex hypoth. 9 per g fecundi,
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Wanneer men elk van beide leden van deze vergelijking met dezelfde grootheden
vermeerdert of vermindert, namelijk de ene kant met tweemaal FHM of GHM en de

andere kant met tweemaal AHE of BHE , dan zal' FM® gelijk zijn aan AE® + CE? ,

dus® aan AC? en evenzo® zal GM gelijk zijn aan BE* + CE® , dus* aan BC*.
Aangezien daarom het lijnstuk FM gelijk is aan 4C, en GM gelijk is aan BC, zal de
som van AC en BC gelijk zijn aan de transversale as FG. Hetgeen te bewijzen was.

Gevolg 2

Wanneer men vanuit een willekeurig punt op een ellips naar elk van beide
navelpunten rechten trekt en door ditzelfde punt een andere lijn getrokken wordt die
gelijke hoeken maakt met elk van beide getrokken lijnen, dan zal, beweer ik, deze de
kromme in het genoemde punt raken en omgekeerd.

Indien immers de rechte ICK, die zo getrokken is dat de hoeken ACI en BCK gelijk
zijn, de ellips niet raakt in het punt C, dan zal deze de ellips snijden, indien dat
mogelijk is, in C en K (figuur op blz. [304], vert.).

Wanneer men dan AC verlengd heeft tot L, zodat AL in zijn geheel gelijk is aan de as

FG en dus® het verlengstuk CL gelijk is aan CB, dan moet men vervolgens de
verbindingslijnen 4K, BK en LK trekken. Aangezien nu in de driehoeken LCK en
BCK de zijden LC en CK respectievelijk gelijk zijn aan de zijden BC en CK en om
gelijke hoeken liggen [3.48], zal ook de basis LK gelijk zijn aan de basis BK.

Maar omdat het punt K volgens onderstelling op de ellips ligt, zullen

', 7; *1, 47; *11, 4; *1, 47; *gevolg van prop. 1, Lib. II bladz. [301].
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Hinc additis ablatifve ab utraque zquationis parte zqualibus,
nimirum F HMfen GHM bis abuna,& A HE fcu BHE bisab
alteraparte:erit' FMgzquale(AE g+ CEg,idelt?, YA Cqg: ' por 7
itemque 3G Mgzquale(BE4+CEg, idcit4, )B C4. Cum- :[;,‘['Td’w
que proprercareta FM zqueturipi A C, & GMipfiB C: eritprimi.
ipfacum A C & B C aggregatum tranfverfo axi F G zquale.  per 4
Quod demonftrandum crat. Jecunds.
per 47
Corollarinm 2. bt
Dudis 2 quolibet Ellipfeos punéto ad utrumque
Vmbilicum rectis, fiper idem illud pun&tum alterare-
¢&a agatur , zquales cum utraque ducta angulos con-
ftituens, eadem curvam in dicto puncto contingir; &
contra.
Si enimre®a ICK itaduda, ut zquales fint anguliACI,
BCK, non contingat Ellipfinin C punéto , fecet eandem, it
ficripoteft, in C & K. Deinde produ&td A Cad L,itauttota AL

Fig. 1.

K

23 B

td EXTITL T T L DA PE R Py

B
E A
D

axi FG, idcoque § adje@ta C L ipfi CB zqualis fit , jungan- s perCo-
tur A X, BK, LK. Cum igitur, in triangulis L CK, BCKrol. 1 hu-
latera LC, CKlateribus BC, CK, utrumque utrique, circa/”
zquales angulos, zqualia fint, erit quoque bafis L K bafi BK
zqualis. At vero cum punctum X in Ellipfi fupponatur, erunt,

per
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volgens het voorgaande gevolg de lijnstukken 4K en KB, dat wil zeggen de zijden
AK en KL, tezamen gelijk zijn aan de transversale as FG en dus ook gelijk aan de

basis AL, hetgeen ongerijmd is' . Dus snijdt de lijn ICK de ellips niet, maar raakt hij

deze in het punt C. Aangezien geen andere lijn dan ICK? de ellips in C kan raken, is
het omgekeerd ook duidelijk dat een lijn die de ellips in C raakt, de hoeken ACI en
BCK aan elkaar gelijk maakt.

Hoofdstuk IV

ALGEMENE REGEL OM WILLEKEURIGE VLAKKE EN RUIMTELIJKE
PLAATSEN TE VINDEN EN TE BEPALEN. {4.1]

Nu, na al dit voorgaande, kunnen we besluiten tot de algemene Regel dat alle
vergelijkingen die zich kunnen voordoen en op onze weg kunnen komen bij het
onderzoek van plaatsen op de genoemde wijze, één van de volgende gedaanten
hebben of tot een daarvan herleid kunnen worden met de reeds uiteengezette
methode, wanneer tenminste daarin geen van de onbekende grootheden met zichzelf
vermenigvuldigd, en ook geen onderling product daarvan, tot een derde macht leidt,

1, 20; %prop. 17, Lib. 1, blz. [223].
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per Corollarium przcedens, re@e AK, KB, hoc eft, latera
A K, KL{imulfumptatranfverfoaxiF G, ideoque & bai A L

Fg 11

L

B

t rer20 2qualia, quod cftabfurdum !. Nonigitur fecat recta I CK El-
frei. _ liplin, fed eandem contingitin C puncto. Cumquenon poflitin
PTL'"""]’-'Z eodem punéto C alia re&a Ellipfin contingere quam I CK 2, ma-
Jus. nifeftumeft , ¢ contraquoqueeam, quz Ellipfinin C contingi,

efficercangulos A CI, B CK zquales.

Carvr IV
Regula univerfalis inveniends ac determinandi

loca qualibet plana &’ folida.

Tam verd his omnibus ita premiffis , pro generali
Regula concludi poteft, zquationes omnes, quzinin-
dagatione Locorum przditto modo obvenire atque
obtingere poffunt, ita utin iis neutra quantitatum in-
cognitarum in fe ducta, neque factum fub iifdem lag fo-

idum
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maar indien vermenigvuldiging een kwadraat of een product van twee verschillende
factoren niet te boven gaat.

En wel:
bx .

1. y=—, of, wat hetzelfde geval is, y = x,
a

aangezien we kunnen onderstellen dat a = b.

bx

y=£ic, of y=c——. [4.2]
a a

Maar hier moet worden opgemerkt dat het ook mogelijk is dat door de bewerking
een van de onbekende grootheden verdwijnt en de andere alleen overblijft en gelijk
is aan een bekende grootheid, zoals hierboven [4.3] is uiteengezet.

2. y2 = dfx, of omgekeerd dy=f 2
yz =dxe f 2, of omgekeerd dye f -4
2= dx, of omgekeerd dy= Ve,
P=dxe f 2, of omgekeerd dyef 22 [4.4]
2
2 Ix 2 2
3 y=——of yx=f".
g
2
2_ K7 12 =2
g
of ook
2
2 v
=—ef’ w=s>
g
2
2=M . p w=f>~

Hierbij wordt verondersteld dat overal y en x de onbepaalde grootheden zijn,
waarvan men in eerste aanleg is uitgegaan, maar dat z een (via substitutie, vert.)
aangenomen grootheid is, die samengesteld is uit y plus of min een zekere andere
grootheid, die ofwel geheel bekend is, ofwel ook gecombineerd is met de andere
oorspronkelijke onbekende grootheid, namelijk x; v is weliswaar ook aangenomen,
maar bestaat in dit geval alleen uit x plus of min een andere bekende grootheid,
beslist niet in combinatie met de onbekende grootheid y, 6fwel v is daarentegen
gelijk aan x plus of min een zekere andere grootheid
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lidum excurrat, fed aut quadratum, aut planum non
excedat , ex aliqua fequentium formularum conftare,
vel ad earundem aliquam Methodo jam explicaté re-
ducipofle : nimirum,

,( y o 22, five,quodidem eft, y 0 x: cum fupponi

5 St §

G ) pofficefle z b.b ﬁgﬂm.ﬁm

X x 3 ",m[-—-
Lyoo—;gc,vel_yaoc-—-T. +

Sed hic notandum, fieri etiam poffe, ut per opera-
tionem quantitatum incognitarum altera evanefcat,
alteraque fola notz alicui quantitati zqualis remanecat,
ficut fuperitis expofitum eft.

(yy 20 dx,aut converfimdy oo x x.
.4 9y 0 dx. ff,aut converfimdy. ff o0 x x.

") 2z 0 dx,aut conver(imdy o v v.

2% 20 dx.ff,aut converlimdy. ff o vv.

o 2 ff | yEff
. zzsoi’ggi.fﬁ § 2% 0 fF
3 990 2. ff. 5 yvoff
Lzz;::o’;__”.fff 2v 2 ff.

Supponendo ubique ¥ & x efle quantitates indeter-
minatas ac primd conceptas; at verd 2 cfle quantita-
tem affumptam, & que compofira fit ex y § alid qui-
dam quantitate , vel in totum cognitd, vel cui etiam
altera incognita priml‘lm concepta, nimirum x, permi-
xta fit ; atque v quidem affumptam quoque effe, fed
co cafu conftare folummodo ex x g alid quantitate
cogniti, abfque ulla ipﬁu?ry incognitz quantiratis per-
mixtione: aut contra v efle 0 ¥ g alidquAdam quan-

Pars 11 Qgq titate,
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die ook met de onbekende y gecombineerd kan zijn en wel in het geval dat z uit y
plus of min een andere, geheel bekende grootheid bestaat [4.5].

Indien de vergelijking een van de gedaanten van de formules sub 1 heeft dan zal de
plaats een rechte lijn zijn; indien een van de gedaanten sub 2, een parabool, en
indien een van de gedaanten sub 3, al naar het onderscheid in tekens en hoeken, een
hyperbool of ellips of cirkel[4.6].

Om nu de genoemde plaatsen in detail te bepalen of de genoemde krommen in het
platte vlak op meetkundige wijze te beschrijven, dient men te weten dat een zeker
punt voorondersteld moet worden, evenals een zekere rechte, welk punt dient als het
beginpunt van een van beide onbekende grootheden die vanaf het begin worden
aangenomen en langs welke rechte volgens onderstelling deze grootheid zich
onbeperkt uitstrekt; evenzo moet een zekere hoek voorondersteld worden, die
genoemde onbekende grootheden met elkaar maken in het punt waarin zij elkaar
volgens onderstelling ontmoeten [4.7].

Laat dan in bijgevoegde figuur (blz. [307], vert.) — evenals in alle volgende — het
genoemde punt A zijn en de genoemde lijn AB; vanuit dit punt strekt de grootheid x
zich volgens onderstelling onbeperkt uit langs deze lijn. Laat ook ABE de hoek zijn
die ingesloten wordt door de grootheden y en x, die in het punt B met elkaar
verbonden zijn.

In het eerste geval dan, wanneer de gezochte plaats een rechte is, namelijk wanneer

als vergelijking optreedt y = x of y =b—x, zal het punt A het begin zijn van de
a

genoemde lijn en om deze in detail te beschrijven moet men op 4B een willekeurig
punt nemen, bijvoorbeeld B, en daardoor een rechte trekken, zeg HBE, zo dat de
hoek ABE gelijk is aan de vooronderstelde of aangenomen hoek. Indien men dan op
deze rechte een punt, zeg D, neemt zo dat AB en BD gelijk zijn of zo dat AB staat tot
BD zoals a staat tot b, en indien men vanuit 4 door het punt D de rechte AD trekt,
dan zal deze AD, onbeperkt verlengd, de gezochte plaats zijn. Maar indien in de
vergelijking ook een term ¢ optreedt en deze voorzien is van het plusteken, dan moet
men vanuit het punt 4 aan dezelfde kant van de lijn 4B als die waar het punt E ligt,
of, indien ¢ van het minteken is voorzien, aan de andere kant, het lijnstuk AF
trekken, evenwijdig aan HBE en gelijk aan de bekende c. Wanneer men dan FE of
FG trekt, welke laatste de rechte AB snijdt in O, en (beide, vert.) evenwijdig aan 4D,
dan zal FE of OG, onbegrensd verlengd, de gezochte plaats zijn [4.8].
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titate, cui & y incognita permixta effe poffit atque eo
quidem cafuz ex y § alid quantitate in totum cognitd
conftare.

Et fi zquatio fimilis fit alicui formularum fub N°y.
comprehenfarum , erit Locus quafitus Linca Refta;
fub N° 2. Parabola; & fup N° 3. fecundum fignorum

anlg)ulorumquc varietatem vel Hyperbola, vel Ellipfis,
vel Circulus.

Vt autem pradita Loca fpecificé determinentur five pradi-
Az Linezin plano Geometricé defcribantur , fciendumelt, ali-
quod debere prefupponi punétum, ut & aliquam lineam i quo
exordium fumar, & per quam indcfinité {e extendere intelliga-
tur altera incognitarum quantitatum primo conceptarum ; item-
queangulum quendam efle przfupponendum , quem diGz quan-~
titates incognitz conftituantin pun&o, in quo {ibi invicemjun-
&tz intelliguntur.

Sit itaque in appofita figura, ut & infequentibus omnibus,,
pradittum pun&tam A, diGtaquelinca AB, a quo, & per quam:
quantitas x {eindcfinité extendere concipiatur; atque angulus.
A BE, quem faciunt quantitates y & x, in pun&o B fibiinvicem
jun&az.

Et primo quidem cafu, cim Locus quafitus eft Linea re&a,.
. . . . bx
nimirum , zquatione exiftente y 20 x vel y 20 —~ ipfum A pun--

¢tum erit initium dictz linez, atqueut eadem fpecificé defcriba~
tur fumendum eftinlinea A B pun@um utcunque, exempligra-
tid, B, ac perillud dutire®i, velut HB E ,itaut angulus ABE
prafuppolito vel concepto angulo fit zqualis, fiin cademrecta.
fumatur pun@um , velatiD; itaut AB& B D fint zquales, vel!
utABfitadBD, ficutaad 4, atqueex A per punétum D duca~
wr refta AD: eriteadem A D indefinit¢ cxtenfa Eocus quafi-
tus. Atftinzquatione inveniatur quoqueterminus ¢, ac ipfe qui--
dem figno -affeCusfit, ducenda eft ¢ puncto A ad candem par-.-
temlinez A B quameft pun@umE, autfifigno —adficiatur ab.
altera parte, reta A Fipli H B E parallelaatque zqualis c cogni~
tz; ductique FE vel FG, quzreGam A Bfecetin O, ipiAD

paralleld: crit FE vel O G indefinit¢ produca Locus quefitus,

Scd
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Indien echter de vergelijking luidt y = ¢ — b_x, dan moet men op de genoemde lijn
a

HBE een punt H [4. 9] nemen aan de andere kant van de lijn AB dan die waar de
gegeven of aangenomen hoek 4BE ligt en wel z6 dat AB staat tot BH zoals a staat tot
b; daarna moet men eerst 4H trekken en vervolgens vanuit het eerder genoemde
punt F, aan de andere kant van de lijn 4B dan die waar het punt / gekozen is, de lijn
FI trekken, evenwijdig aan AH: dan zal deze FI, verlengd tot hij de lijn 4B snijdt
[4.10], de gezochte plaats zijn [4.11].

Immers wanneer zowel AB als BD gelijk is aan x, of wanneer zowel AB staat tot BD
aan de ene zijde (van 4B, vert.) alsook 4B staat tot BH aan de andere zijde, zoals a

staat tot b en dus BD of BH gelijk is aan b—xen evenzo in het geval dat AF oftewel
a

DE of DG alsmede HI, gelijk zijn aan de bekende ¢, dan zal gelden

BD + DE = bx +c

BE =
a
bx
en BG = BD -DG=—-c¢
a
bx
en Bl = HI-HB=c——.
a

Omdat het punt B willekeurig is aangenomen, zal dus hetzelfde bewijs gelden voor
alle andere punten die op de rechte AB of op de genoemde plaatsen zijn aangenomen
en zo is het duidelijk dat de genoemde rechten AD, FE, FG en FI de gezochte
plaatsen zijn. Hetgeen te bepalen en te bewijzen was.
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Sed fi zquatiofity mv—-b—ax » indi&a linca HBE fumendum eft

abaltera parte linez A B, qui datus vel affumptusangulus ABE
exiftit, pun€tum H, itaut ABad BHfit, ficutgad4; dutique
A H, ex przdito puno F ab oppofita parte linex A B, qui fum-

E.

ptumeft pun&umH, ducendaeft FI ipfi A H parallcla: eritque
cadem FI produ&tadoncc cumlinea A B coincidat Locus quz-

fitus,
Etenim, cumtam AB quimBD fit oo x, aut ABadBD ab

una, ut & A B ad BH abalteraparte, fitutaadé; ac proinde
BDvclBHooI;—x: itemque,cum A Ffeu DE vel D Gut & HI

fintzquales ccognitz:crit BE five BD+DE o0 ?-{- & BG

fiveBD—D'Gx ll; —-c,acBIﬁveHI—HB:Dc—-bf. Va-

de cum punétum B fumptum fitutcunque, eadem erit de omni-
busaliis, inlinea A B, pradi@ifvé locis, affumptis pun@isde-
montftratio : atqueita patet pradiGaslineass AD, FE, FG, &
FlefleLocaquafita, Quod determinandum, demonftrandum-

que erat,
Qq 2 At
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Indien echter volgens de formules die sub 2 zijn aangereikt de gezochte plaats een
parabool is, dan onderscheiden we de volgende gevallen [4.12], [4.13]:

I. In het eerste geval, wanneer de vergelijking luidt y2 = dx, zal AB zelf middellijn
van de parabool zijn, waarmee de daarop geordend aangebrachte rechten hoeken
maken die gelijk zijn aan de gegeven of aangenomen hoek 4BE en de top daarvan
zal het punt 4 zijn [4.14].

II. In het tweede geval, waarin de vergelijking gesteld is op y2 =dcef 2, blijft de
middellijn op de lijn AB en wanneer men, zoals in de volgende figuur, AF gelijk

f2

neemt aan R dan zal de top ervan in het punt F liggen. Dit punt F echter moet

aan de andere kant van het punt 4 gekozen worden dan waar het punt B ligt, indien
elk van beide termen, zowel dx als f 2, van het plusteken voorzien is;

maar indien ofwel de term dx, ofwel de term f 2 voorzien is van het minteken, dan
moet het (nl. het punt F, vert.) genomen worden aan dezelfde kant van het punt 4 als
waar het punt B ligt: en wel moet, indien de term dx van het plusteken is voorzien,
de parabool beschreven worden vanaf 4 in de richting van B, maar indien
daarentegen dx voorzien is van het minteken, dan moet de parabool beschreven
worden in de tegengestelde richting, namelijk vanaf F in de richting van 4 [4.15].
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At verd fi juxta formulas fub N°. 2 exhibitas Locus quafitus
fitlinea Parabolica, erit
I. Primo cafu, quandozquatiocftyy 20 dx, ipfa A B Parabolz
diameter, ad quam ordinatim applicatz faciant angulos, dato
vel aflumpto angulo A BE xquales, atque ejufdemvertex
A pun&um,

11, Sccundo cafu pofiti zquatione y /y 20 d x. ff, manente diame-
tro in eadem linea A B, fumptique, ut in fequenti figura,

AF apf—:{ » erit ejufdem vertex in pun&o F. Quod quidem

pun&um F, {iuterque terminustamd x quim ff figno +fit
affeCtus, ab altera parte pun@i A, qui eft pun&um B, fumen-
dum eft; fed fi vel terminus d x, vel terminus ff figno — affe-
Cus fit, ab eadem partepun&i A, quieft pun@um B, fumi
debet: & quidem i terminus 4 x figno +affeGus fir, ab A
versis B Paraboladefcribenda eft; fin contra terminus d x

figno — affeGus fuerit, in contrariam partem, ab F nempe
versus A , defcribi debet.

At
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Indien echter de vergelijking luidt P=dvof=dxe f 2 [4.16], waarbij z niet een
grootheid is waarvan men in eerste instantie is uitgegaan, maar één die aangenomen
is, dan zal deze aangenomen zijn in plaats van y * ¢, of in plaats van

bx . bx
y+ —, of tenslotte in plaats vany £ — £ ¢.
a a

I1I. Indien nu z gesteld is in plaats van y * c, hetgeen het derde geval is, dan moet
men door het punt 4 het lijnstuk 4D trekken, evenwijdig aan BE en gelijk aan c,
zodanig dat, indien z aangenomen is in plaats van y — c, het punt D aan dezelfde kant
van de lijn 4B valt als die waar de hoek ABE is geconstrueerd. Indien echter z
aangenomen is in plaats van y + ¢, dan moet het punt D daarentegen aan de andere
kant van de lijn AB vallen.

Wanneer men vervolgens DK trekt evenwijdig aan 4B, dan zal de middellijn van de

parabool liggen op deze DK en D is de top, indien de vergelijking luidt 2 = d.

IV. Maar indien geldt P=dre f 2, hetgeen het vierde geval is, dan moet men eerst
2

nemen DL = fT en dan zal de top het punt L zijn. Dit zal echter ofwel aan deze
ofwel aan de andere kant van het punt D vallen, naargelang de termen dx en f 2
voorzien zijn van het plus- of minteken, zoals hierboven over het punt F’ gezegd is.
Zo moet ook de parabool of naar de ene kant of naar de andere kant beschreven
worden, naargelang de term dx voorzien is van het plus- of minteken, zoals
hierboven is opgemerkt. In alle genoemde gevallen en in elk geval afzonderlijk zal
de parameter gelijk zijn aan d.

o . bx . .
V. Maar indien z aangenomen is in plaats van y + — , hetgeen het vijfde geval is,
a

dan moet men eerst op de lijn BE het punt M aannemen zo6 dat AB staat tot BM zoals
a staat tot b. Dit punt M moet echter gekozen worden aan dezelfde kant van de lijn

AB waar de hoek 4ABE geconstrueerd is, indien men heeft — b_x , maar aan de andere
a

kant indien men heeft + bx . Vervolgens moet door de punten 4 en M de rechte AM
a
getrokken worden; in dit geval zal AM middellijn zijn van de parabool, waarmee de

daarop geordend aangebrachte rechten hoeken maken die gelijk zijn aan AME.

Indien in de vergelijking de term f° 2 ontbreekt of nul is, dan zal de top liggen in het
punt 4.

VI Indien f 2 niet ontbreekt, hetgeen het zesde geval is, dan moet men eerst door de
punten F en L de rechten LFL trekken [4.17], die de bovengenoemde middellijnen
AM of de daaraan toegevoegde [4.18] in de punten N snijden; de top zal dan liggen

in N, ofwel links ofwel rechts van het punt 4, naargelang de termen dx en f 2in de
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Atflizquatiofitz 2 20 d v, velzz 0 dx ff, cumz non fie
quantitas primoé concepta fed aflumpta, vel affumpta erit pro

7 Be,velproy 8 b—af , vel deniquepro y I_’a_x 8 e

II1 Etfiquidem z affumpta fitpro y § ¢,qui fit cafus tertius,du-
cenda eft per pun&um A re&a A D ipli BE parallela atque
20¢6; itaut, fizaflumpta fitproy— ¢, punGum D cadatad
eandem partem lincz A B, quam conceptus cft angulus
ABE: Et, fizf{itaflumptapro y +¢, punétum D ¢contra
ad alteram partem linex A B cadat. Deindedu@iD K ipfi
A B paralleld, eritin eadem D K Parabolz diameter, & D
vertex, fizquatio fitzz 20 d x.

LV. Sedfifitz 2204 x. ff, quifitquartuscafus, fumptiD L oo

[‘_]_f »erit vertex punctum L;quod quidem pro terminorum d
& ff per +vel —affettione eodem modo , utfupra de pun-
Go F diGtum eft, vel citra vel ultra D pun@um cadert ; uti &
vel inhanc velin illam partem , proutterminusd x figno 4=
vel — adfectus fuerit, ipfa Parabola, utfupra notatumeft,
defcribi debet: eritque omnibus & fingulis pradidis qua-

tuor cafibus Parameter 20 4.
R b . .
V. Siverd zaflumpta fitpro y 3 -a_x, qui cafus fit quintus, fum-

ptoinlineaBE pun&to M, itautfit ABad BM, ficutzad 4,
(quod quidem pun&tum M fumendum eft ab eadem parte li-

A b x
ncz A B, qui conceptus eft angulus A BE,fi habeatyr — -

fed ab altera parte, {i habeatur 4 I’f} ) ducenda eft per

puncta A & M refta A M: eritque A M eo cafu Parabolz
diamcter, ad quam ordinatim applicatz faciant angulos an-
gulo AME zquales, & frin 2quatione terminus ff deficiat
aut nullus fit, crit vertex in punéto A.

VI Sinminus,quifit cafus fextus, du&is per pun@a F & L re&is
LFL, qua interfecent {upra diGas diamerros A M veliisin
direCtum adjun@as in pun&is N : eritvertexin N, vel citra,
velulra A punctum cadens, prout termini 4 x & ffin zqua-
tione vel figno + vel figno — affe@i fuerint; uti & velin
hanc vel in illam partem ipfa Parabola pro varia termini d x
affeGioné, ut fupra notatum eft, defcribenda erit.

Qq 3 Si



194 3. Tekst en vertaling

[309, vervolg]

[310]

vergelijking voorzien zijn van het plusteken of het minteken. Zo moet ook de
parabool ofwel naar de ene kant ofwel naar de andere kant beschreven worden,
overeenkomstig het verschil in teken van de term db, zoals hierboven is opgemerkt.

. .. bx
Indien tenslotte z aangenomen is in plaats van y £+ — * ¢, dan moet men eerst,
a

zoals zojuist is uiteengezet, AD trekken ter lengte van c. Het punt D moet, zoals
hierboven, ofwel aan de ene kant van de lijn AB gekozen worden, ofwel aan de
andere kant, naargelang de grootheid ¢ voorzien is van het plus — of het minteken.

VII. Vanuit het punt D moet men de rechte DO trekken evenwijdig aan dié 4M die

aan dezelfde kant ligt (van 4B als D, vert.) indien de termen bx en ¢ van hetzelfde
a

teken zijn voorzien, hetgeen het zevende geval is.

VIIL. In het andere geval [4.19], hetgeen het achtste geval is, moet de rechte DP
getrokken worden evenwijdig aan dié AM die aan de andere kant van de lijn AB ligt
en deze DO of DP moet als middellijn genomen worden, waarmee de daarop
geordend aangebrachte rechten hoeken maken die gelijk zijn aan de hoek DOE of

DPE; het punt D zal de top zijn indien de term f° 2 ontbreekt in de vergelijking.

IX. Zo niet [4.20], hetgeen het negende geval is, dan zal de top het
gemeenschappelijke snijpunt zijn van de middellijnen DO of DP met de rechten

LFL, namelijk het punt Q, dat wederom, naargelang de termen dx en f 2 voorzien
zijn van het plus- of minteken, ofwel links ofwel rechts van het punt D valt zoals
ook de parabool
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Si dcniquez.aﬂ'umpta ﬁtpro] 8 %-x 8 ¢, du&i, utmodd

expofitum fuit, AD 20 ¢, expun&o D (quod pro quantitatis
cper fignum + vel —affe@ione, ut fupra, velab hac, velab
illa parte linez A B fumi debet) ducenda eftre@aD O iplt

VII. AM,quzeftadeandem partem,parallela, fi termini ? &c¢

eadem figno fintaffe@i, qui cafus fit feptimus.

VIIIL Atfidiverfo, quific cafus oftavus, ducendaeft re@aD P
parallelaipfi A M, qua eftab adver{a parte linez A B, atque
cadem D O vel D P fumenda eft pro diametro, ad quam or-
dinatim applicatz faciantangulos angulo DO EvelDPE
zquales: eritque vertex punétum D , fi terminus ff in zqua-
tione deficiat.

1 \L {. [
=
N \1><P ,Q/
A —F B 7
N\ \Q/ \ ‘-.‘\tq \{’ Q,
\
%—\\ — L K “'L —
é\ D —~—qQ \ \

IX. Sin minus, qui it cafus nonus,erit idem vertex ipfarumD O
vel DP diamctrorum & linearum L FL communis interfe~
&io, videlicet punftum Q, quodqueiterum pro terminorum
dx & ff per fignum 4 vel — affeGione vel citravelultraD
punctum cadit; quemadmodum & ipfa Parabola vel versiis

hanc
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zelf beschreven moet worden naar de ene kant of naar de andere kant, al naar het
verschil in voorteken van de term dx, zoals hierboven opgemerkt is. In de laatste vijf
gevallen die reeds uiteengezet zijn, zal de parameter zich verhouden tot de bekende
d, zoals AB staat tot AM, dat wil zeggen d staat tot de parameter zoals 4M staat tot
AB [4.21].

Van dit alles is echter het bewijs zeer gemakkelijk [4.22]. Laten wij namelijk
veronderstellen dat de parabolen beschreven zijn met de genoemde middellijnen en
parameters, dat zij gaan door de aangegeven toppen en dat van de rechten die
geordend zijn aangebracht op deze middellijnen er één willekeurig gekozen is langs
de rechte OE; laten we ook veronderstellen dat deze parabolen de genoemde
geordend aangebrachte rechte snijden in het punt E [4.23].

In het eerste geval, waarin het deel van de middellijn 4B tussen de top 4 en een
willekeurige geordend op deze middellijn aangebrachte rechte, zeg 4B, als x wordt
opgevat en deze geordend aangebrachte lijnstukken (BE, vert.) elk voor zich als y en

waarbij de parameter d is en op grond van de aard van de paraboollde rechthoek,
gevormd door de genoemde parameter en het lijnstuk 4B, gelijk is aan het vierkant

op BE, zal gelden dx = y°. (1)

In het tweede geval, waarin de top ligt in het punt F, met onderscheiding van drie
gevallen, waarop hierboven gewezen is [4.24], moet allereerst opgemerkt worden

dat, in de gevallen waarin de vergelijking luidt y2 =dctf 2, het punt B op de lijn
FB vanaf A4 in de richting van B onbeperkt gekozen kan worden; wij hebben
hierboven immers opgemerkt dat in deze gevallen de parabool beschreven moet
worden vanaf 4 in de richting van B.

Maar in het geval waarin de vergelijking luidt y2 =f 2_dvende parabool volgens
de Regel in tegengestelde richting, vanaf F in de richting van 4 beschreven moet
worden, mag het punt B alleen maar tussen F en 4 gekozen worden [4.25]. Dit blijkt

ook uit de vergelijking zelf. Aangezien immers in de genoemde vergelijking geldt y2
=f 2k of, wat hetzelfde is, f 2 y2 = dx, is de term [ 2 groter dan dx, hij overtreft
deze immers met de grootheid y2, daarom is ook, indien men aan beide kanten deelt

2 2
door d, f7groter dan x. Dus zal, omdat volgens de Regel f7 gelijk is aan het
lijnstuk AF, en x gelijk is aan het lijnstuk AB, evenzo het lijnstuk AF groter zijn dan
AB. Daarom zal ook het punt B, zoals gezegd is, tussen de punten 4 en F vallen. Dit
is ook van toepassing op de volgende gevallen.

2
Verder geldt het volgende [4.26]: omdat AF = f? , zal ook FB (dus, met de

onderscheiding in drie gevallen zoals hierboven gezegd is, AB +AF, AB —AF en

'prop. 1, Lib. I, blz. [162].
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hanc vel versus illam partem pro diverfa termini 4+ affe@io-
ne, utfupta eft notatum, defcribenda cft : Ac poftremis qui-
dem iftis quinque cafibus jam explicatis Parameter erit ad 4
cognitam, ficat A Bad AM, hoc eft, critut AM ad A B, itad
ad Parametrum.

Quorum quidem omnium demonftratio perfaciliscft. In-
telligantur enim Parabole pradiis diametris ac paramctris
delcriptz , qua per annotatos vertices tranfeant, 1tque ordi-
natim ad eafdem diametros applicatarum aliqua inrc&a O E
utcunque fumpta, & fupponatur cafdgm Parabolas pradictam
applicatam fecare in E pun&to: & primocafu, cum pars dia-
mctri A B inter verticem A & quamlibet ad eandem diamc-
trum applicatam intercepta, veluti A B, concipiatur, ut x,
ac fingulz illz applicatz, ut y; fitque Parameter 0 4, atque

197

ex natura Parabolz * re@angulum fub di&a Parametro & re- 1 per

. &a A B contentum fit 20 BE quadrato : eritdx 20 y 7.

Secundo cafu , ubi vertex eft in punco F cum triplici diftin- 7

¢tione , utfupra monitum cft, notandum primd venit, in cafi-
bus, ubizquatiocftyy 20 42 § ff, puntum Binlinea FBab
A versiis B indefinite fumi poffe: cum iftis cafibus ab A versis
BParabolam defcribendameffe fupraannotatumf{it; Atverd
cafu, ubizquatio elt yy 20 ff—dx, cumjuxta Regulam Pa~
rabola in contrariam partem ab F versis A fitdefcribenda,
punctum B non nifi inter F & A aflumendum efle. id quod
etiam ex ipfa zquatione manifeftum eft. Quoniam cnim in
pradiGa zquationey y00 ff—d x five quod idem eft ff—yy0
d x, terminus ff major clft quim 4 x, utpote eundem excedens
quantitate yy; idcirco quoque ft utrinque divifio fiat per 4,

f. —‘Tf majus erit quam x. Quare cum fecundum chulam’%f z-

queturre@tz AF, & x 20 reftz A B, erit fimiliterre@a AF
major quim A B : ideoque B pun&um inter A & F pun&a,
ficutdiGtumeft, cadet. 1d quod ad cafus quoquefequentes ap-
plicatum cfto. Porrd quoniam A Feft 20 [‘Tf » erit F B(hoc cft,
obfervata criplici diftintione , utpradiGtumeft, AB R AL,
atqueetiam A F— A B) zqualisa § j—:{, atgne etiam)—}f —x;

edque multiplicatd per parametrum 4, it reQangulum o + § £
atque

J
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f2 f2 f2
ook AF — AB) gelijk zijn aan x + 0 x - —:{——en ook aan '7— x. Wanneer men
dit vermenigvuldigt met de parameter d, dan wordt de rechthoek (gevormd door de
parameter en 4B, vert.) gelijk aan dx £ f° 2
en ook gelijk aan f 2 _dx.

Dit is gelijk aan het vierkant op het aangebrachte lijnstuk BE, oftewel aan yz, dus
geldt

V=detfleny* =f>—dx. Q)

In het derde geval, waarin de top in het punt D ligt en de middellijn op de rechte
DK, geldt, omdat AD of BK gelijk is aan c, dat KE (dit is BE — BK) =y — c en KBE
(datis BE + BK) =y +c.

Omdat in dit geval z aangenomen is in plaats van y * ¢ zullen KE en KB gelijk zijn
aan z. DK of AB zijn echter gelijk aan x, de parameter is d en de rechthoek, gevormd
door de genoemde parameter en het lijnstuk DX, is gelijk aan het vierkant op KE of

KBE. Aangezien dit vierkant gelijk is aan Z* en die rechthoek gelijk is aan dfx, zal
dus gelden

2 = d. 3)

In het vierde geval, waarin de top ligt in het punt L, terwijl de middellijn op de
rechte DK blijft, zal LK (dat wil zeggen met — volgens de regel — inachtneming van
het onderscheid in drie gevallen: DK + DL en ook LD — DK) gelijk zijn aan

2 f2 f2
x % Ten ook aan = x, omdat DL ofwel AF gelijk is aan 7
Vermenigvuldigd met de parameter d geeft dit de rechthoek dx * f 2 en ook
f 2_ dx, die gelijk is aan het vierkant op de aangebrachte KE of KBE, oftewel 2.

Dus zal ook gelden P=dct f 2 en ook 22 = f 2 _dv. 4)

In het vijfde geval, waarin de top ligt in het punt 4 en de middellijn op de rechte AM,

zal gelden BM = b_x ,omdat AB, dus x, staat tot BM zoals a staat tot b en dus geldt:
a

ME (of BE — BM) = y — 2% en MBE (of BE + BM) = y +5% 1427, Omdat in dit
a a

geval z is aangenomen in plaats van y + bx , zullen ME en MBE gelijk zijn aan z.
a

Omdat echter in de drichoek 4BM zowel de hoek ABM bekend is alsook de
verhouding van de zijden 4B en BM die de genoemde hoek insluiten, is ook! de

'vi, 6.
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atque etiam ff —d x. quod zqualeeft quadrato applicatzBE

2, ﬁve]}', ac Proinde]] Ldx 876 atqueyy :I)ff—-dx
Tertio cafu, ubivereex eltn puncta D, ac diamecterin re-
&aDK , quoniam AD feu BKeft 20 ¢+ erit KE, hoc eft,
BE—BK®mjy—c; &KBE, hoccﬁ,BE+BKa)7+g,
Cumque eo caluz affumprafitproy cerit KE & KB E .
Etautem DKt ABm x,parameterque 00 4, & reGtangu-
lum fub di&ta Parametro & reéta D K contentum xp quadrato
ex KE vel K BE. Quare cum hoc quadratumfit 20 2. 2, atque

. retangulumillud 20 d %, eritz z 0 d x.

Quarto cafu, ubi manente diametro inre&a D K vertex eft

in puncto L., quoniam D L five AFelt 0 j;;f , eritL X (hoc
cft, obfervatd wriplici diltintione juxtaRegulam, DK QDL,
atquectiamL D — D K ) zqualis » § %fatquc etiam%f--x.

)
qud multiplicatd per Parametram o, fitre@angulam dix § £f,
atque etiam ff —d x. quod zquale eft quadrato applicatz KE
vel KBE hoceft,z z: eritque proindez 2 0 d ' § ffarque
4.220ff—dx
Quinto cafu, ubi vertex eft in punGo A , diameterque in
reta AM, cumfitutsad 4, ita A B, hocelt, »,ad BM: erit

BMx ’ x,ideoque ME,hoceft,BE—-B Moxoy— —?,&M BE,

(V8

=
hocelt, BE+BMw y+ I-:-;x . Etquoniam eo calu z affumpta

eftproy Q Ifn—x, erit ME&MBE 20 z. Atcum in triangulo

A BM cognita (inc & angulus A BM, & ratiolaterum A B,

. * .
tper 6 BM, di¢tum angulum comprehéndentium, nota quoqueeft®
fext. ratio reliquoram di&i trianguli larcrumad invicem, atquein
fpecieetiam lateris ABad A M, que ficutsade. Ac proinde

cumfitutgade,ita A Bh.e,xad A Mierit A Mmc—: .Cumgque
porro juxta Regulam eo cafu fit ut AMad A B, hoceft, ute
ad 4, itad ad Parametram : erit Parameter 20 5;“ . Qua multi-

plicatd per A M {eu %x fict re@tangulum o dx. Quodzquale

eft quadrato applicate ME vel M BE, hoc eft , z z ; ac proin-
s.deeltzz 0 dx.

Sexto
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onderlinge verhouding van de overige zijden van de genoemde driehoek bekend en
in het bijzonder ook die van de zijde 4B tot AM, die we stellen op a tot e.

Omdat 4B, dat is x, staat tot AM, zoals a staat tot e, zal dus AM = E. Aangezien
a
verder volgens de Regel in dit geval AM staat tot AB, dat is e staat a, zoals d staat tot

de parameter, zal de parameter gelijk zijn aan ad [4.28].
e

. . . ex
Wanneer we dit vermenigvuldigen met 4M oftewel —, dan ontstaat de rechthoek
a

die gelijk is aan dx. Deze is gelijk aan het vierkant op ME of MBE, d.i. 2 en dus
geldt 2 =dx. 5)

In het zesde geval, waarin de top ligt in het punt N [4.29] en de middellijn op de
rechte NM, zal, omdat AF staat tot AN zoals 4B staat tot AM, hetgeen betekent dat

2 2
% staat tot AN, zoals a staat tot e, gelden dat AN = %—- en dat NM (dus met
a

inachtneming van de onderscheiding, volgens de Regel, in drie gevallen: AM + AN

2 2
24
" enookaan L&

en ook NA — AM) gelijk is aan Sy .
a a ad a

. . . ad
Wanneer we dit vermenigvuldigen met de parameter— , dan ontstaat de rechthoek
e

d\'ifzenookfz—dx.
Omdat deze gelijk is aan het vierkant op de aangebrachte ME of MBE [4.27], dus
gelijk aan 2%, zal gelden

P=dvtflen=f*—dx. (6)
In het zevende geval, waarin de top ligt in het punt D en de middellijn op de rechte
DO, zal, omdat AD of MO gelijk is aan c, gelden dat OF (oftewel BE — BM — MO)
gelijk is aan y — bx _ ¢ en OBE [4.30] (oftewel BE + BM + MO) gelijk is aan y +

a

bx g - bx .
— + ¢. Omdat in dit geval z aangenomen is in plaats van y — — — ¢ of in plaats
a a

vany + bx + ¢, zal gelden dat OF en OBE gelijk zijn aan z (de tekst vermeldt ten
a

onrechte tweemaal 4 i.p.v. c, vert.).
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Sexto cafun , ubi vertex eft inpun&o N, & diameter in re-
&aNM,quoniameftut ABad AM, itaAFad AN, hoc eft,
utsade, ita[zf adAN:erit AN %, & N M (hoc eft,
obfervatd juxtaRegulam triplici diftin®ione, AM G AN,
atque etiam N A — A M) zqualis f‘—; 8 Efzf , atque etiam %f

a . . a J
-, Qui multiplicatd per Paramctrum — , fit reGangu-
a

lam dx § ff, atque etiam f f— dx. Quod cum zquale fit
quadrato applicatx M E vel MBE , hoceft, zz : erit

6.2z204dx § ff,atquezz 0 ff—dx.
Septimo cafu, ubi vertex eft in pun&o D, & diameter in re-
&aD O, quoniam A DfeuMOcft 20 ¢, erit OE (ive BE —

BM—MO)20y — - —,& O BE(five BE+BM+M 0)

05+ I;j -+ ¢.Cumque eo cafu z affumpta fitproy —%x — 4,

vclpro;+[’a_x+d: erit OE & OBE 0 z. Porrd cumD O
Pars I Rr feu
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[314] Aangezien DO of AM gelijk is aan E, en de parameter van de kegelsnede gelijk is
a

aan ad zal verder de rechthoek, ingesloten door de parameter en het lijnstuk DO,
e

gelijk zijn aan dx. Omdat deze rechthoek gelijk is aan het vierkant op de

aangebrachte OF of OBE [4.30], dit is gelijk aan 22, zal gelden 2 =dr. )
In het achiste geval, waarin, met behoud van de top in het punt D, de middellijn ligt

op de rechte DP, zal, omdat AD of BK gelijk is aan ¢ en KP gelijk is aan -IE, in het
a
ene geval gelden PE (oftewel BE —BK + KP)=y—-c + b—xen in het andere geval
a
PE (oftewel BE + BK —KP) =y + ¢ —b—x. Omdat in dit geval z aangenomen is in
a

plaats van y +b_x_ ¢ of in plaats van y — b_x+ ¢, zal in beide gevallen gelden PE =
a a

z. Aangezien DP of AM gelijk is aan 2 ende parameter gelijk is aan ad , zal de
a e

rechthoek, ingesloten door de parameter en het lijnstuk DP gelijk zijn aan dx. Omdat
deze zelfde rechthoek gelijk is aan het vierkant op elk van beide (geordend)
aangebrachte lijnstukken PE, dit is gelijk aan 22, zal ook gelden
2_
z"=dx. ®)
In het negende geval, waarin de top ligt in het punt Q en de middellijn op de rechte

QO of QP zal, omdat evenals hierboven, OF gelijk is aan y L ¢ en
a

OBE = y+b—x+c , maar PE in het ene geval gelijk isaany —c + bx en PE in het
a a

.. bx . . .
andere geval gelijk aan y + ¢ — —en omdat z in dit geval is aangenomen in plaats
a

vanyt bx + ¢, gelden dat OF, OBE en, in beide gevallen, PE, gelijk zijn aan z.
a

2
Aangezien DO of DP of AM gelijk is aan & en DQ of AN gelijk is aan ef—d , zal
a a

QO of OP (dat wil zeggen met in achtneming van de verdeling in drie€n volgens de

Regel: DO £ DQ, of DP + DQ en ook OD — DO, of @D — DP) gelijk zijn aan
2 2

ﬁii en ook gelijk aan g e .

a ad ad a



3. Tekst en vertaling 203

314 ELreEM. CYRVARVM

fecu AMfit0 %x, Parametcrque feGionis 20 f;-d, erit re®angu-

lum fub Parametro & rectaD O contentum 20 4x. Cumgque

idem illud reCtangulum zquetur quadrato applicatz O E vel
7. OBE,ideft,zz:eritzz 20 d .

OQ&avo cafu, ubi, manentc vertice in pun@o D, diameter

cftinre®aD P, quoniam AD feu BKelt 20 ¢, &K P .l’:’.‘,
eritPEuna (ive BE—BK+K P):D)'—-c+éai, &PEal-
tera (iveBE 4+BX—KP)0 y+ c——-%f .Cumqueeo cafu
=z affumpta ﬁtpro;-&-lf;—c vclpro]’—!’;—’-C —+¢: erit utraque

N d
P Eopz.Porrd cumD Pfeu A Mfito f;x ac Parameter 20 2-,

etit re@angulum fub Parametro & reéta D P contentumo04x.

Cumgque idem reftangulum @quale fir quadrato utrinfqueap-
8. plicatz P E, hocelt, z z s eritquoquez 2 O d .

Nono cafu, ubi vertex cft in punéto Q, & diamcter inreGta

QO vel Q P,quoniam,ut fupra,O E eft 20 y— {’f- — ¢, atque
. b

O BE:I))'+?+ c;atveroP Euna oo]—c+;§, acPEal-

tera 20y 4+ c—li‘;, fitqueeo cafuzaffumpta proy § ? | c:

erit O E, O BE, atque utraque P E 90 2. Eccum D O 2utD P

feu AM ﬁt:o%’f, arque D Qfeu AN %: critQ O vel QP

(hoceft, obfervatijuxta Regulam triplici diftinGione, D O
vel DP 8§ D Q, atquectiam QD —D O vel D P ) zqualis

i‘;x ¢ %j_[ , atque etiam e—({—:f{— %x . Vnde fieadem Q O vel Q_P

< 4 ad .
multiplicetur per Parametrum 30 — , erit reCtangulum 20 dx

Q ff, atqueetiam ff—dx. Quod quidem reCtangulum cum
zquale fic quadratoapplicatz OE,OBE,aututriufque P E,

9. hoc eft, z z sericquoquez 20 dx R ff;arquezz 1 ff—dx.
Qué quidem omaia fuat, quz hic demonftranda erant.

Quod autem ad 2quationes fuperioribus novem cafibus
converfim correfpondentes {pectat, ut lince Parabolice de-
feribantar, quz fint Loca quafita : pofitis iifdem, utfupra, per

pun-
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[314, vervolg]

[315]

Indien deze QO of QP vermenigvuldigd wordt met de parameter, die gelijk is aan

ad , zal dus de rechthoek gelijk zijn aan dx £ f 2 en ook aan I 2 _ . Aangezien

e
echter deze rechthoek gelijk is aan het vierkant op de geordend aangebrachte
lijnstukken OF en OBE of op elk van beide lijnstukken PE, dat wil zeggen gelijk aan

zz, zal ook gelden
P=dvtflen=f>—d. 9)

Dit is alles wat hier bewezen moest worden. Wat echter de vergelijkingen betreft,
die corresponderen met het omgekeerde van bovengenoemde negen gevallen, zij het
volgende opgemerkt: om de parabolen te beschrijven die de gezochte plaatsen zijn,
moet men onder dezelfde veronderstellingen als hierboven

door het punt 4 de rechte AC trekken, evenwijdig aan BE en vervolgens moet men
AC overal opvatten zoals de rechte 4B opgevat werd in de bovenstaande figuur.
Verder moet men eerst op deze 4C een willekeurig punt nemen, zeg C, en wanneer
men dan door dit punt een rechte getrokken heeft evenwijdig aan 4B, zeg OCE, dan
moet men eveneens deze OCE overal opvatten zoals de rechte OBE opgevat werd in
de vorige figuur, dat wil zeggen zonder een andere (sic!) wijziging aan te brengen.
Bijvoorbeeld:

I. Indien de vergelijking luidt dy = x2, dan zal AC middellijn zijn, 4 de top en de
parameter d. Aangezien immers AC of BE opgevat is als y en CE of AB als x en de
rechthoek, ingesloten door de parameter en AC, dat wil zeggen dy, gelijk is aan het

vierkant op het lijnstuk CE of 4B, dat wil zeggen aan xz, zal, zoals verlangd wordt,
gelden dy = b

2
II. Indien de vergelijking luidt dy * f 2- xz, dan zal, als men stelt AF = % F de

top zijn, terwijl de middellijn blijft op de rechte FC en de parameter gelijk blijft aan
d[4.31].
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Lis IL Car IV, 31§

un&um A ducendacftre®a A Cipfi B E parallela, ac dein-

5: ipfa A C, ubique confideranda, ut confiderata fuitreGta
ABinfuperiorifigura. Porrofumpto ineadem A Cpuncio
utcunque, veluti C, arque per id du@tire@iipfi AB paralle-

1, velut O CE , erit fimiliter hzc O CE ubique confide-
randa, ficut confiderata fuit reéta O BE in pracedentifigura,
nulli fcilicet alid mutatione adhibiti. Exempligratid: Siz-

I. quatiofitdy 30 x4, erit A C diameter, A vertex, & Parame-

AL/

o) M/ P K (o) E

A A

RLQ NFN QLQ

ter 0 4. Cumenim A C feu BE it conceptauty, & CE feu
A B ut x,re@angulumque {ub Parametro & A C contentum,
hoc eft, 4y, zquetur quadrato rete CE fen A B,hoceft, » v
erit, ut petitr, dy 20 x x. /

I Sizquatiofirdy.ff20x xfumpti AF 20 7, eritF vertex,

manente diametro inre@aF C, aique Paramctro 204. Eft
Rr 2 enim
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Op grond van de onderscheiding in drie gevallen volgens de Regel, geldt immers
2 2
FC =y =+ %—en ook FC = fT_ y. Dus is de rechthoek, ingesloten door de

parameter en deze FC, gelijk aan dy + f 2 en ook gelijk aan f 2 dy. Aangezien deze

rechthoek echter gelijk is aan het vierkant op het aangebrachte lijnstuk CE, dus aan

xz, zal, zoals verlangd wordt, gelden dy«f =42,

III. Indien de vergelijking luidt dy = v of dyef 2_ 2 enveerstis aangenomen in
plaats van x = ¢, dan moet men AD gelijk maken aan ¢ en het punt D kiezen vanaf A
in de richting van B indien v aangenomen is in plaats van x — ¢, maar daarentegen
naar de andere kant, indien v aangenomen is in plaats van x + ¢. Wanneer men dan
DK evenwijdig aan AC trekt, dan zal de middellijn liggen op de rechte DK. Indien

de term f 2 ontbreekt, zal de top liggen in D.

IV.In het andere geval in L, waarbij drie deelgevallen onderscheiden moeten

worden, zoals hierboven uiteengezet is. Het is duidelijk dat DB of DAB, dat is KE of
2

KCE, gelijk zullen zijn aan v, DK gelijk aan y, LK gelijk aan y + fT en ook LK

2
gelijk aan l:-i—— y; dus is de rechthoek, ingesloten door de parameter ¢ en

genoemde DK gelijk aan dy, maar die, welke door d en LK wordt ingesloten, is
gelijk aandy + f 2 en ook gelijk aan f 2 dy.

Daar deze rechthoek echter gelijk is, of verondersteld wordt gelijk te zijn, aan het
vierkant op het aangebrachte lijnstuk KE of KCE, dus aan vz, zal, zoals verlangd
wordt, gelden dy = i dyef 202,

o by
V. Laat vervolgens v aangenomen zijn in plaats van x + — . Wanneer men dan op
a

de rechte OCE een punt M aanneemt, vanuit C in de richting van E indien men te

by .. .
maken heeft met ——— , maar naar de andere kant van de lijn AC, indien men te
a

b
maken heeft met +—y en wel zo dat AC staat tot CM, zoals a staat b, dan zal de
a

middellijn liggen op de rechte AM en de top daarop in het punt A indien de term f 2
ontbreekt.

VI. Maar zo niet, dan (ligt de top) in N.

Wanneer men de verhouding van AC tot AM stelt op die van a tot e en het lijnstuk

AM dus gelijk is aan 24 , dan zal de parameter gelijk zijn aan ad .
a e

Nu is het lijnstuk CM gelijk aan by en dus ME = x - by en MCE = x + by , dus
a a a
ME of MCE is gelijk aan v [4.32].
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enim pro triplici juxta Regulam diftinione FC 20y 8§ g ’
ff

atque etiam G —yrac proinde reGtangulum fub Parametro
ac eadem F C contentum 20 dy 8 ff,, atque etiam ff—dy.
Quod quidem re®angulum cum zquale fit quadrato appli-
catz C E, hoc eft, x x: erit, ut petitur, dy. ff o0 x x.

I11. Sizquatiofitdy 0 vv, veldy. ff20 7 v, atque v primim
affumpta fit prox § c,fa@d A Dooe,fumptoquepuncio D ab
A versis B, fivfit affumpta pro x—c; atcontraabaltera
parte, (izaffumptafueritpro x 4-¢, eri,du@d D Kipfi A C
paralleld, diameter in recta D K. Etfi terminus ffdeficias,

IV. erit vertex in D ; fin fecusin L, cum triplici variatione, ut
fupraexpofitumeft. Etpatet, D Bfive D AB,hoceft,KE

five KCE forev,DK 0 yatque LK 20y R !-;-f ,atque etiam

g —y: ac proinde re@angulum fub Parametro d ditaque

D K comprehenfumaody; at verd id quodfubd & LK com-
prehenditur 0 dy § ff; atque etiam ff — dy. Quod quidem

re&tangulum cum zquale fitaut fupponatur quadrato appli-
catz K E five K C E hoc eft,» : erir,ut petitur, d y 0 v v,vel

dy.ffovw.
V. Sitdeindevaffumptaprox 8§ I’;’,fumptoquc inlineaO CE

pun&o M i C versisE, fi habeatur — %’-' ; atabalteraparte

linez A C, fihabeatur 4~ E:—' ,itautA C fitad CM, ficuta

ad 4: crit in re@a A M diameter , ejusque vertex in
. - - - 13
VI.pundto A, fi terminus ff deficiat; fin minus, in N. Etpofitd

ratione A Cad AM, utaade, acproindereta AM 0 %y ,
erit Parameter 20 E—d Eftenimre@&a CM D Ij—f »ac proinde

ME® y— 2, atqueMCE 0 y + 2, idelt, MEvel

M CE 20 ». Quoniam ergo ex natura Paraboles reftangulum
fub diGa Parametro & rea A M contentum 20 quadrato ex
ME velMCE, erit,dy 0 vo.

PorrécumNAﬁtw% seritNM o %y 8 % y atque

etiam
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[317]

Aangezien nu op grond van de aard van een parabool de rechthoek gevormd door de
genoemde parameter en het lijnstuk AM gelijk is aan het vierkant op ME of MCE,

2 2
zal gelden dy = V2. Aangezien NA =u, zal gelden NM = ﬂiu en ook
da a da
fle ey
da a

Dus is ook de rechthoek ingesloten door de parameter en het lijnstuk NM gelijk aan
dv = f 2 en ook gelijk aan f 2 dy. Aangezien deze rechthoek gelijk is aan het
vierkant op het lijnstuk ME of MCE, dit is aan v2, zal ook geldendy-f L

b
VII, VIIL, IX. Laat tenslotte v aangenomen zijn in plaats van x + 2 ¢ ¢ dan zal,
a

onder dezelfde onderstellingen als hierboven, de middellijn liggen op DO of op DP
en, indien de term f 2 ontbreekt, de top in D; zo niet, dan ligt de top in Q.

Wanneer de verhouding van DK tot DO, evenals de verhouding van DK tot DP,
gesteld wordt op die van a tot e en dus het lijnstuk DO, evenals DP, gelijk is aan

2 dan zal de parameter gelijk zijn aan ad . Nu geldt OF = x - by _ cen
a e a
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Lis IL Car IV. 317

ctiam ﬁdff —f;;y: ideoque reGangulum f{ub Parametro

& reta N M contentum 20 dy 8 ffatque etiam ff—dy.
Quod quidem reCtangulum cum fit 20 quadrato ex
velM CE, hoceft, v v ; erit quoque dy. ff 00 v w.

YRV YA

Sitdenique » affumpta prox 8 -? g ¢: eritque, fup-
VILVIILpofitisiifdem qua fupra, diameterin D O, velin DP;

IX. &,fiterminusff deficiat vertexin D ; {inminus, in Q.
Etpofitd rationeDKad D O,ut& DK ad D P, ficut

aade,ac proindere®iD OC,ut & D P 55 ; crit pa-

rameter 00 ‘7‘! . Eftenim OE 0 x.-—-{:-z-y-—-c,, azque
Rr 3 OCE



[318]

210 3. Tekst en vertaling

b .
OCE = x + by + ¢ en evenzo geldt in het ene geval PE = x — 2 4 cenin het
a a

andere geval PE = x + by _ ¢, dat wil zeggen dat OE, OCE en PE zowel in het
a

ene geval als in het andere geval gelijk zijn aan v.

2
ey, fe
a

da

Ook is QO of QP (zoals hierboven NM) gelijk aan en ook gelijk aan

2
u—ﬂ en dus is de rechthoek, ingesloten door de parameter en QO of QP,

da a
gelijk aandy = f 2 en ook gelijk aan f 2 dy. Aangezien deze rechthoek gelijk is aan

het vierkant op OE of OCE of op de ene PE of op de andere, dus gelijk aan vz,

daarom zal ook geldendy ® f 22

Zo is in het algemeen bewezen wat op deze plaats gesteld was.

Maar indien tenslotte de vergelijking de gedaante heeft van één van de vormen die
voorkomen onder Nr. 3 [4.33], dan zal de gezochte plaats een hyperbool zijn indien

de term waarin x2 of v2 voorkomt, voorzien is van het plusteken; indien deze zelfde
term echter voorzien is van het minteken, dan is de gezochte plaats een ellips.
Hierbij is slechts één uitzondering: wanneer in het laatste geval de rechten die
geordend zijn aangebracht op de middellijn daarmee rechte hoeken maken en
tegelijkertijd de transversale middellijn gelijk is aan de parameter; in dit geval
immers blijkt, zoals duidelijk is, de gezochte plaats een cirkel te zijn.[4.6]

In het eerste geval nu, wanneer immers de term met x2 of v2 voorzien van het
plusteken voorkomt en de gezochte plaats dus een hyperbool is, dan zal ook de term

f 2 die daarmee aan dezelfde kant van de vergelijking staat, voorzien zijn van het

plusteken of van het tegengestelde teken. Indien deze (term f 2, vert.) voorzien is
van het minteken en in de vergelijking een breuk voorkomt, dan zal deze breuk ter

wille van grotere duidelijkheid ondergebracht worden bij de term _v2 of 2.
Daarna zal, met handhaving van elk van beide onbekende grootheden waarvan
oorspronkelijk is uitgegaan, de vergelijking de volgende gedaante aannemen:

2 2

Ix Ix

y2=2 4 fr (datis: y2-f2=")
g g
of
2
]-_V_=x2_f2
g



Cafus
1 e
Locus eff
Hyperbo-
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b .
O CE:n.a:+-‘z-"+:;xtcmquePEuna WVx— -? +c,ac P E alte=

b
ra :Dx-q.:y—-c, hoccft, OE, OCE, & PE unavelaltera

H b ol [
erit 202.Eftque QO vel QP (licut fupra N M) .;7 8 g_} , ate
quectiam 5—{(—%: ac proinde reCtangulum fub Parametro &
QOvel QP 0 dy g ff,atqueetiam ff—dy. Quare cumidem
rectangulum zquale fit quadrato ex O E vel O CE, autcxuna
alteravé P E, id cft, v w: eritquoque dy. ff 0 v v.

Atque ita demon(tratum eft generaliter, quod hoc loco propo=
fieum fuie.

At fi denique zquatio fimilis fit alicui formularum
fub N° 3 comprehenfirum , erit Locus quafitus , {i ter-
minus in quo invenitur x x vel v v figno 4- ficaffetus,
Hyperbola; finidem terminus figno — affetus fit, El-
lipfis: excepto tantim, cim pofteriori cafu ordinatim
ad diametrum applicatz cum ea rectos angulos fa-
ciunt, & fimul tranfverfa diameter parametro eft 2-
qualis : quippeeo cafu, ut patet, quafitus Locus Cir-
culus exiftit,

Etprimo quidem cafu, ciim nempe terminus inquo xxvel v
figno 4 affeCtus reperitur, ac proinde Locus quafituseft Hyper-
bolz, eritquoque terminus ffcum illo ab eadem zquationis par..
te conftitutus vel figno + affe&us, vel contra; & fifigno—af-
fefus tic, arque in zquatione habeatur fradtio , ipfa majoris per-
{picuitatis gratid in terminum yy velz z rejiciatur. Quo fa&o,
remanente utrique quantitate incognitd plrimﬁm conceptd, fe-

XX

quenti formd fe exhibebit zquatio : yy 20 < * Ff> (id eft,
! ! . . .

yy—ffo g—x )aut -Z—y 0xx—ff :eritque,ut in fequenti figura,
cafu primo, nempe fiterminus ff cam terminoin quo x » unam
@quationis partem conftituens figno - affectus fit, diameter Hy-
perbolz defcribendz in re@ta AX, qua ducitur perpunGum A
pofitione datz B E parallcla. Sin contra, hoceft, fiterminus ff
figno —affeGus fit, uti cafu fecundo, erit diameter in data pofi-
tione recta A B, quz indeterminaté pro x concipitur ; itautad

cafdem
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[319]

Het eerste geval waarin de plaats een hyperbool is.

In het eerste geval, zoals in de volgende figuur, indien namelijk de term f 2 met de

term waarin x° voorkomt, aan dezelfde kant van de vergelijking staat en voorzien is
van het plusteken, moet de middellijn van de hyperbool getekend worden op de
rechte AX die getrokken is door het punt A in een richting evenwijdig aan BE, die in
ligging gegeven is.

In het tegengestelde geval, dus indien de term f 2 voorzien is van het minteken, zoals
in het tweede geval, zal de middellijn liggen op de rechte AB, die in ligging gegeven
is en die volgens onderstelling willekeurig als x wordt aangenomen;

hierbij maken de rechten die geordend zijn aangebracht op deze middellijnen
hoeken die gelijk zijn aan de gegeven of aangenomen hoek ABE. In beide gevallen
zal het middelpunt van de hyperbool in het punt A liggen en de halve dwarse zijde
gelijk zijn aan f; deze wordt op de genoemde middellijnen weergegeven door
achtereenvolgens de lijnstukken AC of AF [4.34].

Verder geldt het volgende: indien / = g of, wat hetzelfde is, indien de term K% of y2
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eafdem diametros ordinatim applicatz faciant angulos, dato vel
aflumpto angulo A BE zquales: eritque calu utroque centrum
Hyperbolesin puntto A, & {emi-latustranfverfum 20 f, quod in
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dictis diametris refpe@iveé per lincas A C vel A F exprimatur.

Porro fi/fic 20 g, vel,quod idem cft,fi termino v x vel y y nulla ad-
hareat
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[320] geen breuk als coéfficiént heeft, dan zullen de dwarse zijde en de rechte zijde
onderling gelijk zijn. Maar indien [ en g als verschillend worden aangenomen, dan
zal de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte zijde zijn als die van / tot g
[4.6].

Indien men nu onderstelt dat de genoemde hyperbool gaat door het punt C op elk
van beide middellijnen, die respectievelijk lopen in de richting van X en van B en
indien men onderstelt dat deze hyperbool de rechte XE die evenwijdig aan AB
getrokken is, snijdt in E en dat hij ook BE snijdt in E, welke beide rechten (XE en
BE, vert.) respectievelijk geordend zijn aangebracht op de genoemde middellijnen,
dan geldt:

FX=y+f,FB=x+{,

CX=y-f, CB=x-f [4.35]

en dus geldt voor de bijbehorende rechthoek

FXC=y"—f*en FBC=x*-f>.
Wanneer echter, en dat doet zich voor als de rechte zijde gelijk is aan de dwarse
zijde, de rechthoek FXC ! gelijk is aan het vierkant op de zijde XE of AB, dat is xz,
en evenzo de rechthoek FBC gelijk is aan het vierkant op BE, dat is yz, dan geldt

2 2 2 . 2 2 2

vy —f =x", dat is y=x"+f
en evenzo X - f 2= y2, oftewel y2 =X - f 2
Maar wanneer in het andere geval, waarin de rechte zijde ongelijk is aan de dwarse

zijde, de verhouding van de een tot de ander is als / tot g en evenzo ook de
verhouding van de rechthoek FXC tot het vierkant op XE, of van de rechthoek FBC

tot het vierkant op BE, gelijk is? aan die van de dwarse zijde tot de rechte zijde, dat
. g 2
is die van / tot g, dan zal y2 -f 2 Staan tot x* zoals [ staat tot genevenzox —f 2

staan tot y2 zoals [ staat tot g, dit wil zeggen dat, na herleiding van de verhouding tot
een gelijkheid, geldt

Ix? = gy2 - gf2, evenals ook Iy2 = gx2 - gfz-

Wanneer men dan alles gedeeld heeft door g geldt dus:
2 2
Ix_= y2 —f2,datwil zeggen y2 =Lx—+f2
8
2
o _2_ 72
8
Hetgeen te bewijzen was [3.3].

en

'orop. 10, Lib. I, blz. [196]; *op. 10, Lib. I, biz. [196].
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hzreat fraio, erunt latera tran{verfum & re@um fibiinvicem
xqualia. Atverd pofitis /& g inzqualibus,erit racio lateris tranfe
verfiad re€tum nt/adg.

Si enim defcripta intelligatur pradi@a Hyperbola per pun-
&um C in utraque diametro versius X & versis B refpe@ive ; fup-
ponatarque eandem {ecare ream X E, quz du@a fitipfi A Bz~
quidntans , ut & ipfam B E, ad di¢tas diametros refpective ordi-
natim applicatas, in puncto E : erit

FX:D]"l‘f: FB:I)?C-Pf,
CXoy—f CBox—f;
ideoque re&tangulum
FXCooyy—ff, & FBCo xx—ff

Cum autem latere re@to ipfi tranfverfo zquali exiftente re-

tpe o ¢tangulum FX C it o0 quadratoex X E feu A B, hocelt, x5
f;:” " itemque re@angulum F B C Gt oo quadratoex BE, hoceft, 7y :
erityy —ffo0 x ¥, hoceft, yy 0 x x4 ffitemque
xx—ffOyy,iveyy 0 x «—ff.
Sed cum fecus recto latere ipft tranfverfo inzquali exiftente
unius ad alterum ratio fit, ut/ad ¢; fimiliterque ctiam ratio re-
Ctanguli F X C ad quadratum X E, autre&anguli F B Cad qua-
: per1e dratum BE eadem fie?, que tranf{verfi lateris ad reGum, hoc
promi bic- eft , eadem que/adg: eritut /adg, itayy— ffadxx; itemque
fres ut/adg, itaxx—ffadyy, hoc elt, reduéti proportionead z-

qualitatem , crit /v x 20 gy y—g ff; ue & lyy 20 g x x~¢ ff. unde

divifisomnibus per g,fit —i;—’f-:D]) —ffihoceft,yy 0 =

5
!
& —i'—g 20 x x—ff. Quoddemonftrandum erat.
Cuafus At fi quantitatum incognitarum primc‘; conceptarum uni ex

2+, cim pquatione fublatd, alidquein ejufdem locum juxta Regulamaf-
Locuse N

. e . /
Hyperbo- fumptd, 2quatio fitzz 0 —fg—x +ff(deft,zz—ff0 -%f),vel
1; !
o Izz

. bx
- 0 v x—ff: autz,affumptaentpro] 8 c,velproy 8 =, aut

§.1.proy 8§ é—x 8 c. Et quidem primo fi z aflumpta fit proy 8 ¢,
ducenda clt per punétum A reta A D ipfi BE parallela & 20 ¢;
itaut,fi z fueric affumpta proy — ¢, predictum pun&um D cadat
ab eadem partelinez A B, qud datus vel conceptus cft angulus
A BE. Sin contra z fuerit affumpta pro y+¢, idem illud pun-

&um
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[321]

Het tweede geval waarin de plaats een hyperbool is.

Indien echter van de onbekende grootheden die oorspronkelijk zijn aangenomen de
ene uit de vergelijking is weggenomen en in plaats daarvan een andere volgens de
Regel is aangenomen en daardoor de vergelijking luidt:
l 2 ) I 2 ! 2
22 =—J-'r—+f2 (dat is: z:z—f2 =—)f——)of Z—=x2—f2
8 8 8
dan zal z aangenomen zijn ofwel in plaats van
bx
yxc of y+ —
c
ofwel in plaats van

X
yx — *xc.

§1. In het eerste geval nu, indien z is aangenomen in plaats van y + ¢, moet men
door het punt A het lijnstuk AD trekken, evenwijdig aan BE en gelijk aan c, zodanig
dat het genoemde punt D aan dezelfde kant van de lijn AB valt als de gegeven of
aangenomen hoek ABE, indien z is aangenomen in plaats van y — c. Indien
daarentegen z is aangenomen in plaats van y + c,

dan moet het punt D aan de andere kant van de lijn AB liggen.

Vervolgens moet men eerst door het punt D de rechte DK trekken, evenwijdig aan
AB, die de rechte BE, zonodig verlengd, snijdt in het punt K.

De middellijn van de te beschrijven hyperbool zal liggen op de rechte DX indien de

term f 2 voorzien is van het plusteken. In het tegenovergestelde geval, dat wil
zeggen indien de term f 2 voorzien is van het minteken, ligt deze middellijn op
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@umD reperiatur ab altera parte linez A B.Deinde per pun&um
D du&i red D K ipfi A B paralleld, quz fecet re¢tam BE pro-
du®am, fiopus fuerit , in puncto K : erit defcribendx Hyperbole

P\.

Y 7
P
P/
A o
'V' /
T u
R\KV{V/R, )2
TElT M
M~
C < O\
Gl
SIE <C 1 5
S 0
N Tt
v P/ M\
T H_
Eﬁ%\n v R K
L~

T

O
[~
diameter, fi terminus ¥ figno 4~ affeGus fit, inreGa D X. fin

contra, hocelt, fi terminus ff figno —affeCtusfit, in pradiGta
Pars I Ss refta
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[322] de genoemde rechte DK. Hierbij moeten de rechten die geordend zijn aangebracht
op deze middellijnen daarmee hoeken maken die gelijk zijn aan de gegeven of
aangenomen hoek ABE of DKE of aan DXE .

In elk van beide gevallen zal D het middelpunt zijn en de halve transversale zijde
gelijk zijn aan f, die op de genoemde middellijnen achtereenvolgens wordt
weergegeven door DV of DL. Verder zal de verhouding van de dwarse zijde tot de
rechte zijde zijn als / staat tot g.
Indien men nu aanneemt dat de genoemde hyperbool beschreven is door het punt V
op elk van beide middellijnen, respectievelijk in de richting van X en van K en
indien men veronderstelt dat deze de rechte XE evenals KE, die geordend zijn
aangebracht op de genoemde middellijnen, snijdt in het punt E, dan zal DAX of
KBE [4.36] gelijk zijn aan y + ¢ en DX of KE [4.37] zal gelijk zijn aan y — c¢; dus
zullen DAX en KBE of DX en KE juist die grootheden zijn die als z zijn aangenomen
en dus

LX=z+f en LK=x+f
en VX=z-f en VK =x-f.

en dus geldt voor de rechthoeken

IXV=2"—f* en LKV=x*—f".

Nu is de verhouding van zowel de ene rechthoek LXV als van de andere tot het
vierkant op XE, alsook die van elk van beide rechthoeken LKV tot respectievelijk
het vierkant op KE of KBE dezelfde als die van de dwarse zijde tot de rechte zijde,
dat wil zeggen als die van [ tot g.

Daarom zal ook gelden dat

P f 2 staat tot x” zoals I staat tot g

2
en eveneens dat x° — f 2 Staat tot 2~ zoals [ staat tot g
dit betekent, als we de evenredigheid herleiden tot een gelijkheid,

2 2
I
—{——=zz—f2 oftewel zz=1x—+f2,
8 8
2
en Iz—=x2—f2 of, indien/ = g,
8
z2=x2+f2
en zz=x2—f2.

Hetgeen nu hier te bewijzen was.

§2. In het tweede geval echter, waarin z is aangenomen in plaats van

v+ bx [4.38], moet men eerst op de lijn BE het punt M aannemen, zodanig dat AB
a

staat tot BM zoals a staat tot b, dus zo dat BM gelijk is aan bx (dit punt M nu moet
a

genomen worden aan dezelfde kant van AB als de gegeven of aangenomen hoek
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re@a DK ; itautad eafdem diametros ordinatim applicate an-
gulos faciant, dato vel aflumpto angulo A BE vel DKE five
D XE =zquales. Eritque cafu utroque D centrum , & femi-
latus tranfverfum 20 f, quod in di®is diametris refpeftive per
lineas D V vel D L exprimatur ; eritque porrd tranfverfi late-
ris ad retum ratio, ut/adg. Sienim defcripraintelligatur pree-
dicta Hyperbola per puntum V inutraque diametro, versus X
& K refpetive, eademquefecare fupponaturre@®am X E, nt &
ipfam K E , ad ditas diametros ordinatim applicaras, in pun&io
E:ertDAXGve KBEDy+4 & DXfeuKE 20 y—¢; ideo-
quecadem D AX& KBE vel DX & KE eaipfz, quz prozeft
aflumpta: ac proprereaL X 0z 4-f, & LK 0 v 4f
atque VX 0z —f & VKoo x—f:
ideoque rectangula
LXVDzz2—ff,& LKV 0 xx—ff.
Cumque cadem fit ratio tam unius quim alterins reCtanguli
LXV adquadratum XE, ut & utrivfque reGtanguli LKV ad
quadratumex K E vel K B E refpe@ive, que eft lateris tranfverfi
ad re€tum, hoceft, ut /adg: crit quoque ut
ladg,itagz—ffadxvx,
itemque ut /adg,itaxx—ffadzz:
hoc eft, revocatd proportione ad zqualitatem,

. l' R 1 ”»
cmf—’f:x)z,z—-ff;ﬁvez.z.oo igf +f7s
&%f:x)xx—-ff: aut, i /fit 0 g,

eritzz 20 xx +ff,
&zz 0 xx—ff.
Quod quidem hic demonftrandum crat.

Atvero fecundo, fiz aflumptafitproy 8 é-x » fumpto in linea
BE pun&oM,itaut ABad BMfit, Gecutaad 6; hoceflt, ut BM
ﬁtmé—-x,(quod quidem pun&umM,fi zaflumpta fuerit pro y— %-x,
ab eadem parte linex A B qud datus vel conceptusangulus ABE
fumendum eft; fcd contra, (i habeaturz 20 y + %-x s abaltera par-

tecjuldemlinez A B fumi debet, ) oportet per punéta A & M
reCtam lineam ducere A M, fecantem HCH & QF Q_per pra-
difta puncta C & F dutas ipfi BE parallelasin pun&is G & N.

Quo
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. - bx .
ABE, indien z aangenomen is in plaats van y ——, maar in het tegengestelde geval,
a

- b ..
indien geldtz =y + _x’ moet M genomen worden aan de andere kant van de lijn
a

AB); daarna moet men door de punten A en M de rechte lijn AM trekken die HCH en
QFQ, evenwijdig aan BE getrokken door de genoemde punten C en F, snijdt in de
punten G en N.

[323] Dan zal, indien de term f 2 yoorzien is van het plusteken, de middellijn van de
gezochte hyperbool liggen op de rechte AW, evenwijdig aan BE, en de daarop
geordend aangebrachte rechten, zoals EW, zijn evenwijdig aan AM.

Maar in het tegengestelde geval, dat wil zeggen, indien de term f 2 yoorzien is van
het minteken, zal de middellijn liggen op de genoemde rechte AM zodanig dat de
daarop geordend aangebrachte rechten daarmee hoeken maken die gelijk zijn aan de
hoek AME of AMBE;
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Lis IL Carp IV, 323
Quo fa&o, fi terminus ff figno - affe@us fit, eritquafitz Hy-
perbolz diameter inrecta AW ipfi BE parallela, ad quam or-
dinatim applicatz,ut E W, {unt ipft A Mzquidiftantes. Sincon-

ol
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/W
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v /
b !
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i\g\ A/G/ 1 B __
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| e
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':Ef‘>.l<v B -
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tra, hoc eft, fi terminus ff figno = fic affe@us, eritdiameter in

przdifare®a A M, itaut ogdinatim ad eam applicatz cum ipfa
Ss 2 faciant
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[324] zowel van de ene hyperbool als van de andere zal het middelpunt liggen in het punt A.
En wat betreft zowel hun dwarse zijden als hun rechte zijden: van die hyperbool die
op de middellijn AW beschreven wordt, zal de halve dwarse zijde gelijk zijn aan f
(deze wordt ook hier weergegeven door AC of AF) en de verhouding van deze

dwarse zijde tot de rechte zijde is als a*l tot e2g; hierbij stellen we namelijk dat de
verhouding van AB tot de getrokken AM is als a tot e.
Van de hyperbool echter die beschreven wordt op de middellijn AM zal de halve

dwarse zijde AG of AN zijn. Deze AG of AN nu zal gelijk zijn aan i aangezien
a

AC of AF, dat wil zeggen f, staat tot AG of AN, zoals AB staat tot AM oftewel zoals
a staat tot e. Ook zal de verhouding van deze dwarse zijde tot de rechte zijde zijn

als ¢/ staat tot a2g.

Indien we ons voorstellen dat de genoemde hyperbool beschreven is door het
genoemde punt C op de middellijn AW en ook door het punt G op de middellijn AM
[4.39] en indien we veronderstellen dat de rechte ME of WE, geordend aangebracht
op deze middellijnen, door de genoemde hyperbool gesneden wordt in het punt E,

dan zal gelden: MBE (of AXW)=y+ b_x [4.40]
a

en ME (of AW) =y— b_x [4.41],
a
dat wil zeggen dat AXW of MBE, evenals ook AW of ME, juist de grootheid is die
als z is aangenomen. Evenwel geldt AM (of WE) =2 en verder (dit is het eerste
a

geval ) wanneer de hyperbool beschreven is op de middellijn AW (wanneer immers

de term f 2 voorzien is van het plusteken), geldt
FW(of FXW)y=z + fen CW (of CXW)=2z- f,
en dus geldt voor de rechthoek

FWC (of FXWC)= z2 -f 2 [4.42] en het vierkant op WE is gelijk

ex?

a2

Nu staat de genoemde rechthoek tot het genoemde vierkant zoals de dwarse zijde
2.2

N . e x
staat tot de rechte zijde; in dit geval betekent dit dat - f 2 staat tot >

aan

zoals azl

staat tot ezg. Daarom zal
et = e2g22 - e2g f 2 en, nadat alles gedeeld is door ezg,
Ix? : Ix?
x =zz—f2, dat is z2= x—+f2.
8 8
Maar in het tweede geval, waarin de hyperbool is beschreven op de middellijn AM,

. 2 .. .
wanneer immers de term f ~ voorzien is van het minteken, zal gelden
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faciantangulosangulo AME vel AMBE zquales: eritque tam
unius quimalterius Hyperbolz centrum in punéto A. Er quan-
tiim ad earundem latera tam tranfverfa quim re&a, crit cjus Hy-
perboles, qua ad diametrum A W defcribitur , femi-latus tran{-
verfum 20 f(idque iterum exprimatur per A C vel A F ), & ratio
ejufdem tranfverfi Jaterisad re¢tum, utas/ad ¢ eg ; pofito nimi-
rum quod ratio ipfius A B ad dutam A M fitut aad e; at verd
Hyperboles, qux ad diametrum A M defcribitur , femi-larus
tranfverfum crit AG vel AN. Quzquidem AGvel AN erit

€0 ‘f;f 5 cumfitut ABad A M, fiveutaade;ita A CvetA Fhoc
cft, £,ad A Gvel AN; & ratioejufdem tranfverfi lateris ad re-
&Gum,uteel/adaag. Sienim predi@a Hyperbola defcripraintel-
ligatur, tranfiens per prediGtum pun&um C in diametro A W
& per punctum Gin diametro AM, prefupponaturque reGtam
ME vel WE ordinatim ad cafdem diametros applicatasa predi~
&aHyperbolafecariinpunctoE: erit MBE vel A X \W 07+

%3‘ , &MEvel AN o0 y— I—’;’f, hoceft,AX W fcuM BE,uti &
A feu ME eaipfacrit, quz proz alumpta cft. Eft autem A M
fen WE 0 5; » ac porrd cafu priori,ubi defcripta eft Hyperbo-

laad diametrum AW, (cdmnempe terminus £ figno + eft af-
feGus) FWihveFXW 0z +f,
& CWhveCXW 0 z—f:

ideoquerettangulum
FW C vel FXWCo0zz—ff,& quadratum W/ E:x)t%?i.
Cumque fitut latus tranfverfum ad reGum, ita pradiGum re-
¢tangulum ad przedi@um quadratum, hoceft, eocafuut aa/ ad
ee gy itazz—ffad e—sz—x “eritee/xx20 eegzz—eegff,&,0mni-

buspcreegdiviﬁs,l-x—i 0 zz—ff,idelt,zz 0 Lxx + ff.

Atverd cafu pofteriori, ubi defcripta cft Hyperbola ad dia-
metrum AM, cumnempe terminus ff figno— eft affectus , erit

N Mq_)f;xq- -j-;f & GMx f; —_ %f :ideoque re@angulumNMG

eexx [ .
B ‘a—éf Cumaque fitutlatus tranfverfumad re@um, id

eft,hoccafn,uteelads g, itapradiGtum reGangulum NM G
ad
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w=Z S mom=-_L

a a a a
en dus zal voor de rechthoek NMG gelden
2.2 2.2
NMG = £5—- % :
a a

Nu staat genoemde rechthoek NMG tot het vierkant op ME of op MBE, dat is tot zz,
[325] zoals de dwarse zijde staat tot de rechte zijde, dat is in dit geval zoals 1ot azg.
e2x2 —e2f2
a 2

It = ezgx2 - ezg f 2
Dit betekent, na deling door ezg,

12> =x_f2

8

Hetgeen hier te bewijzen was.

Daarom zal staan tot z2 zoals el tot azg en dus geldt
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ad M E vel M B E quadratum, hoceft, adzz :ericutee/ad aag,
ita cexx—ccff 4 i zxtac proinde cel/zz Meegxx—eegff

aa
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Hoc cft, fadtd divifione per e eg, erit X 20 xx—ff. Quod hic

£
demonftrandum erat.
Ss 3 Si
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. . . . bx
§3. Indien tenslotte, in het derde geval, z is aangenomen in plaats vany + —=+ ¢,
a

dan moet men eerst, zoals hierboven, AD trekken, gelijk aan ¢ (de tekst vermeldt ten
onrechte £, vert.) [4.43] en DK evenwijdig aan AB; wanneer men dan op de lijn KE
een punt O genomen heeft zodanig dat DK staat tot KO zoals a staat tot b, dat wil

zeggen zo dat KO gelijk is aan -bi, dan moet men door de punten D en O de rechte
a

DO trekken die de genoemde HCH in H snijdt en de genoemde QFQ in Q ontmoet.
(Het is duidelijk op grond van wat eerder is uiteengezet, dat het genoemde punt O
aan dezelfde kant van de lijn AB genomen moet worden als de gegeven of

.. bx .
aangenomen hoek ABE, indien men heeft ——, maar dat men dit punt aan de andere
a

kant van deze lijn moet nemen indien men heeft + b_x). Hierdoor zal de middellijn
a

van de gezochte hyperbool liggen op de rechte DW indien de term f 2 voorzien is

van het plusteken. Maar in het tegengestelde geval dat wil zeggen indien de term f 2
voorzien is van het minteken, zal deze (middellijn, vert.) op de genoemde rechte DO
liggen; hierbij is het zo, dat de rechten die geordend zijn aangebracht op deze
middellijnen daarmee hoeken maken die gelijk zijn aan DWE dan wel DXWE
enerzijds of DOE dan wel DOKE anderzijds [4.44]; zowel van de ene hyperbool als
van de andere zal het middelpunt in D liggen. Wat betreft hun zijden, zowel de
dwarse als de rechte: van de hyperbool die beschreven wordt op de middellijn DW,

dat wil zeggen indien de term f 2 yoorzien is van het plusteken, is de halve dwarse
zijde gelijk aan f (de tekst vermeldt ten onrechte de dwarse zijde, vert.) en ook hier
wordt deze weergegeven door DV of DL en de verhouding van deze dwarse zijde

tot de rechte zijde is als a’ltot ezg.
Van de hyperbool echter die beschreven wordt op de middellijn DO, het geval

immers waarin de term f © voorzien is van het minteken, zal de halve dwarse zijde

het lijnstuk DQ of DH zijn, dat wil zeggen L en de verhouding van deze dwarse
a

zijde tot de rechte zijde is als e2l tot azg.

Indien we ons de beschreven hyperbool voorstellen, gaande door het punt V op de
middellijn DW en door het punt H op de middellijn DO en indien we onderstellen
dat deze hyperbool de rechte WE of OE snijdt in het punt E, dan zal OKBE of DAXW

gelijk zijnaany + ¢ + bx en OF of DW gelijk zijn aan y — ¢ — Een OBE of DAW
a a
b

gelijkaany + ¢ — -lzen OKE of DXW gelijfkaany — ¢ + a (de tekst vermeldt ten
a

a
onrechte d i.p.v. ¢, vert.).
Dit betekent dat al deze eerder genoemde lijnstukken dezelfde zijn als diegene, die
als z zijn aangenomen.
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Si denique tertid z afflumpta fit pro y 8§ b-‘—; g c,dudtd, utfu-

pra, AD 20 f, & D Kipfi A B parallela, fumptoque inlinea K E
pun®o Oj;itaut D Kad KO fit, ficut sad 4, hoceft , ut KO fit

0 I-:—; s ducendaeft per pun&a D & O re@a D O, fecans pradi-

¢am H C Hin H, atque occurrens prefatz QF Q inQ, (Con-=
ftatautem exfuperids explicatis prediGtum pun&um O, fiinz-

quatione habeatur — l;—x, ab eadem parte linez A B fumendum
efle, qud datus aut affumptus cft angulus ABE; atfihabeatur
+%§ > illud ipfum pun&um exaltera ejufdem linex parte fami

debere. ) Quo fa&o, fi terminus ff figno +affe@us fit, erirdia~
mcter quafitz Hyperbolz inre@a D \W. Sin contra, hoceft, fi
terminus ff ﬁgno — fitaffe@us, erit ipfain preditarectaD O3
ita utad eafldem diametros ordinatim applicatz angulos faciant
angulo D WE five DX WE,autDOE five D OKE zquales:
eritque tam unius quam alterius Hyperbolz centrum in pun-
&o D. Etquantimad earundem latera tam tranfverfa quim re-
&a, critejus Hyperbolz, quzad diametram D W defcribitur,
hoceft, ciim terminus fffigno +4- afficitur, latus tranfverfum 20 f.
idque hic iterum exprimatur per D Vvel DL, ac ratio ejufdem
lateris tranfver(i ad reGum, utzaladeeg; at verd Hyperboles,
quz ad diametrum D O defcribitur , nimirum , quando terminus
ffligno—affeCuseft, erit femi-latus tranfverfum re@a D Q_vel

DH,ideft, f;f ; atque ratio ejufdem lateris tranfverfiad re€tum,

utee/ad aag. Sienim defcriptaintelligatur Hyperbola, tranfiens
per pun&um V in diametro D W & per pun@tum H in dia-
matro D O, fupponaturque eandem Hyperbolam fecare reGtam
WEvel OE inpun&oE,crit O KBE five D AX\V 20 y+c 4

2, 8 OE five D W50 y—o— "%, 2c O BE five D A Wgbe

bx

—=—,atque OKEvel DXW 20 y—d+ é;x. Hoceft, erunt

a
omnes illz prenominatz linez ezdem, que prez afflumpte funt,
Eftautem D O feu\W E :D%x,ideoquc quadratum ¥ E0 e;a;xz

ac porrd cafu priori, ubidefcripta eft Hyperbola ad diametrum




228 3. Tekst en vertaling

[326, vervolg]

bl
ezx“ .

a2

Er geldt echter: DO (of WE) = X en dus is het vierkant op WE gelijk aan
a

verder geldt — en dit is het eerste geval — wanneer de hyperbool beschreven is op de
middellijn DW,
[327] indien immers de term f 2 voorzien is van het plusteken, LW (of LXW) =z + fen VW
(of VWX) = z— fen dus de rechthoek LWV (of LYWV) = Z —f2.
Nu staat de genoemde rechthoek tot het vierkant op WE zoals de dwarse zijde staat
2.2

tot de rechte zijde, dat wil zeggen in dit geval geldt dat 2- f 2 staat tot zoals

aZ

a1 staat tot ezg.
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DV, cim nempe terminus f f figno 4 afficitur , L ¥ five
LXW0z4£& VW iiveVXW 0 z—f:ideoque re&tan-
gulum LWV {iveLXWV 0z2z—ff. Cumque fitutlatus

p] |
\‘W\\p

Y = =
//

; HE
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T b
afe | A
e 7

X )
) 4 S

I
<4 n/\

-
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\ @
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B H

=

l
*7

/
/O

tran{verfum ad reGum, ita prediGum reftangulum ad W E

quadratum, hoc eft, €o cafu, utaslad ecg,itazz—ff ad
CLN. X
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Daarom geldt el = ezgz2 - ezg | 2 en nadat alles gedeeld is door ezg:

2 2
1x—=zz—f2,oftewel zz= Ix—+f2.
8 8

Maar in het tweede geval, waarin de hyperbool beschreven is op de middellijn DO,

zal gelden: 00 = 2y L en HO = & — L , dus geldt voor rechthoek QOH
a a a a
2.2 2.2
e“x” e f
QOH = -
(12 02

Nu geldt weer dat de genoemde rechthoek QOH staat tot het vierkant op OKBE of

OE , of OBE of OKE [4.45] als de dwarse zijde staat tot de rechte zijde, dat betekent
2.2 2,2
f—

2
———>— staat tot 7" zoals ¢?1 staat tot azg.

a a

in dit geval dat

Daarom zal dus ook gelden el = e?‘gx2 - ezg f 2. Dit betekent, nadat alles gedeeld
)
is door e?‘g, dat L =2 —fz.
8
Dit nu is alles wat in het bovenstaande geval, met onderscheiding van drie
mogelijkheden, te bepalen en te bewijzen was.

Het derde geval waarin de plaats een hyperbool is.

Indien echter van de onbekende grootheden die oorspronkelijk zijn aangenomen de
ene uit de vergelijking is weggenomen en in plaats daarvan een andere volgens de
Regel is aangenomen en daardoor de vergelijking luidt:

) W 2 2
Y= — +f"(dus y' —f
b4

2 2
2=%)of’y— =V -f?

en v slechts is aangenomen in plaats van x vermeerderd of verminderd met een of
andere bekende grootheid, dan veronderstellen we dat v aangenomen is in plaats van
x+h

In dit geval moet men op het lijnstuk AB, of op het verlengde daarvan, een punt /
nemen, z6 dat Al = k (dit punt / moet genomen worden vanuit A in de richting van B
indien v aangenomen is in plaats van x — h; in het tegengestelde geval moet het
genomen worden aan de andere kant van A, op het verlengde van BA). Hierdoor zal
ditzelfde punt / het middelpunt zijn van de hyperbool die beschreven moet worden
en, met de noodzakelijke wijzigingen, geldt al het overige dat hierboven onder het
eerste geval is vermeld: namelijk, de middellijn ligt op de rechte IY of op de rechte
IB, de halve dwarse zijde is f en de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte
zijde is als [ staat tot g.

Het vierde geval waarin de plaats een hyperbool is.
Stel tenslotte dat van de onbekende grootheden die oorspronkelijk zijn aangenomen,
elk van beide uit de vergelijking is weggenomen en andere volgens de Regel in hun
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fexx'

“X:critee/xx Weegzz— ivifis emnibusperee
—=1 erit Weegzz—eegffac,divifis em pereeg,

lxx

I}
T 2 zz—ff,fivezz o0 —Z-;—’-C +/f.
At verd cafu pofteriori, ubidefcripta cft Hyperbolaad dias
metrum D O, erit QO 0 f‘-;x-}-‘f ,&HO 0= _5‘{; ideo-

N P
ecx x—ceff .
(23 e e -
que rectanzulum Q O Ho — .Cumqueiterum fit,utla

tus tranfver{fum ad reGum, ita pradi@um reCtangulum Q O H ad
quadrarum ex OKBE velOE, five O BE antOKE: idelt,

. ecxXxX——pe . -
co cafu,utee fad 2as,ita —c—————-—jfadzz,: erit quoque proin=
o aa

de eilz.z. D eegxx—eegff. Hoceft,divilis omnibus pereeg,
erit Lgl 20 x x—ff, Que quidem omnia funt, quz cafu fupe-
riori m triplici {na diltin&tionc determinanda ac demonftranda
erant.

Cafus Siverd quantitatum incognitarumab initio conceptarum, al-

z""‘l-r"l‘l'" terd ex ®quatione fublatd, alidque ejufdem loco fecundim Re-
ocHs €

f{vpcr- gulam affumptd,zquatio fity y 20 {-;;"1 + ff:(ideftyy y —Ff 20 %3)

VISH
I'V'V . \ A
aut-g-' 20 v v—ff;atque ipfav tantim aflumpta fitpro ¥ § nor2

aliqua quantitate, Sit 7 affumpta prox 8 ;3 Hoc cafuin linea AB
veleadem produ@i fumendam eftpun@um I, itautAlfitcoh
(quod quidem pun&um 1, fiv aflumpta fueritpro x —4b,ab A
versis B ; Sincontra, abaltera partepunéti A inprodu&ta BA
fumidebet. ) Quo falto, eritidemillud pun&am I centrum de-
fcribendz Hyperboles, & , mutatis mutandis, cztera omnia, ut
fupra calu 1™ memoratumeft, nempe, diameterinre@alY vel
inrectal B, femi-latus tranfvecfam 0 f, atque proportio lateris
tranfverfi ad re@um, ut/adg.

Cafus  Sidenique quantitatum incognitaram , primd conceptarum,

4 2™ uirique exzquatione fublatd, aliisque earundem loco justa Re-

¢ Ier- o1 B M . 11‘1’ .
2;.{?{)3" gulam aflumptis,zquatio fitz 20 - +ff, (ideft,zz—ff 20

lvy 1:-‘\' . ~
——J),aut — 0 vu—ff;atquez primum aflumptaficproy S ¢,

d'.uc.md“ eft utrinque I R parallela BE, & 20 ¢ quo fa&o, e-
tit idem illud punétum R centrum, & diameter in reta RY
vel
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plaats zijn aangenomen en dat de vergelijking daardoor luidt

Iv?

2 2
z?‘=——+f2 (dus zz—f2=lv—) of
g 8

k" _ s
§1. Laat dan allereerst z aangenomen zijn in plaats van y + ¢ [4.46], dan moet men
aan beide kanten (van DAWX en van AB, vert.) IR trekken, evenwijdig aan BE en
gelijk aan c. Hierdoor zal dit punt R het middelpunt zijn en zal de middellijn liggen
op de rechte RY of RK;

[329] de halve dwarse zijde is fen de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte zijde is
als / staat tot g, zoals dit alles, met de noodzakelijke wijzigingen, bij het tweede
geval §1, [4.47], uitvoeriger uiteengezet is.

§2. Indien echter z aangenomen is in de plaats vany + bx , dan zal het punt §
a
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Lis IL Car IV. 329
vel R K, ejulque femi-latus tranfverfum 20f;ac ratio tranfver-
filateris ad reGtum, ut/adg. quemadmodum eaomnia, mu-
tatis mutandis, cafu fecundo §. 1. fufius explicata funt.

P

P4
o~
v /
T H
¢ o
S
G
§\1‘Y>_A/c/ ! o
Ky
T
k\%\.lﬂv R e
| B

T —
T Q T
oL, o
RS

§.2. At fiz aflumptafueritproy 8 é;x » erit pun&um S, in
Parsl !, Tt quo
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waar MA, of de daaraan in richting toegevoegde [4.48], door de genoemde IR of ,
zonodig het verlengde daarvan, gesneden wordt, het middelpunt van de kegelsnede
(1 zijn en al het overige zal, met de noodzakelijke veranderingen, verlopen zoals
hierboven onder het tweede geval, §2 vermeld is (blz. [322], vert.).

Zo zal de middellijn van de kegelsnede (!) liggen op de rechte SP of SM (en evenals

dair AM of EW gelijk was aan _eﬁ, zo zal hier SM of EP gelijk zijn aan .
a a
immers BI, dat is v, staat tot SM zoals AB staat tot AM, dat is zoals a staat tot e);

verder zal de halve dwarse zijde gelijk zijn aan f of G en de verhouding van de
a

dwarse zijde tot de rechte zijde als a*l tot ezg of als e/ tot azg.

. .. bx
§3. Indien tenslotte z aangenomen is in de plaats van y + — + ¢, dan zal het punt T
a

waar DO, of de daaraan in richting toegevoegde [4.48], door de genoemde IR, of,
zonodig, het verlengde daarvan, gesneden wordt, het middelpunt zijn en al het
overige zal, met de noodzakelijke veranderingen, verlopen zoals in de vorige
paragraaf en hierboven in §3 van het tweede geval (waarin de plaats een hyperbool
is; zie blz. [326], vert.), uitvoeriger uiteengezet is.

Van al deze zaken is het bewijs in het voorgaande duidelijk samengevat, terwijl de
termen en grootheden hier, overeenstemmen met de voorafgaande, slechts met die
uitzondering dat de grootheden die daar met x aangeduid werden, hier zijn x + /, dat
wil zeggen v.

Zo is het dat, waar daar gold AB en EX = x, hier geldt IB en EY = v; waar daar gold

DK en EX = x, hier geldt RK en EY = v; waar daar gold AM en EW = ﬂ, hier geldt
a

SMenEP= 2 ; waar daar gold DO en EW = “ , hier geldt TO en EP =&
a a a

Hoewel het echter volgens de Regel ook kan gebeuren dat v samengesteld is uit

x vermeerderd of verminderd met een of andere grootheid, die ook in combinatie
met de onbekende y voorkomt, zodanig echter dat in dit geval z alleen kan bestaan
uit y vermeerderd of verminderd met een andere geheel bekende grootheid, achten
wij het toch geenszins de moeite waard alle gevallen die hierop betrekking hebben
in detail na te gaan, aangezien op grond van wat eerder uiteengezet is, zowel bij de
parabolische plaatsen als in het vorige voorbeeld van de herleiding van
vergelijkingen tot de gedaanten van de stellingen 12 en 13 hierboven, ook deze
gevallen op zichzelf duidelijk zijn en in het voorafgaande ook geheel en al besloten
liggen, indien men namelijk overal x vervangt door y en omgekeerd en deze x niet
uitdrukt door de rechte AB, maar door die welke vanuit A evenwijdig aan BE
getrokken is en y niet door BE, maar door de rechte die evenwijdig is aan AB.

Deze algemene opmerking zal hier voldoende zijn.



¢
AvE)

3. Tekst en vertaling 235

330 ELeEM. CYRVARYYM

quo MA, velque ipfiin dire&tum adjungitur, per predi®am
IR, veleandem produtam, fi opuis fit, interfecatur , centrum fe-
Gonis; & cztera omnia, mutatis mutandis, ut {upra cafu {fecundo
§. 2. memoratum eft. Nempe erit feStionis diameter inreftaSP

vel S M(atque ut ibidem A M feu EXV erat o5 %x >itahic S M feu

EPerito e—;v : cum fitut ABad A M, hoceflt utaade, iaBI,
hoceft, ,ad S M); critque porrd femi-latus tranfverfum 20 £ &
%{ refpective, ac ratio tranfverfi lateris ad reGtum, utaa/adeeg,
velutee/ad sag.
. . R bx .
Sideniquez affumpta fueritpro y § —~ 8 o eritpunGum T,

in quo D O, vel quz ipfi indireftum adjungitur, perpradi-
Gam IR, vel produ&am, {iopiis fit, interfecatur, centrum; &
reliqua omnia, mutatis mutandis , ut paragrapho przcedenti,
& fupra cafufecundo §. 3. fufits expofitum eft. Atqueeorum
omnium demonftratio in przcedentibus explicité cft compre-
henfa, cum termini & quantitates omnes hic cum prioribus con-
veniant, excepto tantim, quod, qua ibidem defignabantur per .,
hic finta Q b, hoccft, v. [raenim quodibierat AB & EX 20 &,
hicefIB&EY 20 v;quodibierat D K& E X o whic i RK

&EYovquodibierat AM&E '\Wgo';’f, hicefSM&E P
2 quod ibieratD O&E\V:D?,hiccfk’[‘o&E Po e:?

a
Quamvis autemf{ecundim Regulamaccidereetiam poffit, uc
zcompolfitafitex v § alid quidam quantitate, cui& incognitay
permixta {i;ita tamen,ut eo cafu z folummodo ex y § alid quanu-
tate in totum cognitd conftare queat, handquaquam tamen operz
pretium exiftimamus, cafus omnes o fpetantes fpeciatim perfe-
qui: cumex iis , quz tam in Locis Parabolicis quam in pofteriori
exemplo reduétionis zquationum ad formulas Theorematum
12™ & 1 3% fuperits explicata funt,iidem illi cafus per fe manifefti
fintatque in przcedentibus etiam omnino plenéque comprehen-
dantur,{i nimirum,{ubftituto per omnia x loco y & viceversd , ea-
dem x non per retam A B fed per cam, quz ex A ipli BE paral-
lela ductafit, atque ynon per BE fed per reftamipfi A B 2qui-
diftantem, defignetur, Quod hic generaliter monuifle fuffecerit.
Al
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Vier andere gevallen waarin de Plaats een Hyperbool is.

Tenslotte dit: zoals we hierboven opmerkten, kan het ook gebeuren dat de
vergelijking luidt

1.yx =f2,

2.x=f 2,

3w =f7

4zv=f 2

waarbij in al deze gevallen de gezochte plaats een hyperbool is, waarvan de
bepaling of de beschrijving, alsook het bijbehorende bewijs, vanzelf voortvloeit uit
wat reeds eerder uiteengezet is.

Indien wij in het eerste geval nu op de rechte AB een lijnstuk AC nemen gelijk aan f
en vanuit het punt C een lijnstuk CD oprichten, evenwijdig aan BE en gelijk aan het
eerder genoemde lijnstuk AC dat is gelijk aan f, en door A en D een rechte trekken,
dan zal A het middelpunt zijn van een hyperbool waarvan de as op de rechte AD ligt,
waarvan het punt D de top is en AB een asymptoot. Anders gezegd (wanneer men
eerst het lijnstuk DF trekt, loodrecht op AD en begrensd door AB): AD zal de halve
dwarse zijde zijn en de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte zijde zal zijn
als het vierkant op AD tot het vierkant op DF .

Indien we namelijk aannemen dat de genoemde hyperbool de rechte BE snijdt in het

punt E, dan zal' de rechthoek ABE gelijk zijn aan het vierkant op AC of CD [4.49].

Aangezien AB = x, BE = yen AC = f, zal dus gelden xy =f2.
Dit moest in het eerste geval bewezen worden.

In het tweede geval, waarin namelijk de vergelijking luidt: zx = f 2, moet men
volgens de Regel z aannemen in plaats van y vermeerderd of verminderd met een of
andere bekende grootheid.

! prop. 3, Lib. I, biz. [180].
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Al guatuor cafus , ciim Locus eft Hyperbola.
Tam verd quod fupra annotavimus accidere quoque
pofle, ut @quatio fit

1. yx 0 ff,
2. X 0 ff,
3. yv o ff,
4 3V ff,
omnibusque iftis cafibus Locum quazfitum eflfe Hyper-
bolam , cjus determinatio five defcriptio atque demon-
ftratio ex iis, quajamante explicata funt, {ponte quo-
que profluunt.

Primo enim cafu, fi inre®a A Bfumatur A C o f, atque ex
puncto C edu&ire@iC D,quz ipiBE fit zquidiftans & zqualis
priori AC, hocelt 20f, per A & D re&a lincaducatur: erit A
centrum Hyperbolz, cujus axiseftinre®@a AD, & punGumD
vertex, atque A B afymptotos. five (du&ti re@i DF ad AD
perpendiculari ac in A B terminata) erit A D {femi-latus tranf~
verfum , & ratio tranfver(iad reGum, ut AD quadratsm ad D F

, E
X G K ., H/
1l AL 3 7 ' “E B/
K/ / / € /
G K H

quadratum. Si namque przdi&a Hyperbole fecare fupponatur
retamBE inpun&o E, erit ' reGangulum ABE 20 quadrato * per 3
ex A Cyel CD.Quarecum A Bfit 20x,BE 207,& A Cop fierit £ bit-
xy 20 ff. Quod primo cafu erat demonftrandum. pe
Secundo cafu, ctim nempe zquatio eft z x O fF, oportetutz
juxta Regulam fitaflumpta pro y § notd quidam quantitate. Efto
Ttz itaque
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Laat nu eens ; aangenomen zijn in plaats van vy = ¢. Men moet dan dus om de
hyperbool te beschrijven, door het punt A het lijnstuk AG trekken, evenwijdig aan
BE en gelijk aan ¢, waarbij natuurlijk het punt G, of aan de ene kant of aan de
andere kant van de lijn AB genomen wordt, naargelang de grootheid ¢ voorzien is
van het plusteken of het minteken. Wanneer dan verder GH getrokken is,
evenwijdig aan AB, dan moet de hyperbool beschreven worden met middelpunt G
en asymptoot GH, waarbij de rest van de constructie verloopt zoals hierboven. met
de noodzakelijke wijzigingen.

Wanneer deze kromme nu volgens onderstelling de rechte BE snijdt in het punt E.
dan zal de rechthoek GHBE [4.50] of GHE gelijk zijn aan f 2, Omdat geldt GH = x
en HE (of HBE) = y¥c, dat is z, (de tekst vermeldt ten onrechte +, vert.), zal de

rechthoek GHE of GHBE gelijk zijn aan zxendus zxy = f 2,
Dit was in het tweede geval te bewijzen .

In het derde geval, indien namelijk de vergelijking luidt yv = f 2, mag v ook alleen
maar genomen zijn in plaats van x vermeerderd of verminderd met een of andere
bekende grootheid, zeg in plaats van x + h.

Om nu de gewenste plaats te vinden, moet men op de rechte AB of op het verlengde
daarvan Al nemen, gelijk aan h. Verder moet men met middelpunt / en asymptoot
IAB [4.51] of IB een hyperbool beschrijven op dezelfde wijze als hierboven, maar
met de noodzakelijke wijzigingen. Indien we veronderstellen dat deze de rechte BE

snijdt in E, dan zal de rechthoek IABE [4.52] of IBE gelijk zijn aan f 2. Omdat IAB

(of IB) gelijk is aan x + h, dus aan v, en BE =y, zal gelden yv =f 2,

Dit was als derde geval te bewijzen.

In het vierde geval tenslotte, indien namelijk de vergelijking luidt zv = f 2, zal z
genomen zijn in plaats van y + ¢ en v in plaats van x + . Daarom moet nu door het
genoemde punt / het lijnstuk /K getrokken worden evenwijdig aan BE en gelijk aan
¢. Vervolgens moet men eerst KH trekken evenwijdig aan AB en dan een hyperbool
beschrijven met middelpunt K en asymptoot KGH of KH en de overige constructies
uitvoeren zoals in het eerste geval, met de noodzakelijke wijzigingen. We
veronderstellen dat deze de rechte BE in E snijdt; dan zal de rechthoek KGHE [4.53]

of KHE evenals ook KGHBE [4.54] of KHBE gelijk zijn aan f 2
Aangezien HBE of HE gelijk is aan y + ¢, dus aan z, en KGH of KH gelijk is aan

x+ h,dus aanv, zal geldenzv = f 2, Dit was als vierde geval te bewijzen.

Dit is nu juist alles wat voor beschouwing in aanmerking komt met betrekking tot
het vinden van plaatsen in het geval waarin deze op een hyperbool liggen.

In het andere algemene geval echter van de formules die vallen onder nummer 3

[4.55], wanneer namelijk de term waarin « of vV voorkomt, voorzien is van het
minteken en de gezochte plaats dus een ellips of cirkelomtrek blijkt te zijn. kan een
breuk, indien
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itaqueaffumptaproy § ¢, atqueidcirco ad defcribendam Hyper-
bolam ducatur per punftum A re@ta A G ipfiBL parallela, ac
20 ¢:fumpto nimirum punéo G vel ab hac vel ab illa parte linez
A B, prout ¢ quantitas {igno + vel —fuerit affeta ; duttique
porro GH ipliAB paralleld, centro G, Afymptowo GH, czte-
risque, utfupra, mutatis mutandis,Hypcrbole defcribatur. Hac
igitur {i fecare fupponatur re¢tam B E inpunéto E, critrectan-
gulim G HBE vel GHE 20ff. Vodecumfit GH 0 %, & HE
velHBE 20y § ¢,ideft,z : erit GHE vel G H B E reCtangu-
Jum 20 zx, ac propterea z & 20 ff. Quod 2 cafu demonpftran<
dum erat.

Tertio cafu,, nempe fizquatio fit y » 0 ff* ¥ quoque tantim
pro » § notd quidam quantitate {umpta it oportet, veluti pro
x 8 b. Ideoquead inventionem Loci quafiti, inrecta A Bvelin
ipsi produ&i fumenda et Al b, ac porrd centro I, atque
Afymproto]l A BvclI B, czterisque, utfupra, mutatis mutan-
dis, defcribenda eft Hyperbola, qua firctam B E fecare fuppo-
patar inE :erit re&angulum IABEvelIBE 2 ff- Quarecum
1ABvelIBlitaox 8 4, hocelt, v, &BE o0 y: erityv0ff.
Quod 3°° cafu demonitrandumerat.

Denique quarto cafu, {i nempe 2quatio fitz ¥ 0 ff* eritz af-
fumptaproy Q c,& vprox 8 4. Ideoque per prediGtum punctum
1 ducendaeft I Kipli BE zquidiftans &oc;ductique KH ipfi AB
paralleli,centro K,atque Afymptoto K G H vel K H, czterisque,
utcafu 1™, mutatis mutandis Hyperbole defcribenda eft, quz
fifecare fupponatur re@am BE inE: eritreftangulum KGHE
vel KHE,ut& KGHBEvel KHBE 0 ff. HinccumHBE
vel HEfit2oy Q ¢, ideft, 2, K KGHvel KH X 8 h,kocelt,
2 eritz v 20 ff. Quod 4 cafu demonftrandum erat.

Atquehzc quidem omniafunt, quz circainventionem Loco-
rum co cafu , quoiidem funtin linea Hyperbalica, confideranda
veniunt,

Altero autem cafu generali formularum fub N* 3. compre-
henfarum, ctim nempe terminus, in quo invenitur x x vel v 7 fi-
gno — fit affeftus, ac proinde Locus quefitas vel Ellipfis vel
Circuli circumferentia exiftit, {i in zquatione fractio reperiatur,
rejici quoque illa poterit majoris petfpicuitatis gratidin termi-
numyy velz z, Quo fado primd, remanente utrique guantitate

inco=
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deze in de vergelijking voorkomt, ook hier omwille van grotere duidelijkheid
. 2 2
ondergebracht worden bij de term y~ of z°.

Het eerste geval waarin de plaats een ellips of een cirkelomtrek is.

Indien we de beide onbekende grootheden, waarvan oorspronkelijk is uitgegaan,
aanhouden, dan zal de vergelijking allereerst de volgende gedaante aannemen:
—IX— =f 2_x%

8
In dit geval zal, zoals in de volgende figuur, de middellijn van de te beschrijven
ellips liggen op de rechte AB, die onbegrensd is aangenomen als x , en wel zo dat de
op deze middellijn geordend aangebrachte rechten hiermee hoeken maken die gelijk
zijn aan de gegeven of aangenomen hoek ABE, het middelpunt ligt in het punt A en
de halve dwarse zijde gelijk is aan f die op de genoemde middellijn weergegeven
wordt door het lijnstuk AC of AF; de verhouding van deze dwarse zijde tot de rechte
zijde zal zijn als / tot g.
Indien we immers aannemen dat de genoemde ellips beschreven is, gaande door de
punten C en F en dat deze de aangebrachte rechte BE snijdt in het punt E, dan zal

gelden FB = f+ x en BC = f— x, dus is de rechthoek FBC gelijk aanf2 —x%

Maar omdat op grond van de aard van een ellips, bij gelijkheid van de rechte en
dwarse zijde, de genoemde rechthoek FBC' [4.56] gelijk is aan het vierkant op BE,
dat is yz, zal in dit geval dus ook gelden y2 =f 22

Gemakkelijk blijkt ook dat indien, onder dezelfde veronderstellingen, BE ook nog
loodrecht zou staan op de rechte FC, hetgeen betekent dat de hoek die de geordend
aangebrachte rechten met de middellijn maken recht is, de genoemde kromme de
omtrek van een cirkel zou zijn [3.5].

Verder geldt echter het volgende: indien de dwarse zijde en de rechte zijde
ongelijk zijn

" prop. 13, Lib. L. blz. [205].
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incognitd ab initio concepti, fequenti formuld fe exhibebit z-
quatio SR Jf—ax: eritque,utin fequenti figura, defcribend= E‘:ﬁ‘“ .

Ellipfeos diameter in rccta A B,quz pro x indeterminaté eft con- Locus vel
cepta, itaut adeandem diamerrum ordinatim applicatz cumea fg’léf;’m_
angulos faciant, dato vel aflumpto angulo A B E zquales; ac cen- j; oy,
trum inpun&o A, & femi-latus traniverfum 0. id quod in di- ferentia
¢t diametro perlincam A C vel AF exprimatur, eritque ratio exiftits
cjufdem tranfverfi lateris ad reGum, ut/adg.

Si enim deferipraintelligatur pradi®a Ellipfis, tranfiens per
pun&ta C & F, fecansque applicatam BE inpun&oE: erit FB
D f+x,& B C o0 f—x:ideoquereCtangulum F B Cooff—x x.
At cum ex natura Ellipfeos, lateribus re&o tranfverfoque zqua-
libus, pradictum reGtangulum FB C ' fit 20 quadratoex BE, !t per 13

hoceft, yy : eritquoque proinde co cafu yy 20 ff—xx. Et facilé]f;ﬁf”i k-

<E

apparet, i, iifdem pofitis, BE fuper re@amF C foret quoque
perpendicularis, hoc eft , utangulus quem ordinatim applicatze
faciunt ad diametrum fitre@us, prediGam curvam fore Circuli

circumferentiam.
Cum autem porrd, lateribus tranfverfo reGoque inzqualibus
Tt 3 atque
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en in de verhouding staan van [ tot g, dan is de verhouding van de rechthoek FBC
tot het vierkant op BE dezelfde' als die van de dwarse zijde tot de rechte zijde, dus

. . g e 2
als [ tot g. Daarom is het uit het voorgaande duidelijk dat f 2 _ ¥ staat tot v, zoals /
2

staat tot g, oftewel dat L =f 2 _ x%. Dit was in dit geval te bewijzen.
8

Het tweede geval waarin de plaats een ellips of een cirkelomtrek is.

Indien echter van de onbekende grootheden die oorspronkelijk zijn aangenomen,
één uit de vergelijking is weggenomen en een andere volgens de Regel in plaats
daarvan is aangenomen en de vergelijking luidt

ﬁ =f2 _ x2’

g
dan zal z aangenomen zijn in plaats van
bx bx
y+c,ofvany+ — ofvanyxc+ —.
a a

§1. In het eerste geval nu, waarin z aangenomen is in plaats van y * ¢, moet men
door het punt A het lijnstuk AD trekken, evenwijdig aan BE en gelijk aan c, z6 dat
het genoemde punt D valt aan dezelfde kant van de lijn AB als de gegeven of
aangenomen hoek ABE, indien z aangenomen is in plaats van y — ¢, maar z6 dat dit
punt D aan de andere kant van de lijn AB ligt indien daarentegen z is aangenomen in
plaats van y + c.
Vervolgens moet men eerst door D de rechte DK trekken, evenwijdig aan AB die
(DK, vert.) de rechte BE, zonodig na verlenging in de richting van B, snijdt in K. De
middellijn van de gezochte ellips zal dan liggen op de rechte DK en de daarop
geordend aangebrachte rechten maken daarmee hoeken die gelijk zijn aan de
gegeven of aangenomen hoek ABE of DKE. Het punt D zal het middelpunt zijn en
de halve dwarse zijde zal gelijk zijn aan f, die op de genoemde middellijnen
weergegeven zal worden door de lijnstukken DV en DL; ook zal de verhouding van
de dwarse tot de rechte zijde zijn als / tot g [4.57].
Indien we immers aannemen dat de genoemde ellips beschreven is, gaande door de
punten L en V en dat deze volgens onderstelling de rechte BE, die geordend is
aangebracht op de genoemde middellijn, snijdt in het punt E, dan geldt
KBE =y + cen KE = y — c en dus is deze KBE of KE juist die grootheid, die als z
is aangenomen [4.58].

Aangezien LK =f+ xen KV = f— x, zal de rechthoek LKV gelijk zijn aanfz —a
Nu geldt dat de verhouding van de genoemde rechthoek LKV tot het vierkant op

KBE of op KE, dat wil zeggen tot zz, dezelfde is als die van de dwarse zijde tot de

rechte zijde, dat wil zeggen als [ tot g. Daarom zal f 2 _ »* staan tot 12 als / tot g,
zodat er zal gelden

! prop. 13, Lib. I, blz. [205].
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» per 13 2tque in rationcut /ad g, eadem (it ratio * re@anguli FB C ad
primi'bu- B E quadratum, quzeft lateris tranfverfi ad reGtum, hoccft, ut
Jus. lad g: ex pradictispalam eft forc ut / ad g, ita ff—zxxadyy,

{
hoceft,efle —22 0 ff— xx. Quod co cafu demonftrandum erat.

Cafiis Atfi, quantitatumincognitaram primo conceptarum uni cx

24, cim gquationc fublatd alidque 1o ejufdem locum juxta Regulam af-
Lecus cft

vel Edipfis fumptd, equatio fic
vel Circitli

eircionife- autproy 8§ éﬂ_" yautptoy Q¢ 8 -I-’:;f .

rentnt.

s.1. Etprimimquidem, iz afflumptafucritproy 8 ¢, ducendacft
per punctum A recta A D ipli BE parallelaac 2o ¢, itaut, fiz
fuerit affumpta pro y— ¢, pradi€tum punctum D cadatab eadem
partelincz A B, quidatus vel conceptuscft angulus A BE; fin
contra z fueritafiumptapro y ¢, idemillud punGum D abal-
tera parte linez AB reperiatur. Deindeductd per D re@iD K
ipli A Bparalleli, quz {ccetre¢tamBE , productam versisB, ft
opis fuerit , in puncto K, erit quefire Ellipfeos diameter inrecta
DK, ad quam ordinatim applicatz cum ea angulos faciant, dato
vclaflumpto angulo ABE feu D KE zquales. Punétum autem
D centrum erit, & femi-latustranfverfam 20 f. quod in diétis
diametris perlineas D V & D L exprimatur, eritque ratio tran{-
verfilaterisad reCtum, ut/ad g.

Si enim pradicta Ellipfis defcripta intelligatur tranfiens per
punéta L'& V, 'quz fupponatur {ecare re¢tam B E , ad pradi@tam
diametrum ordinatim applicatam,in puncto E: erit K B E 205+,
& K E 00— ¢, ideoquc cadem KB E vel K E caipfa, quz proz
affumptaelt. Cumque LKfit20f 42, & KV o0 f—ux s eritre-
Gangulum LK V 20 ff— xx. Atcum cademiic ratio dicti re-
cnguliL KV adquadratumex K BE vel KE, hoceft, adzz,
quz cft lateris tranfverfiad rectum, hocelt, ut/adg: ericue Zad

Ixz

0 ff—xx:autz allumptaeritproy Q ¢,

gitff—xradzghocefterit Ixx 0 ff— xx. Quod quidem,

fi/fit 20 g, idem cftacz 2 20 ff—x . Atquebic iterum facilé ap-
paret, quod, exiflenteangolo D KBE vel D K E refto, & /20 g,
hoceft, rectangulo LKV 20 K E quadrato, predi¢ta curva Cir-
culus fi futuira.

§-2  Atvero, fiz affumpta fueritproy Q l—;-x, fumptoin linca BE,

PI‘O-
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2

Iz* 2
=—=f"-x". [4.59]
8

Indien / = g, dan is dit hetzelfde als 22 = f % — x°.

Ook hier blijkt wederom gemakkelijk dat, wanneer de hoek DKBE of DKE recht is
en | = g, hetgeen betekent dat de rechthoek LKV gelijk is aan het vierkant op KE, de
genoemde kromme een cirkel zal zijn [3.5].

§2. Indien echter 7 is aangenomen in plaats van y + % , dan moet men

eerst op de rechte BE, zonodig verlengd in de richting van B, een punt M nemen, z6
dat AB staat tot BM zoals a staat tot b, dus z6 dat BM = % (dit punt M nu moet aan
dezelfde kant van de lijn AB genomen worden als de gegeven of aangenomen hoek
ABE, indien z aangenomen is in plaats van y — % , maar het moet aan andere kant
van de lijn AB genomen worden indien z daarentegen genomen is in plaats van y +
% ). Vervolgens moet men door de punten A en M de rechte NAMG trekken die de

rechten HCH en QFQ snijdt in de punten G en N (deze rechten HCH en QFQ zijn
door de genoemde punten C en F evenwijdig aan BE getrokken).

Hierdoor zal de middellijn van de gezochte ellips liggen op de rechte NG en wel z6
dat de rechten die op deze middellijn geordend zijn aangebracht, daarmee hoeken
maken die gelijk zijn aan de hoek AME of AMBE.

Verder zal het middelpunt daarvan liggen in het punt A en de halve dwarse zijde zal
AN of AG zijn (indien we veronderstellen dat de verhouding van AB tot AM is als a

tot e, dan zullen deze AN of AG gelijk zijn aan g , aangezien AC, dat is f; staat tot
a

AG zoals AB staat tot AM, oftewel zoals a staat tot e).
Tenslotte zal de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte zijde zijn als e?l tot

2
ag,
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produ&d versis B, fiopus fuerit, pun&o M; itaut ABad BM

fit, ficut #ad 4, hoc eft,ut B Mfit 20 ~ba—x, (quod quidem pun&um

M, fi z afflumpta fuerit proy — Iif, ab eadem partelincz A B, qui
datus vel conceptuseft angulus A BE , fumidebet ; fincontra, z
proy+ -13; affumpta fuerit, ab altera ejufdem linez A B parte fu-

mendum eft ) oportet per punéta ‘A & M rectam lineam ducere
NAMG, fecantem re@am HCH , atque occurrentem ipfi
QFQ, quzperpradittapuntta C& F ipfi BE duéz funt zqui-
diftantes,in G & N. Quo fa&o, eritquefitz Ellipfeos diameter

(A - - v
T T
\/ .
Q H

inre@a NG, itaut ad eandem diametrum ordinatim applicatz
cum ea angulos faciant, angulo AME vel AMBE zquales.
Porrd centrum ejufdemeritin puncto A , & femi-latus tranfver-
fumerit re@a ANvel A G. (quz quidem A N vel A G, firatio

A B ad AMfupponaturuta ade, quabitur f;f: cumfitutAB

adAM, fiveutaade,ita A C, hoceft, f,ad A G.) Deniquera-
tio tranfverfi laterisad reGumeritut ¢c/ad aag, id cft, fi/fit
04>
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dus indien / = g, of, wat hetzelfde is, indien de term z~ geen breuk als coéfficiént

heeft, dan is deze verhouding als e2 tot az, dat is zoals het vierkant op AM tot het
vierkant op AB.

Immers [4.60] indien we aannemen dat de genoemde ellips beschreven is, gaande
door N en G en indien we veronderstellen dat deze de rechte ME of MBE (die
geordend is aangebracht op de genoemde middellijn), snijdt in het punt E, dan geldt

ME =y- b—xenMBE=y+ bx
a a
en dit is dus juist die grootheid die als z is aangenomen.

Aangezien AM = “ , zal gelden NM = i+£ en MG = e——ﬂ, dus geldt dat
a a a a a
v 2f2 e2x2
de rechthoek NMG gelijk is aan 5"
a a

Maar omdat de verhouding van de genoemde rechthoek NMG tot het vierkant op
MBE of ME dezelfde is als die van de dwarse zijde tot de rechte zijde, dus dezelfde

2 2.2
e‘f2 —e"x”
2

. 2 2 2 2 2
als die van e’ tot a”g, zal ook staan tot 7~ zoals e~/ staat tot a”g en

a
geldt dus

62]2',2 - engZ _ e2gx2,
zodat , na deling door ezg geldt

2 2
of, alsmenstelt /=g, 2z~ =f2 —x.

Dus blijkt uit het voorgaande wederom dat — indien de hoek AMBE of AME recht is
en tegelijkertijd el = azg, hetgeen betekent dat de rechthoek NMG gelijk is aan het

vierkant op ME of MBE — de genoemde kromme een cirkel zal zijn met middelpunt
A en halve middellijn AN of AG.

. . . bx
§3. Indien tenslotte, in het derde geval, z aangenomen is in plaats vany £ ¢ = —,
a

dan moet men eerst, zoals hierboven, het lijnstuk AD trekken gelijk aan ¢ en DK
evenwijdig aan AB, daarna moet men op de lijn KE een punt O nemen zédat DK

; bx
staat tot KO zoals a staat tot b, oftewel z6 dat KO = — en tenslotte moet men door
a

de punten D en O de rechte QDOH trekken die de genoemde HCH in H snijdt en de
genoemde QFQ in Q (het blijkt echter uit datgene waarop reeds vaker gewezen is,
dat het genoemde punt O aan dezelfde kant van de lijn DK gekozen moet worden als
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20 g, five, quodidemeft, fi termino zz nullaadhzreat fradio,
uteead4a,hocelt, ut A M quadratumad quadratum A B.
Etcnim fi predi€ta Ellipfis defcripta intelligatur , tranfiens
per N & G, {upponaturque eandem fecare rectam M E vel
MBE, ad przdictam diametrum ordinatim applicatam in pun-~
&oE: erit eadem ME 0 y — Iff , & MB Eoo;+b;". ac
proinde ea ipfa, quz pro z.aflumpta eft. Cumque A Mfic 2p
-:;f,critNM:D f;f-i-'{, &MG:DCJ—S‘: ideoque reGan-

a a
gulamNMG 2 fg—[—‘%‘ . Atcumeadem {it ratio dicti ree

&anguli NM G ad quadratumex MBE vel ME, quz eftla-
teris tranfverli ad rectum, hoc eft, cademquz celadasg: erit

eeff—eexx

- adzz, acproindeeelz z

quoque utcel/adaag,ita

0 eegff—eegxx idelt, facti divifione per eeg, erit 1-2—75

0 ff—=xx. five,pofiti/ 209,22 0 ff—x»x. Vndeexante di~
&is iterum apparet,quod fi angulus AMBE vel AME re@us fir,
ac{imulee/ 20 aag, hoceft, reétangulum N M G 20 quadrato
ex ME vel MBE , pradictam curvam fore Circulum, cujus cen-
trum {it A, & femi-diameter AN vel A G.

Denique fitertid z affumptafitproy 8 ¢ 8 %x » du&i, utfu~

pra, AD 0 f, & D Kipfi ABparalleld, fumptoqueinlineak E
puncto O, itaut DK ad K O fit, ficut sad 4, hoc eft, utXO

fitoo ? : ducendacft per pun&a D & O reta QD O H, fecans

przdictam HCHin H, atqueoccurrens prefaz QF Q in Q.
(conflat autem ex iis , quz jam {zpits monitafunt, {i habeatur

—-?, predictum pun@tum O ab eadem partelinez D K, qui
datus vel affumptus eft angulus DK E, fumendum effe; atftha-
beatut = b:’f , illud ipfum ab altera ejufdem linex parte fumide-

bere.) Quofalto, erit defcribendz Ellipfeos diameter in prz-
dictarecta QD H, itaut adeandem diametrum ordinatim ap-
plicatz
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. b .
de gegeven of aangenomen hoek DKE, indien het gaat om 2 , maar dat dit punt
a
aan de andere kant van deze zelfde lijn gekozen moet worden indien het gaat om
bx
+—).
a

Hierdoor zal de middellijn van de te beschrijven ellips liggen op de genoemde
rechte ODH en wel zo dat de op deze middellijn geordend aangebrachte rechten
daarmee hoeken maken die gelijk zijn aan de hoek DOKE [4.61] of DOE.

Verder zal het middelpunt liggen in D, de halve dwarse zijde DQ of DH is gelijk

aan AN oftewel L en de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte zijde is als
a

¢l tot a’g [4.62).

Immers indien we aannemen dat de gezochte ellips beschreven is, gaande door
punten Q en H en indien we veronderstellen dat deze de rechte OF of OKE snijdt in
het punt E, dan geldt

OKBE=y+c+ 2%, 0E=y—c- 2%,
a a

OBE=y+c—b—x en 0KE=y—c+b—x
a a

en dus zullen deze genoemde lijnen dezelfde zijn als die, welke als z zijn
aangenomen.
Aangezien verder
DO (of AMy = &= endus 00= L+ Fenon=L &,
a a a a a
2F2 2
aZ
Maar omdat de verhouding van de genoemde rechthoek QOH

zal de rechthoek QOH gelijk zijn aan
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plicatz cum ea angulos faciant , angulo DOKE vel DOE
zquales. Porro centrum erit in D , & femi-latus tranfverfum

DQvelDH®DAN(en -;:f » acratio tranfverﬁ lateris ad rectum,

utee/ad aag.
Si enim quafita Ellipfis deferipta intelligatur , tranfiens per
puntta Q & H, eademque fecare fupponatur rc&am OE vel

OKE in pun@o E: erit OK B E :1)]+c+ —» OE

T

<t
L\ T

Q H

y—c— 2, 0BE ®y+c—>%, & OKE 0 y—c
? : ac proinde prenominate illz linez ezdem erunt, quazpro

z affumptz funt. Cumque porrd fitD O fen AM 0 55 s ideoque

QO:D'f-i-f &OHox -f-—-c-- : eritretangulum QO H

ceff—eexx

0 —F— - Atcum cadem fit ratio di&i reGanguli QO H
Pars 11, Vu ad
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tot het vierkant op OKBE of OE, of tot het vierkant op OBE of OKE, dezelfde is als
die van de dwarse zijde tot de rechte zijde, dus zoals €l tot azg, daarom zal ook
2F2 o252

a2

staan tot z* zoals e/ tot a2g en dus geldt

2,2 2 2 2 2
el =e"gf —egx
en, na alles gedeeld te hebben door e2g,

Als [ = g, dan betekent dit: 2= f 2 X
Ook hier blijkt weer gemakkelijk dat, indien de hoeken DOKBE, DOE, DOBE of

DOKE recht zouden zijn en tegelijkertijd el = azg, de genoemde kromme een cirkel
Zou zijn.

Dit nu is alles wat over het genoemde geval, met de daarbij behorende
onderscheiding in drie verschillende mogelijkheden, te bewijzen was.

Het derde geval waarin de plaats een ellips of een cirkelomtrek is.

Indien echter van de onbekende grootheden die oorspronkelijk zijn aangenomen,
één uit de vergelijking is weggenomen en een andere volgens de Regel in plaats
daarvan is aangenomen en de vergelijking luidt

Vo2 o

8

en v aangenomen is in plaats van x vermeerderd of verminderd met één of andere
bekende grootheid, veronderstel dan dat v aangenomen is in plaats van x = h. In dit
geval moet men op de lijn AB of AF een punt / nemen, z6 dat Al = h (dit punt I nu,
moet gekozen worden vanaf A in de richting van B indien v aangenomen is in plaats
van x — h, maar in het tegengestelde geval vanaf A in de richting van F).
Hierdoor zal dit punt I het middelpunt zijn van de te beschrijven ellips en voor al het
overige geldt, met de noodzakelijke wijzigingen, wat hierboven vermeld is in het
eerste geval. Dit betekent dat de middellijn zal liggen op de rechte /B en de halve
dwarse middellijn gelijk is aan fen dat de verhouding van dwarse zijde tot de rechte
zijde is als [ tot g.

Het vierde geval waarin de plaats een ellips of een cirkelomtrek blijkt te zijn.

§1. Indien tenslotte elk van beide onbekende grootheden die oorspronkelijk zijn
aangenomen, uit de vergelijking is weggenomen en andere volgens de Regel in
plaats daarvan zijn aangenomen en de vergelijking luidt

122 )
— Vv
8

en eerst z is aangenomen in plaats van y + ¢, dan moet men aan beide kanten IR
trekken, evenwijdig aan BE en gelijk aan c. Hierdoor zal dit punt R het middelpunt
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adquadratumex OKBE vel OE, autad quadratumex OBE

velOKE, quaelt tranfverfi lateris ad reGum, hoceft, ut ee?
ad 4 ag: erit quoque ut ee/ad s ayg, ita "ff:z"uad zz;

acpropierea ee/zz2 0 eeg ff—e e g x x, &, divifis omnibus

pereeg,lz—-f DO ff—xx idelt, i/6t 0 g, eritzz 0 ff
—_—

Atque hic iterum facilé apparet,fiangulus D OKBE,D OE,
DOBE, vel DO KE rettus foret, & fimul ec/0 a4g, pra-

ditam curvam fore Circulum, Quz quidem omnia funt, qua
fupradico caluin triplici fua variatione demonftranda erant,

Cafus  Sivero quantitatum incognitaram ab initio conceptarum al-

13:“’”" z};’" terd ex zquatione fubladd, alidque cjufdem loco fecundimRe-
0 ' A . ! .

; ﬁ" E.;Ifl gulamaffumpti, zquatio fit .E.’— 0 ff—vv,atqueipfla vaffum-
Circult

circunfe- PE2 fit pro.x § notd aliqui quantitate ; Sit» affumpta pro » 8 4,

wuia.  critque co cafuin lineaA B vel A Flumendum pun&um I; ita
ut A I'fit 20 b. (quod quidem punctum 1, fi v aflumpta fuerit pro
x—h, ab A versis B; fincontra ab A versis F fumi debet. )
Quo fa&to, erit idem pun&um I centrum defcribendz Elli-
pleos , & , mutatis mutandis, cztera omnia » ut{upra, cafu
primo memoratum eft. Hoceft, diameter eritinre®a IB , ac
{emi-latus tranfverfumerit 0 £, atque ratio tranfver(i lateris ad
rectum, ut / ad g.

C:f”n:m S"i denique quantitatum incognitaram primim conceptarum
Focws vel Wrdque ex zquatione fublacd, aliisque earundem loco juxta Re-
Ellipfis vel . . Iz 2 .
Cir{;lf,i gulam affumptis, zquatio fit 22 o ff—zp v, atque z primo
arcinfe- affampta fie pro y g ¢, ducendacltutrinque IR, paraflela ipfi
i BE,ac o ¢. Quo fafo, erit idem punc¢tum R centrum Elli.
" 6.1. pleos, & diameter cjusin re@a R Kvel RL, eritque ejus femi-
lawus tranfverfum 20 £, ac ratio tranfverfi lateris ad re@um, ut /
adg. quemadmodum eaomnia Cafu 2% . 1, mutatis mutandis,
fufids explicata funt,

-2 Atfiz aflumpta fucritproy 8 ? seritpun@umS ,ubi M A,
vel,
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[338, vervolg]

[339]

zijn van de ellips en de middellijn daarvan zal liggen op de rechte RK of RL en zijn
halve dwarse zijde zal f zijn en de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte
zijde zal zijn als [ tot g. Alles verloopt dan verder, met de noodzakelijke
wijzigingen, zoals in §1 van het tweede geval uitgebreider uiteengezet is (blz. [334],
vert.).

. .. bx
§2. Indien echter z aangenomen is in plaats van y = — , dan zal het punt S,
24 P p P

waar MA, of de daaraan in richting toegevoegde [4.48], door de genoemde IR,
zonodig na verlenging, gesneden wordt, het middelpunt van de ellips zijn; al het
overige zal, met de noodzakelijke veranderingen, verlopen zoals hierboven in het
tweede geval, §2, vermeld is. Zo zal de middellijn van de kegelsnede liggen op de

rechte SM (en wel z6 dat, waar daar gold AM = & , hier SM gelijk zal zijn aan i ,
a a
immers BI, of v, staat tot SM zoals BA staat tot AM, dus zoals a staat tot e). Verder

zal de halve dwarse zijde gelijk zijn aan L en de verhouding van de dwarse zijde
a

tot de rechte zijde zal zijn zoals ltot a2g.
. . . bx
§3. Indien tenslotte z is aangenomen in plaats van y + ¢ + — , dan zal het punt T,
a

waar DO, of de daaraan in richting toegevoegde [4.48], door de genoemde IR,
zonodig na verlenging, gesneden wordt, het middelpunt zijn van de ellips: al het
overige zal, met de noodzakelijke veranderingen, verlopen zoals in de vorige
paragraaf en hierboven onder §3 van het tweede geval uitvoeriger uiteengezet is
(blz. [336], vert.).
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Lis IL Car IV 319

vel, quz ipfi in direQum adjungitur, per przdiftam IR,
rodu@am, fiopus fuerir, interfecatur, centrumEllichos;
& cztera omnia, mutatis mutandis, ut fupra cafu fecun-
do §. 2. memoratum eft. Nempe erit {ectionis diameter

inre® SM, (atqueutibidemerat AM 20 f; , ita hic SM

crit%‘-’ :cumfitutBAad AM, hocelt, utaade, itz
BI, id cft, v, ad S M: ) critque porro {femu-latus tranf-

Q H
ef . .
verfum 00 = , & ratio tranfverfi lateris ad reGum, ut ee/

adaag.
. . bx .

§.3. Denique fi z aflumpta fuerit proy 8 ¢ 8 ~, erit pun=
&GumT, inquoD O, vel, quzipfiin direGum adjungitur,
per prediGam IR , productam, fi opus fuerit, interfeca-
wur, centrum Ellipfeos ; & reliqua omnia, mutatis mutan-

dis, ut paragrapho precedenti ac fupra cafu fecundo s. 3
Vuz fufits
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[340] Zo zal de middellijn liggen op de rechte TO en de halve dwarse zijde gelijk zijn aan
of

e . . s
-L_en de verhouding van de dwarse zijde tot de rechte zijde zijn zoals I tot azg.
a

Het bewijs van al deze zaken is duidelijk samengevat in het voorafgaande, terwijl
alle termen en grootheden die hier voorkomen, overeenstemmen met de eerder
behandelde, met slechts die uitzondering dat de grootheden die daar aangegeven
werden met x, hier aangegeven worden met x + h, dat is met v.
Zo gold daar AB = x, hier geldt: IB = v; wat daar was DK = x, is hier RK = v;
ex . .. ev ex . .
wat daar was AM = — | is hier SM = —en wat daar was DO = — is hier 70 =
a a a
ey

a
Dit nu is alles wat met betrekking tot het vinden van een plaats voor beschouwing in

aanmerking komt, in het geval waar deze een ellips of een cirkelomtrek blijkt te
zijn.

Zo hebben wij met een algemene Regel alle gevallen omvat van het vinden van
plaatsen door middel van vergelijkingen waarin geen van beide onbekende
grootheden met zichzelf vermenigvuldigd, noch ook in een onderling product,
zodanig voorkomt dat er een derde macht ontstaat, maar waarin hooguit een
kwadraat of een product van slechts twee factoren voorkomt.

EINDE
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340 Erem. Cyrvar. LisJI.Cap. 1V.
fufius explicarum eft. Nempe crit diameter in re@a TO , &

. [} N .
femi-latus tranfverfum o -‘;f » ac ratio tranfverfi lateris ad re-

&um, ut eeladaag Atque eorum omnium demonflratio
in precedentibus explicité eft comprehenfa , cum termini &
quantitates omnes hic cum prioribus conveniant ; excepto tan-
tim, quod quz ibidem defignabantur per x hic defignentur
. Y [3 T4 A
perx 8 b, hocelt, v. Itaenim qudd ibi erat AB 20 x, hiceft
1B 20 v; quodibierat D K oo.x, hic et R K 20 v ; quod ibi erat
AMx if,h’ice&SM:D?; & quod ibierat D O:x)%}c » hic

a
cﬁ:TO:Df;‘n' .

Quz quidem omnia funt, qu circa inventionem Loci illo
cafu, quo idem vel Ellipfis vel Circulicircumferentia exiftit,
confideranda veniunt.

Actque ita generali Regul cafus omnes inveniendi Loca per
zquationes, in quibus neutra quantitatum incoguitarum in fe
du&a ncc factum {ub iifdem ad tres dimenfiones afcendit, fed
vel quadratum vel planum non excedit, complexi fumus,

FINTIS
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Aantekeningen bij de vertaling

[1.1]

[1.2]

[1.3]

[1.4]

[1.5]

[1.6]

[1.7]

[1.8]

Hoofdstuk I

Bedoeld wordt de vergelijking die de relatie bepaalt tussen de abscis (x) en de
ordinaat (y) van een willekeurig punt op de kromme (de plaats). Overigens doet
deze aanhef denken aan de openingszin van de Géométrie van Descartes: Tous les
Problesmes de Geometrie se peuvent facilement reduire a tels termes, qu’il n’est
besoin par aprés que de connoistre la longeur de quelques lignes droites, pour les
construire.

Met de onbekende en onbepaalde lijnstukken worden de abscis en de ordinaat van
een willekeurig punt op de te bestuderen kromme bedoeld. Hiermee wordt gerekend
alsof zij bekend zouden zijn en zo komt men tot een vergelijking; dit is typisch voor
de analytische methode (zie Inleiding).

Jan de Witt gebruikt bijna letterlijk de formulering van Pappus (4vadvouevog, vii):
Analyse is een methode waarbij men datgene wat gezocht wordt, aanneemt als
bekend en uitgaande daarvan, via een keten van logische gevolgtrekkingen, uitkomt
op een erkende waarheid.

Met vlakke plaatsen worden weer bedoeld rechte lijnen en cirkels; met ruimtelijke
plaatsen worden de kegelsneden parabool, hyperbool en ellips (geen cirkel) bedoeld.
Zie ook aantekening [1.20] behorende bij Liber Primus (blz. [219] en [220]).

Voor de begrippen determinatio (bepaling), descriptio (beschrijving) en
demonstratio (bewijs) zie Inleiding en Samenvatting.

Aangezien het gaat om louter positieve grootheden, wordt het geval

bx .
y=- 7’\ —c niet aan de orde gesteld.

De grootheden x en y zijn ten duidelijkste lijnstukken. Wanneer Jan de Witt schrijft
dat x zich volgens de onderstelling vanaf dit vaste en onveranderlijke beginpunt
onbeperkt uitstrekt langs een rechte lijn die in ligging is gegeven (ex certo et
immutabili illo initio in linea recta positione data intelligatur indefinite extendi), dan
wordt bedoeld dat het gaat om een eindig lijnstuk waarvan de lengte willekeurig
groot gekozen kan worden, maar het blijft gaan om eindige lijnstukken en niet om
aan één zijde onbegrensde halve rechten. In deze zin moet men de steeds
weerkerende zinsnede dat deze x zich langs de recht AB onbeperkt uitstrekt, lezen.
Immutabile behoort bij initium en niet bij punctum A. Dit blijkt uit de regels 14 en
15 van boven op blz.[244]: ut initium unius, verbi gratia, ipsius x, certum sit et
immutabile en uit regel 4 van onderen op blz. [267], waar we lezen: Sit initium
immutabile ipsius x punctum A.

Opverigens kan men hierbij denken aan de fluxietheorie van Aristoteles waarin deze
dacht een lijn te zijn beschreven als de baan van een punt (Physica 262).

Hier, zoals op zoveel plaatsen, geeft een letter (i.c. C) geen vast, maar een
beweeglijk punt aan.
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Hier haalt Jan de Witt Elementa V1,16 aan, waaruit blijkt hoe meetkundig hij dacht.
Men leest daar namelijk: wanneer vier lijnstukken een evenredigheid vormen, dan
is de rechthoek gevormd door de buitenste (termen) gelijk aan de rechthoek
gevormd door de binnenste.

[1.10] De werkwijze die hier gevolgd wordt, is exemplarisch. Jan de Witt gaat uit van een

vergelijking, hier y = b_x en construeert met behulp van de hierin optredende
a

parameters a en b een kromme, hier een rechte, (descriptio), neemt daarop een
willekeurig punt en toont aan dat abscis en ordinaat van dit punt voldoen aan de
vergelijking waarvan hij uitging (demonstratio). Hij verzuimt echter aan te tonen dat
elk punt waarvan abscis en ordinaat aan deze vergelijking voldoen ook op deze
kromme ligt. Hierdoor mist hij later ook de tweede tak van een hyperbool.

[1.11] De tekst geeft abusievelijk ED = a + c.

[2.1]
[2.2]

[2.3]
[2.4]

[2.5]

[2.6]

[2.7]

Hoofdstuk I1

Dit slaat op de Regula Universalis op blz. [255].

Deze rechte zijde is in de figuur op blz. [249] en in de daarop volgende gevallen
aangegeven als het lijnstuk dat aan de parabool raakt in de top. Dit accentueert de
meetkundige zienswijze, want nu kan men bijvoorbeeld in laatstgenoemde figuur de

mededeling ‘y2 =ax’, zien als DE2 = FA.AE, dus als de opperviakte van het vierkant
op DE is gelijk aan de oppervlakte van de rechthoek met zijden FA en AE.

Voor het begrip ‘rechte zijde’ zie ook Liber Primus blz. [164] en de bijbehorende
Appendix II, blz. 266.

Op blz. [247] regel 14 v.b. gebruikt Jan de Witt de term ad binos rectos
complemento in plaats van supplemento.

Ook hier blijkt duidelijk dat Jan de Witt slechts dat deel van de kromme beschouwt
waarop punten liggen met ‘positieve’ abscissen.

De genoemde gevallen zijn die welke vermeld zijn op blz. [249]. In feite komt de
genoemde methode neer op het ‘afsplitsen van een kwadraat’, Immers, indien bijv.

voorkomt x” £ 2xy, dat wil zeggen P x.2y, dan schrijft Jan de Witt de substitutie z
=Xy VOOr.

Strikt genomen is het feit dat de vergelijking 2 = dx de gedaante heeft van de

vergelijking y2 = dx in Stelling VII geen garantie dat het ook hier gaat om een
parabool; dat hangt namelijk af van de wijze waarop z met x en y samenhangt. Als

bijv.z = y2 , dan gaat het natuurlijk mis.
Het is duidelijk dat genoemde d geen parameter is van de bedoelde parabool met

vergelijking 22 = dx. Het gaat namelijk om de parabool met G als top, GC als
middellijn en gaande door het punt D.

Dit wordt op blz. [259] uiteengezet; we vatten deze redenering hier als volgt samen
omdat deze vaak terugkeert in dit boek.

Indien men de bij deze middellijn GC behorende parameter p noemt, dan geldt (zie
de figuur op blz. [258])

pc?=paGc.
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Stelt men GB:BC:CG=a:b:e,
dan geldt GC = % (aangezien GB=x)
en dus pc?= )/ % .
Ook geldt DC? =dx,
dus p= ad .
e

Deze parameter p is in de figuur op blz. [258] voorgesteld door het lijnstuk GF. Het
punt F wordt op blz. [259] (regel 9 v.b.) expliciet gedefinieerd.

[2.8] Ook hier blijkt weer dat Jan de Witt slechts die delen van krommen accepteert die
liggen boven de abscis-as, dat wil zeggen boven de halve rechte door A (naar rechts
gerekend).

[2.9] Op de gebruikelijke manier gaat Jan de Witt nu aantonen dat abscis en ordinaat van
een willekeurig punt op de kromme die hij ‘met voorbedachten rade’ heeft
geconstrueerd, voldoen aan de vergelijking waarvan hij uitging. Op de descriptio
volgt dus ook nu de demonstratio.

[2.10] Jan de Witt spreekt, ietwat slordig maar begrijpelijk, over de middellijn daarvan.

[2.11] Het betreft immers de vergelijking dy = v” van blz. [260] regel 3 v.o.
[2.12] Het gaat om de figuur op blz. [261].

[2.13] Volgens blz. [262], regel 2 v. b. geldt GC = 2; volgens regel 16 v.b. is de rechte
a

zijde FG gekozen als ad . Aangezien DC = v, geeft dit, op grond van
e

DC‘2 = FG.GC, als resultaat dy = v2.

[2.14] Zie blz. [305].

[2.15] Zie ook aantekening [2.7]. De nu beschreven parabool is echter nog niet het
eindresultaat; de term d* in de vergelijking moet nog verdisconteerd worden. Dit
bereikt Jan de Witt door de top A te verschuiven langs BAG van A naar G, z6 dat

2> = DB* = FG.GB=FG.AB+FG.GA. We zagen al FG.AB = 393.%:1»:. Nu
e
2 2
moet dus nog FG.GA = d” , dus 222.GA=d? endus GA = ¢ zodatac= 2.
e 2ab b
2

[2.16] Nu wordt A verschoven langs FAC van A naar C, z6 dat AC = dT Het bewijs is

duidelijk want CA : GA = AE : AB = 2a : e (blz. [264], regel 5 v.0.); als nu
d> d> e d%
AC = —, dan heeft GA de vereiste waarde —.—= ——
b 2a 2ab
[2.17] Bedoeld is het geval waarin x en y verwisseld zijn.
[2.18] Stilzwijgend is ondersteld dat CD evenwijdig is aan AE.
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[2.19] De redenering is als volgt (zie de figuur op blz. [266] voor de betekenis van de hier
gebruikte letters): indien we de parameter, behorende bij de middellijn BKG,

voorstellen door p (= FG), dan geldt BD2 = FG.GB, dus
/2 = FG. GB. en dus v* = p(BK + KG) = p(*> + KG).
a

Ook moet gelden

2
2 c
vi=by+ —,
Y 2
ey ab
dus by=p—,endusp=—
a e
2
c
en KG=—,
p 2
2
zodat KG=%
2ab
en GB=GK+KB=~S+ 2.
2ab  a

Nu zijn dus van de beoogde parabool bekend: een middellijn met de bijbehorende
parameter, de top daarop en de daaraan toegevoegde richting.

[2.20] Determinare en describere zijn hier synoniemen.

[2.21] Zie ook aantekening [1.7].

[2.22] Bedoeld is het geval waarin x en y verwisseld zijn.

[2.23] Zie de afbeelding op blz. [269]. Nu wordt de beoogde parabool vastgelegd
(determinatio).

[2.24] De gedachtegang is als volgt (zie de figuur op blz. [270] voor de betekenis van de
hier gebruikte letters): Jan de Witt zoekt een parabool behorende bij de vergelijking

2 2y? ,
x _2bwy + BZ— +dy- 3= 0, die hij herleid heeft tot de gedaante V=t - dyen
a a”
mikt daarbij op de parabool met middellijn GA, met als daaraan toegevoegde
richting AE en met top G. Voor een willekeurig punt D daarop moet dan gelden

BD? = p.GB, waarbij p (= GF) de nog te bepalen parameter is.
Nu zijn Cen G zo gekozen dat

2
AC:CG:GA=a:b:eenAC= <,
d
dus BD=HD-HB=x-2 =y
a
Cze ey
en GB=GA-BA= ———.
ad a

Er geldt BD? = GF. GB, dat wil zeggen v* = p —eg (& - dy).
a
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Ook geldt V=cto dy,
pe ad
zodat — =lendusp=—.
ad e

Deze p valt bij de descriptio op blz. [271], regel 6 en 7 v.b. min of meer uit de lucht
(evenals de keuze van AC), maar bij de demonstratio blijkt alles (uiteraard) te
kloppen.

[2.25] De redenering is analoog aan die in aantekening [2.24].

[2.26] Zie Caput IV, blz. [304].

[2.27] Uit de context blijkt duidelijk dat hier met ‘y = a’ de absolute waarde van y — a

bedoeld wordt.
Cajori vermeldt in A History of Mathematical Notations (deel I, blz. 158 en 183) het
voorkomen van deze notatie bij Viéte (1540-1603) en bij Albert Girard (1595-
1632). Viete spreekt over het ‘=" teken als over minus incertus. Girard zegt hierover
Touchant les lettres de I'Alphabet au lieux des nombres: soit A & aussi B deux
grandeurs: ... leur difference est A = B (ou bien si A est majeur on dira que c'est A
— B) en gebruikt het ‘=" teken als difference entre deux quantitez ou il se treuve. De
twee verticale streepjes die wij gebruiken voor het aangeven van de absolute waarde
zijn in 1841 ingevoerd door Karl Weierstral (1815-1897).

[2.28] Uit de berekeningen blijkt dat het gegeven punt A ligt op de as van de gevonden

parabool, die het punt H als top heeft en wel z6 dat de afstand AH het vierde deel is
van de parameter van de betreffende parabool. “Daarom,” zegt Jan de Witt, “is het
punt A juist het punt dat focus of umbilicus genoemd wordt.” Bij ons is dat het
brandpunt. De term ‘focus’ is geintroduceerd door Kepler in 1604.
Het begrip ‘brandpunt’ was al bekend in de Griekse oudheid. Het is merkwaardig
dat Apollonius in zijn Conica wel de brandpunten van de hyperbool en de ellips
noemt (zie ook de aantekeningen [3.26] en [3.42]), maar niet het brandpunt van de
parabool. Naar de reden daarvan kan men slechts gissen.

A

o
AN

A

FIGUUR 4.2.1

Volgens Toomer (zie bibliografie) zou het brandpunt van de parabool al circa 250 v.
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C. genoemd zijn door Dositheus, een vriend van Archimedes, als het punt waardoor
alle stralen evenwijdig aan de as van een parabool, passeren na terugkaatsing door
de parabool. Diocles van Carystus, een tijdgenoot van Apollonius, geeft in zijn
geschrift Over brandspiegels een correct meetkundig bewijs van de stelling dat het
punt binnen de parabool, gelegen op de as daarvan en op een afstand tot de top
gelijk aan het vierde deel van de parameter, de vereiste eigenschap van het
brandpunt heeft. Dit geschrift is alleen bekend in een Arabische vertaling en zou de
titel mepi mopicwv gedragen hebben. Zie hiervoor het genoemde werk van Toomer,
Diocles on Burning Mirrors.

[2.29] De as reikt slechts tot het punt H.
[2.30] In Liber Primus, gevolg 2 (en niet 1) op blz. [174], leidt Jan de Witt de stelling

af....dat willekeurige rechten die een parabool, waar dan ook, raken en de lijnen die
vanuit het raakpunt geordend zijn aangebracht op een middellijn, ter weerszijden
van de top gelijke stukken van de middellijn afsnijden en omgekeerd...

[2.31] Zelfs voor deze eenvoudige conclusie verwijst Jan de Witt naar de Elementa van

(3.1]

[3.2]

[3.3]

Euclides (Boek I, stelling 5)!
Hoofdstuk III

Hier wordt verwezen naar blz. [243], regel 1-5 v.o. waar we lezen:

Maar indien elk van beide [onbekende grootheden] tot de tweede macht verheven is
of de ene met de andere vermenigvuldigd in de vergelijking voorkomt.... dan zal de
gezochte plaats of een hyperbool of een ellips zijn of de omtrek van een cirkel.
Zoals Jan de Witt kort daarvoor op blz. [243] heeft aangegeven, gaat het hierbij om
vergelijkingen die tot de eenvoudigste gedaante zijn herleid; wij zouden zeggen ‘in
standaardgedaante gebracht’. Anders zou de bewering uiteraard onjuist zijn (zie ook
zijn voorbeelden van een parabool op blz. [263] en [2671). Dit herhaalt hij ook hier
op blz. [275].

In de tweede Regula Universalis (blz. [280]) beperkt hij zich bij voorbaat tot
hyperbolen, ellipsen en cirkels.

Deze gevallen I-IV worden op nagenoeg dezelfde wijze behandeld in Caput IV,
maar dan als voorbereiding op de situaties waarin x en y vervangen zijn door
lineaire combinaties van x en y.

Indien / = g, dan luidt de vergelijking y2 =x - f 2 en Jan de Witt werkt nu naar die
vergelijking toe door bij voorbaat de parameter GF gelijk aan de transversale
middellijn CG te kiezen.

Bij de constructie van de hyperbool baseert hij zich op de constructievoorschriften
van Liber I, Caput IV, blz. [231]-[235].

Van fundamenteel belang is hier, en op veel plaatsen elders in dit boek wanneer het
over hyperbolen gaat, de Stelling IX, propositie 10 uit Liber I (blz. [196]).
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F

C A G E
FIGUUR 4.3.1

Daarom vatten we deze hier samen:
Wanneer we de transversale middellijn CG en de daaraan toegevoegde tweede
middellijn aangeven met respectievelijk 2a en 2b, dan geldt in de figuur op blz.
[277] van Liber II (= Figuur 4.3.1) volgens de genoemde stelling:

DE’ : CE.GE = 4b* : 4d".
De parameter p (=GF) is gedefinieerd door

2a:2b=2b:p,
zodat DE*: CEGE=4b*: 4a*=p:2a=GF: CG .
In de situatie op blz. [276] (het eerste geval) kiest Jan de Witt met voorbedachten
rade CG = GF, zodat

DE* = CE.CG.
Uit de constructie blijkt ook (nu is @ = f genomen)

DE=y,CE=AE+CA=x+f;GE=AE-AG=x—-f
en dus voldoen de codrdinaten van D aan

2 2 2

y=x"-f".
Indien ! # g, dan kiest Jan de Witt GF en CG zodanig dat GF : CG = g : I, zodat

yzz(xz—f?‘):p:ZazGF: CG=g:l

2
b _2 72
4

en dit is het geval op blz. [277].
Vergeleken met de vorige stelling gaat het slechts om verwisseling van x en y. Het
betreft de figuur op blz. [278] (= Figuur 4.3.2).

en dus
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/ -

=

Af

o4
FIGUUR 4.3.2

[3.5] Van fundamenteel belang is hier en op veel plaatsen elders in dit boek, wanneer het
over ellipsen gaat, Stelling XII, propositie 13 uit Liber I (blz. [205]).
Daarom vatten we deze hier samen:
Wanneer we de transversale middellijn en de daaraan toegevoegde tweede
middellijn aangeven met respectievelijk 2a en 2b, dan geldt in de figuur op blz.
[279] (= Figuur 4.3.3; N.B. DE staat niet noodzakelijk loodrecht op CG) volgens de
genoemde stelling:

F
/—_ >
C A B G

/

FIGUUR4.3.3
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DE”: CE.GE = 4b” : 4d”.
De parameter p (=GF) is ook in dit geval gedefinieerd door
2a:2b=2b:p,
zodat DE>: CE.GE=4b":4a”> =p : 2a=GF : CG.
Uit de constructie blijkt ook
DE=y,CE=CA +AE=f+x,GE=AG-AE=f-x
en dus voldoen de coordinaten van D, bij de gemaakte keuze van GF:CG, aan

yZ:(fz—xz)=p:2a=GF:CG=g:I

zodat ]y—=f2- 2
8

Indien 2a = 2b, dan geldt /=g
2 2 2

en X +y =f".

Als dan ook nog DE loodrecht staat op CG, dan geldt:

AD’ = f 2 — constant

en dus gaat het in dit geval om een cirkel.

De vier gevallen waarnaar in deze Algemene Regel wordt verwezen zijn die van blz.
[275]. Het verschil tussen deze Algemene Regel en die van blz. [255] is gelegen in
de aard van de behandelde krommen. Op blz. [255] gaat het uitsluitend om de
parabool in de vier gedaanten van blz. [249]; hier, op blz. [275], zijn de hyperbool
en de ellips (c.q. de cirkel) aan de orde.

Dit verschil weerspiegelt zich in de te bespreken vergelijkingen. Hierbij noemt Jan

de Witt expliciet de volgende termen (afzonderlijk of in combinatie): xy, xz, _vz, ax,
Xy ..

ayen ‘—', waarbij a en b bekende grootheden zijn. Een term als axy kan op grond
b

van het homogeniteitsbeginsel natuurlijk niet voorkomen.

Hij geeft nu de volgende twee substitutieregels:

i. Indien voorkomt de combinatie xy + ay en men x wil vervangen, dan stelt men
v = x + a. In de verbale omschrijving van deze substitutic is immers x de te
vervangen grootheid, die niet met zichzelf vermenigvuldigd is en a de coéfficiént
van de grootheid die niet vervangen wordt. Wij zouden zeggen ‘haal y buiten
haakjes’ maar dit is een anachronisme. Voor de oorsprong van ‘haakjes’ wordt de
lezer verwezen naar Cajori’s A History of Mathematical Notations , par. 342-355.

. . s 2 2 2 axy ..
ii. Indien de combinaties x~ + ax, x~ £ xy of x* + —— voorkomen, waarbij de te
b

vervangen grootheid —hier x— wél met zichzelf vermenigvuldigd voorkomt, dan
y

. a ay
worden de substituties v = x % 5 V=Xt S, Tesp.v=x E voorgeschreven,

hetgeen neerkomt op het ‘afsplitsen van een kwadraat’.

Hetgeen sub i en ii gezegd is over x, geldt mutatis mutandis ook voor y.

De Algemene Regel zegt nu, dat men na (eventueel herhaalde) toepassing van de
genoemde substituties, steeds terecht komt op één van de gevallen van blz. [275],



[3.7]
[3.8]
[3.9]

266 4. Aantekeningen bij de vertaling

dat wil zeggen op een hyperbool of een ellips (c.q. een cirkel), althans indien men
niet te maken heeft met een parabool.

In hoofdstuk IV worden de gevallen van blz. [275] gegeneraliseerd door x en y te
vervangen door lineaire combinaties van x en y.

Deze Regel wordt niet bewezen, maar gedemonstreerd aan de hand van een aantal
voorbeelden waaraan de rest van hoofdstuk III gewijd is.

Zie ook het begin van aantekening [2.6].

Hier worden de termen determinatio en descriptio als synoniemen gebruikt.
Opvallend is het gebruik van de Griekse genitivus pluralis asymptot @ n, met de
Griekse letter .

[3.10] Jan de Witt gaat zonder de gebruikelijke aankondiging over op de demonstratio.

[3.11] In yz + 2bxy + 2cy wordt dus gesteld z =y + bx + c. Jan de Witt gaat wel zeer
a

a
formeel te werk door hieruit y op te lossen en in de vergelijking te substitueren. Het
eindresultaat had uiteraard sneller bereikt kunnen worden door op te merken dat

bx 2x2 2bex
y2+ +2cy=(y+—+c)2— b; - - c2=
a a a a
s bix? 2bcx 2
- 7~ - c".
a a

De door hem gevolgde methode is echter geheel conform de voorschriften die hij op
blz. [281] gegeven heeft.

Vanwege de overzichtelijkheid zullen we de berekening (tot blz. [286] regel 4 v.0.)
eerst in moderne stijl weergeven.

In de vergelijking

2
_vz+21)—xy+2cy=ix——+ev\:+d2
a a

. bx
geeft de substitie z=y + — + c als resultaat
a

2 b2 2ex 2 fi?

- - — A= ex+d? oftewel
a a a
a232 2 azex+2abcx a2d2 +a’c?
7 =% 2 2
af +b af +b af +b
a’e + 2abc
Stelt men Vx4 ———
2af +2b
2
+2
en 2h = 4 ersaoc c;bc
af +b
zodat v=x+ h,

dan ontstaat
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0222 2 2 a2d2 +02C2
y=v - - —70}
af +b af +b
Dit leidt tot de onderscheiding van twee gevallen:

a’d* + azc2

i. W > 5
af +b
2 a’d*+a*c?
< —————
af +b~
In beide gevallen gaat het om een hyperbool; het onderscheid is een verwisseling
van abscis en ordinaat. Het tweede geval wordt besproken op blz. [286], regel 3 v.o.
tot blz.[288].

ii.

2,2 22

De ontaarding waarbij W= ad_+azL blijft buiten beschouwing.
af +b
Jan de Witt concludeert nu al dat het om een hyperbool gaat en stuurt aan op de
hyperbool die getekend is in de figuur op blz. [284], die we hier herhalen als Figuur
4.3.4.
Allereerst wordt de vergelijking nog herleid tot de gedaante
i222 i2v2 i2h2 i2d2+i2(:2 .
2= "2 ~ { 2 - 2 ). ™
af +b°  a” a“ af +b°

Hierin is / bepaald door de evenredigheid

KH:HG:GK=a:b:i.
Jan de Witt beweert nu dat deze vergelijking een hyperbool voorstelt en hij heeft
daarbij al een speciale hyperbool voor ogen.

N-
D
A 1 -7
§ D

FIGUUR 4.3 .4
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Deze hyperbool wordt geconstrueerd met behulp van de coéfficiénten a, b, ¢, d, e en
f(die in de gegeven vergelijking optreden) en wel aldus: door A wordt AK getrokken
(naar beneden) onder de ‘gegeven hoek’ met AE en ter lengte van c.
Vervolgens wordt KL getrokken, evenwijdig aan AFE; hierop wordt vanaf K naar
links een stuk KH = h afgezet. Indien men H als oorsprong kiest en HK als abscis-
as, dan correspondeert dit met de substitutie v = x + /.
Hierna wordt door H, evenwijdig aan AK een rechte getrokken, waarop een punt G
zodanig gekozen wordt dat GH : HK = b : a. Vervolgens wordt de lijn GK
getrokken. De verhouding KG : KH ligt nu ook vast; deze stelden we op i : ¢, dan
geldt dus
KH:HG:KG=a:b:iendusook KL:LB:KB=a:b:i.
Men kiest nu GK als abscis-as, G als oorsprong daarop en men noemt de abscis-
waarden w en de ordinaatwaarden z. Deze constructie correspondeert met de
substitities
i(x+h) v
W= =—
a a

€n

bx
I=v+ —+cC.
a

. . .. iv ..
Jan de Witt voert echter geen w in, maar blijft werken met — , welke term, zoals hij

opmerkt, na alle vermenigvuldigingen en delingen, ina het kwadraat moet
)
voorkomen met coéfficiént 1, dus als # ‘sec’. Hij werkt immers toe naar een
a
vergelijking van de gedaante van Stelling XII, dus naar
Vs
8

.. . iv
waarbij in ons geval y vervangen is door z en x door w= —.
a
De beoogde hyperbool heeft nu G als middelpunt en GK als drager van de
middellijn, met de richting van AK als de daaraan toegevoegde richting.

Als lengte van de halve transversale middellijn wordt gekozen:

CG = GF = ‘/izhz _izd2 +iic2
02 (lf+b—

en de verhouding van de transversale zijde CF tot de rechte zijde (parameter) FN
wordt gesteld op CF: FN = i2 D (af + bz).
Het bewijs dat dit inderdaad de hyperbool is die door (*) (blz. 267) wordt
voorgesteld, is eenvoudig.
Daartoe nemen we een willekeurig punt D(x, y) op deze kromme en tonen aan dat de
abscis (x) en ordinaat (y) daarvan voldoen aan de vergelijking waarvan we
uitgingen. Allereerst trekken we DELB |l AK.
Uit de Figuur 4.3.4 blijkt dan
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KL:LB:KB=a:b:i,dus LB= ~b£,
a

zodat DB=DE+EL+LB=y+c+£=z.
a
Ook geldt GK:HK=i:a
ih ix
en dus GK=— enKB=—,
a a
i(x+h ]
zodat GB=GK+KB= 0P _
a a

Op grond van het kenmerk van een hyperbool geldt echter
DB*: BC.BF=FN: CF.

Nu geldtechter DB=y+c + bx =z

a
en dus
iv j
22 +¢G) (Y -GF)=FN:CF=(@af+b): 7,
a a
zodat
2.2 22,2 242,22
i‘vc i*h® i“d“+i‘c
Z:{ 5+ 5 } =(af+ b7 : P,
a a af +b
waardoor
i222 l-2v2 i2h2 i2d2 2 2

+ +i‘c
af + b? a’ a® af + b?
Wanneer men dan weer stelt
v=x+h,

bx
I=y+ —+¢
a

2
en op= &8 +2b;‘a
af +b
dan blijkt de vergelijking van deze hyperbool juist de gegeven vergelijking
2
y2+2b—xy+2cy = i +ex+d
a a
te zijn.
2 2d2 +a202
Het geval h"< Ftb 5 verloopt analoog en levert eveneens een hyperbool op,
af +

maar nu met abscis en ordinaat verwisseld (zie de figuur op blz. [287]).

[3.12] Dit wordt met de direct volgende substitutie aangetoond.

[3.13] Dit tegengestelde geval wordt aan de orde gesteld op blz. [286], regel 3 v.o. (in de
Latijnse tekst).
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Iv? 2

[3.14] Het gaat dus om de gedaante — = x" — f 2, Indien men te maken heeft met de
8

abscis GB = w = en ordinaat DB = Z, dan gaat het dus om de vergelijking
a

122
_7=(ﬂ)2 -f2.
2 g

[3.15] Jan de Witt baseert zich op de vergelijking in de gedaante
2 2.2

2 2,2
2.2 252,

a 5 =v2—112+ ad rac d azc . *
af +b af +b

Zie hiervoor blz. [283], regel 9 en 10 v.o.

.. bx o .. .
Hierin geldt z = y + —+ cen v = x + h. In de vergelijking waar hij op uit is en
a

waarbij de rechte door C, G, F en K de rol van de v-as heeft overgenomen, moet, om
deze vergelijking de gedaante van Stelling XII te geven (zie aantekening [3.14]).

GB® (=(")*) de coéfficiént 1 hebben.
a
Jan de Witt geeft om alle verwarring te voorkomen een strakke regel (certa

methodus): hij gaat er blijkbaar vanuit dat men in (*) misschien wel zo

gemanipuleerd heeft dat de term met v2 voorzien is van een coéfficiént T (# ). Zijn
i2 2
voorschrift is nu: deel eerst

2 . .
5 door de term met v~ zoals die voorkomt in (*),

a
:2

dus in het algemeen door Tvz. Dit levert IT Vermenigvuldig daarna de gehele
aT

vergelijking met deze uitkomst. Het is overduidelijk dat dan in het resultaat v

2
i . .

voorkomt met —;- als coéfficiént en dit geeft nu juist de term GB® zonder meer.
a2

Ten overvloede demonstreert hij dit aan de hand van (*): hij deelt % door v
a

-2
(hier geldt immers T = 1), dit geeft 1—2— en daarna vermenigvuldigt hij de gehele
a
vergelijking met i* en deelt hij het resultaat door a’. Hij is hier wel zeer scrupuleus!
Men kan het ook zien als een blijk van de noviteit van de letteralgebra die zojuist
zijn intrede had gedaan.
[3.16] Zie aantekening [3.3].
[3.17] Het eerste geval is besproken vanaf blz. [283], regel 6 v.o. (Latijnse tekst) en is
zojuist afgehandeld.
[3.18] Jan de Witt volgt ook hier de procedure die hij schetste op blz. [285], regel 15 v.o.,
maar nu m.b.t. de variabele z. Zo komt hij tot de eerste vergelijking op blz. [287],
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die in feite de gedaante heeft van de vergelijking in Stelling XIII op blz. [277], t.w.

2

y —f"= X Hierin dient y vervangen te worden door z en x door v
g a

[3.19] Bedoeld is de Regula Universalis op blz. [280].

[3.20] Zie aantekening [3.3].

[3.21] Zie de figuur op blz. [292]. Jan de Witt verzuimt te vermelden dat hij zich beperkt
tot alle punten die met de twee gegeven punten in een vast vlak liggen. Bij
vraagstuk I op blz. [272], het pendant van dit probleem bij een parabool, noemt hij
deze restrictie wel. In vraagstuk III, op blz. [300], het analogon bij een ellips, noemt
hij deze restrictie weer niet.

[3.22] Dit is kenmerkend voor de analytische methode.

[3.23] Hier betekent x = a (in de Latijnse tekst) de absolute waarde van het verschil tussen
x en g (zie ook aantekening [2.27]).

[3.24] Hier wordt onbekommerd gedeeld door a - bz, zonder te onderzoeken wat er
gebeurt als a = b. In dit geval bestaat de plaats uit de abscis-as m.u.v. het lijnstuk
AB, maar Jan de Witt laat in het algemeen ontaardingen buiten beschouwing.

[3.25] Zie aantekening [3.3].

[3.26] Dit is een toespeling op de aanpassing van oppervlakten. Hiervoor zij verwezen naar
Liber Primus, Appendix II.
Het woord figuur (Latijn figura, Grieks eidog) heeft hier en op blz. [301] een
speciale betekenis, nl. de rechthoek met als zijden de transversale as van de
hyperbool, resp.van de ellips, zeg 2a, en de bijbehorende parameter, zeg p. Deze
term werd geintroduceerd door Apollonius (Conica 1, 14 en 21).
Voor het bepalen van de punten die wij nu brandpunten noemen of (sinds Kepler)
foci, gaat Apollonius als volgt te werk (Conica II1, 45): aan de transversale as wordt
vanaf een top een rechthoek aangepast met vierkant exces bij een hyperbool, en met
vierkant defect bij een ellips.
Voor de oppervlakte van deze aangepaste rechthoek neemt men het vierde deel van

de genoemde figuur, dus g In het geval van de hyperbool steekt de aangepaste

rechthoek buiten de transversale as uit en wel met een vierkant exces BFHK (zie
Figuur 4.3.5); in het geval van de ellips ontbreekt een vierkant defect (zie Figuur
4.3.8). Indien we deze aangepaste rechthoek AFHL noemen, dan ontstaat bij een
hyperbool op het verlengde van AB een punt F indien de aanpassing begint vanuit A;
bij een ellips ontstaat een punt F tussen A en B. Begint men de aanpassing vanuit B,
dan ontstaat op analoge wijze een punt G.
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" H
I

FIGUUR4.3.5

De bewering is nu dat genocemde punten F en G de ons bekende brandpunten zijn.
Het bewijs is eenvoudig. In deze aantekening geven we het bewijs voor een
hyperbool, in aantekening [3.42] behandelen we de ellips.

Stel in Figuur 4.3.5 AM = MB = a en laat de parameter p zijn, dan geldt

AF.FH = 2?%, en omdat FH = FB, geldt dus ook AF.FB = % .

Stel nu DM = ME = b (de halve nevenas) en MF = ¢, dan geldt
AF.FH=AF.FB=(c+a)(c-a)= 2.
Maar omdat p is gedefinieerd door de betrekking 2a:2b=2b:p (Liber I, blz. 235)

geldt (c+aXc—a)= b2

en dus c2 = a2 + b2.

Hieruit blijkt dat F(c,0) een brandpunt is in onze betekenis. Voor G(-c,0) gelden
analoge redenering en conclusie.

Apollonius leidde uit deze constructie meetkundig af dat voor een punt P op de
hyperbool de lijnen PF en PG gelijke hoeken maken met de raaklijn in P (Conica
III, 48) en dat tevens geldt IPF — PG| = 2a (Conica Ill, 51).

De brandpunten van een ellips of een hyperbool hebben in de oudheid geen aparte
naam, maar worden door Apollonius omschreven als
. EK TG mOpaflorns yivopeva onueia,

dat wil zeggen als  de punten die ontstaan door de aanpassing.
Zoals reeds in aantekening [2.26] werd opgemerkt, spreekt hij in het geheel niet over
het brandpunt van een parabool.

[3.27] Bij Jan de Witt zijn fegengestelde hyperbolen datgene wat wij de beide takken van
een hyperbool noemen.

[3.28] De opmerking dat de waarheid van dit Gevolg 1 ‘uit het voorafgaande volkomen
duidelijk blijkt’, vindt haar rechtvaardiging in de regels 3-6 v.o. van de vertaling van
blz. [292] op blz. 158. Daar wordt immers uit de vergelijking van de hyperbool
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afgeleid dat de lengte van de transversale as gelijk is aan b, en dit is juist het
constante verschil van de afstanden van de gezochte punten tot de vaste punten A en
B. Bij het analogon van dit vraagstuk voor de ellips maakt Jan de Witt geen
overeenkomstige opmerking, hoewel daar, mutatis mutandis, hetzelfde geldt.

Bij de genoemde ‘omwegen en lange aaneenschakeling van moeilijke redeneringen’
dacht Jan de Witt wellicht aan de bewijzen van de stellingen III, 51 en 52 bij
Apollonius, die verlopen via zes voorbereidende stellingen, nl. III, 42, 45, 46, 48,
49, 50.

[3.29] Zie de figuur op blz. [292] en ook blz. [293], regel 4 v.b.

[3.30] De kern van het bewijs is de constructie van een punt M op het verlengde van de
transversale middellijn (as) FG zodanig dat AC = FM en BC = GM. Zie hiervoor de
figuur op blz. [292] en Figuur 4.3.6. Hierin zijn A en B de brandpunten en F en G
de toppen van de hyperbool. Het is dan direct duidelijk dat AC — BC = FM — GM =
FG, hetgeen te bewijzen was. Het gaat nu om de constructie van dit punt M.

Fzg. I.

K

Yo

el ARN AP AEUIRLT BATED 4 AT

ez llecar

MM

et

A F H I & B

FIGUUR 4.3.6

Daartoe wordt allereerst CE loodrecht op de drager van de as getrokken; deze CE is
dus geordend aangebracht op de as.
Indien we de lengte van de halve transversale as (= HF = HG) en van de halve
tweede middellijn op de voor ons gebruikelijke wijze voorstellen door a, resp. b
(we verlaten dus de notaties van Jan de Witt), dan geldt volgens regel 4 v.b. op blz.
[293] dat

FB.BG = GA.AF = b* . (1)
Op het verlengde van FG wordt nu het punt M gekozen zodanig dat

HE : HM = HF : HA en dus AH.HE = FH.HM,
hetgeen Jan de Witt op de gebruikelijke wijze aangeeft door te schrijven dat de
rechthoek AHE gelijk is aan de rechthoek FHM.
Vervolgens past Jan de Witt Stelling IX, Propositie 10 uit Liber Primus (blz.[196])
toe. In aantekening [3.3] hierboven is deze samengevat.
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Voor ons geval betekent dit FE.EG : CE* = d* b~
Met (1) geeft dit FE.EG : CE* = HF® : GA.AF.

Hieruit volgt FE.EG : (FE.EG + CEY) = HF*: (HF® + GA.AF). 2)
Jan de Witt gebruikt hier de uvitdrukking compositio rationis contraria dat wil
zeggen de tegenhanger van samenstelling van een verhouding.

Het begrip samenstelling van een verhouding (compositio rationis, civfeaig Adyov)
is gedefinieerd door Euclides (EI V, def. 14) als de overgang van de verhouding
a : b naar de verhouding (a + b) : b. Bij deze bewerking wordt opgeteld.

Jan de Witt gebruikt hier de tegenhanger daarvan, namelijk de overgang van a : b
naar a : (a + b), die overigens niet expliciet voorkomt bij Euclides.

Naast deze samenstelling van verhoudingen komen bij Euclides verder voor:
Scheiding van een verhouding (separatio rationis, dwaipeoic Adyov, EIL. 'V, def. 15).
Dit begrip is gedefinieerd als de overgang van de verhouding (a + b) : b naar de
verhouding a : b. Indien a > b, dan kan men dit lezen als de overgang van de
verhouding a : b naar (a — b) : b. Bij deze bewerking wordt afgetrokken.

Omzetting van een verhouding (conversio rationis, avaotpoplj Aéyov, E. 'V, def. 16).
Dit begrip is gedefinieerd als de overgang van de verhouding (a + b) : b naar de
verhouding (a + b) : a. Indien a > b, dan kan men dit lezen als de overgang van de
verhouding a : b naar de verhouding a : (a — b). Ook bij deze bewerking wordt
afgetrokken.

Samenvattend zijn dus de volgende overgangen gedefinieerd:

i. vana:bnaar(a+b):b;envana:bnaara:(a+b);

ii. vana:bnaar(a—b):b envana: bnaara: (a->b).

Euclides toont aan dat een evenredigheid geldig blijft indien op beide leden een van
deze door hem gedefinieerde bewerkingen wordt toegepast.

Terloops merkt Jan de Witt op, dat HF? + GA.AF = HA®, 3)
Hierbij allereerst twee opmerkingen over de tekst:

i. de notatie HFgq voor HF* komt al voor bij Fermat.

De notaties Ag voor A2, Ac voor A3 en combinaties daarvan, werden geintroduceerd
door William Oughtred (1575-1660).
ii. Jan de Witt schrijft: HFg ad (HFq + GAF, id est, ad) HAq. De kern van de

mededeling is: HFq ad HAq, d.w.z HF? : HA®. Tussen haakjes deelt hij mee dat
HFq + GAF gelijk is aan HAq. Deze haakjes zijn dus haakjes als onderdeel van
de verbale tekst en niet als haakjes als onderdeel van een wiskundige formule!
Daarom staat id est ook binnen de haakjes. Zie i.v.m. de haakjes ook
aantekening [3.6]

Wij zouden (3) kunnen bewijzen door op te merken dat GA = AF + 2HF

en dat dus

HF + GAAF = HF® + (AF + 2 HF). AF = (HF + AF)*= HA".
Voor deze overgang verwijst De Witt echter in kanttekening (3) naar EI. II, 6, waar
men leest:
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Indien een lijnstuk gehalveerd wordt en een lijnstuk daaraan wordt toegevoegd, dan
is de rechthoek, ingesloten door het gehele lijnstuk vermeerderd met de verlenging,
en het toegevoegde lijnstuk zelf, tezamen met het vierkant op de helft, gelijk aan het
vierkant op het lijnstuk bestaande uit de helft en het toegevoegde lijnstuk.

In Figuur 4.3.7 is dit toegelicht. Hier gaat het om het lijnstuk FG dat in H
gehalveerd wordt. Aan FG is het lijnstuk AF toegevoegd. Er geldt dan:

AG.AF + FH? = AH>.

A F// H \ . S G
Z N N
o
_
_
_
FIGUUR 4.3.7

Het bewijs verloopt via de meetkundige algebra en is in Figuur 4.3.7 toegelicht.
Hier geldt FH = HG en AA' = AF; de hoeken bijA, F, H, G, G, H, F,A, K, L, M
zijn recht. Uit de gelijkheid van de gearceerde oppervlakken HGG'H', FHH' F’ en
A'F'LK ziet men duidelijk dat de rechthoek AGG'A' (zeg R) dezelfde oppervlakte
heeft als de rand (gnomon) AFHH' F'LKA'A (zeg T).
Men ziet dan:

opp. R+ opp. FH'ML =opp. T + opp. FH'ML =

opp. AHMK=AH".
Omdat AF = AA', geldt

opp. R=AA"AG = AGAF
endus AG.AF + FH* = AH.
Indien we stellen FH = HG = a en AF = b dan is dus in feite bewezen de formule

b+2a)b+ a =(a + b) 2
Analoog kan men bewijzen HF + FE.EG = HE* (Figuur 4.3.6). “4)

Opvallend is dat Jan de Witt zich hier niet aansluit bij de techniek van de
letteralgebra, die in zijn tijd opgang maakte.

Op grond van (2) en (3) geldt dus:

FE.EG : (FE.EG + CE®) = HF* : HA%.
Nu past Jan de Witt de regel toe dat uita: b=c:d volgt (a+c): (b +d)=c:d.
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Dit geeft:
(HF* + FE.EG) : (HA® + FE.EG + CE® ) = HF" : HA”.
Met (4) geeft dit:

HE®: (HA® + FE.EG + CE®)= HF* : HA”.
Nu was M zo gekozen dat

HE : HM = HF : HA zodat HE® : HM* = HF® : HA®.
Uit de laatste twee regels volgt dan

HM? = HA® + FE.EG + CE*
en HM? + HF = HA? +(HF2 + FE.EG) + CEZ, dat wil zeggen met (4)

HM® + HF® = HA? + HE* + CE” (5)
We vermeerderen (in een andere situatie, verminderen) linkerlid en rechterlid resp.
met 2HM.HF en 2HA.HE (volgens definitie van M gelijk aan elkaar).
Dit levert in ons geval

2 2 ) 2

(HM + HF)? = (HA + HEY’ + CE* = AE* + CE’
zodat FM? = AC?, oftewel FM = AC.
Indien men de beide leden van (5) vermeerdert (c.q. vermindert) met resp. 2HM.HG
en 2 HA.HE (aan elkaar gelijk omdat HG = HF en HM.HF = HA.HE) dan vindt
men

GM = BC
endus geldt AC—BC = FM - GM = FG.

[3.31] De beide figuren op blz. [295] behandelen de gevallen waarbij K rechts, dan wel
links van CI ligt; op blz. [291] is medegedeeld dat AD = FG (de transversale
middellijn).

[3.32] DC = AC-AD en AD = FG = AC - BC, dus DC = BC; verder heeft ZDCK als
nevenhoek ZDCI en ZBCK heeft als nevenhoek £BCI, waarbij £DCI = ZBCL

[3.33] AL- LB = FG = AD, AK = AL + LK, dus AK — (BL + LK) = AD, maar BL + LK >
BK en BK = KD, dus AK — KD > AD, hetgeen onmogelijk is.

[3.34] Uiteraard worden a en b positief ondersteld; a < b zou een hyperbool gevenen a = b
een parabool.

[3.35] Men trekt dus eerst door L een lijn evenwijdig aan AK en kiest daarop een punt B
zodanigdatKL: LB=a:b.

[3.36] Het gaat om de laatste vergelijking op blz. [296]. Voor een analoge redenering zie
ook de aantekeningen [3.11] en [3.15].

[3.37] Ter verduidelijking van de keuze van de verhouding CF : FN, het volgende: als de
vergelijking op toegevoegde middellijnen luidt

X y

oy 2 =1,
a2 ﬂz
dan is de transversale middellijn 2a, de tweede middellijn 26 en voor de parameter
p (gedefinieerd door 2a : 28 = 2§ : p) geldt, zoals we al zagen in [3.3],
20:p= @t ﬁz
In ons geval luidt de vergelijking
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16’222 f2e2 82 2

v
- ’
g a2 a 2 a2
waarbij de rol van x, resp. y, overgenomen is door

ev
—=x,resp. 2=y,
a

2
2 _ f2e2 /),2= ga2 fze2 _ f°g

zodat a
a’ le* a2 !
22 2
en dus 2a:p=a2:,b’2=ﬂ2f§ : flg=le2:gaz.
a
Stelt men FN = p, dan geldt voor de figuur op blz. [297] (zie ook blz. [298], regel

Il v.0.)
CF:FN= 2a:p=le2:ga2.
[3.38] Indien we in de figuur op blz. [299] de transversale middellijn FC voorstellen door
2a, de tweede middellijn door 2f en de parameter FN door p, dan volgt uit de

definitie van p, nl. 2a : 2§ = 2f : p, dat p = 2o impliceert o’ = /)’2 endus o = . De
vergelijking van de kromme op de assen FGC en GH wordt dan x2+y2 = o’. Uit de

loodrechte stand van de assen volgt dan direct dat x2+y2 het kwadraat van de afstand
van een punt D(x,y) op de kromme tot G voorstelt en dus eveneens constant is zodat
het hier om een cirkel gaat.

[3.39] De letters A en B komen in Figuur I (blz. [300]) elk tweemaal voor; wij zullen ons
beperken tot de onderste. Overigens verzuimt Jan de Witt te vermelden dat hij
slechts geinteresseerd is in een verzameling van punten die alle in een vlak liggen.

[3.40] Indien a = b, dan is de plaats het lijnstuk AB.

[3.41] In deze formule schrijft De Witt ten onrechte x in plaats van v. De verwijzing naar
Stelling 13 is onjuist; dit moet zijn Stelling XIV (op blz. [279]).

[3.42] De situatie hier is het analogon van de situatie in aantekening [3.26], waar
Apollonius’ constructie van de brandpunten van de hyperbool uiteengezet is. Nu
zijn de brandpunten van de ellips aan de orde (zie Figuur 4.3.8). In deze figuur gaat
het om de ellips met grote as AB (= 2a), kleine as DE (= 2b) en parameter p. Aan de
as AB is vanuit A de rechthoek AFHL, met oppervlakte 2ap/4 (het vierde deel van
de ‘Figuur’) aangepast en wel met vierkant defect FBKH (zie hiervoor Appendix II
van Liber Primus). Indien we in de figuur nog stellen MF = ¢, dan geldt

AF.FH = AF.FB=(a +c)(a-c)="2,

2
Aangezienechter p= 2 (Liber Primus, blz. 235),
a

geldt - =v.

Hieruit volgt dat F(c,0) een brandpunt is (in onze betekenis). Voor G(-c¢, 0), ontstaan
bij aanpassing vanuit B, gelden analoge redenering en conclusie.
Apollonius leidde uit deze constructie meetkundig af dat voor een punt P op de
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ellips de lijnen PF en PG gelijke hoeken maken met de raaklijn in P (Conica 111, 48)
en dat tevens geldt PF + PG =2a (Conica Ill, 52).

D

M

FIGUUR 4.3.8

[3.43] Jan de Witt gebruikt hier subductio voor aftrekking en divisio (scheiding) voor de
standaardterm conversio, die hij verderop hanteert. Zie ook aantekening [3.30].

[3.44] Voor het verschil in bewijsvoering zie aantekening [3.45].

[3.45] Dit gevolg is het analogon van gevolg [ van Vraagstuk I op blz. [291].
Ook nu wordt op de transversale as een punt M geconstrueerd zodanig dat CA = FM
en CB = MG:; in dit geval wordt hiermee aangetoond dat CA + CB = FG (zie de
figuur op blz. [302] en bijgevoegde Figuur 4.3.9).

Cc

(TIRITIZIAL NS VAR,

[
FIGUUR 4.3.9
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Allereerst wordt CE loodrecht op de transversale as getrokken; deze CE is dus
geordend aangebracht op deze middellijn. Verder wordt CN getrokken loodrecht op
de tweede middellijn OP; deze CN is dus geordend aangebracht op de tweede
middellijn.

Voorts geldt volgens blz. 176, regel 2 en 3 v.o. (in de vertaling), dat

FA.AG = GB.BF = HO".

Op de transversale middellijn wordt nu een punt M gekozen, zodanig dat
HE : HM = HF : HA en dus AH.HE = FH.HM. ()

Dit drukt Jan de Witt weer uit door te zeggen dat de rechthoek AHE gelijk is aan de
rechthoek FHM.
Opgemerkt zij dat het punt M dus altijd tussen de punten E en H ligt.
Op HG kiest men nog een punt O, zodanig dat HQ = HE.
Uit (1) volgt

HE® : HM® = HF® : HA”.
Nu beroept Jan de Witt zich op de ‘omzetting’ van een verhouding (conversio
rationis, zie aantekening [3.30]) waaruit volgt

HE? : (HE* - HM?) = HF? : (HF* — HA?) )
en dus HE? : EM.MQ = HF* : GA.AF 3)
Deze laatste overgangen vergen toelichting. Wij zien eenvoudig in

HE” — HM? = (HE — HM)(HE + HM) = EM.MOQ. 4)
en analoog

HF” — HA = GA.AF. 5)

Blijkens zijn kanttekeningen leidt Jan de Witt dit resultaat echter af met behulp van
de meetkundige algebra van Euclides en hij beroept zich daarbij voor de
overgangen in (3) op Elementa 11, 5 (zie ook aantekening [3.30]).

Deze genoemde plaats bij Euclides luidt:

Indien een lijnstuk verdeeld wordt in gelijke en ongelijke delen, dan is de rechthoek,
ingesloten door de ongelijke delen van het geheel, vermeerderd met het vierkant op
het lijnstuk tussen de deelpunten, gelijk aan het vierkant op de helft.

In Figuur 4.3.10 wordt het bewijs hiervan toegelicht; hier gaat het om het lijnstuk
FG. Dit wordt door H in twee gelijke delen (FH en HG) verdeeld en door A in twee
ongelijke delen (FA en AG). De hoeken bij F, A, H, G, G', H', A", F', K, L, M zijn
recht; F F' = FA.
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i H G

F

K L M

FIGUUR 4.3.10

Er geldt dan:

opp. FHH' F' = opp. HGG'H'
en opp. AHH' A = opp. FA'LK,
dus opp. gnomon FAHH'A'LKF'F =

opp. AGG'A’ = GA.AA' = GA.AF.
Echter opp.- gnomon + opp. AAH'ML = opp. FHMK,
dus GA.AF + HA® = HF .
Stelt men GH = HF = aen AF = b, dan is dus bewezen:

(a-byb+(a-b=d".
We passen deze stelling toe op het lijnstuk FG in de figuur op blz. [302] (=Figuur
4.3.9); ook hier is H het midden en A het deelpunt voor de ongelijke delen. In deze
figuur geldt dus eveneens

GA.AF + HA® = HF” en dus HF* — HA® = GA.AF.
Zo is ook het lijnstuk EQ in dezelfde figuur gehalveerd door H en in ongelijke delen
(EM en MQ) verdeeld door M. Nu geldt

EM.MQ + HM* = HE* en ook HE> — HM® = EM.MQ.

Zo volgt uit (2) uiteindelijk

HE® - EM.MQ = HF’ : GA.AF. (6)
Op blz. [301], regel 13 en 14 v.o. zagen we dat GA.AF = HOz, zodat (6) overgaat in
HE*: EM.MQ = HF* : HO. (7

Indien we de ellips zien als een ellips met OP als transversale middellijn en GF als
tweede middellijn, dan geldt volgens het kenmerk van een ellips (zie aantekening

[3.5D

CN*: ON.NP = HF* : HO? (8)
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en, omdat CN = HE, volgt uit (7) en (8)

HE® : EM. MQ = HE*: ON.NP,
zodat
EM.MQ = ON.NP. ©)

Hierbij zij opgemerkt dat Jan de Witt bij de behandeling van gevolg 1 van
Vraagstuk II op blz. [292] een analoge weg had kunnen volgen indien hij de
toegevoegde hyperbool in zijn beschouwingen had betrokken. Hierin ligt het door
hem aangekondigde verschil in bewijsvoering.
Volgens (4) geldt

HM? + EM.MQ = HE
en zo geeft (9)

HM? + ON.NP = HE”. (10)
Uit (5) volgt, met blz. 176 regel 2 en 3 v.o. (in de vertaling),
HF’= HA® + GA.AF = HA? + HO™. (11

Uit EL 11, 5, toegepast op ONHP in Figuur 4.3.9, volgt echter

HO® = ON.NP + NH*> = ON.NP + CE®
Dus HF® = HA” + CE* + ON.NP. (12)
Uit (10), (11) en (12) volgt

HM* + ON.NP + HF =

HE* + HF? = HE* + HA” + CE* + ON.NP

en dus HM* + HF? = HE® + HA? + CE® (13)
en evenzo
HM* + HG® = HE> + HB? + CE". (14)
Indien E tussen F en H ligt, dan trekt men in (13) links 2HF.HM af en rechts
2HE.HA (op grond van de definitie van M zijn deze termen immers gelijk). Het
resultaat is dan
(HF - HM)” = (HA - HE)* + CE”
2 2
zodat FM* = AE* + CE* = AC” en dus FM = AC.
Indien E ligt tussen H en G, dan telt men in (13) links 2HF.HM bij en rechts
2HE.HA.
Indien men in (14) analoge bewerkingen uitvoert met 2HG.HM resp. 2HE.HB, dan
vindt men
GM’ = EB® + CE* = CB” en dus GM = CB.
Het is dan duidelijk dat
CA + CB = FG.
[3.46] Hier worden voor de eerste maal de termen grote en kleine as gebruikt.
[3.47] Zie blz. 176, regel 2 en 3 v.o. (in de vertaling).
[3.48] Volgens onderstelling is ZACI = ZBCK en ook geldt ZLCK = ZACI.
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Hoofdstuk IV

Het meervoud van ‘locus’ (m.) is meestal ‘loca’ (n.) i.p.v. ‘loci’ (m.).

In de kantlijn wordt vermeld dat het teken R staat voor +. Hier komt dit teken voor
het eerst voor. In de herdrukken van de Geometria van Van Schooten komt het voor
tot in 1695 en het omgekeerde ervan voor F . In de zeventiende eeuw was ons teken
+ ook al gebruikelijk (zie ook Cajori I, §210).

Zie blz. [248] en [249].

Het teken e in bijvoorbeeld y2 =dxef 2 betekent +, maar impliceert bij Jan de Witt
ook het geval y2 =—dx+f 2, zoals bijvoorbeeld op blz. [308], regel 2 v.o. Uiteraard

is y2 =—dx-f 2 niet mogelijk daar de coéfficiénten, i.c. d, uitsluitend positief zijn;
zij stellen immers lijnstukken voor. Deze notatie stamt van Descartes (zie La
Géométrie blz. 383).

Het gaat om de substituties

bx .
I=y+ — %, gecombineerd metv = x tcen
a

by
v=x%— #*c, gecombineerd metz =y xc.
a

Hierbij zijn de coéfficiénten a, b en c positief (want lijnstukken); — en ¢ kunnen
a

b
eventueel ontbreken. De breuk — wordt gedicteerd door de eis van homogeniteit,
a

welke eis Descartes heeft laten varen. Deze breuk heeft, evenals bij Descartes, een
goniometrische betekenis, zoals we al in vele voorbeelden zagen.
De eerste substitutie stelt een draaiing van de x-as voor, gevolgd door een translatie
evenwijdig aan de x-as, gecombineerd met een translatie evenwijdig aan wat wij de
y-as zouden noemen. Bij de tweede substitutie zijn x en y verwisseld.

2 2
Het is duidelijk dat het voorteken van L en het teken tussen Ix—en f 2 beslissen

8 8

over de vraag ‘ellips of hyperbool?” Wat bedoeld wordt met ‘het onderscheid in de
hoeken’ blijkt uit blz. [318], regel 15 v.b. Wanneer immers bij een ellips de aan een
middellijn toegevoegde richting loodrecht staat op deze middellijn én de parameter
p gelijk is aan de transversale middellijn 2a, dan volgt uit de definitie van de
parameter, behorende bij de middellijnen 2a en 2b, namelijk 2a : 2b = 2b : p, dat 2a
= 2b en dus gaat het om een cirkel. Zie hiervoor aantekening [3.38].
Hieruit blijkt weer dat de abscis x en de ordinaat y gezien worden als lijnstukken.
Opvallend is ook dat Jan de Witt nogmaals de betekenis van de oorsprong en de
abscis-as benadrukt.
N.B.slechts wat ‘boven’ de abscis-as ligt, telt mee.
Het punt H wordt al genoemd op blz. [306] in regel 11 v.o. Daar is het nog een
willekeurig punt op de rechte BE. Eerst op blz. [307], regel 3 v.b. wordt dit punt
vastgelegd. Deze handelwijze komt vaak voor in dit werk.
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[4.10] Zie aantekening [4.8].

[4.11] De werkwijze van Jan de Witt is de gebruikelijke: eerst construeert hij met behulp
van de coéfficiénten a, b en ¢ die in de vergelijkingen voorkomen, een aantal
rechten en bewijst daarna dat de abscis en de ordinaat van elk van de punten op deze
rechten voldoen aan de bijbehorende vergelijking.

Deze methode volgde hij eerder, maar nu ook in het gehele hoofdstuk IV. Hij
hanteert weer de termen determinatio (de bepaling of definitie van de betreffende
kromme) en de demonstratio (het bewijs dat abscis en ordinaat van de punten op
deze kromme inderdaad aan de vergelijking voldoen). Al eerder merkten we op dat
in nagenoeg alle gevallen het bewijs ontbreekt dat elk punt waarvan de abscis en
ordinaat aan de betrokken vergelijking voldoen, ook inderdaad op de betreffende
kromme ligt. Tenslotte zij er op gewezen dat de figuur op blz. [307] niet conform de
realiteit is, immers

AB:BD =a:benAB: BH = a: b, maar in de figuur lijkt BD > BH.

[4.12] Vanaf dit punt tot blz. [314], regel 4 v.o. worden de vergelijkingen in de eerste
kolom van geval 2 op blz. [305] aan de orde gesteld. Hier gaat het om parabolen.
Allereerst worden weer met behulp van de coéfficiénten die in de vergelijkingen
optreden, krommen geconstrueerd volgens een in de tekst genoemd procédé (de
determinatio). Hierbij worden negen gevallen onderscheiden, waarvan de meeste
weer verdeeld zijn in subgevallen. Deze beschrijving loopt voort tot blz. [311], regel
5 v.b.; in de Samenvating vindt men een overzicht daarvan.

Bij elke determinatio behoort een demonstratio; voor elk van de negen gevallen
vindt men deze vanaf blz. [311] regel 6 v.b. tot blz. [314] regel 4 v.o.

De tweede kolom op blz. [305] wordt, summierder, behandeld op blz. [314], regel 3
v.0. tot [318], regel 9 v.b.; daarbij gaat het slechts om een verwisseling van abscis
en ordinaat.

FIGUUR 4.4.1
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[4.13] In dit hoofdstuk illustreert Jan de Witt zijn betoog aan de hand van een aantal
figuren die op het eerste gezicht nogal gecompliceerd lijken, mede doordat veel
verschillende punten met dezelfde letter worden benoemd. Zie hiervoor
bijvoorbeeld de figuur op blz. [308] (= Figuur 4.4.1).

Toch zit daar een duidelijk systeem in, hetgeen het lezen van deze figuren goed
mogelijk maakt. Punten die met eenzelfde letter worden aangeduid, hebben namelijk
steeds dezelfde betekenis voor de betreffende kromme: zij zijn steeds top of
middelpunt, eindpunt van een as, etc., maar dan bij krommen in verschillende
standen.

In feite representeert één figuur in dit hoofdstuk een groot aantal situatietekeningen,
maar dan over elkaar gedrukt.

Zoals Jan de Witt hier zegt, gaat hij, evenals elders in dit boek, in alle gevallen uit
van een vast punt A, een vaste rechte AB (met variabele B daarop) en een vaste hoek
ABE:; AB en BE stellen weer de abscis x en de ordinaat y van de optredende punten
VOOr.

Het punt A treedt in eerste instantie op als top van een parabool dan wel als
middelpunt van een hyperbool of ellips, waarbij AB de drager van een middellijn
is.

We nemen als voorbeeld Figuur 4.4.1. Hier gaat het om parabolen. In eerste
instantie ligt de top, zoals gezegd in A, maar in de loop van de beschouwingen wordt
deze top naar links of rechts verschoven. In beide gevallen heet de top in zijn
nieuwe stand F. Ook wordt de top omhoog resp. omlaag geschoven; nu heet de top
in beide standen D. Een combinatie van deze verschuivingen leidt tot vier mogelijke
standen van de top, die in elk van deze vier standen de naam L krijgt. Ook kan de as
gedraaid worden (in positieve of negatieve zin). In beide standen heet deze as nu
ANM, hierbij is N het snijpunt met de lijn door F, evenwijdig aan BE.

De combinatie van verschuiving naar boven of beneden, gecombineerd met een
draaiing over een positieve of negatieve hoek, leidt tot vier standen van de as, die in
elk van deze vier standen DQ heet.

Indien men nu telkens de top dan wel het middelpunt van de betreffende kromme in
de beschouwde, nieuwe stand opzoekt, dan kan men, daarvan uitgaande, zonder veel
moeite de figuur lezen, indien men de ogen sluit voor de niet relevante letters.

[4.14] Eerst aan het einde van het geval IV (op blz. [309]) wordt meegedeeld dat d de
parameter is.

[4.15] Dit tweede geval wordt verdeeld in drie subgevallen:

i Y =dr+fl, il Y =de—f2 il Y =—dr+fl

f2

De schrijfwijze y?' =dx + 7) etc. zou verhelderend zijn maar, zoals gezegd,

was het gebruik van haakjes nog geen gemeengoed.
Figuur 4.4.2. licht de situatie toe:
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FIGUUR 4.4.2

[4.16] De tekst vermeldt ten onrechte z2 =dxf 2 i.p.v. 22 =dxef 2

[4.17] Hier wordt het meervoud ‘rechten’ gebruikt omdat F zowel links als rechts van A
kan liggen.

[4.18] Bedoeld zijn de ‘naar beneden’ gerichte lijnen AM.

[4.19] Nu dus het geval waarin het gaat om de rechten met vergelijking

bx bx
y=——+ceny=—— —c,
a a
dat wil zeggen de beide rechten DQP.
[4.20] Het betreft nu het geval waarin f 2 wel aanwezig is.
[4.21] Dit lijkt uit de lucht te vallen, maar Jan de Witt vaak werkt toe naar een bepaalde
parabool met voorgeschreven vergelijking en daarbij zal zijn keuze van de
parameter de juiste blijken te zijn. We lichten dit toe aan de hand van de

vergelijking (y — bx )2 = dx, de andere gevallen gaan analoog.
a

Indien we de bijbehorende kromme opvatten als parabool met top A, met middellijn
AM (zie Figuur 4.4.3), waarbij BME verloopt in de daaraan toegevoegde richting,
terwijl p de bijbehorende parameter is, dan geldt voor het punt E op deze parabool:

EM?=pAM,
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FIGUUR 4.4.3

Stellen we de verhouding AB: BM : AM =a: b : e, dan geldt dus AM = &
a

en (omdatEM=_v—b—x), (V—E)2=Pﬂ-
a a
Ook geldt (v- 25— ax,
a
e
zodat pe =d
a
en dus ook p:d=a:e=AB:AM.

[4.22] Zie het einde van aantekening [4.13]. Nu begint de demonstratio.

[4.23] Voor een goed begrip het volgende. E is niet een vast punt waar alle parabolen
doorheen gaan, maar E is het (voor iedere parabool weer andere) punt waar de
betrokken parabool de lijn snijdt, die vanuit B geordend is aangebracht op de
desbetreffende middellijn.

[4.24] Het gaat om de drie gevallen y2 =dx +f2, y2 =dx —f2 en y2 =f2 —dx.

[4.25] In de figuur op blz. [310] gaat het om het meest rechts gelegen punt F.

[4.26] In het voorgaande zijn drie parabolen beschreven, elk met een top die F genoemd is.
Eén top links van A en twee ervan rechts van A. Deze toppen blijven, onafhankelijk
van hun ligging, F heten; wij zouden spreken van F, F, en F; (zie figuur bij
aantekening 4.15).

Op grond van de definitie van de geconstrueerde parabolen met middellijn AB,
parameter d en met als top achtereenvolgens Fy, F, F3 geldtin deze drie gevallen

EB°=d F\B=d (F/A + AB),
EB* =d F,B = d (AB — AF>),

EB* = d BFy=d (AF; - AB).
Dit betekent achtereenvolgens
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y2=d(f + X), y2=d(x—f7)eny2=d(f7._ x),

d
dus
y2=f2+dx, y2=dx—fzeny2 =f2—dx.
Dit houdt in dat de abscis (x) en de ordinaat (y) van elk punt op de kromme voldoen
aan de bijbehorende vergelijking.

[4.27] Dit laatste geldt voor het ‘onderste’ punt M. In de tekst staat MBE hier voor een
lijnstuk en niet voor het product MB. BE.

[4.28] Men dient te bedenken dat in de figuur op blz. [313] twee drichoeken ABM voor-
komen: boven de abscis-as en daaronder. Voor beide driehoeken geldt AB:BM=a:b,
met vaste a en b, waardoor beide punten M vastliggen en dus ook de verhouding
AB:AM. In beide gevallen noemt De Witt deze verhouding a:e, maar in het
algemeen zal e in beide gevallen verschillende waarden hebben (zoals ook de letter
B verschillende punten representeert).

Voor de opmerking over de parameter zie aantekening [4.21].

[4.29] Voor de verschillende punten N zie aantekening [4.13].

[4.30] In het geval van de ‘onderste’ O.

[4.31] Voor het teken e zie aantekening [4.4].

b b
[4.32] De tekst vermeldt ten onrechte ME = y — 2 en MCE =y + _y'
a a

[4.33] Vanaf dit punt tot blz. [330] worden de gevallen van de eerste kolom sub 3 op blz.
[305] behandeld voor zover het om hyperbolen gaat (zie ook aantekening [4.5]). De
tweede kolom, die uitsluitend hyperbolen betreft, wordt besproken op blz. [331] tot
blz. [332], regel 7 v.o.

De gevallen uit de eerste kolom, die betrekking hebben op ellipsen (c.q. cirkels),
worden behandeld op blz. [332], regel 6 v.o. tot blz. [340] regel 10 v.b. (Latijnse
tekst).

[4.34] De transversale middellijn heet dus zowel in het ‘horizontale’ geval, als in het
‘verticale’ geval FAC.

[4.35] In de linkerkolom gaat het om het punt F op de verticale lijn door A (dat wil zeggen
op de drager van de middellijn van de ene hyperbool). In de rechter kolom gaat het
op het punt F op de horizontale lijn door A (dat wil zeggen om de drager van de
middellijn van de andere hyperbool). Ook hier wordt de top in verschillende ligging
steeds met dezelfde letter aangegeven.

[4.36] In het geval van de ‘onderste’ D en K.

[4.37] In het geval van de ‘bovenste’ D en K.

[4.38] Het gaat, afgezien van de situatie waarbij / = g, om vier gevallen, waarbij steeds
voor z geldt

2
2= L +f2 of L =x2—f2.
8 4
Hiernaar wordt verwezen als naar het geval waarin f 2 voorzien is van een plusteken
of van een minteken.
Hierbij zijn voor z twee mogelijkheden, namelijk
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bx
I=y+—.
a

Wij zullen deze gevallen hier nader toelichten. De gevallen waarin voor z geldt

bx
=y —=c
a
gaan analoog en worden behandeld in de tekst aan de hand van de figuur op blz.
[325], waar Jan de Witt 23 letters van het alfabet nodig heeft!

In Figuur 4.4.4 geldt het volgende:

(a) B

My

FIGUUR 4.4.4

Ook hier gebruikt Jan de Witt vaak één letter voor een bepaald punt op
verschillende plaatsen in een tekening. Zo hebben in de figuur op blz. [325] de
letters M en W betrekking op lijnen AM resp. EW die in verschillende richtingen
verlopen. Dit vereist voor het lezen van de tekst in combinatie met de tekening enige
oefening. In deze aantekening zullen we de twee punten M, resp. W, in Figuur 4.4.4
onderscheiden als M, en M, , resp. W; en W, Wij kunnen dan spreken over FW, en
FW, , waar Jan de Witt spreekt over FXW en FW. Bij het eerste lijnstuk wordt
namelijk X gepasseerd. Soms ook spreken we over de onderste of bovenste W, resp.
M, want zo moet de tekening gelezen worden.

AB=x, BE=y,AB:BM :AM =a : b :e Deaendeb zijn die welke in de
vergelijking voorkomen; hierdoor ligt ook de verhouding AB : AM vast, we stellen
die op a : e, met twee verschillende mogelijkheden voor e (zie aantekening [4.28]).
Voor AM zijn er twee mogelijkheden: boven AB en onder AB.

AW | BE, EW | AM. Deze laatste eis geeft twee mogelijkheden voor EW, naargelang
EW evenwijdig is aan de bovenste of de onderste AM, die we hier aangeven met
AM;en AM,.

In beide gevallen geldt
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EW, (of EW,)= EW=AM= .
a

Voor de onderste W geldt

b
AW = AW, = M;E = EB-BM, = y— —,
a
terwijl voor de bovenste W, geldt
bx
AW =AW, =M,E=EB+BM, =y+ —.
a

De Witt drukt dit uit door in dit laatste geval te spreken over AXW en MBE: nu
moeten X en B ‘gepasseerd’ worden.

Tenslotte worden op AB en op AW punten F en C gekozen zodanig dat AC = CF =
[, zodat voor F op AX geldt

FW = FW, = AW, +AF = y— 2% s fozaf
a
bx
FW = FXW, =AXW, + AF=y+ —+f=2z+/,
a
bx
en analoog CW=CW, = AW,-AC=y- ——f=z-f,
a

CXW = CW, = AXW, —AC=y+ ZX_f=7_F
a

Later hebben we de volgende producten nodig
2 2

FWC=FW2 W2 C=Z —f
en FXWC=FXW,. W; XC=2"—f>.
Hierna volgt de descriptio van de hyperbolen die Jan de Witt in gedachten heeft als
de hyperbolen die ‘voldoen’ aan de vergelijking. Hij blijft echter spreken over ‘de’
hyperbool, want er is steeds één hyperbool die in één situatie voldoet.
Wij zullen ons hier beperken tot de hyperbolen die voldoen aan de vergelijking

.. b
waarbij voor z geldt z=y % el
a

Daartoe wordt een hyperbool beschreven, gaande door E, met A als middelpunt,
transversale middellijn op AW (met lengte CF= 2f) en zodanig dat AM de daaraan
toegevoegde richting heeft. Twee mogelijkheden dus.

De bijbehorende parameter p (rechte zijde) wordt vastgelegd door de eis dat de

verhouding van de transversale zijde tot de rechte zijde is als al: e2g, dus

CF:p= a’l: ezg, dat wil zeggen 2f: p = all: ezg.
Uit Stelling IX van Liber I (blz. [196]) volgt, met behulp van de definitie van de
parameter (zie ook aantekening [3.3] bij Liber II), dat

EWX.FWWC=p:2f i
voor de onderste W,



290 4. Aantekeningen bij de vertaling

en EW?.FXW. WXC=p:2f ii
voor de bovenste W.
Nu geldt EW = E,

a

en we zagen al FW2.W2C=FXW1.W1XC=2:2—f2.
Op grond van de aan p gestelde eis, nl. 2f: p= all: e2g, volgt dan met i en ii, dat

2.2
e’x 2 2 2 2
> (T -f")=p:2f=€"g: a’l
a
2
zodat lx—=22— f2,
8
2
en zz=lx—+f2.
g

De kromme heeft dus in beide gevallen de gegeven vergelijking.
Het geval waarin de vergelijking luidt
2

2 g
14

.. bx
terwijl z=yx —,
a

wordt door Jan de Witt op analoge wijze behandeld en leidt tot twee hyperbolen met

middelpunt A, transversale middellijn NG langs AM (twee mogelijkheden) en wel

o

o
Uit de tekst blijkt nu duidelijk dat de in de bijbehorende descriptio gedefineerde
hyperbolen inderdaad aan de gegeven vergelijking voldoen.

[4.39] Jan de Witt spreekt over de genoemde hyperbool, maar het gaat in wezen om de
twee gevallen, waarbij de middellijn ligt op AW dan wel op AM.

[4.40] Het gaat om de onderste M, gecombineerd met de bovenste W. De Witt drukt dit uit
door te spreken over MBE en AXW; de punten B en X moeten dus ‘gepasseerd’
worden.

[4.41] Het gaat om de bovenste M, gecombineerd met de onderste W. De Witt spreekt dan
ook eenvoudigweg over ME en AW.

[4.42] Bedoeld zijn de producten FWC = FW.WC (onderste W) en FXWC = FXW. WXC
(bovenste W).

[4.43] Het betreft hier slechts een translatie over de afstand OD ter lengte ¢ (naar boven of
naar beneden), evenwijdig aan de richting van BE. Het punt D vervult dan de rol die
het punt A eerder speelde (zie aantekening [4.38]).

[4.44] De betekenis is duidelijk: van de hoek DWE is het onderste punt W het hoekpunt;
bij DXWE is het bovenste punt W het hoekpunt (men gaat eerst via X). Bij DOE is
het bovenste punt O het hoekpunt; bij DOKE is het onderste punt O het hoekpunt,
daar gaat men via K naar E.

zodanig dat NA = NG =
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[4.45] Het gaat om vier hyperbolen, waarvan het snijpunt met BE (de lijn door B en Il AD)
de naam E heeft, en met de opening naar rechts. De middelpunten worden in alle
gevallen D genoemd en de middellijnen steeds DO. Geeft men deze punten O van
boven naar beneden aan met Oy, 05, O3, Oy, dan ziet men gemakkelijk in dat

met OF bedoeld wordt O, E,
met OKE bedoeld wordt O,E (bovenste K),
met OBE bedoeld wordt O3E,

met OKBE bedoeld wordt O4E (onderste K).
In elk van de vier gevallen wordt een beroep gedaan op de stelling:
EO*: Q0.HO=p:2a =d’g: L.
Zie hiervoor ook aantekening [4.38].

[4.46] In dit vierde geval blijft steeds gelden v = x + h.

[4.47] Zie blz. [320].

[4.48] Met de daaraan in richting toegevoegde is het spiegelbeeld bedoeld ten opzichte
van de lijn AB. Het drie regels verder volgende ‘casu secundo 3’, slaat op het tweede
geval waarin de plaats een hyperbool is (blz. [320]), en daarvan het derde subgeval
(§ 3) op blz. [336].

[4.49] Descriptio en demonstratio zijn hier niet expliciet aangekondigd, maar het is
duidelijk: eerst wordt een hyperbool geconstrueerd en daarna wordt, uit de

meetkundige eigenschappen daarvan, afgeleid xy =f 2,

[4.50] Met GHBE wordt bedoeld het product GH.HBE en dit slaat op de situatie waarin de
asymptoot GH onder AB ligt. Met GHE wordt bedoeld het product GH.HE en dit
slaat op de ‘bovenste’ GH en HE.

[4.51] Indien het gaat om het linkerpunt /; in IB is het rechterpunt / bedoeld.

[4.52] Ook hier gaat het om het linkerpunt / en met JABE wordt bedoeld het product
IAB.BE.

[4.53] Met KGHE wordt bedoeld het product KGH.HE en dit slaat op de situatie waarin de
asymptoot KGH boven AB ligt en K het linkerpunt daarop is.

[4.54] Met KGHBE wordt bedoeld het product KGH.HBE en dit slaat op de situatie waarin
de asymptoot KGH onder AB ligt en X het linkerpunt daarop is.

[4.55] Hier komt Jan de Witt terug op de resterende formules sub 3 op biz. [305].

Op blz. [318] tot [330] heeft hij de gevallen van die formules behandeld waarin
2

geldt y2 = L +f 2 etc. en toonde hij aan dat het daarbij om hyperbolen gaat.
1

Nu stelt hij de volgende gevallen aan de orde, waarbij het om ellipsen gaat:

2 2 2 2
Ix 7 2 Ix 7 2 v ) v
Vet P P et e i R
4 8
Aangezien / en g positief ondersteld zijn, kan f 2 hiet voorzien zijn van het minteken.

2
Ook nu gaat hij over op L _—— f 2 ete.
8

[4.56] Zie aantekening [3.38]
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[4.57] Hier eindigt de descriptio. Het bewijs dat de cobrdinaten van de punten op deze
kromme inderdaad voldoen aan de vergelijking waarom het gaat (de demonstratio)
volgt nu zonder nadere aankondiging.

[4.58] Bij KBE gaat het om het onderste punt K, bij KE om het bovenste punt K.

[4.59] Ook hier wordt een beroep gedaan op Stelling XII in Liber L

. N . b
[4.60] We lichten deze situatie toe voor het geval waarinz = y — P—i Het gevalz =y + L
a a

verloopt analoog.

R
N
L
T
'l
L
N
o}
Q H
FIGUUR 4.4.5
In de figuur op blz. [337] (Figuur 4.4.5) geldt, voor de bovenste M en G en onderste
N,
AB:BM:MA=a:b:e, AF=AC=fen FNICGI BE,
zodat va=a6=L w= Lo & -4 &
a a a a a

We construeren nu met A als middelpunt, en NG als transversale middellijn een
ellips met zodanige parameter p, dat geldt
2 2
2f:p=e’l:ag.
Op grond van Stelling XII in Liber I (zie ook aantekening [3.5]) geldt nu voor het
punt E op deze ellips (EM geordend aangebracht op de middellijn NG):

EM*:NM.MG=p:2f =a’g: é’l.

Aangezien EM=y- bx =2z
a
geldt 62122=azg(i+_e£)(i__e'_x_)’
a a
2
zodat L2 =f2 -
8

[4.61] Indien het gaat om het onderste punt D.
[4.62] Einde descriptio, begin demonstratio.
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Appendix

1. Achtergronden van het probleem van Pappus

De eerste vermelding van het vraagstuk dat later als het probleem van Pappus de
geschiedenis is ingegaan, vinden we bij Apollonius in zijn inleiding tot de Conica
(I,T) waar hij schrijft dat Euclides het probleem van de plaats (locus) m.b.t. drie of
vier lijnen niet voldoende had uitgewerkt en dat wat deze gevonden had, nog niet
eens bijzonder geslaagd was.

Apollonius doelt hierbij op het (thans verloren) werk over kegelsneden van de hand
van Euclides. Als verklaring voor dit tekortschieten van Euclides voert Apollonius
aan dat Euclides niet beschikte over twee relevante fundamentele stellingen die
Apollonius zelf gevonden en bewezen had. Welke dit zijn, zullen we verderop zien.
Het bedoelde probleem van de plaats van drie of vier lijnen kan, zoals we al in de
inleiding zagen, in simpele vorm als volgt geformuleerd worden. Zie Figuur 5.1.1.

FIGUUR 5.1.1

In het plattte vlak zijn drie of vier rechte lijnen I},l,,13,(I4) gegeven. Men vraagt nu

naar de verzameling van de punten P die de eigenschap hebben dat de
afstanden d|,d,,d5,(d4) van P tot resp. I},1,,15,(l;) voldoen aan

i dydy : d32 = constant (in het geval van drie lijnen),
ii. dydy :d3d 4 = constant (in het geval van vier lijnen).

Voor deze afstanden kan men de loodrechte afstanden nemen, maar ook afstanden in
een bij elke rechte [; afzonderlijk bepaalde richting. Het is duidelijk dat deze keuze
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niets verandert aan de aard van het probleem. Reeds nu vermelden we dat de
bedoelde plaatsen kegelsneden zullen blijken te zijn.

Een voor de hand liggende vraag is “hoe kwam men er toe zo’n probleem te
stellen?”

We kunnen daarvan al een voorlopige indruk krijgen als we ons beperken tot een
situatie waarin een ellips de oplossing is; hierbij zullen we ons bedienen van onze
moderne notatie.

In Figuur 5.1.2 is AB een middellijn van de ellips E, met lengte 2a; fjen f, raken in

A en B aan de ellips, P is een willekeurig punt daarop en PP is evenwijdig met

nent,.

FIGUUR 5.1.2

Reeds in de Oudheid gold als kenmerkende eigenschap van een ellips
PI-'i2 : AR .B B = constant.

De grootte van deze constante is b?:a> waarbij 2a de lengte is van middellijn AB

en 2b de lengte van de daaraan toegevoegde middellijn.
Ook Jan de Witt leidde deze eigenschap af uit zijn definitie van ellips en gebruikte
deze daarna als kenmerk voor de ellips (Liber Primus, St. XII, prop. 13).
Trekt men nu door P de lijn A;B, |l AB, dan geldt ook

PP|2 : PA|.PB; = constant,
zodat de punten op de ellips E de oplossing zijn voor het drielijnenprobleem voor
deze 1,1, en AB, en met de richtingen van AB en 1, als bijbehorende richtingen.
Men kan deze situatie generaliseren (zie Figuur 5.1.3). Hier is AB een willekeurige
koorde van de ellips E met middelpunt M; 1, en f, raken de ellips in A en B; hun
snijpunt is 7. Door een willekeurig punt P op de ellips trekt men nu een lijn A;B; |l
AB, en PP, evenwijdig aan de middellijn door T.
Men kan dan bewijzen dat geldt

PP|2 : PA|.PB| = constant.
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FIGUUR 5.1.3

De ellips E is dus een oplossing voor het drielijnenprobleem voor deze f;,t, en AB,

en met de richtingen van AB en TM als bijbehorende richtingen.

Omgekeerd is het niet moeilijk om aan te tonen dat bij drie gegeven lijnen en
bijbehorende richtingen de oplossing van het drielijnenprobleem een ellips of een
hyperbool is (Knorr [43], blz. 122).

De bewijzen die Apollonius hiervoor gaf en de eventuele bijdragen van Euclides zijn
niet overgeleverd, zodat we aangewezen zijn op reconstructies. De belangrijkste
hiervan zijn gegeven door Heath [30], Knorr [43] en Zeuthen [70], [71].

De twee hierbij benodigde relevante fundamentele stellingen, waarover wij reeds
spraken, vinden we bij Apollonius als Stelling III, 16 en III, 17 van de Conica. Wij
zullen deze hier reproduceren omdat zij niet zo algemeen bekend zijn, maar wel
generalisaties zijn van twee overbekende stellingen voor cirkels. Zij komen neer op
het volgende.

FIGUUR 5.1.4
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Conica 111, 16 (zie Figuur 5.1.4).

Wanneer men vanuit het punt S de raaklijnen SA en SB aan de kegelsnede K trekt, op
SA het punt T kiest, en door T een lijn evenwijdig aan SB trekt, die de kegelsnede
snijdt in P en Q, dan geldt

TAZ :TP.TQ = SA” : SB.

Indien men voor K een cirkel neemt (zie Figuur 5.1.5), dan geldt SA = SB en dus
TA%:TP.TQ,

ongeacht de richting van TPQ.

T

s

FIGUUR 5.1.5

FIGUUR 5.1.6

Conica 111, 17 (zie Figuur 5.1.6).

Wanneer men vanuit het punt S de raaklijnen SA en SB aan de kegelsnede K trekt, en
door het punt T (binnen of buiten K) de koorden PTQ en RTU trekt, evenwijdig
respectievelijk aan SA en SB, dan geldt
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PT.TQ: RT.TU = SA? : SB?.
Indien men voor K een cirkel neemt (zie Figuur 5.1.7), dan geldt weer SA = SB en
dus PT.TQ = RT.TU.

o K
FIGUUR 5.1.7

De oplossing van het drielijnenprobleem is door Heath en Knorr op verschillende
wijzen gereconstrueerd (Heath [30], blz. 122, Knorr [43], blz. 121-122), maar Heath
leidt daaruit een oplossing af voor het vierlijnenprobleem, waarbij Knorr zich
aansluit (Heath [30], blz. 123-125).

Allereerst toont Heath aan dat elke kegelsnede een oplossing is voor een
vierlijnenprobleem wanneer het gaat om een ingeschreven vierhoek. Dit doet hij
door de oplossing van het drielijnenprobleem viermaal toe te passen.

FIGUUR 5.1.8
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Daartoe bezien we Figuur 5.1.8. In dit voorbeeld is de vierhoek
AjAyAzAyingeschreven in de ellips E met middelpunt M; de raaklijnen in

A, Ay, Az, Ay snijden elkaar in T},75,T3,T,, en P is een willekeurig punt op E.
Door P trekken we nu een lijn evenwijdig aan T\M,die A A;snijdt in F.Op
analoge wijze bepalen we Pop AyA;,Py0p AsAy en Py op A4A, d.w.z. PPis
evenwijdig aan T,M etc. Het gaat nu om het vierlijnenprobleem waarbij de dragers
van de zijden van de koordenvierhoek A A, A3A4 de gegeven lijnen zijn en de zojuist
gedefinieerde richtingen van PP, PP;, PPy en PPy de bij AjA;, Ay A3, A3 A en Ay4
behorende richtingen. Door viermaal het resultaat van het drielijnenprobleem toe te
passen, nl. op de configuraties T)AjAy,T)Ay A3, T3A3Agen TyA4 A (steeds m.b.t. het
punt P op E), vindt men na enig rekenwerk

PP,.PP; : PP, .PPy = constant.
Hiervoor zij verwezen naar Heath ([30], blz. 123 t/m 125).

Het omgekeerde van dit probleem, dus het eigenlijke probleem van Pappus,
namelijk de constructie van de kromme die bij een gegeven viertal lijnen, vier
richtingen en een gegeven verhouding, het probleem van Pappus oplost, is niet
eenvoudig.

Heath en Knorr schetsen de methode van Zeuthen, die er allereerst van uitgaat dat de
vier gegeven lijnen een trapezium insluiten. Deze situatie wordt gezien als een
generalisatie van het drielijnenprobleem; de bij dit drielijnenprobleem optredende
koorde wordt dan opgevat als een bijzonder geval van een trapezium, en wel een
met samenvallende evenwijdige zijden. Vervolgens wordt dan de overgang gemaakt
naar een willekeurige vierhoek.

Hierop kunnen wij hier niet nader ingaan. De lezer vindt alle details bij Heath ([30]
en Knorr ([43]).

Een mogelijke generalisatie tot meer dan vier lijnen ligt voor de hand en wordt al
door Pappus zelf geopperd (Collectio vii, 38-40; ed. Hultsch blz. 680, en Y.
Thomas, dl. II, blz. 601- 603).

In het geval van vijf lijnen, I;,l,...,I5, gaat het om de afstanden dj,d,,....ds.
Pappus beschouwt nu de twee parallellepipeda die ingesloten worden door resp.
dy,d,,dyen door dy,dsen een willekeurig gekozen lijnstuk a. De eis wordt nu dat
de verhouding van hun inhouden, nl. d\d,d3:dsdsa constant is.

In het geval van zes lijnen gaat het om zes afstanden, d|,d3.,...,dg. De eis wordt nu
dat de verhouding dd,d : d4dsdg constant is.

Wanneer men met meer dan zes lijnen te maken heeft, dan ontstaat een probleem,
dat door Pappus zeer duidelijk onderkend wordt. Men krijgt dan te maken met
producten van vier of meer lijnen, en deze hebben in de meetkundige algebra van de
Grieken geen betekenis, zij stellen immers geen grootheid voor, hoewel, zegt

Pappus, “sommige moderne schrijvers onderling hebben afgesproken hierover te
spreken, al zeggen zij hier niets duidelijks mee.” Wellicht doelt hij hier op Hero 3°
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eeuw A.D.) en zijn formule voor de oppervlakte van een drichoek, die wij kennen
als de s-formule, waarin het product van vier lijnstuken voorkomt. Pappus gaat niet
verder dan acht lijnen en om het probleem van de verhouding van producten van
vier lijnstukken te omzeilen spreekt hij niet van de verhouding
d\dydzdy dsdgd;dg, maar van de verhouding die ‘samengesteld’ is uit de
verhoudingen d| :ds,d, :dg.d3 :djen dy 1 dg.

Dit vereist toelichting, maar kort gezegd gaat het hier om de vermenigvuldiging van
re€le getallen.

Het begrip ‘samenstelling’ van verhoudingen komt voor het eerst voor bij Euclides
(Elementa, VI, 23.) In feite bewijst hij daar dat de oppervlakten van twee
parallellogrammen met een gemeenschappelijke hoek zich verhouden als de
producten van de zijden a en b, resp. ¢ en d, om die hoek, dus als ab tot cd.

Hij formuleert dit aldus:

‘‘de oppervlakten van parallellogrammen met een gemeenschappelijke hoek hebben
een verhouding die samengesteld is uit de verhoudingen van de overeenkomstige
zijden.”

Wanneer wij de verhouding van gelijksoortige grootheden x en y voor het gemak

X . .
even aangeven met — en de operatie ‘samenstellen’ van verhoudingen met het
y

% . . e ab _a_ b
symbool * , dan zegt Euclides in feite dat - ad
Dit begrip van samengestelde verhoudingen wordt door Euclides stilzwijgend
bekend verondersteld bij het bewijs van deze stelling.
Dijksterhuis ([18], deel II, blz. 83) geeft een reconstructie van de definitie hiervan.
Hieruit volgt dan:
Indien aq,a,,...,a, een r1ij gelijksoortige grootheden is, dan zegt men dat de

. a .. . a a a,_
verhouding et samengesteld is uit de verhoudingen —1,—1,....,L1,

a a as a,

m.a.w.

4 _N 4% % 591

a, a a ap .
Uit deze definitie leidt men eenvoudig af dat

abe_aybyc

xyz x y 2
Beschouwt men immers de rij abc, xbc, xyc, xyz, dan geldt volgens de definitie van
samenstellen van verhoudingen dat

abc _ abec  xbe  xyc _a,b ¢

xyz xbc xyc xyz x y z
Zo kan men ook de verhouding van twee producten, elk van meer dan drie
lijnstukken, zien als samengesteld uit de verhoudingen van telkens twee lijnstukken.
Het probleem van de betekenis van zo’n product van meer dan drie lijnstukken blijft
echter bestaan.

Pappus (Collectio, vii, 928) bewees meetkundig dat gg = 2*3.
c c
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Zoals we in de inleiding al zagen, zou Descartes zich later ontdoen van de
problemen die de Grieken hadden met de interpretatie van producten van meer dan
drie lijnstukken, door de invoering van een lengte-eenheid 1.Voor details verwijzen
we de lezer naar paragraaf 5 van de inleiding.

2. Descartes’ beschouwing over vlakke krommen

In de klasicke oudheid, we vermeldden dit al eerder, verdeelde men de viakke
krommen in drie klassen: vlakke plaatsen (loci plani), d.w.z. rechte lijnen en cirkels,
ruimtelijke plaatsen (loci solidi), d.w.z. kegelsneden m.u.v. de cirkel en tenslotte de
loci lineares, waartoe men alle overige viakke krommen rekende, zoals bijv. de
cissoide, conchoide, quadratrix en spiraal. Descartes maakte er bezwaar tegen deze
laatste krommen mechanisch te noemen op grond van het feit dat zij met behulp van
allerlei instrumenten getekend moesten worden. Dat geldt immers ook voor een
rechte en een cirkel, waarvoor men liniaal en passer nodig heeft.

Hij stelt voor via een nieuw axioma nieuwe krommen in de meetkunde toe te laten
en wel aldus:

Twee of meer krommen kunnen zodanig bewogen worden, de een door de ander, dat
door hun snijpunt andere krommen ontstaan.

Anders gezegd: toelaatbaar zijn in de meetkunde krommen die beschreven kunnen
worden door een continue beweging of door opeenvolgende continue bewegingen,
waarbij iedere beweging geheel bepaald wordt door de voorafgaande.

Descartes geeft ter verduidelijking als eerste voorbeeld een kromme die ontstaat
door de bewegingen van een aantal stangen waarvan iedere stang de volgende
voortbeweegt. Figuur 5.2.1 geeft de bedoeling weer.

A C“\\ l:'\\\ G\\ N
FIGUUR 5.2.1

De liniaal YX draait om het punt Y, YB heeft een vaste lengte. De stang BC staat
loodrecht op YX en wanneer de liniaal YX om Y draait, verschuift BC de stang CD
die loodrecht staat op YZ. CD verschuift op zijn beurt de stang DE die loodrecht
staat op YX, waardoor dan DE de stang EF (loodrecht op YZ) verschuift, enz.. Het
snijpunt van de laatste stang, GH, met de draaiende liniaal YX beschrijft dan een
kromme zoals Descartes bedoelde: deze ontstond door opvolgende continue
bewegingen.
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Descartes merkt slechts op dat de baan van B een cirkel is en dat de banen van D, F
en H steeds ‘complexer’ zijn, zonder hun vergelijking af te leiden. Stelt men echter
YB =a, YG = x en GH =y, dan vindt men na enige berekening voor de baan van H
de vergelijking 2 =a??+ y2)5 . Wij zullen op dit voorbeeld niet nader ingaan,
maar verwijzen hiervoor naar Géométrie blz. 317 en 318 en naar [16] en [52].
Hoewel Descartes hier geen vergelijkingen opstelt, maakt hij wel de volgende
opmerking, met een zin die wel tot de allerbelangrijkste van de wiskundeliteratuur
gerekend kan worden.

le ne scache rien de meilleur que de dire que tous les poins, de celles qu’on peut
nommer Geometriques, c’est a dire qui tombent sous quelque mesure précise &
exacte, ont necessairement quelque rapport a tous les poins d’une ligne droite, qui
peut estre exprimé par quelque equation, en tous par une mesme.

In vertaling:

Ik kan het niet beter uitdrukken dan door te zeggen dat alle punten op deze
{krommen} die men meetkundige kan noemen, d.w.z. die op enigerlei wijze een
nauwkeurige en exacte bepaling toelaten, noodzakelijkerwijze een zekere betrekking
hebben tot alle punten van een rechte lijn, welke betrekking uitgedrukt kan worden
door een of andere vergelijking die voor alle punten dezelfde is.

Het gaat hierbij om de betrekking tussen de abscis en de ordinaat van elk punt op de
betreffende kromme. Hoewel Descartes dit hier niet expliciet zegt, blijkt uit het
vervolg dat de bedoelde betrekking een algebraische vergelijking moet zijn. Voor
hem zijn dus toelaatbare krommen algebraische krommen. Krommen die niet
hieronder vallen, werden mechanische krommen genoemd. Later zou Leibniz het
onderscheid algebraisch versus transcendent maken.

Direct aansluitend introduceert Descartes een indeling van meetkundige krommen
in, wat hij noemt, genres; wij zullen spreken over soorten of klassen.

Tot de eerste soort behoren de krommen voorgesteld door een vergelijking van de
graad 1 of 2, dus rechten, cirkels, parabolen, hyperbolen en ellipsen. Tot de tweede
soort behoren de krommen met vergelijking van de graad 3 en 4.

In het algemeen: elke soort bestaat uit krommen met vergelijkingen van oneven
graad en de daarop volgende even graad. Descartes was daarbij geinspireerd door
het feit dat een vergelijking van de graad vier oplosbaar is door middel van een
resolvente van de graad drie en door zijn onjuiste vermoeden dat een vergelijking
van de graad zes oplosbaar is door middel van een vergelijking van de graad vijf,
enz.

Hierna geeft hij een tweede voorbeeld van het voortbrengen van een kromme op een
aanvaardbare wijze. (Géomeétrie, blz. 320-322). Deze methode is veel algemener dan
die bij het eerste voorbeeld en neemt een belangrijke plaats in de Géométrie in.

In Figuur 5.2.2 is NKL een gegeven hoek; KL = b, NL en GA staan loodrecht op de
drager AT van KL; NL = ¢, GA = a. Een liniaal gaat door het vaste punt G en door
het beweeglijke punt L op AT; deze liniaal draait om het punt G en sleept daarbij KL
langs diens drager AT. Het gaat nu om de baan van het snijpunt C (op het verlengde
van KN) met de roterende liniaal.
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FIGUUR 5.2.2

Descartes kiest de drager AT van KL als abscis-as, met A als beginpunt. En passant
merkt hij op (zonder bewijs) dat deze keuze de graad van de kromme die de baan
van het punt C beschrijft, niet beinvloedt.

Als ordinaatrichting kiest hij de richting van AG. Abscis en ordinaat x en y van C
zijn dus respectievelijk AB en BC waarbij geldt dat BC | AG.

Men ziet dan direct dat
CB:BK=NL:LK=c:b,

Dus BK=-b-}—},
c
zodat BL=BK-LK= -b-X—b
c
en AL=AB+BL=x+b—y-b.

c
Ook geldt CB:BL=GA: AL,
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dus y:(—lly——-b)=a:(x+b—y—b),
C C

waaruit volgt y2 =cy- % +ay—ac.

Hieruit blijkt dat het om een kromme van de eerste soort gaat. Descartes deelt
zonder meer mede dat het een hyperbool betreft. Overigens zij opgemerkt dat deze
methode in principe ook gebruikt is door Jan de Witt om beide takken van een
hyperbool te genereren en daaruit op zuiver meetkundige wijze een groot aantal
eigenschappen daarvan af te leiden (Liber Primus, blz. [178] — [182]).

Neemt men voor de bewegende kromme een halve cirkel met middelpunt L en straal
R, dan krijgt men een kromme met vergelijking

2 2 2 2
x*y? +y*(a-y)* =R*(a-y)*,
Kiest men nu a—y als nieuwe ordinaat (d.w.z. keert men op de ordinaat-as de

richting om en neemt men G als oorsprong) en verwisselt men vervolgens abscis en

ordinaat, dan krijgt men de vergelijking van de conchoide in de bekende vorm
(Jr—a)z(x2 + y2) = R%x2.

Descartes deelt echter zonder meer mee dat deze keuze van de bewegende kromme

tot een conchoide leidt.

Indien men in plaats van de hoek NKL voor de voortschuivende kromme een

parabool kiest, dan ontstaat een kromme van de derde graad die bekend staat als de

parabool van Descartes en ook wel trident of drietand genoemd wordt. Deze speelt

een belangrijke rol bij het probleem van Pappus voor vijf lijnen en bij het oplossen

van vergelijkingen van de graad vijf of zes. Op deze kromme komen we nog terug in

Appendix §3.

Descartes trekt nu enkele conclusies die niet alle houdbaar bleken. Allereerst zegt hij

dat uit berekening volgt dat een kromme van de eerste soort op bovengenoemde

wijze een kromme van de tweede soort genereert en dat in het algemeen een

kromme van een zekere soort altijd een kromme genereert die tot de daaropvolgende

soort behoort.

Fermat weerlegde deze bewering met een eenvoudig voorbeeld. De kubische

parabool met vergelijking y3 = x, en dus behorende tot de tweede soort, genereert

een kromme met vergelijking ( y3 —a)(b— y)=xy (a en b afhankelijk van de keuze

van de liniaal), die van de graad vier is en tot dezelfde soort behoort.

Wel merkt hij terecht op dat alle zo ontstane krommen een algebraische vergelijking
hebben. Zonder bewijs gaat hij ervan uit dat het omgekeerde ook geldt. Dit is wel
juist, maar werd eerst in de 19° eeuw bewezen (zie. [5}).

Vervolgens brengt Descartes zijn classificatie in verband met de oplossingen van het
Pappusprobleem. Hij toonde al aan dat in het geval van drie of vier lijnen de
oplossing een kromme van de graad twee, dus van de eerste soort is. Analoog
behoren oplossingen van het Pappusprobleem met hoogstens acht lijnen tot de eerste
of tweede soort en in de situatic met hoogstens twaalf lijnen komt men op
oplossingen die tot de derde of lagere soort behoren. Dan trekt hij echter een
voorbarige conclusie. Men kan met z6 veel verschillende rechten in het platte vlak
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26 veel verschillende Pappusproblemen stellen, die elk een algebraische kromme tot
oplossing hebben, dat Descartes zich laat verleiden tot de uitspraak dat omgekeerd
elke toelaatbare kromme de oplossing is van een of ander Pappusprobleem. Newton
(1642 — 1747) zou deze bewering weerleggen.

Resumerend: als we de verzameling algebraische krommen voorstellen door A, die
van de oplossingen van Pappusproblemen door P en die van de krommen die door
een combinatie van continue bewegingen worden voortgebracht door C, dan geldt
A=C,PcAA#P.

Na deze excursie over de classificatie van vlakke krommen gaat Descartes verder
met het probleem van Pappus voor vier lijnen en werkt dit volledig uit. Hierbij komt
hij tot de conclusie dat in dit geval de oplossingen kegelsneden zijn, die hij
gedetailleerd beschrijft. De berekeningen die tot zijn conclusies leiden vindt de lezer
samengevat in de Inleiding. Wij zullen op deze plaats verder gaan met Descartes’
behandeling van het probleem van Pappus voor vijf lijnen, waarmee hij zijn
beschouwingen over het probleem van Pappus besluit.

3. Descartes’ behandeling van het probleem van Pappus voor vijf
lijnen

Het eerste geval dat Descartes aan de orde stelt is de situatie waarin alle vijf lijnen
evenwijdig zijn. Zonder meer merkt hij op dat in dit geval de gezochte punten op
een of meer rechte lijnen liggen. Voor ons is het direct in te zien dat deze rechten
afhangen van de oplossingen van een derdegraadsvergelijking met reéle
coéfficiénten.

+X
A
c__ B
|
|
|
|
- S SN A N EU—
ty G El M 4 Is
fe—— Me L A —
1 1> I3 1

FIGUUR 5.3.1
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Vervolgens beschouwt hij de situatie waarin het gaat om vier equidistante lijnen
l,15,13,1, met onderlinge afstand a, terwijl de vijfde lijn, /s, daar loodrecht op staat
(zie Figuur 5.3.1). Van de mogelijkheden voor de plaats van de afstanden 4, in de
formule kiest Descartes

didydy = adqds.
Met de eerder gemaakte afspraken over de abscis x en ordinaat y van C geldt dan

(2a - y)(a-y)a +y)=axy.
De vergelijking van de plaats laat zich dus schrijven als

y3 - 2ay2 - a2y +2a° = axy.
Het zal blijken dat deze plaats de eerder genoemde parabool van Descartes oftewel
de drietand (trident) is.

FIGUUR 5.3.2

Om dit aan te tonen beschouwt Descartes de situatie in Figuur 5.2.2 en kiest in
plaats van de hoek NKL een dalparabool met as langs AN, top in K en met parameter
a (zie Figuur 5.3.2). Het punt L op AN ligt binnen de parabool op vaste afstand a van
K. De liniaal door G (GA = 2a) en L, draait ook nu weer om G en sleept daarbij L
langs AN. Het punt L neemt daarbij de parabool mee. Het gaat ook nu weer om de
baan van het snijpunt C van de drager van GL met de schuivende parabool. Steeds
geldt dat CB en CM loodrecht staan op respectievelijk AN en AG.
In deze situatie geldt

GM:CM=CB:LB,
zodat (2Qa-y):x=y:LB,
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dus LB=—2_
2a—y
Ook geldt BK =LK~ LB,
dus BK=a——2>.
2a-y
Op grond van de definitie van de parabool geldt
CB* = aBK,
en dus y2 = a(a— ld ]
2a-y
oftewel y3 - 2ay2 - a2y +2a° = axy.

De vergelijking van deze kromme is dus dezelfde als die van de gezochte plaats, die

trident genoemd werd.

Het is eenvoudig in te zien dat in het algemene geval, waarin LK = a, AG = b en de
parabool als parameter p heeft, voor de geconstrueerde kromme geldt

y* —by? — pay+ pab = pxy.

Tenslotte merkt Descartes op dat men C ook kan kiezen op de rechterhelft van de

parabool en ook op de bijbehorende bergparabool.

Een tekening van de door hem geintroduceerde trident geeft hij niet; wij voegen hier
een schets toe voor het geval dat @ = 2 (Figuur 5.3.3).

A
y

FIGUUR 5.3.3
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Hierna komt terloops de situatie aan de orde waarin de lijnen [},l5,l3,14 niet
equidistant zijn en niet loodrecht staan op [s, terwijl de lijnen die vanuit C
getrokken worden niet loodrecht staan op de bijbehorende ;. Dit, zegt hij, leidt tot

een oplossing van geheel andere aard, evenals in het geval waarin geen twee lijnen
evenwijdig zijn.

Zoals voor de hand ligt, gaat Descartes ook in op het geval waarin
did,ds = ad4ds (zie Figuur 5.3.1). De oplossingskromme is ook dan van geheel

andere aard. Descartes geeft daarvan niet de vergelijking maar omschrijft deze op
een ondoorzichtige wijze.Rabuel stelde later deze vergelijking op:

axy — xy?' +2a%x = a2y - ay2.
(zie lit. [16] en [52]). Voor een meer gedetailleerde behandeling van het probleem
van Pappus voor vijf lijnen en het verband met de Cartesische parabool, wordt de
lezer verwezen naar het boeiende artikel van Bos ([5]), die daarbij ook de oorsprong
van de methode van Descartes om door middel van gekoppelde continue
bewegingen krommen te genereren, aan de orde stelt.

Met dit laatste geval van het vijflijnenprobleem besluit Descartes zijn behandeling
van het probleem van Pappus, want, zegt hij, het was niet de bedoeling dit probleem
uitputtend te behandelen en hij acht het voldoende een methode te hebben
aangegeven om van de oplossingskromme oneindig veel punten te vinden.
Voordat hij op een ander onderwerp overgaat, namelijk toepassingen van zijn
nieuwe methode, last hij een beschouwing in over het tekenen van toelaatbare
krommen en speciaal over het onderscheid tussen algebraische en mechanische
(later: transcendente) krommen.
Bij de mechanische krommen, zoals bijv. de spiraal en de quadratrix, vindt men bij
de constructie niet alle punten, maar alleen die welke men met eenvoudiger
middelen kan bepalen, terwijl de andere punten eigenlijk alleen met de kromme zelf
gevonden zouden kunnen worden (interpolatie).
Bij de krommen die door middel van een ‘regelmatige continue beweging’ ontstaan,
kan men elk willekeurig punt construeren en daarom verdient deze methode
eveneens een plaats in de meetkunde, naast het gebruik van passer en liniaal alleen.
Ook een passend gebruik van de ‘touwtjesconstructies’ van kegelsneden sluit hij niet
uit, maar met nadruk wijst hij erop dat de lengte van kromme lijnen *“niet door
mensen gekend kan worden.”
Op dit punt zou de geschiedenis hem in het ongelijk stellen. In 1659 gaf Van
Heuraet in zijn Epistula de Transmutatione Curvarum Linearum in Rectas een
methode om de lengte van een paraboolsegment en in het algemeen van krommen
n+l

met vergelijking y" = te bepalen, nadat in 1657 William Neil de rectificatie

van de kubische parabool als geisoleerd probleem had behandeld (zie [26] en [44]).

Tenslotte wijst hij er met nadruk op dat de vergelijking van een kromme ons in staat
stelt alle belangrijke grootheden van deze kromme te bepalen, zoals middellijnen,
assen, middelpunt en ook andere grootheden die betrekking hebben op deze
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kromme, waardoor we andere mogelijkheden kunnen vinden om deze kromme te
beschrijven om daaruit de eenvoudigste te kiezen.

Hierbij gebruikt hij het woord ‘vergelijking’ niet, maar spreekt hij over

Le rapport, qu’ont tous les poins d'une ligne courbe a tous ceux d’une ligne droite.

Als eerste toepassing van zijn nieuwe methode kiest hij de constructie van de
normaal in een punt van een kromme, een ontdekking waarop hij bijzonder trots
was, of, zoals hij het zelf zegt (Géométrie, blz.342):

Er i'ose dire que c’est cecy le problesme le plus utile, & le plus general non
seulement que ie scache, mais mesme que i’aye iamais desiré de scavoir en
Geometrie.

In vertaling:

En ik durf te zeggen dat dit niet alleen het nuttigste en het algemeenste probleem is
dat ik ken, maar zelfs datgene dat ik altijd al heb willen doorgronden in de
meetkunde.

Op dit punt zullen we de behandeling van het Pappusprobleem door Descartes
afsluiten. Voor de toepassing van de parabool van Descartes op het oplossen van de
zesdegraadsvergelijking, eigenlijk het hoofddoel van Descartes, wordt de lezer
verwezen naar de literatuur (Bos [6] en Scott [52]).
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