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Robust numerical methods for boundary-layer
equations for a model problem of flow over a
symmetric curved surface

ABSTRACT
We investigate the model problem of flow of a viscous incompressible fluid past a symmetric
curved surface when the flow is parallel to its axis. This problem is known to exhibit boundary
layers. Also the problem does not have solutions in closed form, it is modelled by boundary-
layer equations. Using a self-similar approach based on a Blasius series expansion (up to three
terms), the boundary-layer equations can be reduced to a Blasius-type problem consisting of a
system of eight third-order ordinary differential equations on a semi-infinite interval. Numerical
methods need to be employed to attain the solutions of these equations and their derivatives,
which are required for the computation of the velocity components, on a finite domain with
accuracy independent of the viscosity, which can take arbitrary values from the interval (0, l]. To
construct a robust numerical method we reduce the original problem on a semi-infinite axis to a
problem on the finite interval [O,K], where K = K(N) = ln N. Employing numerical experiments
we justify that the constructed numerical method is parameter robust.

2000 Mathematics Subject Classification:  65N05, 76D10
Keywords and Phrases: body of revolution; boundary layer; parameter-robust numerical methods
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U(x) =
3

2
U∞

{

x

R
−

1

3!

x3

R3
+

1

5!

x5

R5

}

, :PB � 	�>

Ù8Ñ Ç É Ç U∞

ÒÔÕÚÊËÑ Ç Î É Ç¶Ç ä 6#ÍZÙ 4 Ç ØÍ�ÓUÒ Ê¡Û È ¥=É6¥=ØØ Ç Ø�ÊËÍÁÊËÑ Ç
x

ä ¥=á�ÒÕ ��� ¦ :PB � D%>Ú¥=¦�§ :3B � 	A> x
R§ Ç ¦�Í	Ê Ç Õ%ÊÃÑ Ç Ó Ç ¦'ÊÃÉÃ¥	Ø�¥	¦��	Ø Ç Ì Ç ¥	ÕË×�É Ç §�Î ÉÃÍ	Ì ÊÃÑ Ç Õ¡Ê6¥��	¦#¥ZÊËÒÍ	¦ È Í'Ò ¦,Ê ��G ÇWÇ Ì È Ñ�¥'ÕHÒ�� Ç

ÊËÑ�¥=ÊÁÒ¦ ÊËÑ�ÒÕ È ¥ È#Ç É�Ù Ç ÕHÊË×�§�Û ¥�ÓUÍ'Ì È ×�ÊÃ¥=ÊËÒÍ	¦�¥	Ø%Ì Ç ÊÃÑ�Í�§�¥	¦�§ ¦�Í	Ê�¥�6�ÍZÙ È ÉÃÍ% ä
Ø Ç Ì � �«Ñ Ç Õ Ç §�¥�Û�Õ@��Î Í'É_ÕHÍ'ØC4�Ò¦�� 6�ÍZÙ È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì�Õ�¥	ÉËÍ'×�¦�§ � Ç Í'Ì Ç ÊËÉÃÒ Ç Õ"ØÒü Ç § Ç ÕÃÓUÉÃÒ % Ç §
Ò ¦ � Ò � � B	�%ÊËÑ Ç Î ×�ØØ � ¥=4�Ò Ç É ä¡� ÊËÍ'ü Ç Õ Ç�M ×�¥=ÊËÒÍ	¦�Õ ¥=É Ç ÊËÍ % Ç È É Ç Î Ç ÉÃÉ Ç §�¥�%�ÍL4 Ç ÊÃÑ Ç
%#Í'×�¦�§�¥	ÉËÛ ä Ø¥�Û Ç É Ç�M ×�¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ �

�«Ñ Ç ÕËÒ Ì È Ø Ç � Ç Í	Ì Ç ÊËÉÃÛ"Í=Î�ÊÃÑ Ç %�Í�§�Ûw�	Ò94 Ç ¦r%,Û :3B � D�>¾ÒÔÕsÓ6Ñ�Í,Õ Ç ¦_Ì Ç É Ç ØÛ*Ò¦EÍ	É6§ Ç É ÊËÍ
§ Ç Ì�Í	¦#Õ¡ÊÃÉÃ¥=Ê Ç ¥�ÓUÍ'Ì È ×�ÊÃ¥=ÊËÒÍ	¦�¥	Ø'Ì Ç ÊËÑ�Í�§ � �«Ñ�ÒÔÕÐÌ Ç ÊËÑ�Í�§£ÊË×�ÉË¦�ÕÐÍ'×�ÊsÊÃÍ�% Ç ¥ È�È ØÒÔÓ¶¥�%�Ø Ç
Ò ¦ È É6¥	ÓUÊËÒÔÓ Ç Î Í	É�%#Í�§�Ò Ç Õ8Í	Î
É Ç 4	Í	Ø×�ÊÃÒ Í'¦öÙ8Ò ÊËÑ�Ì�Í	É Ç � Ç ¦ Ç É6¥=Ø2Ó¶Í	¦,ÊËÍ'×�ÉÃÕñÎ Í'É�Ù8Ñ�ÒÔÓ6Ñ ÊÃÑ Ç
ÌÁÒ¦�ÒÌ�¥=Ø�É6¥	§�Ò ×�Õ Í=Î ÓU×�ÉF4Z¥ZÊË×�É Ç Í	Î�ÊÃÑ Ç Ì Ç ÉÃÒÔ§�Ò¥	¦�¥=É6Ó«É Ç Ì�¥	Ò ¦#ÕøÌ£×�Ó6Ñ�ØÔ¥=É#� Ç ÉøÊËÑ�¥	¦�ÊÃÑ Ç
ÊËÑ�ÒÔÓ6ü�¦ Ç ÕÃÕ«Í=ÎÐÊËÑ Ç %�Í	×�¦�§�¥=ÉÃÛ�ØÔ¥�Û Ç É8¥	ÉËÒÔÕHÒ¦��ÁÒ ¦¯ÊÃÑ Ç 6�ÍZÙ È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì}Ò¦ M × Ç Õ¡ÊÃÒ Í'¦ �

� Ê ÒÕ
ü�¦�ÍZÙ8¦�ÊËÑ#¥ZÊ%¥	ÕÐÊÃÑ Ç 4�ÒÕÃÓUÍ,ÕHÒ Ê¡Û ν Í=Î�ÊËÑ Ç 6�×�ÒÔ§ÁÓ6Ñ#¥=¦�� Ç Õ@��ÊËÑ Ç ÊÃÑ�ÒÓ6ü�¦ Ç ÕËÕøÍ	Î#ÊÃÑ Ç
%#Í'×�¦�§�¥	ÉËÛEØÔ¥�Û Ç ÉsÒÔÕ
¥�� Ç ÓUÊ Ç § �=� Ê
ÒÕ%§ Ç ÕËÒ É6¥�%�Ø Ç ÊËÍWÑ�¥=4 Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=Ø�Ì Ç ÊÃÑ�Í�§�ÕøÎ Í'É
Ù8Ñ�ÒÓ6Ñ
ÊËÑ Ç ¥'ÕËÕËÍ�ÓUÒÔ¥ZÊ Ç § Ç ÉÃÉËÍ'ÉÃÕñÎ Í	É«ÊÃÑ Ç 4 Ç ØÍ�Ó¶ÒãÊ¡Û ÓUÍ	Ì È Í	¦ Ç ¦,ÊÃÕ u, v ¥	É Ç Ò¦�§ Ç¶È�Ç ¦#§ Ç ¦,Ê"Í	ÎsÊÃÑ Ç
4,ÒÔÕÃÓUÍ'ÕËÒ Ê¡Û ν ��� ØãÊÃÑ�Í	×��'ÑiÎ ÉÃÍ	Ì�¥ È Ñ,Û�ÕËÒÓ@¥=Ø È Í'Ò ¦,Ê«Í=Î�4�Ò Ç Ù ν Ì�¥�Û�¦�Í	ÊÚ¥ È�È ÉËÍ,¥	Ó6Ñ�� Ç ÉÃÍ��
¦ Ç 4 Ç ÉËÊËÑ Ç Ø Ç ÕËÕ"Ù Ç Ù8ÒØØÐÓ¶Í	¦�ÕËÒ§ Ç É�ÊÃÑ Ç Î ×�Ø ØøÉ6¥=¦�� Ç Í=Î Ò ÊÃÕ.4�¥	Ø × Ç Õ ν ∈ (0, ν0]

�#Î Í	É*ÕËÍ	Ì Ç
� á Ç § ν0

�ÐÎ Í	É�ÊËÑ Ç¯È ×�É È Í'Õ Ç Í	Î8Ê Ç ÕHÊËÒ¦�� Í	×�ÉÁÌ Ç ÊÃÑ�Í�§ �
� Õ Ç Ø Î ä ÕËÒÌÁÒØÔ¥=É�¥ È�È ÉÃÍ'¥'Ó6Ñ�ÊËÍ
� Ç ¦ Ç É6¥ZÊ Ç ÊÃÑ Ç 4 Ç ØÍ�ÓUÒ Ê¡Û ÓUÍ'Ì È Í'¦ Ç ¦,ÊÃÕ"×�ÕËÒ ¦�� ¥i�ÚØ¥'ÕHÒ×�Õ"Õ Ç ÉÃÒ Ç Õ Ç á È ¥=¦�ÕËÒ Í'¦/× È ÊËÍiÊ¡ÙñÍ
Ê Ç ÉÃÌ�Õ¶��±J�³´�� � ¥_ÓU×�É84 Ç §o%#Í�§�Û�Ù8ÒãÊÃÑ�¥ È ¥	ÉÃ¥%#Í'Ø ÒÔÓ È ÉËÍ � Ø Ç ÒÔÕ §�ÒÔÕÃÓU×�ÕÃÕ Ç §£Ò¦ ; ÜO<æ�	Ù8Ñ Ç É Ç Ù Ç
ÕHÍ'ØC4 Ç ¥�ÕËÛ�Õ¡Ê Ç Ì)Í	ÎsÊÃÑ�É Ç¶Ç Í	É6§�Ò¦�¥=ÉÃÛö§�Ò�� Ç É Ç ¦,ÊËÒÔ¥=Ø Ç�M ×�¥=ÊËÒÍ	¦�Õ«¦�×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø ØÛ � �«Ñ Ç ÙÚÍ	ÉÃü
ÊËÑ�¥=Ê�Ù8Ò ØØ¾Î Í	ØØ ÍZÙRÒ ¦¯ÊËÑ Ç ÕH×�Ó@Ó Ç@Ç §�Ò¦���Õ Ç Ó�ÊËÒÍ	¦#Õ8ÓUÍ	¦#Ó Ç ÉÃ¦�Õ«¥ÁÕ Ç ØãÎ ä ÕHÒÌ�Ò ØÔ¥=É�¥ È�È ÉÃÍ'¥'Ó6Ñ�ÊËÍ
� ¦�§�Ò¦��iÊÃÑ Ç 4 Ç ØÍ�Ó¶ÒãÊ¡Û/ÓUÍ'Ì È Í'¦ Ç ¦,ÊÃÕ"×�ÕËÒ ¦�� ¥i�ÚØ¥'ÕHÒ×�Õ�Õ Ç ÉÃÒ Ç Õ Ç á È ¥=¦�ÕËÒ Í'¦/× È ÊËÍiÊËÑ�É Ç¶Ç
Ê Ç ÉÃÌ�Õ ��� Ç É Ç ¥�ÕËÛ�ÕHÊ Ç Ì�Í=Î Ç Ò �	Ñ,ÊÐÍ	É6§�Ò ¦#¥=ÉÃÛ*§�Ò�� Ç É Ç ¦,ÊËÒÔ¥=Ø Ç�M ×�¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ2¦ Ç¶Ç §�Õ2ÊÃÍ�% Ç ÕËÍ	Ø94 Ç §
¦,×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø ØÛ � �«Ñ Ç ¥ È�È ÉÃÍ'¥	Ó6Ñ£Ñ Ç É Ç ÒÕøÕËÒ Ì�ÒØ¥	ÉøÊËÍ*ÊËÑ Ç ¥ È�È ÉÃÍ'¥	Ó6Ñ£Ò ¦,ÊËÉÃÍ�§�×�Ó Ç §EÒ¦ ; ÜL<�Î Í	É
ÊËÑ Ç %�Í	×�¦#§�¥=ÉÃÛ_Ø¥�Û Ç ÉøÍ	¦�¥�%#Í�§�Û�Í=Î#É Ç 4'Í	Ø×�ÊËÒÍ	¦Á¥=¦�§£ÊËÍ�ÊÃÑ�¥ZÊ Ò¦ ; Ý=<�Î Í'ÉøÊËÑ Ç %�Í	×�¦�§�¥=ÉÃÛ
Ø¥�Û Ç É£ÍL4 Ç ÉÁ¥76#¥=Ê È ØÔ¥ZÊ Ç �ÐÉ Ç Õ È�Ç ÓUÊËÒ94 Ç Ø Û �Ð� ÍZÙ Ç 4 Ç É:��Í'¦�ØÛ Í'¦ Ç Í'ÉÃ§�Ò ¦�¥	ÉËÛ�§�Ò�� Ç É Ç ¦,ÊËÒÔ¥=ØÇ�M ×�¥ZÊÃÒ Í'¦�Ù«¥	ÕÁÉ Ç�M ×�ÒÉ Ç § Ò¦ ; Ý�<"¥	¦�§ ÊÃÑ�É Ç¶Ç Í	É6§�Ò¦�¥=ÉÃÛ §�Ò�� Ç É Ç ¦,ÊÃÒ¥	Ø Ç�M ×�¥ZÊÃÒ Í'¦�ÕÁÙ Ç É Ç
É Ç�M ×�Ò É Ç § ÊËÍ � ¦�§�ÊËÑ Ç ÕHÍ'Ø ×�ÊÃÒ Í'¦�Ò¦ ; ÜL< �%� Ç É Ç ÊËÑ Ç�È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì ÒÕ�Ì�Í'É Ç ÓUÍ'Ì È Ø ÒÔÓ¶¥=Ê Ç §
¥	Õ"ÕËÒÌ£×�Ø ÊÃ¥	¦ Ç Í'×�Õ�¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=ØÐÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦�Í=Î Ç Ò �'Ñ'Ê�Í	É6§�Ò¦�¥=ÉÃÛ §�Ò�� Ç É Ç ¦,ÊËÒÔ¥=Ø Ç�M ×�¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ�ÒÔÕ
É Ç�M ×�Ò É Ç § �8  ¦�ÊËÑ Ç %�¥'ÕHÒÔÕiÍ	Î_ÊËÑ Ç ¥	ÕÃÕË×�Ì È ÊËÒÍ	¦ :PB � D%>U�ñÙ Ç §�É6¥�Ù�ÊËÑ Ç %#Í�§�Û È ÉÃÍ � Ø Ç
Ò ¦�Ó¶Ø ×#§�Ò ¦���ÊËÑ Ç ÊÃÑ�ÒÉÃ§ Ê Ç ÉÃÌ � �«Ñ Ç %�Í�§�Û�ÒÔÕ£¥=¦ ¥=á�ÒÔ¥=ØØÛ�ÕHÛ�Ì�Ì Ç ÊÃÉËÒÔÓ�ÓU×�ÉF4 Ç §�ÕH×�ÉËÎ¿¥	Ó Ç �
Õ Ç@Çw� Ò � � B'��Ù8Ñ Ç É Ç R = 1

�
  ×�Éñ¥ È�È ÉÃÍ'¥	Ó6Ñ�ÒÔÕ1%�×�ÒØ§öÍ	¦�ÊÃÑ Ç ÙÚÍ	ÉÃüÁÍ=ÎQ; ÜL< %�×�Ê«Ù Ç ÕHÍ'ØC4 Ç ÊËÑ Ç"Ç á�ÊÃÉÃ¥ � 4 Ç §�Ò�� Ç É äÇ ¦,ÊËÒÔ¥=Ø Ç�M ×#¥ZÊËÒÍ	¦#Õ ��� Õ«Ù Ç ÕHÑ#¥=ØØ2ÕHÑ�ÍZÙRÒ ¦ � Ç ÓUÊËÒÍ	¦ D���ÊÃÑ Ç Í%�Ê6¥=Ò¦ Ç § É Ç ÕH×�ØãÊ6ÕÚÊËÍ� Ç ÊÃÑ Ç É
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	 z ^�i q V'X¡^ ��` F kÔ^¶X r(x) = x −
x3

6R2
+

x5

120R4
.

Ù8ÒãÊÃÑ�ÊËÑ Ç É Ç ÕH×�Ø ÊÃÕ"Ò ¦ ; ÜL<ø¥=ØØ ÍZÙ ×�Õ�ÊËÍöÓ¶Í	Ì È ×�Ê Ç ÊËÑ Ç 4 Ç Ø Í�ÓUÒ Ê¡Û Ó¶Í	Ì È Í	¦ Ç ¦'Ê6Õ �EG Ç Ù8Ò ØØÇ Ì È ØÍZÛ�ÌÁÍ'¦�Í=ÊÃÍ	¦ Ç Ì Ç ÊÃÑ�Í�§�ÕWÕHÒÌ�Ò ØÔ¥=É�ÊËÍ ; Ý=< � ; ÜL<
ÊÃÍ � ¦�§�ÊÃÑ Ç Õ Ç ØãÎ ä ÕËÒ Ì�ÒØ¥	É�ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦
Í=Î È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì :PB � B�>���:3B � 	A> �� Õi¦�Í=Ê Ç §�Ò¦ ; ��� � Ç Ó�ÊËÒÍ	¦ B�B < �ñ¥��ñØÔ¥	ÕËÒ×�ÕiÕ Ç ÉÃÒ Ç Õö¥ È�È ÉËÍ,¥	Ó6Ñ ÒÕ ¥ È�È Ø ÒÔÓ¶¥%�Ø Ç Î Í	É
%#Í�§�Ò Ç Õ8Í	ÎÐÉ Ç 4'Í	Ø×�ÊËÒÍ	¦¯Í=Î
¥=¦�Û�Î Í'ÉËÌ/��%�×�Ê�ÒãÊ*ÒÕ8Ì�Í,Õ¡Ê«Ê Ç §�ÒÍ	×�Õ ��� ¦¯ÊËÑ�ÒÔÕ"Ó¶Í	¦�¦ Ç Ó�ÊÃÒ Í'¦ Ò Ê
ÒÕøÒÌ È Í'ÉHÊ6¥=¦,ÊøÊËÍE§ Ç 4 Ç ØÍ È�Ç� ÓUÒ Ç ¦,Ê�µË»��Uª�·�¸�¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=Ø�Ì Ç ÊÃÑ�Í�§�ÕøÎ Í'É
Ò Ì È Ø Ç Ì Ç ¦,Ê6¥ZÊËÒÍ	¦
Í=ÎÐÊËÑ�ÒÔÕ8¥ È�È ÉËÍ,¥	Ó6ÑöÒ¦ È É6¥	Ó�ÊÃÒÓ Ç �

�«Ñ Ç Ì Ç ÊÃÑ�Í�§�ÕË×��� Ç ÕHÊ Ç §�Ò ¦ ÊÃÑ�ÒÔÕ È ¥ È�Ç É£ÒÔÕ�Ò ¦�§ Ç¶Ç § È ¥=É6¥=Ì Ç Ê Ç É�ÉËÍ�%�×�ÕHÊ@�Ð¥=¦�§ Ò Ê
¥=ØØ ÍZÙ�Õñ×�ÕñÊËÍ�§ Ç Ê Ç ÉÃÌ�Ò ¦ Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=ØØ ÛÁÊÃÑ Ç 4 Ç ØÍ�ÓUÒ Ê¡Û�ÓUÍ	Ì È Í	¦ Ç ¦,ÊÃÕ«¥=¦�§iÊËÑ Ç Ò É8§ Ç ÉËÒ94Z¥ ä
ÊËÒ94 Ç ÕÚÙ8Ò ÊËÑ/ÓUÍ'¦'ÊÃÉËÍ'Ø ØÔ¥�%�Ø Ç ¥'Ó¶Ó¶×�ÉÃ¥'ÓUÛÁÙ8Ñ�ÒÔÓ6Ñ ÒÔÕ«§ Ç � ¦ Ç §iÍ'¦�ØÛ{%,Û�ÊÃÑ Ç ¦�×�Ì % Ç ÉÚÍ=ÎÐÌ Ç ÕHÑÈ Í'Ò ¦,ÊÃÕ%×�Õ Ç § �	� Í%�×�ÕHÊ%Ì Ç ÊÃÑ�Í�§�Õ Í	Î#ÊÃÑ�ÒÔÕ
Ê¡Û È#Ç ¥=É Ç ¥ZÊHÊÃÉÃ¥'Ó�ÊÃÒC4 Ç ÊÃÍ % Ç ¥ È�È Ø Ò Ç §ÁÊÃÍ_Í=ÊËÑ Ç ÉÈ ÉËÍ�%�Ø Ç Ì�Õ
Ù8Ò ÊËÑ{%�Í	×�¦�§�¥=ÉÃÛEØ¥�Û Ç É6ÕøÙ8Ñ�Í'Õ Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦�Õ Ç á�Ñ�Ò %�ÒãÊ%Õ Ç Ø Î ä ÕHÒÌ�Ò ØÔ¥=É�% Ç Ñ#¥=4,ÒÍ	×�É �
�«Ñ Ç8È É Ç Õ Ç ¦,Ê È ¥ È�Ç ÉñÕHÑ�ÍZÙ�ÕÐÊÃÑ Ç�Ç� Ó¶Ò Ç ¦�ÓUÛ�Í=Î�ÊËÑ Ç § Ç 4 Ç ØÍ È�Ç §Á¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=Ø�Ì Ç ÊÃÑ�Í�§ÁÎ Í	É
ÊËÑ Ç ÕHÊË×#§�ÛÁ¥	¦�§�ÓUÍ'Ì È ×�ÊÃ¥=ÊËÒÍ	¦�Í=Î�ÊËÑ Ç 6�ÍZÙ�ÍL4 Ç É ÕËÛ�ÌÁÌ Ç ÊËÉÃÒÓ8Ó¶×�É84 Ç §ÁÕH×�ÉHÎ¿¥'Ó Ç Õ Ò ¦ÁÊËÑ#¥ZÊ
Ó¶¥	Õ Ç Ù8Ñ Ç ¦�ÊËÑ Ç ÊËÑ�ÒÔÓ6ü�¦ Ç ÕÃÕEÍ	Î«ÊËÑ Ç %#Í'×�¦�§�¥	ÉËÛ Ø¥�Û Ç ÉEÒÔÕ£ÕËÌ�¥=ØØñ¥	Õ�ÓUÍ'Ì È ¥=É Ç § ÊËÍ�ÊÃÑ Ç
ÉÃ¥'§�Ò ×#Õ Í=Î�Ó¶×�ÉF4�¥=ÊË×�É Ç Í=Î ÊÃÑ Ç Ì Ç ÉËÒÔ§�ÒÔ¥=¦i¥=É6Ó�¥=Ê Ç ¥'Ó6Ñ È Í'Ò ¦,Ê%Í	Î ÊËÑ Ç Õ¡ÊÃÉ Ç ¥=Ì�ØÒ ¦ Ç § %#Í�§�Û �

�,!�� (2)�������� � )Q(�� -����H&21P) $
� Õ
Ì Ç ¦,ÊÃÒ Í'¦ Ç §�Ò ¦ ; ÜL< �ZÒãÊ ÒÔÕ
ÙÚÍ	ÉËÊËÑÁ¦�Í=ÊÃÒ ¦��*ÊÃÑ�¥ZÊ ¦�Í Ç á È Ø ÒÔÓUÒ Ê%ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦�Õ
¥	É Ç ü�¦�ÍZÙ8¦�Î Í	ÉÈ ÉËÍ�%�Ø Ç Ì :PB � B�>���:3B � 	A> � � Í'Ø ØÍZÙ8Ò ¦�� ÊÃÑ Ç ¥=¦#¥=ØÛ�ÕËÒÔÕ*Í	Î.; �L< Ç Ì È Ø ÍZÛ�Ò¦���¥¯�ÚØÔ¥	ÕËÒ ×#Õ_Õ Ç ÉËÒ Ç Õ
¥ È�È ÉÃÍ'¥'Ó6Ñ2�,ÒãÊ8ÒÔÕ È Í,ÕËÕËÒ %�Ø Ç ÊËÍ�¥ZÊËÊÃ¥	Ò ¦¯¥ÁÕ Ç Ì�Ò ä ¥	¦�¥=ØÛ,ÊËÒÔÓ¶¥	Øº��Õ Ç ØãÎ ä ÕËÒ Ì�ÒØ¥	É«ÕËÍ	Ø×�ÊÃÒ Í'¦

uB =
(uB , vB) Ù8Ñ�ÒÔÓ6Ñ/Ó@¥=¦"% Ç Ù8ÉÃÒ ÊHÊ Ç ¦�¥	Õ

uB(x, y) =
∂ψ

∂y
, vB(x, y) = −

∂ψ

∂x
−

1

r

dr

dx
ψ, :æÝ � B�>

Ù8Ñ Ç É Ç ψ ÒÕÚÊÃÑ Ç 6�ÍZÙpÎ ×�¦�Ó�ÊÃÒ Í'¦ � � ÕËÒ¦���:3B � Ü%>���:ºÝ � B=>ñÉ Ç §�×�Ó Ç Õ Ç�M ×�¥=ÊËÒÍ	¦ :3B � B�>%ÊÃÍ

∂ψ

∂y

∂2ψ

∂x∂y
−

(

∂ψ

∂x
+

1

r

dr

dx
ψ

)

∂2ψ

∂y2
= U

dU

dx
+ ν

∂3ψ

∂y3
,
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Uª��=¸º±¿»=°�· Ü�	ß
Ù8ÒãÊÃÑ ÊÃÑ Ç %�Í	×�¦�§�¥=ÉÃÛöÓUÍ'¦�§�Ò ÊËÒÍ	¦�Õ

ψ(x, 0) =
∂ψ

∂y
(x, 0) = 0, lim

y→∞

∂ψ(x, y)

∂y
= U(x).

� ¦7; Ü=<¾Ù Ç ÓUÍ	¦#ÕHÒÔ§ Ç É Ç §�ÊÃÑ Ç Ó@¥	Õ Ç Í=Î2¥_ÕHÒÌ È Ø Ç � Ç Í	Ì Ç ÊÃÉËÛ�Ù8ÒãÊÃÑ�ÊËÑ Ç � ÉÃÕHÊ Ê¡ÙÚÍWÊ Ç ÉËÌ�Õ
Í=ÎÐÊËÑ Ç �ÚØÔ¥	ÕËÒ ×#Õ8Õ Ç ÉËÒ Ç Õ Ç á È ¥=¦�ÕËÒ Í'¦ ��� Ç É Ç % Ç Ó@¥=×�Õ Ç Í=ÎøÊËÑ Ç � Ç Í'Ì Ç ÊËÉÃÛZ�'ÒC4 Ç ¦"%,Û :3B � D�>��
Í	×�É
¥=ÒÌ�ÒÔÕ�ÊÃÍ�Ó¶Í	¦�ÕËÒÔ§ Ç ÉÐÊËÑ Ç �ÚØÔ¥	ÕËÒ ×�ÕøÕ Ç ÉÃÒ Ç Õ Ç á È ¥=¦�ÕËÒÍ	¦EÙ8Ò ÊËÑ�ÊËÑ�É Ç¶Ç Ê Ç ÉÃÌ�Õ@�:ÊËÑ�¥=ÊÐØ Ç ¥'§�Õ
ÊËÍÁÊËÑ Ç 6#ÍZÙpÎ ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦

ψ(x, y) =

√

νU∞R

12

[

3
x

R
f1(η) −

( x

R

)3

f3(η) +
1

40

( x

R

)5

f5(η)

]

,

Ù8ÒãÊÃÑ
η =

y

R

√

3U∞R

ν
. :æÝ � Ý�>

G Ç ¥=É Ç Ò¦,Ê Ç É Ç ÕHÊ Ç §EÒ¦ � ¦#§�Ò ¦��
uB

��±J�³´�� � ÊÃÑ Ç Õ Ç Ø Î ä ÕHÒÌ�Ò ØÔ¥=ÉøÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦EÍ	Î È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì :3B � B=>��
:3B � 	�>ñÒ¦¯ÊËÑ Ç É Ç ÓUÊÃ¥=¦��	×�ØÔ¥=É8§�Í'Ì�¥	Ò ¦ Ω̄ = (0, 1) × (0, 1)

� �«Ñ�×�Õ@��Ò¦�¥	Ó¶Ó¶Í	É6§�¥=¦#Ó Ç Ù8Ò ÊËÑ
:ºÝ � B�>%ÊÃÑ Ç 4 Ç Ø Í�ÓUÒ Ê¡ÛöÓ¶Í	Ì È Í'¦ Ç ¦,Ê6Õ8¥=É Ç �'ÒC4 Ç ¦"%,Û














uB(x, y) =
3U∞

2R
xf ′

1(η) −
U∞

2R3
x3f ′

3(η) +
3U∞

80R5
x5f ′

5(η),

vB(x, y) = −

√

3νU∞

R
{vB1

(x)f1(η)−vB2
(x)f3(η)+vB3

(x)f5(η)} ,

:æÝ � ÜA>

Ù8Ñ Ç É Ç

vB1
(x)=

120R4 − 40x2R2 + 3x4

120R4 − 20x2R2 + x4
, vB2

(x)=

(

80R4 − 20x2R2 + 4
3x

4

120R4 − 20x2R2 + x4

)

x2

R2
,

vB3
(x) =

(

72R4 − 16x2R2 + x4

120R4 − 20x2R2 + x4

)

x4

8R4
:æÝ � D%>

¥=¦�§ η ÒÔÕ��	Ò94 Ç ¦o%�Û :æÝ � Ý�>Ð¥=¦#§£ÊÃÑ Ç 4�ÒÕÃÓUÍ,ÕHÒ Ê¡Û ν Ó¶¥=¦�ÊÃ¥	ü Ç ¥=É#%�Ò ÊËÉ6¥=ÉÃÛN4�¥	Ø × Ç Õ
Ò¦ÁÊËÑ Ç Ñ�¥	ØãÎ
Ò ¦,Ê Ç É84Z¥	Ø (0, 1]

� �«Ñ�×�Õ@��%#Í	ÊËÑ�Ó¶Í	Ì È Í'¦ Ç ¦,Ê6Õ u(x, y) ¥	¦�§ v(x, y) � (x, y) ∈ Ω̄ § Ç¶È�Ç ¦�§
Í	¦ ÊËÑ Ç_È ¥	ÉÃ¥	Ì Ç Ê Ç É ν ��� Ç É Ç f1(η) ÒÔÕÚÊËÑ Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦¯Í=ÎÐÊËÑ Ç_È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì











f ′′′

1 (η) = −f1(η)f
′′

1 (η) +
1

2

(

f ′2
1 (η) − 1

)

, 0 < η <∞,

f1(0) = f ′

1(0) = 0, limη→∞ f ′

1(η) = 1.

:æÝ � 	�>

�«Ñ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦ f3(η) Ó@¥=¦"% Ç É Ç¶È É Ç Õ Ç ¦'Ê Ç §
%�Û�ÊËÑ Ç ÕË×�Ì}Í	ÎsÊ¡ÙÚÍÁÎ ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦�Õ

f3(η) = g3(η) + h3(η),
:æÝ � �A>

Ù8Ñ Ç É Ç ÊËÑ Ç Î ×�¦#Ó�ÊËÒÍ	¦ g3(η) ÒÕ«ÊÃÑ Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦¯Í=ÎsÊËÑ Ç %�Í	×�¦#§�¥=ÉÃÛ �%4Z¥=Ø× Ç�È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì










g′′′3 (η)=−f1(η)g
′′

3 (η)+2f ′

1(η)g
′

3(η)−2f ′′

1 (η)g3(η)−1, 0 < η <∞,

g3(0) = g′3(0) = 0, limη→∞ g′3(η) =
1

2
,

:æÝ � â >



Ü â Þ !��T���T!*°�·G�Zµ�± � � ���£»Z·6·(�=±³° � � ����»ZµË´¶° � ©	��
��s¼�Ä�±Ô·HÄ'úZ±³°
¥=¦�§öÊËÑ Ç Î ×�¦�Ó�ÊÃÒ Í'¦ h3(η)

ÒÕÚÊÃÑ Ç ÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦¯Í=ÎÐÊËÑ Ç %�Í	×�¦#§�¥=ÉÃÛ �%4Z¥=Ø× Ç�È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì






h′′′3 (η)=−f1(η)h
′′

3 (η)+2f ′

1(η)h
′

3(η)−2f ′′

1 (η)h3(η)−
1
2f1(η)f

′′

1 (η),

h3(0) = h′3(0) = 0, limη→∞ h′3(η) = 0, 0 < η <∞.

:æÝ � �A>

�«Ñ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦ f5(η) Ó@¥=¦"% Ç É Ç¶È É Ç Õ Ç ¦'Ê Ç §
%�Û�ÊËÑ Ç ÕË×�Ì}Í	Î � 4 Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦�Õ

f5(η) = g5(η) + h5(η) +
10

3
k5(η) +

10

3
j5(η) +

10

3
q5(η),

:æÝ � ßA>
Ù8Ñ Ç É Ç ÊÃÑ Ç Î ×�¦#Ó�ÊËÒÍ	¦#Õ g5(η) � h5(η)

� k5(η)
� j5(η) �¾¥	¦�§ q5(η)

¥=É Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦�Õ"Í=Î
ÊÃÑ Ç
Î Í	ØØ ÍZÙ8Ò¦�� %#Í'×�¦�§�¥	ÉËÛ ä 4�¥	Ø × Ç�È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì�Õ











g′′′5 (η) = −f1(η)g
′′

5 (η) + 3f ′

1(η)g
′

5(η) − 3f ′′

1 (η)g5(η) − 1,

g5(0) = g′5(0) = 0, limη→∞ g′5(η) =
1

3
, 0 < η <∞;

:ºÝ � B:ÞA>







h′′′5 (η)=−f1(η)h
′′

5 (η) + 3f ′

1(η)h
′

5(η)−3f ′′

1 (η)h5(η)−
2
3f1(η)f

′′

1 (η),

h5(0) = h′5(0) = 0, limη→∞ h′5(η) = 0, 0 < η <∞;

:ºÝ � BAB�>















k′′′5 (η) = −f1(η)k
′′

5 (η) + 3f ′

1(η)k
′

5(η) − 3f ′′

1 (η)k5(η)

−2g′23 (η) − 8
3g3g

′′

3 − 1
2 ,

k5(0) = k′5(0) = 0, limη→∞ k′5(η) = 0, 0 < η <∞;

:ºÝ � B�Ý�>



















j′′′5 (η)=−f1(η)j
′′

5 (η)+3f ′

1(η)j
′

5(η)−3f ′′

1 (η)j5(η)+4 g′3(η)h
′

3(η)

− 8
3 (g3 h

′′

3 + h3 g
′′

3 ) − 2
3 (f ′′

1 g3 + f1g
′′

3 ), 0 < η <∞,

j5(0) = j′5(0) = 0, limη→∞ j′5(η) = 0;

:ºÝ � B:ÜA>



















q′′′5 (η) = −f1(η)q
′′

5 (η) + 3f ′

1(η)q
′

5(η) − 3f ′′

1 (η)q5(η) + 2h′23

− 8
3h3h

′′

3 + 1
3f1f

′′

1 − 2
3 (f1h

′′

3 + f ′′

1 h3), 0 < η <∞,

q5(0) = q′5(0) = 0, limη→∞ q′5(η) = 0.

:ºÝ � B�D%>

� Õ*Ì Ç ¦,ÊËÒÍ	¦ Ç § Ç ¥	ÉËØÒ Ç É:��ÊËÑ Ç ÕËÛ�ÕHÊ Ç Ì :ºÝ � 	A>���:æÝ � �A>«Ñ#¥	Õ�¥=ØÉ Ç ¥	§�Û"% Ç@Ç ¦ ÕHÍ'ØC4 Ç §/¦�× ä
Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø ØÛ :ºÕ Ç@Ç ; ÜO< >U��Ñ Ç É Ç Í'×�É£¥	Ò ÌkÒÕEÊËÍ�ÓUÍ'¦�ÕHÊËÉÃ×�Ó�Ê£¥�ÉÃÍ%�×�Õ¡ÊE¦�×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø
Ì Ç ÊËÑ�Í�§
Î Í	É�ÊËÑ Ç ÕËÒ ¦��'×�ØÔ¥=É�ÕHÛ�ÕHÊ Ç Ì :æÝ � 	�>���:ºÝ � B�D%>��Ú±J�³´�� � ¥�Ì Ç ÊËÑ�Í�§�Î Í	ÉÁÙ8Ñ�ÒÔÓ6Ñ ÊËÑ Ç ¥'Ó¶ÓU×�ÉÃ¥'ÓUÛ
Í=Î"ÊÃÑ Ç ÓUÍ'Ì È Í	¦ Ç ¦,ÊÃÕ uB(x, y) ¥=¦�§ vB(x, y) �'ÒC4 Ç ¦ %,Û :ºÝ � ÜA> ��:æÝ � D%>��øÉ Ç Õ È#Ç Ó�ÊÃÒC4 Ç ØÛ	�
ÒÕ Ò ¦#§ Ç¶È�Ç ¦�§ Ç ¦,Ê¯Í	Î_ÊËÑ Ç È ¥	ÉÃ¥	Ì Ç Ê Ç É ν �8¥=¦�§pÒÕ¯§ Ç � ¦ Ç §RÍ	¦�ØÛ %�Û ÊËÑ Ç ¦�×�Ìo% Ç É Í	Î
Ì Ç ÕHÑ È Í'Ò ¦,ÊÃÕ*×�Õ Ç §/ÊÃÍ¯ÕËÍ	Ø94 Ç_È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì :ºÝ � 	�> ��:æÝ � B�D%>8Í	¦ [0,∞)

� �sÍöÓUÍ'¦�Õ¡ÊÃÉË×#Ó�Ê�ÕË×�Ó6Ñ
¥ ÉÃÍ%�×�Õ¡Ê�Ì Ç ÊÃÑ�Í�§ Ò ¦�¥	Ó@ÓUÍ'ÉÃ§�¥	¦�Ó Ç Ù8Ò ÊËÑ :ºÝ � Ü%>���:æÝ � D%>U�ÐÒ ÊiÒÔÕiÕH×  Ó¶Ò Ç ¦,ÊÁÊÃÍ Ñ�¥=4 Ç ¥=¦



�"»��Uª�·�¸��_ª�ù�´Uµ�±¿½.�Z¬���´¶¸ Ä�»M$�·%U»Zµ � »Zª�° $�=µ�¹��º÷m�=¹	´Uµ	��
Uª��=¸º±¿»=°�· Ü â B
¥	Ó¶Ó¶×�É6¥ZÊ Ç Ì Ç ÊËÑ�Í�§/ÊÃÍ ¥ È�È ÉÃÍ�á�ÒÌ�¥ZÊ Ç f1(η), f3(η) :¿Í	É g3(η), h3(η)

>"¥	¦�§ f5(η),
: Í'É

g5(η), h5(η), k5(η), j5(η), q5(η)
>Á¥=¦#§�¥=ØØ«É Ç Õ È�Ç ÓUÊËÒ94 Ç � É6Õ¡Ê�§ Ç ÉÃÒ94�¥=ÊËÒ94 Ç Õ£×�¦�ÒãÎ Í'ÉËÌ�ØÛ

Í	¦ ÊËÑ Ç Õ Ç Ì�Ò ä Ò¦ � ¦�Ò Ê Ç ¥=á�ÒÕ [0,∞)
�

� Í=Ê Ç ÊËÑ�¥=Ê�Ù8Ñ Ç ¦ ÊËÑ Ç_È ¥=É6¥=Ì Ç Ê Ç É ν ÒÕ3%�Í	×�¦#§ Ç § Î ÉÃÍ	Ì % Ç ØÍZÙ_� ±J�³´�� � ν ≥ ν0 > 0,ÊËÑ Ç ¦ η 4Z¥=ÉÃÒ Ç Õ«Í	¦ ÊËÑ Ç %�Í	×�¦#§ Ç §¯Ò¦'Ê Ç ÉF4Z¥=Ø [0, η0]
��Î Í	É�¥=ØØ (x, y) ∈ Ω̄ ��Ù8Ñ Ç É Ç

η0 =
1

R

√

3U∞R

ν0
.

� Ê�ÒÕ/ÙÚÍ	ÉËÊËÑ\¦�Í=ÊÃÒ ¦�� ÊÃÑ�¥ZÊ/ÊËÑ Ç Ó¶Í	Ì È ×�Ê6¥ZÊÃÒ Í'¦\Í	Î£ÊËÑ Ç ÓUÍ	Ì È Í	¦ Ç ¦,ÊÃÕ uB(x, y) ¥=¦�§
vB(x, y) Î Í'É (x, y) ∈ Ω̄ � ν ∈ [ν0, 1] �sÒãÎ f ′

1(η0)
� g′3(η0) � h′3(η0) � g′5(η0) � h′5(η0) �

k′5(η0)
� j′5(η0) ¥=¦�§ q′5(η0)

¥=É Ç �'ÒC4 Ç ¦2�¾ÒÔÕ_¥ ÕËÒÌ È Ø Ç�È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì/�
±J�³´�� � ¦�Í�Õ È�Ç Ó¶Ò � ÓÁÉÃÍ ä
%�×�ÕHÊ�Ì Ç ÊËÑ�Í�§¯ÒÔÕ«É Ç�M ×�Ò É Ç § �

�,!���� ��� -�� ��(*18/ � ��� ) �8- &213)'$
� ¦�ÊÃÑ Ç ÕH×#Ó¶Ó Ç@Ç §�Ò¦��/ÕH×�%�Õ Ç Ó�ÊÃÒ Í'¦�ÕWÙ Ç � É6ÕHÊ_Ó¶Í	¦�ÕHÊËÉÃ×�ÓUÊ�¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=ØøÌ Ç ÊÃÑ�Í�§�ÕWÊÃÍ/ÕËÍ	Ø94 Ç
È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì�Õ :ºÝ � B:ÞA>���:ºÝ � B�D%>���Ù8Ñ�ÒÔÓ6Ñ �	Ò94 Ç ×�ÕøÊÃÑ Ç ¥ È�È ÉËÍ�á�ÒÌ�¥ZÊËÒÍ	¦#Õ�ÊÃÍ g5 � h5

� k5
� j5 ¥=¦�§

q5
�'É Ç Õ È�Ç ÓUÊËÒ94 Ç Ø Û'�=Ù8Ñ�ÒÔÓ6Ñ�Ò ¦�ÊÃ×�ÉË¦{�'ÒC4 Ç ×�Õ f5 � � Í	É�%�É Ç 4�Ò Ê¡Û£Ù Ç Í	×�ÊÃØ Ò¦ Ç ÊÃÑ Ç�È ÉÃÒ¦�ÓUÒ È Ø Ç Õ

Í=Î¾Í	×�É ¦�×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø�Ì Ç ÊËÑ�Í�§�Õ%¥=¦�§�ÊËÑ Ç ¦�Ù Ç § Ç Ì�Í	¦�ÕHÊËÉ6¥ZÊ Ç8Ç á È ØÒÓ¶ÒãÊÃØ Û�Í	×�É Ó¶Í	¦�ÕHÊËÉÃ×�ÓUÊ Ç §
¦,×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø
Ì Ç ÊËÑ�Í�§ %�Û�ÕËÍ	Ø94�Ò ¦�� È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì :ºÝ � B@Þ%> � � Ò¦�¥=ØØ Û'�2×�ÕËÒ ¦�� ÊÃÑ Ç Õ Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=Ø
ÕHÍ'Ø ×�ÊÃÒ Í'¦�Õ ±J�³´���«ÊÃÑ Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=ØW¥ È�È ÉËÍ�á�ÒÌ�¥ZÊËÒÍ	¦#Õ�Í=Î f1 � f3 ¥	¦�§ f5

Ù Ç ÓUÍ'Ì È ×�Ê Ç
ÊËÑ Ç É Ç�M ×�Ò É Ç §�4 Ç ØÍ�ÓUÒ Ê¡Û¯Ó¶Í	Ì È Í	¦ Ç ¦'Ê6Õ ��� ¦ Õ Ç ÓUÊËÒÍ	¦�D#�¾Ù Ç Ù8Ò ØØ
ÕHÑ�ÍZÙ�Ù8Ò ÊËÑ�ÊËÑ Ç ¥=ÒÔ§�Í	Î
¦,×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø Ç á È�Ç ÉÃÒ Ì Ç ¦,Ê6ÕÚÊËÑ�¥=Ê8ÊËÑ Ç Ó¶Í	¦�ÕHÊËÉÃ×�Ó�Ê Ç § ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=Ø¾Ì Ç ÊËÑ�Í�§¯ÒÔÕ8ÉÃÍ%�×�ÕHÊ �

�«Ñ ÇiÇ�M ×�¥=ÊËÒÍ	¦�Õ£¥=¦�§ %�Í	×�¦�§�¥=ÉÃÛ ÓUÍ'¦�§�Ò ÊËÒÍ	¦�ÕEÎ Í	É È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì�Õ :ºÝ � B:ÞA>���:ºÝ � B�D%>*Ñ�¥=4 Ç
% Ç@Ç ¦ö§ Ç� ¦ Ç §�Ò ¦ � Ç Ó�ÊÃÒ Í'¦ Ý �,� ØØ�ÊÃÑ Ç"Ç�M ×#¥ZÊËÒÍ	¦#Õ%¥=É Ç ØÒ ¦ Ç ¥=É �'� Õ%§�ÒÔÕËÓ¶×�ÕÃÕ Ç §�Ò ¦�; Ý�< ¥=¦�§
; ÜO<æ�,Ò ¦#Õ¡Ê Ç ¥	§iÍ=Î�ÕËÍ	Ø94,Ò¦�� È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì�Õ�:ºÝ � B:ÞA> ��:ºÝ � B�D%>ÐÍ'¦i¥£Õ Ç Ì�Ò ä Ò¦ � ¦�Ò Ê Ç §�Í	Ì�¥=Ò¦ [0,∞)Ù Ç ÕËÍ	Ø94 Ç ÊËÑ Ç ÌuÍ	¦�¥ � ¦�Ò Ê Ç §�Í'Ì�¥	Ò ¦ [0,K] ��Î Í'Éø¥	¦�Ò¦�Ó¶É Ç ¥	ÕËÒ ¦��WÕ Ç�M × Ç ¦#Ó Ç Í=Î04�¥	Ø × Ç ÕøÍ=Î
ÊËÑ Ç Ø Ç ¦��	ÊËÑ K ��Ù8Ñ Ç É Ç K ÒÕ8¥	¦ ¥	×�á�Ò ØÒ¥	ÉËÛ È ¥=É6¥=Ì Ç Ê Ç É � �sÍ�§ Ç Ê Ç ÉÃÌÁÒ¦ Ç ¥ È�È ÉËÍ�á�ÒÌ�¥ZÊ Ç
ÕHÍ'Ø ×�ÊÃÒ Í'¦�ÕWÍ	¦ ÊËÑ Ç §�Í	Ì�¥=Ò¦ [K,∞) �2Ù Ç�Ç á,Ê Ç ¦�§�ÊËÑ Ç Î ×�¦�Ó�ÊÃÒ Í'¦2� e.g., FK

�m%,Û�×�ÕHÒ¦��
ÊËÑ Ç Î Í'Ø ØÍZÙ8Ò ¦�� Ç á,ÊÃÉÃ¥ È Í'Ø¥=ÊËÒÍ	¦�Õ

F ′′

K(η) = 0, F ′

K(η) = L, ∀η ≥ K :¿Ü � B=>
FK(η) = L (η −K) + FK(K), ∀η ≥ K, :¿Ü � ÝA>

Ù8Ñ Ç É Ç :¿Ü � Ý�>WÓ@¥=¦ % Ç Í�%�ÊÃ¥	Ò ¦ Ç § %�Û�Ò ¦,Ê Ç �	É6¥ZÊÃÒ ¦��"%�Í=ÊÃÑ ÕHÒÔ§ Ç ÕEÍ=Î@:ºÜ � B�>*Î ÉÃÍ	Ì K ÊÃÍ η¥=¦�§ L ÒÕÚÊÃÑ Ç ØÒ Ì�Ò ÊËÒ¦�� 4Z¥=Ø× Ç Í=ÎÐÊËÑ Ç � É6ÕHÊ8§ Ç ÉÃÒC4Z¥ZÊÃÒC4 Ç Í=ÎÐ¥	¦�Û�Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦ F �
��Í�ÕËÍ	Ø94 Ç�È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì�Õ :æÝ � B@ÞA> ��:æÝ � B�D%>"Ù Ç ×�Õ Ç ¥ � ¦�ÒãÊ Ç ä §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç ¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥ZÊÃÒ Í'¦

Í	¦/¥�×�¦�ÒãÎ Í'ÉËÌ�Ì Ç ÕËÑ¯Í'¦öÊÃÑ Ç Ò¦'Ê Ç ÉF4Z¥=Ø [0,KN ] Ù8Ò ÊËÑ N Ì Ç ÕHÑ¯¦�Í�§ Ç Õ ; Ý=<

ĪN = {ηi | ηi = iN−1KN , 0 ≤ i ≤ N}, :¿Ü � Ü%>
Ù8Ñ Ç É Ç KN = lnN ¥=¦#§ Ù Ç ÓUÍ'Ì È ×�Ê Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=Ø ¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ F � D+F ¥=¦�§
D+D+F ÊÃÍ fK

� f ′

K
¥=¦�§ f ′′

K
É Ç Õ È#Ç Ó�ÊÃÒC4 Ç ØÛ	�
¥ZÊ�ÊËÑ Ç Ì Ç ÕHÑ È Í'Ò ¦,Ê6Õ ĪN ×�ÕËÒ¦���ÊÃÑ Ç

Ø Ò¦ Ç ¥	É � ¦�Ò Ê Ç ä §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Ì Ç ÊËÑ�Í�§ å
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(SN
B )































� Ò¦�§ F ÕH×#Ó6Ñ ÊÃÑ�¥ZÊ ∀ηi ∈ IN

δ2(D−F )(ηi) + F1(ηi)D
+(D−F )(ηi) − C (D+F1)(ηi)(D

−F )(ηi)

+C D−(D+F1)(ηi)F (ηi) = Ri

F (0) = D+F (0) = 0, D0F (ηN−1) = L,

Ù8Ñ Ç É Ç C ÒÕ8¥ÁÓUÍ'¦�ÕHÊÃ¥=¦,Ê:� Ri
ÒÕÚÊÃÑ Ç ÉËÒ �	Ñ,ÊÃÑ�¥=¦�§öÕHÒÔ§ Ç ��Ù8Ñ�ÒÓ6Ñ/§ Ç¶È�Ç ¦#§�Õ«Í	¦ È É Ç 4�Ò Í'×�ÕHØÛ

§ Ç Ê Ç ÉÃÌÁÒ¦ Ç §öÎ ×�¦�Ó�ÊÃÒ Í'¦�Õ£´�� ÅA� � f1 � g3 � h3
¥=¦�§¯ÕËÍÁÍ'¦ �

� ÊñÒÔÕ%ÙÚÍ	ÉËÊËÑ�Ì Ç ¦,ÊÃÒ Í'¦�Ò ¦��EÊËÑ#¥ZÊ%ÊÃÑ Ç ×#Õ Ç Í=Î ÊËÑ Ç %�¥'Ó6ü�ÙÚ¥	ÉÃ§ � ¦�Ò Ê Ç ä §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç
D−FÒ ¦�ÊËÑ Ç � ¦�Ò Ê Ç ä §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç ÕËÓ6Ñ Ç Ì Ç (

SN
B

) Ç ¦�ÕË×�É Ç ÕEÊÃÑ�¥ZÊ�ÊÃÑ�ÒÕ�¦�×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	ØñÌ Ç ÊÃÑ�Í�§�ÒÔÕ
ÌÁÍ'¦�Í=ÊÃÍ	¦ Ç �¶Ò ÊÃÕøÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦ Ç á�ÒÔÕHÊÃÕÐ¥=¦�§_ÒÔÕs×�¦�Ò M × Ç Ù8Ò ÊËÑEÊÃÑ Ç �	Ò94 Ç ¦r%�Í	×�¦�§�¥=ÉÃÛWÓUÍ	¦#§�ÒãÊÃÒ Í'¦�Õ
; ÝL< � � ×�ÉËÊËÑ Ç É@�	Ù Ç Ì Ç ¦'ÊÃÒ Í'¦�ÊËÑ�¥=Ê ÊËÑ Ç ×�Õ Ç Í=Î¾ÊËÑ Ç Ó Ç ¦'Ê Ç É Ç § � ¦�ÒãÊ Ç ä §�Ò�� Ç É Ç ¦#Ó Ç Í È�Ç É6¥ZÊÃÍ	É
D0 �sÙ8Ñ�ÒÓ6Ñ ÒÔÕ£¥/Ñ�Ò �'Ñ Ç É ä Í'ÉÃ§ Ç ÉE¥ È�È ÉËÍ�á�ÒÌ�¥ZÊËÒÍ	¦ Í=Î«ÊÃÑ Ç�� É6Õ¡Ê£§ Ç ÉÃÒC4Z¥ZÊÃÒC4 Ç ; ÝL<æ�sÒ ¦�ÊÃÑ Ç
ÉËÒ �	Ñ,ÊËÑ#¥=¦�§ %�Í	×�¦#§�¥=ÉÃÛÁÓ¶Í	¦�§�ÒãÊÃÒ Í'¦ö¥=ØÔÕHÍ Ç ¦�ÕË×�É Ç Õ
ÊÃÑ Ç Ì�Í'¦�Í=ÊÃÍ	¦�ÒÔÓUÒ Ê¡Û�Í	Î ÊËÑ Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=Ø
Ì Ç ÊËÑ�Í�§ �

� a���a������
	�^�� `�_�Q[����� ]������������I^���Y��	������Ta��� "!
�«Ñ Ç"Ç�M ×#¥ZÊËÒÍ	¦#Õñ¥	¦�§{%�Í	×�¦�§�¥=ÉÃÛÁÓ¶Í	¦�§�Ò ÊËÒÍ	¦#Õ Î Í'É È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì�Õ.:ºÝ � B:ÞA>���:ºÝ � B�D%>ÐÑ�¥=4 Ç % Ç@Ç ¦
§ Ç � ¦ Ç §�Ò ¦ � Ç ÓUÊËÒÍ	¦�Ý �
� Õ�Ì Ç ¦'ÊÃÒ Í'¦ Ç § Ç ¥	ÉËØÒ Ç É:�sÙ Ç/È ÉËÍ�Ó Ç¶Ç § %�Û�ÕHÍ'ØC4�Ò¦�� È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì
:ºÝ � B@Þ%> Í'¦¯¥ � ¦�ÒãÊ Ç §�Í	Ì�¥=Ò¦ [0,K] �,Ù8Ñ Ç É Ç K ÒÔÕ8¥=¦ ¥	×�á�Ò ØÒÔ¥=ÉÃÛ È ¥=É6¥=Ì Ç Ê Ç É � �«Ñ�×�Õ«Ù Ç
Ó¶¥=¦ Ç á È É Ç ÕÃÕ :ºÝ � B:ÞA>ñ¥	Õ











g′′′5K
(η) + f1K

(η)g′′5K
(η) − 3f ′

1K
(η)g′5K

(η) + 3f ′′

1K
(η)g5K

(η) = −1,

g5K
(0) = g′5K

(0) = 0, g′5K
(K) =

1

3
.

:ºÜ � D%>

��Í § Ç Ê Ç ÉÃÌ�Ò ¦ Ç ¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥ZÊ Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦#Õ�Í'¦�ÊÃÑ Ç §�Í	Ì�¥	Ò ¦ [K,∞) �
Ù Ç¯Ç á�Ê Ç ¦#§ ÊÃÑ Ç
Î ×�¦�Ó�ÊÃÒ Í'¦ g5K

%�Ûi×#ÕHÒ¦��ÁÊËÑ Ç_Ç á�ÊËÉ6¥ È Í	ØÔ¥ZÊËÒÍ	¦

g5K
(η) =

1

3
(η −K) + g5K

(K), ∀η ≥ K. :¿Ü � 	A>
� ¦�§ Î ÉÃÍ	Ì :ºÜ � 	�>���Ù Ç Ñ�¥=4 Ç

g′5K
(η) =

1

3
, g′′5K

(η) = 0, ∀η ≥ K. :¿Ü � �%>
�«Ñ,×#Õ¶��ÊÃÑ Ç ¥=×�á�ÒØ ÒÔ¥=ÉÃÛ È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì�ÕN:¿Ü � D�>���:ºÜ � �A> Î Í	É3�	Ò94 Ç ¦ f1K

(η) � f ′

1K
(η) � f ′′

1K
(η) ¥	É Ç

§ Ç � ¦ Ç § %�Û ÊËÑ Ç�È ¥=É6¥=Ì Ç Ê Ç É K � �«Ñ Ç ÕHÍ'Ø ×�ÊÃÒ Í'¦ g5(η)
Í=Î
ÊËÑ ÇEÈ ÉÃÍ%�Ø Ç Ì :ºÝ � B:ÞA>«ÒÔÕ8ÊÃÑ Ç

Ø ÒÌ�ÒãÊÃÒ ¦��*ÕHÍ'Ø ×�ÊÃÒ Í'¦WÍ=Î�ÊËÑ Ç%È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì :ºÜ � D%> ��:¿Ü � �%>#Î Í	É K → ∞
�$# Í'¦�ÕËÒ§ Ç ÉÃ¥=ÊËÒÍ	¦�Õ¾ÕËÒ Ì�ÒØ¥	É

ÊËÍ�ÊËÑ�Í,Õ Ç �	Ò94 Ç ¦öÒ ¦ ; Ý�<¾Î Í'É 6�ÍZÙ�ÍL4 Ç ÉÚ¥ 6#¥=Ê È ØÔ¥ZÊ Ç :ºÕ Ç@Ç # Ñ�¥ È Ê Ç É BAB	� � Ç Ó�ÊËÒÍ	¦/ÜA>%Ø Ç ¥	§
ÊËÍÁÊËÑ Ç É Ç ØÔ¥ZÊÃÒ Í'¦

∣

∣

∣

∣

g′5(η) −
1

3

∣

∣

∣

∣

≈M exp(−
1

2
η2),

Î Í	É
ÕH×  Ó¶Ò Ç ¦,ÊËØÛ�ØÔ¥=É#� Ç
η

� �«Ñ Ç %�Í	×�¦#§�¥=ÉÃÛEÓUÍ'¦�§�Ò ÊËÒÍ	¦_Î Í'É g′5K
(K) Ò ¦ :¿Ü � D�>2ÒÔÕÐÍ%�Ê6¥=Ò¦ Ç §

ÊÃ¥=ü�Ò¦��EÒ¦,ÊËÍ£¥'Ó¶ÓUÍ'×�¦,Ê ÊËÑ Ç % Ç Ñ�¥=4�ÒÍ	×�É Í	Î¾ÊËÑ Ç § Ç ÉÃÒC4Z¥=ÊËÒ94 Ç
g′5(η)

Î Í	ÉñØ¥	É>� Ç 4Z¥=Ø× Ç Õ%Í=Î η �



�"»��Uª�·�¸��_ª�ù�´Uµ�±¿½.�Z¬���´¶¸ Ä�»M$�·%U»Zµ � »Zª�° $�=µ�¹��º÷m�=¹	´Uµ	��
Uª��=¸º±¿»=°�· Ü â Ü
��Í ÕËÍ	Ø94 Ç�È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì :ºÜ � D%>�Ù Ç ×�Õ Ç ¥ � ¦�Ò Ê Ç ä §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç ¥ È�È ÉËÍ�á�ÒÌ�¥ZÊËÒÍ	¦ Í	¦ ÊÃÑ Ç

×�¦�Ò Î Í	ÉÃÌ�Ì Ç ÕHÑ :¿Ü � Ü%>
Í	¦öÊËÑ Ç Ò¦'Ê Ç ÉF4Z¥=Ø [0,KN ] Ù8Ò ÊËÑ N ¦�×�Ìo% Ç ÉÚÍ	Î2Ì Ç ÕËÑö¦�Í�§ Ç Õ.; Ý�< �
à ÉËÍ�%�Ø Ç Ì :ºÜ � D%>ÚÒÔÕ8¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥=Ê Ç § %�Û�ÊËÑ Ç Î Í'Ø ØÍZÙ8Ò¦�� � ¦�Ò Ê Ç ä §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç ÕÃÓ6Ñ Ç Ì Ç























δ2(D−G5)(ηi) + F1K
(ηi)D

+(D−G5)(ηi) − 3(D+F1K
)(ηi)

×(D−G5)(ηi) + 3D−(D+F1K
)(ηi)G5(ηi) = −1,

G5(0) = D+G5(0) = 0, D0G5(ηN−1) =
1

3
,

:ºÜ � â >

Ù8Ñ Ç É Ç

D−G5(ηi) ≡
G5(ηi) −G5(ηi−1)

h
, D+G5(ηi) ≡

G5(ηi+1) −G5(ηi)

h
,

δ2G5(ηi) ≡
D+G5(ηi) −D−G5(ηi)

h
, D0G5(ηi) ≡

G5(ηi+1) −G5(ηi−1)

2h

¥=¦�§öÊËÑ Ç Ì Ç ÕHÑ�Õ È ¥	Ó¶Ò ¦���ÒÔÕ8§ Ç � ¦ Ç §/¥	Õ h =
KN

N

�
�«Ñ Ç §�ÒÕÃÓUÉ Ç Ê Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦ F1K

(ηi)
ÒÕW¥=¦ ¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥=ÊËÒÍ	¦�Í=Î%ÊËÑ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦ f1(η)

�
Ù8Ñ�ÒÓ6Ñ/ÒÔÕÚÊËÑ Ç ÕËÍ	Ø×�ÊÃÒ Í'¦ Í	Î È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì :ºÝ � 	�>N:ºÕ Ç@Ç ; ÜO< > � � Í'É η ∈ [KN ,∞) ��Ù Ç ×�Õ Ç

G5K
(ηi) =

1

3
(ηi −KN ) +G5K

(KN ), ∀η ≥ KN .
:ºÜ � �A>

�«Ñ Ç ÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦ÁÍ=Î�ÊËÑ Ç8È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì :¿Ü � â >���:ºÜ � �A>Ð§ Ç@È#Ç ¦�§�Õ Í'¦£Ê¡ÙÚÍ È ¥=É6¥=Ì Ç Ê Ç É6Õ K ¥=¦�§
N

�#� ÒÌ�Ò ØÔ¥=É«ÊÃÍ ; Ý=< ��Í	¦ Ç Ó¶¥=¦��¡×�ÕHÊËÒ Î ÛiÊÃÑ�¥ZÊ�×�¦#§ Ç É«ÊÃÑ Ç ÓUÍ'¦�§�Ò ÊËÒÍ	¦

KN = lnN, :ºÜ � ßA>
ÊËÑ Ç ÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦ G5

�s±J�³´�� � ÕËÍ	Ø×�ÊÃÒ Í'¦�Í=Î ÊÃÑ Ç£È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì :ºÜ � â > ��:¿Ü � ß%>8§ Ç@È#Ç ¦�§�Õ�Í	¦�ÊÃÑ Ç£È ¥ ä
ÉÃ¥	Ì Ç Ê Ç É N Í	¦�ØÛ ¥	¦�§�ÓUÍ'¦%4 Ç É#� Ç Õ%ÊÃÍ�ÊËÑ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦ g5(η)

×�¦�Ò Î Í	ÉÃÌÁØÛ¯Í	¦ [0,∞) : Ù Ç
×�Õ Ç Ñ Ç É Ç ÊËÑ Ç Ê Ç Ó6Ñ�¦�Ò M × Ç ÕËÒ Ì�ÒØ¥	ÉsÊÃÍ"ÊÃÑ�¥ZÊ��'ÒC4 Ç ¦£Ò¦ ; Ý�� # Ñ�¥ È Ê Ç É,B�B'� � Ç ÓUÊËÒÍ	¦ �L<?> ��¤ Ì ä
È Ø ÍZÛ�Ò¦��ÁÊËÑ Ç ¥%#ÍL4 Ç Ì Ç ¦,ÊËÒÍ	¦ Ç § È ÉÃÒ¦�ÓUÒ È Ø Ç Õ8Í	ÎsÊÃÑ Ç ÓUÍ'¦�Õ¡ÊÃÉË×#Ó�Ê Ç §ö¦�×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø Ì Ç ÊËÑ�Í�§
Ù Ç ÕËÍ	Ø94 ÇWÈ ÉÃÍ%�Ø Ç Ì�ÕN:ºÝ � B:ÞA>���:æÝ � B�B=>���:ºÝ � B�Ý�>U��:ºÝ � B@Ü%>Ú¥=¦�§ :ºÝ � B�D%>��¡Í	Ò¦,ÊËØÛiÙ8ÒãÊÃÑ :ºÝ � 	�> �

�	!�� -�� ��(E1P/ � �����	� ��(*1 � �H$ &�

� ¦ ÊËÑ�ÒÕ�Õ Ç Ó�ÊÃÒ Í'¦ Ù ÇöÈ É Ç Õ Ç ¦,Ê£ÊÃÑ Ç É Ç ÕH×�Ø ÊÃÕ�Í=Î"Ó¶Í	Ì È ×�Ê6¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ È�Ç ÉËÎ Í	ÉÃÌ Ç § ×#ÕHÒ¦���ÊÃÑ Ç
¦,×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø Ì Ç ÊÃÑ�Í�§ Í'×�ÊËØÒ¦ Ç §�Ò¦�ÊËÑ ÇöÈ É Ç 4�Ò Í'×�Õ_Õ Ç Ó�ÊÃÒ Í'¦ � �sÍ È ÉËÍ�Ó Ç¶Ç § ÊÃÍ/ÊËÑ ÇiÇ ÉËÉÃÍ	É
¥=¦�¥	Ø Û�ÕËÒÕ_Ù Ç�� É6ÕHÊ£Ò ¦,ÊÃÉËÍ�§�×�Ó Ç ÕËÍ	Ì Ç ¦�Í=ÊÃÒ Í'¦�ÕEÉ Ç ØÔ¥ZÊ Ç § ÊËÍ�ÊËÑ Ç Ç ÉÃÉËÍ'ÉÃÕ_¥	¦�§�Í	É6§ Ç É6Õ_Í	Î
ÓUÍ	¦�4 Ç É#� Ç ¦#Ó Ç ÊÃÑ�¥ZÊ�Ù Ç Ù8Ò ØØ Ç Ì È ØÍZÛ Ñ Ç É Ç � � Í	Éi¥	¦,Û Ì Ç ÕHÑ�Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦ WN Í	¦ ĪN �
Ù Ç § Ç ¦�Í=Ê Ç %�Û WN∗ �
ÊËÑ Ç ¦�×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø«ÕËÍ	Ø×�ÊÃÒ Í'¦�Í'¦�ÊÃÑ Ç � ¦ Ç ÕHÊiÌ Ç ÕËÑ ĪN∗ �%Ù8Ñ�ÒÓ6Ñ
Ñ Ç É Ç ÓUÍ'ÉËÉ Ç Õ È Í'¦�§�ÕñÊËÍ N∗ = 32768 ��¥=¦#§
%�Û W N∗ Ù Ç § Ç � ¦ Ç Ò ÊÃÕ È Ò Ç Ó Ç Ù8ÒÕ Ç Ø Ò¦ Ç ¥=É
Ò ¦,Ê Ç É È Í	ØÔ¥=¦,Ê �OG Ç ÊÃ¥=ü Ç

W
N∗ ¥	ÕøÊÃÑ Ç É Ç Î Ç É Ç ¦�Ó Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦ �AG Ç § Ç � ¦ Ç ÊËÑ Ç Ì�¥=á�Ò Ì�×�ÌÈ Í'Ò ¦,Ê¡Ù8ÒÔÕ ÇWÇ ÉÃÉÃÍ	É6Õ

FN = max
ĪN

‖WN −W
N∗

‖∞.
:JD � B�>
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G Ç ¥	ØÕËÍE¥=¦#¥=ØÛ � Ç ÊËÑ Ç�Ç ÉËÉÃÍ	É6ÕÐÒ ¦�ÊÃÑ Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=Ø#ÕHÍ'Ø ×�ÊÃÒ Í'¦�Õ
Ò¦�¥E§�Ò�� Ç É Ç ¦'Ê Ù«¥�Û	�	Ù8Ñ�ÒÓ6Ñ
§�Í Ç ÕW¦�Í	Ê£§ Ç¶È�Ç ¦�§ Í'¦ ���¾µ�±¿»Zµ�±�ü�¦�ÍZÙ8Ø Ç §�� Ç Í=ÎÚÊËÑ ÇÁÇ á�¥	Ó�ÊEÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦ ��G Ç Ò¦,ÊËÉÃÍ�§�×�Ó Ç
ÊËÑ Ç Ó¶Í	Ì È ×�Ê Ç § È Í'Ò ¦,Ê¡Ù8ÒÔÕ Ç Ê¡ÙÚÍ ä Ì Ç ÕËÑ §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Õ

DN = max
ĪN

‖WN −W
2N

‖∞,
:JD � Ý�>

Ù8Ñ�ÒÓ6Ñ�ÒÔÕ�ÊËÑ Ç §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç % Ç Ê¡Ù Ç@Ç ¦ ¥=¦�Û�Ê¡ÙÚÍ¯Ó¶Í	¦�Õ Ç Ó¶×�ÊËÒ94 Ç Ì Ç ÕËÑ Ç Õ ��G Ç ¥=ØÔÕHÍ/§ Ç� ¦ Ç
ÊËÑ Ç Í'ÉÃ§ Ç É6ÕñÍ	ÎøÓ¶Í	¦�4 Ç É>� Ç ¦�Ó Ç

RN = log2(D
N/D2N) ��Ù8Ñ�ÒÔÓ6Ñ�¥=É Ç %#¥	Õ Ç §¯Í	¦¯ÊËÑ Ç Ê¡ÙñÍ

Ì Ç ÕHÑ�§�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Õ �
G Ç Ò ¦,ÊËÉÃÍ�§�×�Ó Ç ÊËÑ Ç ÓUÍ'Ì È ×�Ê Ç § �'Ø Í�%�¥=Ø�Ê¡ÙñÍ ä Ì Ç ÕËÑ�§�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Õ DN �¾Ù8Ñ�ÒÔÓ6Ñ�Ñ�¥=4 Ç

ÊËÍ % Ç ÓUÍ'Ì È ×�Ê Ç § ÍL4 Ç É£ÊÃÑ�É Ç¶Ç ÕË×�% ä Ò¦'Ê Ç ÉF4Z¥=ØÔÕ [0,KN) � [KN ,K2N ) ¥	¦�§ [K2N ,∞)Õ Ç@È ¥=É6¥ZÊ Ç ØÛ �
� Í	É η ∈ [0,KN) ��ÊËÑ Ç Ê¡ÙÚÍ ä Ì Ç ÕËÑ£§�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Î Í'É W ÒÔÕ max

[0,KN ]
‖W

N
−W

2N
‖ ¥=¦�§

Î Í	É D+W Ò ÊÚÒÔÕ max
[0,KN ]

‖D+W
N
−D+W 2N‖

� � Í	É η ∈ [KN ,K2N ) �,ÊËÑ Ç Ê¡ÙÚÍ ä Ì Ç ÕËÑ
§�Ò�� Ç É Ç ¦#Ó Ç ¥ZÊ η Î Í	É W ÒÕ max

[KN ,K2N ]
‖W 2N (η) −WN (KN ) − L(η − KN)‖ ¥=¦�§

Î Í	É D+W ÒÕ ‖D+W 2N − L‖
�HG Ç ÓUÍ'¦�ÕHÒÔ§ Ç É L = 1

3
Î Í'É f5 �Ð� Í=Ê Ç ÊËÑ�¥=Ê K2N =

ln 2N
� �«Ñ Ç Ê¡ÙñÍ ä Ì Ç ÕHÑ §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Ò¦ ÊËÑ Ç ÕË×�% ä Ò ¦,Ê Ç É84Z¥	Ø [K2N ,∞) ¥=Ê η Î Í'É W ÒÔÕ

‖W 2N (K2N) −WN (KN ) − L ln 2‖ ¥	¦�§�Î Í	É D+W Ò Ê£ÒÔÕ	� Ç ÉËÍ � � ¦ ÊËÑ�ÒÔÕ_Ì�¥=¦�¦ Ç É
Ù Ç Ó¶Í	Ì È ×�Ê Ç ÊÃÑ Ç �'Ø Í�%�¥=Ø�Ê¡ÙÚÍEÌ Ç ÕËÑö§�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Õ D̄N ÍL4 Ç É [0,∞] Î Í'É 4Z¥=ÉÃÒÍ	×�Õ"4Z¥	Ø × Ç Õ
Í=Î N �LG Ç � ¦�¥	Ø ØÛE§ Ç � ¦ Ç ÊÃÑ Ç Í	É6§ Ç É6ÕsÍ=Î#Ó¶Í	¦�4 Ç É>� Ç ¦�Ó Ç

R̄N = log2(D̄
N/D̄2N ) �ZÙ8Ñ�ÒÓ6Ñ

¥=É Ç %#¥	Õ Ç § Í	¦ ÊËÑ Ç Ó¶Í	Ì È ×�Ê Ç §"�	ØÍ%�¥	Ø�Ê¡ÙñÍ�Ì Ç ÕËÑ¯§�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Õ �
G Ç Ù8Ò ØØ'¦�ÍZÙ�Ó¶Í	Ì È ×�Ê Ç EN � DN � RN � D̄N ¥=¦�§ R̄N Î Í	É�ÊËÑ Ç ¦,×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø'ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦

Í=ÎÐÊËÑ Ç_È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì�Î Í	É f5 Ò¦¯ÊËÑ Ç Î Í'Ø ØÍZÙ8Ò ¦��ÁÕË×�%�Õ Ç ÓUÊËÒÍ	¦�Õ �

� a���a�� ��� ���m]�	�� [�����m]������ _ ��� 	�^&^���^"_�� _ 	�S[�� [ � ��^
f5

� �	É6¥ È Ñ Í=Î«ÊËÑ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦ F 5(η)
Î Í'É N = 8192 Í	¦ [0,KN ] ÒÕo�	Ò94 Ç ¦ Ò¦ � Ò � � Ý �

� Ç É Ç Ò¦ Ó¶Í	Ì È ¥	ÉËÒÔÕHÍ'¦�ÊËÍ f1 ¥=¦�§ f3 :ºÓUÍ	Ì È ×�Ê Ç §öÒ ¦ ; ÜO< >U��Ù Ç ¦�Í=Ê Ç ÊÃÑ�¥ZÊÚÊËÑ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦
f5

ÕËÑ�ÍZÙ�Õ
¦�Í'¦ ä ÌÁÍ'¦�Í=ÊÃÍ	¦�ÒÔÓ3% Ç Ñ�¥=4�ÒÍ	×�É � �«Ñ�ÒÔÕ ÒÔÕÚÓUØ Ç ¥=ÉÃØÛ�Õ Ç¶Ç ¦iÎ ÉËÍ'Ì � Ò � � Ý :¿Õ Ç¶Ç�È ¥=ÉËÊÃÕ
:¿¥A>«¥	¦�§ :5%E>8> � �«Ñ Ç É Ç ÕË×�Ø ÊÃÕ3�'ÒC4 Ç ¦¯Ò ¦ �Ð¥�%�Ø Ç BWÓ¶Í	ÉÃÉ Ç Õ È Í	¦#§�ÊËÍ�ÊÃÑ Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦ F5

�


����� � � 	 � MGs	J h p h V�^ JLIZY n J e�F�F X�X¡^¶X e F N [,A ^ h V�p Y F i Y nø^¶T h_F.e G i J�� F X F I,A F.e
DN

M@I i A ^ h V�p Y F i£^¶XKi F X e ^Fk A ^ I�d F X f F I,A F
RN k^@X F5 kÔ^¶X d@M X J ^Fp e d:M¶` p F.e ^Fk N

t
N

HK<>J <>W#? W.HK< H =#<�� <>=��.J �>=��#? J.H��#< HK?>8��><
F N

H�� �#JK=#R�� =.<�H�� H#H�=#R�� =.<v?�� <��>8>R�� =.838�� �����>R�� =.83H�� J>8;H R�� =.8���� <����>R�� =������ <>8��>R�� =��9H�� ���#WKR�� =��
DN

��� W��>W>R�� =.8���� J#<><>R�� =.8v<�� J#<>?>R�� =.8�H�� ?;H ?>R�� =.8���� =#?#<>R�� =��3W�� =;H =#R�� =��3<�� ���(H R�� =��9H�� ���#WKR�� =��
RN

=�� ��� =�� ��� =�� J;H =�� J#8 =�� J#? =�� J�� =�� J��

� ¦ �Ð¥�%�Ø Ç Õ"Ý�¥=¦�§/ÜÁÊÃÑ Ç É Ç ÕH×�ØãÊ6Õ«Î Í	É"¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥ZÊÃÒ Í'¦öÍ	ÎsÊÃÑ Ç § Ç ÉËÒ94Z¥ZÊËÒ94 Ç Õ D+F5
¥=¦�§

D+D+F5
¥=É Ç �'ÒC4 Ç ¦2��É Ç Õ È�Ç Ó�ÊÃÒC4 Ç ØÛ �

G Ç ¦�Í=Ê Ç ÊËÑ�¥=Ê8¥	Ø Ø�Ê6¥�%�Ø Ç ÕÚÉ Ç 6 Ç Ó�Ê8¥�×�¦�ÒãÎ Í'ÉËÌ}Ó¶Í	¦�4 Ç É>� Ç ¦�Ó Ç Í	¦ ĪN
� �«Ñ Ç Í	É6§ Ç ÉñÍ	Î

×�¦�Ò Î Í	ÉÃÌkÓUÍ'¦�4 Ç É#� Ç ¦�Ó Ç Í=ÎÚÊËÑ Ç ¦�×�Ì Ç ÉËÒÔÓ¶¥	Ø%ÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦ F5
ÊÃÍ¯ÊËÑ ÇiÇ á�¥	Ó�ÊEÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦ f5K



�"»��Uª�·�¸��_ª�ù�´Uµ�±¿½.�Z¬���´¶¸ Ä�»M$�·%U»Zµ � »Zª�° $�=µ�¹��º÷m�=¹	´Uµ	��
Uª��=¸º±¿»=°�· Ü â 	

F 5

| M ~
η

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
0

0.5

1

1.5

2

2.5 F 5

| j ~
η

0.5

0.51

0.52

0.53

0.54

0.55

0.56

0.57

1.6 1.8 2 2.2 2.4 2.6 2.8 3

�������E� ��� 	 | M ~mu V ` ^ Y ^Fk Y¡G F�e ^ ` p Y¡J ^ I ^Fk F 5 kÔ^@X N = 8192 [�| j ~ M�� ^Z^ h_F i j�^ s F i M X F M t

����� ��� 	 � MGs	J h p h V�^ JLIZY n J e�F�F X�X¡^¶X e F N [,A ^ h V�p Y F i Y nø^¶T h_F.e G i J�� F X F I,A F.e

DN

M@I i A ^ h V�p Y F i£^¶XKi F X e ^Fk A ^ I�d F X f F I,A F
RN k^@X D+F5 kÔ^@X d@M X J ^Mp e d:M¶` p F.e ^Fk N

t
N

HK<>J <>W#? W.HK< H =#<�� <>=��.J �>=��#? J.H��#< HK?>8��><
F N

<�� �>=>=#R�� =.<�H�� W#W>?>R�� =.<vJ�� �#WK=#R�� =.8���� ���K=#R�� =.81<�� W>8#J>R�� =.8v<�� <>J>=#R�� =.8vW�� J>W#W>R�� =��v<�� =#?>=>R�� =��
DN

H�� H �#W>R�� =.<3?�� J>=��>R�� =.8v8�� �#W��>R�� =.83<�� <#W.H R�� =.83H�� <>W#J>R�� =.8v?�� ���.8>R�� =��38�� ���#W>R�� =��v<�� =#?>=>R�� =��
RN

=�� �>W =�� �#J =�� J;H =�� J�� =�� J#? =�� J�� =�� J#J


����� ��� 	 � MGs	J h p h V�^ JLIZY n J e�F�F X�X¡^¶X e F N [,A ^ h V�p Y F i Y nø^¶T h_F.e G i J�� F X F I,A F.e
DN

M@I i A ^ h V�p Y F i£^¶XKi F X e ^Fk A ^ I�d F X f F I,A F
RN k^@X D+D+F5 k^@X d@M X J ^Mp e d@M@` p F.e ^Fk N

t
N

HK<>J <>W#? W.HK< H =#<�� <>=��.J �>=��#? J.H��#< HK?>8��><
F N

��� <��>W>R�� =.<3W�� <��.H R�� =.<v<�� �#<>?>R�� =.<�H�� W#J��>R�� =.<1J�� 8>J>=#R�� =.8���� <.H �#R�� =.89H�� �><��#R�� =.81?�� �>?>=>R�� =��
DN

��� =.<>8>R�� =.<3<�� 8��#W>R�� =.<9H�� 8#8��>R�� =.< ��� W>=#J>R�� =.8 ��� H ?#?>R�� =.8v<�� <��>=#R�� =.89H�� <����>R�� =.81?�� �>?>=>R�� =��
RN

=�� �>J =�� J;H =�� J#8 =�� J#W =�� J#? =�� J#J =�� J��

Í	¦ [0,KN ] ÒÔÕ % Ç ÊËÊ Ç ÉEÊËÑ�¥	¦ 0.8 Î Í'É£¥=ØØ N ≥ 512
��G Ç Í�%�Õ Ç É84 Ç ÕHÒÌ�Ò ØÔ¥=ÉEÍ'ÉÃ§ Ç É6ÕWÍ=Î

ÓUÍ	¦�4 Ç É#� Ç ¦#Ó Ç Í	Î�ÊÃÑ Ç §�ÒÕÃÓUÉ Ç Ê Ç § Ç ÉÃÒC4Z¥=ÊËÒ94 Ç
D+F5

ÊÃÍ�ÊËÑ Ç § Ç ÉËÒ94Z¥ZÊËÒ94 Ç
f ′

5K

Î Í	É N ≥ 512Í	¦ [0,KN ]
� �«Ñ Ç Í	É6§ Ç É6Õ8Í	Î%ÓUÍ	¦�4 Ç É#� Ç ¦#Ó Ç Í=Î
ÊÃÑ Ç §�ÒÔÕÃÓUÉ Ç Ê Ç § Ç ÉÃÒC4Z¥=ÊËÒ94 Ç

D+D+F5
ÊËÍ

ÊËÑ Ç § Ç ÉËÒ94Z¥ZÊÃÒC4 Ç
f ′′

5K

Í'¦ [0,KN ] ¥	É Ç % Ç ÊËÊ Ç É�ÊËÑ�¥	¦ 0.8 Î Í	É�¥	Ø Ø N ≥ 256
�

� Ê_Ó@¥=¦�¥=ØÔÕHÍ % Ç Í%�Õ Ç ÉF4 Ç §/ÊËÑ#¥ZÊ_ÊËÑ Ç Ì�¥=á�Ò Ì�×�Ì È Í	Ò¦'Ê ä Ù8ÒÔÕ ÇÁÇ ÉËÉÃÍ	É FN ¥	¦�§�ÊÃÑ Ç
ÓUÍ	¦�4 Ç É#� Ç ¦#Ó Ç É6¥ZÊ Ç Í	Î%ÊÃÑ Ç ÓUÍ'Ì È ×�Ê Ç §�Ê¡ÙÚÍ ä Ì Ç ÕËÑ §�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç

DN Í=Î%ÊÃÑ Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=Ø
ÕHÍ'Ø ×�ÊÃÒ Í'¦ F5

¥=¦#§�Í=Î
ÊÃÑ Ç §�ÒÔÕÃÓUÉ Ç Ê Ç § Ç ÉÃÒC4Z¥=ÊËÒ94 Ç Õ D+F5
¥	¦�§ D+D+F5

ÊÃÍiÊÃÑ Ç£Ç á�¥'Ó�Ê
ÕHÍ'Ø ×�ÊÃÒ Í'¦ f5K

¥=¦�§EÊËÍ*ÊËÑ Ç § Ç ÉËÒ94Z¥ZÊÃÒC4 Ç Õ f ′

5K

¥	¦�§ f ′′

5K

É Ç Õ È#Ç Ó�ÊËÒ94 Ç Ø Û'��Í	¦ [0,KN ] É Ç 6 Ç Ó�Ê
ÊËÑ Ç ×�¦�ÒãÎ Í'ÉËÌ ÓUÍ'¦%4 Ç É#� Ç ¦'ÊI% Ç Ñ�¥=4�Ò Í'×�É �Z� ¦�Í=ÊËÑ Ç É
ÙÚÍ	É6§�Õø¦�Í=ÊÃÒÓ Ç ÊËÑ Ç ÊÃÉ Ç ¦�§�Ò¦�Ó¶Í	Ø×�Ì�¦�Õ
Ø¥% Ç Ø Ç § EN ¥	¦�§ DN Ò¦
�Ð¥�%�Ø Ç Õ.B'��Ý£¥	¦�§öÜ��,Ù8Ñ Ç É Ç ÊÃÑ ÇWÇ ÉÃÉËÍ'ÉÃÕñ¥=É Ç É Ç §�×�Ó¶Ò ¦��Á¥'Õ NÒ ¦�Ó¶É Ç ¥	Õ Ç Õ �

�«Ñ Ç �	ØÍ%#¥=ØZÊ¡ÙÚÍ�Ì Ç ÕËÑE§�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç ÕS�	Ò94 Ç ¦WÒ ¦ �Ð¥�%�Ø Ç D*ÓUÍ	ÉÃÉ Ç Õ È Í'¦�§�ÊÃÍ8ÊËÑ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦
F 5

�#¥	¦�§/Ò¦ �s¥%�Ø Ç Õ�	�¥=¦#§ ��ÊËÑ Ç �	ØÍ%�¥	Ø¾Ê¡ÙñÍ�Ì Ç ÕËÑ�§�Ò�� Ç É Ç ¦�Ó Ç Õ"Ó¶Í	ÉÃÉ Ç Õ È Í	¦�§öÊËÍ�ÊÃÑ Ç
§ Ç ÉÃÒC4Z¥=ÊËÒ94 Ç Õ D+F 5

¥=¦�§ D+D+F 5
�ÐÉ Ç Õ È�Ç ÓUÊËÒ94 Ç Ø Û � � ×�¦�Ó�ÊÃÒ Í'¦ F 5

¥=¦�§ § Ç ÉÃÒC4Z¥ZÊÃÒC4 Ç Õ
D+F 5

¥=¦�§ D+D+F 5
¥=É Ç Ó¶Í	¦�4 Ç É>� Ç ¦,Ê"×�¦�ÒãÎ Í'ÉËÌ�ØÛ�Í	¦ [0,∞) ¥=¦�§�ÊËÑ Ç Ó¶Í	Ì È ×�Ê Ç §

�	ØÍ%�¥	ØsÍ'ÉÃ§ Ç ÉÃÕ"Í=ÎñÓ¶Í	¦�4 Ç É>� Ç ¦�Ó Ç Î Í	É F 5
¥	É Ç % Ç ÊHÊ Ç É�ÊËÑ�¥	¦ 0.8 Î Í'É�¥	Ø Ø N ≥ 512

�EG Ç



Ü â � !��T���T!*°�·G�Zµ�± � � ���£»Z·6·(�=±³° � � ����»ZµË´¶° � ©	��
��s¼�Ä�±Ô·HÄ'úZ±³°

����� ����	�� ^ h V�p Y F i Y nø^¶T h_F#e G i J�� F X F I,A F#e

D̄N M@I i A ^ h V�p Y F iE^@XKi F X e ^FkA ^ I�d F X f F I,A F
R̄N k^@X F 5 ^ I [0,∞) k^@X d@M X J ^Mp e d@M@` p F.e ^Fk N

t
N

HK<>J <>W#? W.HK< H =#<�� <>=��.J �>=��#? J.H��#< HK?>8��><
D̄N

��� W#8>8>R�� =.8���� J#8>8>R�� =.8v<�� J#<��>R�� =.8�H�� ?;H �>R�� =.8���� =#?#W>R�� =��3W�� =;H#H R�� =��3<�� ���.<>R�� =��9H�� ���#WKR�� =��
R̄N

=�� �>J =�� ��� =�� J;H =�� J#8 =�� J#? =�� J�� =�� J��

Í%�Õ Ç ÉF4 Ç ÕËÒ Ì�ÒØ¥	ÉEÍ	É6§ Ç É6ÕWÍ=Î�Ó¶Í	¦�4 Ç É>� Ç ¦�Ó Ç Í	ÎÚÊÃÑ Ç § Ç ÉËÒ94Z¥ZÊÃÒC4 Ç
D+F 5

Î Í	É N ≥ 512
�

� ¦ ¥	§�§�ÒãÊÃÒ Í'¦2�#ÊËÑ Ç Í	É6§ Ç É6Õ8Í	ÎñÓUÍ'¦%4 Ç É#� Ç ¦�Ó Ç Í=Î%ÊËÑ Ç § Ç ÉÃÒ94�¥=ÊËÒ94 Ç
D+D+F 5

¥	É Ç % Ç ÊHÊ Ç É
ÊËÑ�¥	¦ 0.8 Î Í	É�¥	Ø Ø N ≥ 256

�


����� ��� 	�� ^ h V�p Y F i Y nø^¶T h_F#e G i J�� F X F I,A F#e
D̄N M@I i A ^ h V�p Y F iE^@XKi F X e ^FkA ^ I�d F X f F I,A F

R̄N k^@X D+F 5 ^ I [0,∞) k^@X d:M X J ^Fp e d@M@` p F#e ^Gk N
t

N
HK<>J <>W#? W.HK< H =#<�� <>=��.J �>=��#? J.H��#< HK?>8��><

D̄N
H�� HKW��>R�� =.<3?�� J����>R�� =.8v8�� �����#R�� =.83<�� <#W>W>R�� =.83H�� <>?>=#R�� =.8v?�� �����>R�� =��38�� ���#?>R�� =��v<�� =#?>=>R�� =��

R̄N
=�� ��� =�� ��� =�� J#< =�� J�� =�� J#? =�� J�� =�� J#J


����� ��� 	�� ^ h V�p Y F i Y nø^¶T h_F#e G i J�� F X F I,A F#e
D̄N M@I i A ^ h V�p Y F iE^@XKi F X e ^FkA ^ I�d F X f F I,A F

R̄N k^@X D+D+F 5 ^ I [0,∞) kÔ^¶X d@M X J ^Fp e d:M¶` p F.e ^Gk N
t

N
HK<>J <>W#? W.HK< H =#<�� <>=��.J �>=��#? J.H��#< HK?>8��><

D̄N
��� =.<>8>R�� =.<3<�� 8��#W>R�� =.<9H�� 8#8��>R�� =.< ��� W>=#J>R�� =.8 ��� H ?#?>R�� =.8v<�� <��>=#R�� =.89H�� <����>R�� =.81?�� �>?>=>R�� =��

R̄N
=�� �>J =�� J;H =�� J#8 =�� J#W =�� J#? =�� J#J =�� J��

�«Ñ,×#Õ¶�	ÊËÑ Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=Ø#¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ F 5
� D+F 5

¥=¦�§ D+D+F 5
¥	É Ç ÉËÍ�%�×�ÕHÊ@�

±J�³´�� � ÊÃÑ Ç ÒÉE¥	Ó@ÓU×�É6¥	Ó¶Û�Ò ¦ ÊËÑ Ç Ì�¥=á�Ò Ì�×�Ìm¦�Í'ÉËÌk§ Ç¶È�Ç ¦�§�Õ_Í	¦�ØÛ�Í'¦ ÊÃÑ Ç 4Z¥=Ø× Ç Í=Î N �
Ï�Í	É Ç ÍL4 Ç É:�@Î Í'É Ò¦�ÓUÉ Ç ¥'ÕHÒ¦�� N ÊËÑ Ç Í	É6§ Ç É6ÕøÍ=Î�ÊËÑ Ç Ò ÉÚÓUÍ'¦%4 Ç É#� Ç ¦�Ó Ç ¥=É Ç % Ç ÊHÊ Ç É ÊÃÑ�¥=¦iÞ � �
Î Í	É N ≥ 512

�

� a �Ta�� ��� ���m]M_�]����������9]�� 	 [�	��
�
	T_ � _� �T]��7`_�1[����� ]������
�«Ñ Ç ÓUÍ'Ì È ×�ÊÃ¥=ÊËÒÍ	¦�Í	ÎÐÊÃÑ Ç Õ Ç Ø Î ä ÕHÒÌ�Ò ØÔ¥=É"Õ Ç Ì�Ò ä ¥	¦�¥=ØÛ,ÊËÒÔÓ_ÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦

uB
ÒÕ"¦�ÍZÙ�Ó¶¥=ÉÃÉÃÒ Ç §

Í	×�Ê�×#ÕHÒ¦��8ÊÃÑ Ç ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=Ø	¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ F 5
¥	¦�§ F ′

5 = D+F 5
�@Ù8Ñ�ÒÓ6ÑE¥	É Ç ÕË×�%�ÕHÊËÒ ä

ÊË×�Ê Ç §�Î Í'É%ÊÃÑ Ç�Ç á�¥	ÓUÊñÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦ f5 ¥=¦�§iÎ Í	É%ÊËÑ Ç §�ÒÔÕËÓ¶É Ç Ê Ç § Ç ÉÃÒC4Z¥ZÊÃÒC4 Ç
f ′

5
�,É Ç Õ È�Ç Ó�ÊÃÒC4 Ç ØÛ �

� ¦ ¥	¦ ¥=¦#¥=ØÍ�	Í'×�Õ*ÙÚ¥�Û F 1
� F ′

1 = D+F 1
� F 3

¥	¦�§ F
′

3 = D+F 3
¥=É Ç ÕË×�%�ÕHÊËÒ ÊË×�Ê Ç §

:¿Õ Ç¶Ç ; ÜL<?>�Î Í	É f1 � f ′

1
� f3 ¥	¦�§ f ′

3
��É Ç Õ È#Ç Ó�ÊËÒ94 Ç Ø Û � �«Ñ Ç É Ç Ø¥=ÊËÒÍ	¦�Õ :æÝ � B�>_¥	É Ç ×#Õ Ç § Î Í	ÉÇ ¥	Ó6Ñ (x, y) Ò ¦¯ÊÃÑ Ç É Ç Ó�Ê6¥=¦��'×�Ø¥	ÉÚ§�Í	Ì�¥=Ò¦ Ω̄ = [0, 1] × [0, 1]

� G Ç § Ç � ¦ Ç

UB(x, y) =
3U∞

2R
xF

′

1(η) −
U∞

2R3
x3 F

′

3(η) +
3U∞

80R5
x5 F

′

5(η),

VB(x, y) = −

√

3νU∞

R

{

vB1
(x)F 1(η) − vB2

(x)F 3(η) + vB3
(x)F 5(η)

}

,



�"»��Uª�·�¸��_ª�ù�´Uµ�±¿½.�Z¬���´¶¸ Ä�»M$�·%U»Zµ � »Zª�° $�=µ�¹��º÷m�=¹	´Uµ	��
Uª��=¸º±¿»=°�· Ü â	â

Ù8Ñ Ç É Ç :æÝ � D%>sÉ Ç¶È É Ç Õ Ç ¦,ÊÃÕ vB1
(x) � vB2

(x) � vB3
(x) ¥=¦�§ η = (0,∞) ÒÕ\�'ÒC4 Ç ¦ %�Û :æÝ � Ý�> �

¨�ÉÃ¥ È Ñ�ÕñÍ=Î ÊËÑ Ç É Ç ÕË×�Ø ÊËÒ¦���¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥ZÊ Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦
uB

¥=É Ç �	Ò94 Ç ¦iÒ¦ � Ò �	×�É Ç ÜEÎ Í	É
ν = 2−5

�2� Í	Ê Ç ÊËÑ�¥=ÊWÙ Ç Õ Ç Ê U∞ = 1 ¥	¦�§ R = 1 Î Í'É*ÊÃÑ Ç ÓUÍ'Ì È ×�ÊÃ¥=ÊËÒÍ	¦�Õ � �«Ñ Ç Õ Ç
�	É6¥ È Ñ�Õ8¥	É Ç Ó¶Í	¦�ÕHÊËÉÃ×�Ó�Ê Ç § ×�ÕËÒ ¦��ÁÊÃÑ Ç §�¥=ÊÃ¥ÁÍ=ÎÐÊËÑ Ç �ÚØÔ¥	ÕËÒ ×#Õ�ÕHÍ'Ø ×�ÊËÒÍ	¦ Î Í	É F 1

� F 3
¥=¦�§

F 5
ÓUÍ	ÉÃÉ Ç Õ È Í'¦�§�Ò¦��EÊÃÍ N = 8192

�

UB

x

y
0

0.2
0.4

0.6
0.8

1 0
0.2

0.4
0.6

0.8
1

0
0.2
0.4
0.6
0.8

1
1.2
1.4

VB

x
y

0
0.2

0.4
0.6

0.8
1 0

0.2
0.4

0.6
0.8

1

-3
-2.5

-2
-1.5

-1
-0.5

0

�������E� � � 	 � X M V G e ^Fk Y¡G F�e�F.h J T M@I�M¶` q Y¡JLA�M¶` e ^ ` p Y¡J ^ I (UB , VB) k^@X ν = 2−5 f F I F X M¶Y F i
k X¡^ h Y¡G F I p h_F X JLA�M@` e ^ ` p Y¡J ^ I e

F 1
[
F 3

�
F 5

t � X M V G e M X F f:J�d F I kÔ^¶X M 32 × 32
h_F.e G t

� ¥=4�Ò ¦��öÊÃÑ Ç ÉËÍ�%�×�ÕHÊ_¥ È�È ÉÃÍ�á�Ò Ì�¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ F 1
� F 3

� F 5
¥	¦�§�ÊËÑ Ç Ò ÉE§�ÒÔÕÃÓUÉ Ç Ê Ç § Ç ÉËÒ94Z¥ ä

ÊËÒ94 Ç Õ%× È ÊÃÍ£Õ Ç ÓUÍ'¦�§�Í	É6§ Ç É@�'Í	¦ Ç Ó@¥=¦öÓ¶Í	Ì È ×�Ê Ç ÊÃÑ Ç Ó¶Í	Ì È Í'¦ Ç ¦,Ê6Õ UB(x, y) � VB(x, y)¥=¦�§ ÊÃÑ Ç ÒÉ � ÉÃÕHÊ § Ç ÉËÒ94Z¥ZÊÃÒC4 Ç ÕiÒ¦ x ¥=¦�§ y ÊËÑ#¥ZÊ¯¥	É Ç ¥=ØÔÕHÍ È ¥=É6¥=Ì Ç Ê Ç ÉöÉÃÍ%�×�Õ¡Ê :¿Õ Ç¶Ç
; Ý�� # Ñ�¥ È Ê Ç É BAB	� � Ç Ó�ÊËÒÍ	¦ â < Î Í	É,6�ÍZÙ\ÍL4 Ç É8¥�6#¥=Ê È Ø¥=Ê Ç > �

�,!�� ) $�/ �8- 
�13) $ 


�«Ñ Ç ¥	Ò ÌwÍ=ÎøÊÃÑ�ÒÕ*ÙÚÍ	ÉÃü Ù«¥	Õ�ÊËÍöÓ¶Í	¦�ÕHÊËÉÃ×�Ó�ÊW¥�ÉÃÍ%�×�ÕHÊ"¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=ØsÌ Ç ÊËÑ�Í�§�ÊËÍöÍ�%�ÊÃ¥	Ò ¦
¥�Õ Ç Ì�Ò ä ¥=¦�¥	Ø Û,ÊÃÒÓ@¥=Ø ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦�Î Í'É_ÊËÑ ÇöÈ ÉËÍ�%�Ø Ç Ì�Õ :PB � B�>���:3B � Ü%>�� :PB � D%>��':3B � 	�>_ÍL4 Ç ÉWÊÃÑ Ç
ÕHÛ�Ì�Ì Ç ÊËÉÃÒÔÓÁÓ¶×�ÉF4 Ç § ÕH×�ÉHÎ¿¥'Ó Ç Í	¦�ÊËÑ Ç §�Í'Ì�¥=Ò¦ Ω̄ %#¥	Õ Ç §�Í'¦�ÊÃÑ Ç ¥ È�È ÉËÍ,¥	Ó6Ñ �'ÒC4 Ç ¦ Ò ¦
; �O< � �«Ñ Ç %�Í�§�Û�ÓUÍ	¦,ÊÃÍ	×�ÉñÍ=Î¾ÊËÑ Ç ÕH×�ÉHÎ¿¥'Ó Ç § Ç� ¦ Ç §{%�Û :PB � D%>U�	Ù8Ò ÊËÑö¥'ÕËÕËÍ�ÓUÒÔ¥ZÊ Ç § 4 Ç Ø Í�ÓUÒ Ê¡Û
§�ÒÕHÊËÉÃÒ %�×�ÊËÒÍ	¦�Í'¦/ÊËÑ Ç ÕH×�ÉHÎ¿¥'Ó Ç § Ç� ¦ Ç § %,Û :3B � 	A>��#É Ç ÕH×�Ø ÊÃÕ"Ò ¦�ÊËÑ Ç Ì�Í�§ Ç Ø6�ÍZÙ Í	¦/ÊÃÑ Ç
ÕH×�ÉËÎ¿¥	Ó Ç % Ç Ò¦��/É Ç@È É Ç Õ Ç ¦,Ê Ç §�Ò ¦ Ê Ç ÉËÌ�Õ�Í=Î%ÊËÑ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦�Õ f1 � f3 ¥=¦�§ f5

�¾Ù8Ñ�ÒÔÓ6Ñ ¥	É Ç
§ Ç � ¦ Ç § Í	¦ ÊËÑ Ç Õ Ç Ì�Ò ä ¥=á�ÒÕ [0,∞)

� �sÍ/Í%�Ê6¥=Ò¦ ¥/ÉÃÍ%�×�Õ¡Ê_Ì Ç ÊÃÑ�Í�§ Î Í	ÉWÊËÑ Ç 4 Ç ØÍ�ÓUÒ Ê¡Û
ÓUÍ	Ì È Í	¦ Ç ¦,ÊÃÕ uB

¥=¦�§ vB
Í	¦�ÊÃÑ Ç §�Í	Ì�¥=Ò¦ Ω̄ ÒãÊWÒÔÕ*ÕË×  ÓUÒ Ç ¦,Ê"ÊÃÍöÑ�¥=4 Ç ¥=¦ ¥	Ó¶Ó¶×�É6¥ZÊ Ç

Ì Ç ÊËÑ�Í�§ ÊËÍ�¥ È�È ÉÃÍ�á�ÒÌ�¥ZÊ Ç f1 � f3 ¥=¦�§ f5
Ù8Ò ÊËÑ ÊËÑ Ç Ò É_É Ç Õ È�Ç Ó�ÊÃÒC4 Ç � ÉÃÕHÊE§ Ç ÉÃÒ94�¥=ÊËÒ94 Ç Õ¶�

Ù8Ñ�ÒÓ6Ñ�¥	É Ç Ó¶Í	¦�4 Ç É>� Ç ¦,Ê�×�¦�ÒãÎ Í'ÉËÌ�ØÛ�Í'¦�ÊÃÑ Ç Õ Ç Ì�Ò ä Ò¦ � ¦�Ò Ê Ç ¥=á�ÒÕ [0,∞)
�ñ� ¦ ; ÜO<æ� Ù Ç

Ñ�¥=4 Ç Ó¶Í	¦�ÕËÒ§ Ç É Ç §�¥�ÕHÒÌ�Ò ØÔ¥=É È ÉÃÍ%�Ø Ç ÌkÙ8Ñ Ç É Ç ÊËÑ Ç ÕH×�ÉHÎ¿¥'Ó Ç ÓUÍ'¦,ÊËÍ	×�ÉEÒÕ£É Ç@È É Ç Õ Ç ¦,Ê Ç §
%,Û�¥EÊËÑ�ÒÉÃ§öÍ	É6§ Ç É È Í'Ø Û�¦�Í'Ì�Ò¥	Øº�,É Ç ÕH×�ØãÊÃÒ ¦��£Ò ¦öÊËÑ Ç Ì�Í�§ Ç Ø06�ÍZÙ % Ç Ò ¦���É Ç¶È É Ç Õ Ç ¦,Ê Ç § %�Û
ÊËÑ Ç Î ×�¦�ÓUÊËÒÍ	¦�Õ f1 ¥	¦�§ f3 �'Ù8Ñ�ÒÓ6ÑiÒ¦�4	Í'ØC4 Ç Õ ¥�ÕHÛ�ÕHÊ Ç Ì Í	Î ÊËÑ�É Ç¶Ç Í	É6§�Ò ¦#¥=ÉÃÛ�§�Ò�� Ç É Ç ¦,ÊËÒÔ¥=ØÇ�M ×�¥ZÊÃÒ Í'¦�Õ ��� ÕËÒ¦��ö¥iÕËÒ Ì�ÒØ¥	É*¥ È�È ÉÃÍ'¥	Ó6Ñ¯Ù Ç Ñ�¥=4 Ç ÓUÍ	¦#Õ¡ÊÃÉË×�ÓUÊ Ç §�¥�ÉËÍ�%�×�ÕHÊ"¦�×�Ì Ç ÉÃÒÓ@¥=Ø
Ì Ç ÊËÑ�Í�§ÁÊÃÍ�Í�%�ÊÃ¥	Ò ¦�¥_Õ Ç Ì�Ò ä ¥	¦�¥=ØÛ,ÊËÒÔÓ¶¥=Ø�ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦ÁÎ Í'ÉøÊËÑ Ç�È ÉËÍ�%�Ø Ç Ì :3B � B=>���:3B � ÜA>U�2:3B � D�>��
:3B � 	�>ñÍ'¦ ÊÃÑ Ç §�Í'Ì�¥	Ò ¦ Ω̄ �

� ¦�ÊËÑ�ÒÔÕ È ¥ È�Ç É:�	Ù Ç ÕËÍ	Ø94 Ç ¥EÕËÛ�Õ¡Ê Ç Ì Ò ¦�4	Í'ØC4�Ò¦�� Ç Ò �	Ñ,ÊÚÍ	É6§�Ò ¦#¥=ÉÃÛ£§�Ò�� Ç É Ç ¦'ÊÃÒ¥	Ø Ç�M ×�¥ ä
ÊËÒÍ	¦�Õ ��� ¦ È ¥	ÉHÊÃÒÓ¶×�ØÔ¥=É:�	Ù Ç ÕËÍ	Ø94 Ç ¥�ÕËÛ�Õ¡Ê Ç Ì�Í=Î � 4 Ç ÓUÍ'Ì È Ø ÒÔÓ¶¥=Ê Ç § ¥=×�á�ÒØ ÒÔ¥=ÉÃÛ Ç�M ×�¥=ÊËÒÍ	¦�Õ



Ü â � !��T���T!*°�·G�Zµ�± � � ���£»Z·6·(�=±³° � � ����»ZµË´¶° � ©	��
��s¼�Ä�±Ô·HÄ'úZ±³°
ÊËÍ � ¦#§ g5

� h5
� k5

� j5 ¥	¦�§ q5 Ù8Ñ�ÒÓ6Ñ � Ç ¦ Ç É6¥ZÊ Ç f5 �¾� Ç É Ç ÊÃÑ Ç ÕË×�ÉËÎ¿¥	Ó Ç � Ç Í'Ì Ç ÊËÉÃÛöÒÔÕ
ÌÁÍ'É Ç ÓUÍ	Ì È ØÒÔÓ¶¥ZÊ Ç § ¥'Õ_ÊÃÑ Ç Ó¶Í	¦,ÊËÍ'×�É£Í	Î8ÊËÑ Ç ÕH×�ÉHÎ¿¥'Ó Ç ÒÔÕ£É Ç¶È É Ç Õ Ç ¦'Ê Ç §�%�Û ¥ 	ZÊËÑ Í'É ä
§ Ç É È Í	ØÛ�¦�Í	Ì�ÒÔ¥=Ø �%G Ç ¦�Í	Ê Ç ÊËÑ�¥=Ê�Ò ¦/ÓUÍ'Ì È ¥=ÉÃÒÕËÍ	¦�ÊÃÍ f1 ¥=¦�§ f3 ��ÊÃÑ Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦öÎ Í	É f5ÕHÑ�ÍZÙ�ÕÐ¦�Í'¦ ä ÌÁÍ'¦�Í=ÊÃÍ	¦�ÒÔÓ1% Ç Ñ�¥=4�Ò Í'×�É@��Ñ�ÍZÙ Ç 4 Ç É:�¶ÊÃÑ Ç §�ÒÔÕËÓ¶É Ç Ê Ç ÕËÍ	Ø×�ÊËÒÍ	¦ F5

¥	¦�§ÁÒãÊ6Õ
§�ÒÕ ä
ÓUÉ Ç Ê Ç § Ç ÉËÒ94Z¥ZÊËÒ94 Ç Õ D+F5

¥	¦�§ D+D+F5
É Ç 6 Ç Ó�Êø×�¦�Ò Î Í	ÉÃÌuÓ¶Í	¦�4 Ç É>� Ç ¦,Ê % Ç Ñ�¥=4�ÒÍ	×�ÉÐÍ	¦

[0,∞)
� �«Ñ Ç É Ç ÕË×�ØãÊ6Õ«Ù Ç ¥'Ó6Ñ�Ò Ç 4 Ç §öÑ Ç É Ç ¥	É Ç ¦�Í=Ê�Í'¦�ØÛ�ÊËÑ Ç ÒÌ�Ì Ç §�ÒÔ¥ZÊ Ç_Ç á�Ê Ç ¦�ÕHÒÍ	¦¯Í=Î

; ÜO<æ�'Ù Ç Ñ�¥=4 Ç Ò ¦#§ Ç¶Ç §�ÕHÑ�ÍZÙ8¦�Ñ Ç É Ç ÊÃÑ�¥ZÊ%ÊËÑ Ç Ó¶Í	¦�ÕHÊËÉÃ×�ÓUÊ Ç §ÁÉÃÍ%�×#Õ¡Ê ¦�×�Ì Ç ÉÃÒÔÓ¶¥=Ø�Ì Ç ÊËÑ�Í�§
ÒÕ8¥ È�È ØÒÓ@¥�%�Ø Ç ÊÃÍ�ÌÁÍ'É Ç ÓUÍ'Ì È Ø ÒÔÓ¶¥=Ê Ç § ÕË×�ÉËÎ¿¥	Ó Ç ÕñÎ Í	É«Ì�Í�§ Ç Ø È ÉÃÍ%�Ø Ç Ì�ÕÚÒ¦¯Ó¶Í	Ì È ¥=ÉÃÒÔÕHÍ'¦
ÊËÍÁÊËÑ Ç %�Í�§�Û ÕHÊË×#§�Ò Ç §¯Ò ¦ ; ÜL< �

�«Ñ Ç ¥	×�ÊËÑ�Í'ÉÃÕ"ÙñÍ'×�ØÔ§�Ø Òü Ç ÊËÍöÊËÑ�¥	¦�ü¯ÊËÑ Ç É Ç Î Ç É Ç¶Ç Î Í'É�ÕËÍ	Ì Ç 4Z¥	Ø ×�¥%�Ø Ç ÓUÍ'Ì�Ì Ç ¦,ÊÃÕ
Í	¦ ÊËÑ�ÒÔÕ È ¥ È#Ç É �

� ��� �( �$�/ � 
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