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On a model of sequential point patterns

ABSTRACT
A sequential point process motivated by the cooperative sequential adsorption is studied.
Analytical properties of the process are considered in details. It is shown that the point process
is useful for modelling cluster point patterns. The test on the real life data is carried out.
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� �� ��	������ � ��� �� � ��3���� ���� ( �������� �	���� ���� 
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��� ��	���� �%&� ��� �� �1������� �� �����
�� ������� ��� ��	���� �%?� 	���	����� 
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�����	 �� �	 ��� 	����	���� ���	 ���� 
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� ��� ���������� ������ 
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��� �	��� �� ����� �� ��� �����
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�� �� ��� �	����� ������� �� ���
���)��	����� 
� ��� ��	���� ��� �����	 �� ��	����� ��������	� ���� 
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��� ����� �� �����	�� ,�	��� ����� �	������� 
�� �������	��� ��� 
�	�
����� ��� ����	������ ����� �	������� ��@/�� 7�� ��	������	 ���� �� �@/ �	����� ��� �� ����	����
�� ��� �����
��� 
�� �������	 ��� 	������� �%� �� ��� �����	�� ��� ��� �	����� ������ �	� ���
������� ���� ���� ���	��	�� ���� �� ������ ��� ��� ��� ����������� �������� �� ��� �	����� �� � �����
�� �� �	������ ��� ����� ��� � ��������	�� �� �� ��� �� ��� ���� ��� ������ ����	������ ��������� ��
���� ,�	��� ����� �	����� �	� ����� � ��� ��	����� �%%�� 7��� � ������ �� � ����� �� ����	����� 
���� �����	 ��� �����	 �� ������ �� �� �	 ��� �	��	 �� ���
� ���� ��� ������������ ��� ��� 	����� ��
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�� 
���
	������ �� ��� 	���	���� �����	� �� ��� ����	�� ��	���� �� ��� ,��	�������4������� ������	 ��
��� �����
��� ���� =���� ��� ��		��� ����� 
� ��� ��	�� ��� ����� �	� �	������ ������ ����� 
���
�	�������� %�2� �� ��	�� �� �	������ ���� 
� ������ � �������� � � �:� � � � � ��
��	 �� 	����� ������
� �����	�� ����	������ ����� , � � ��� ������ ��� ��
 ����� ��
�� ,� < �� � � � ���� ,� �� � � �� 
���
�	��������

���

�
%�

+���
�� ,��

+�
�����
�� D %�

	
� �22�

�� ����� �� �	������ ���� � �������� � � �%� � � � � ��
��	 �� ������ �� 	����� ��� ��� ����� � ��
	������ 
��� �	��������

���

�
%�
+���� � � � � ���� ���� � � � � ���	�����
��

+�
���

	
� �2?�

��� ����	�� ������ �� ��� ��	�������� ������	 �� ����	����� � ��� ��	�� 	���

-�
�� ,� <
+���
�� ,��

���
�� D %�+�
��
� �2#�

��	 ��� ��	�� �� � ��
 ����� , �� ��� �������� � ����� ��� ��		��� ���)��	����� 
� ��� ��
�� < % ��	
��� ����� 	��� �� �������� � �� ��� ��		��� ���)��	����� 
��

9�� �� ���� ���� ��� ,�	��� ������ ����	���� � ���� ,��	�������4������� ��� ��	��������
����	���� �	� 	���	����� 
��� 	������ �� ��� �	�������� ����	������� �����)�� � ��� ������ +�
��

��� 	������ �� ��� 	���	���� �����	� � �"%%$�� ���	���	� ���� ����	������� �� �� ����	���� ��� ��	 ���
,�	��� ������� �� �� �	���� �� "%%$ ���� � ��Æ����� ��������� ��	 ������	�� �	������� ��	 ���� ���
,��	�������4������� ��� ��	������������ ������	� ��	 � ���������� ,�	��� �	����� 
��� ������ +
�� ��� �����
��� ����� �������� ���������

+���
�� ,��

+�
��
� $� �26�

�����	�� �� , � �� 
� < ���� � � � � ��� ��� � < :� � � � � � ��	 ���� $ � :� (� ������ �� �26� ����
+�
�� � :� !�	 ��	� ������� 
� 	���	 �� "%%$ 
��	� ��� �	���	���� �� ��	� ����	�� ,��	�������4�������
����	���� ��	 ���������� ,�	��� ����� �	������� 
�	� �������	���

E



��� ���	� ��	
���� �� ��� ���������

(� ���� ����� �������� ��	 ��� �����
��� �
� ����	���� �������� �� ��� �	������ ��� )	�� ��� ��

��� ���	� �� ��� � )���� �����	 �� ����8�	� ������������ ��� ������ ��� �� 
��� ��� �����������
�	� �������� ��� ��� ��� ���� ��� � )���� �����	 �� ��*�	��� �������

��� ��1� ����	�� �	������ �� 
��� ����� �������� ������ ��	 ���� ����� ��������� ������ ��

� ���
 ����	
�	�� �A���	� 2� ����	 ��� �	���� �� ����	�� ����� ������ ������ �� ���	�����

������� �
� %����	�� � %&� ���
��� ��� � ���� ������ �� 	�'���� ����������

�� $� �� � :� � < :� %� � � � � �� �� < :� � � � ��� ���� � � ��� �� 	���� "#� �� ��
��� �����
��� � 
�����

$������ < ��1���� � � � � �� �

�
��1���� � � � � �� �

������� � � � � �� �

�� ����
� �2C�

����� . ��� �� �� ��(���� ������ �� ����� ���
� 
�� �� ����
��	 �� ��	���������� ���
������ �� ��
� � �� �� �� 	����
� ������ �� �� �� ��� �� �� ���� ��� %�

�� $� �� � :� � < :� %� � � � � �� �� < � � :� � � � ��� ���� � ��	 �� ��� �� 	���� "#� ��
��
��� ����� ��� � 
�����

$������ < ��1���� � � � � �� � ��

�
��1���� � � � � �� � ��

������� � � � � �� �

�� ����
� �2&�

����� . ��� �� �� 
����� 	����	 �� �� ��� %��

!���� �� ��� �� �� ������� #��� (� ���� �	��� ��	 ��� ���� � < 2 ��	 �����	 ���������� ���
����)������ �� �������� @��� ���� . �2� < C� ;����� ��	 ���	�

!�
�� ,� < �����	����

��
��

�������	�������

������	����
� �2'�

!�	 �� , ��� 
�� 
� ���� ���� �����	���� � ��1���� � � � � �� �� 9�� �� ����� ��� �	������ @��� ����
����� �
���� ,�������� 
���� ��� �� : �	 %� �� ����� 
���� < : ��� ,��� � � ���� ����� �
���� ,���
����� 
���� < : ��� ��� ��		��������� 	���� �� ��� �	����� ��

�������	�������

������	����
< %�

�� , � �� � � ��� ����� 
���� < �  ���� ����� �
���� ,�� < � D % ��� ��� ��		��������� 	���� ��

����

��
< :�

����� ���� < :� �� ��� ����� , ��� �� ����	��� �� ��� ��� ���	������ �� ��� �����	 
� �� ���
��� �� ���	� �	� �� ������ �� ��� ���)��	����� 
� �  �,��� ���� ��	��� ���� @ ��������	�� ��
����� 
���� � � ��� , � �� � � ���� ��� �	����� ����� ��� �����	 ������	�������������	���� ����

%:




� ����� � ��1���� � � � � �� ��������� � � � � �� �� �� ������� � % ��	 �� ( < :� � � � � � � % ���� ���
����� �26� �� ������� ��� ��� �	��� �� )������� �� ��� ����	�� ���� 
� �����

!�
�� ,� � ��1���� � � � � �� �

�
��1���� � � � � �� �

������� � � � � �� �

������	��

�


��	���
�� ,� �� ��� �����	 �� 
� ���������� ��� � � �� ���� ���� ����� 
���� � � ��� ,��� � ��
� ������ ������	�� �	������ ���
� ���� 
� ��� ����� ��
�� ,� � C� � ������ 	��	����� ��� ����
 �,��� �� � ����� �� C ����� ���3���� �����	�� �� �� ��� �� ��� ���� ��� �������� ���
��� �� �
�
������ ��������� �� ��� ���� �����	 �� ��� ��	� ���� �� ���	���	� ���	� ������ �� ��	� ���� �
������ �� ��� �����	 
� �� �� �� ����� �����	�� ������ ������ ���	� 
�� � �����	 ���� �������� ��
����� � D % ������ �� ��� �����	 
� < ���� � � � � ���� � � � D %� 9�� � �� ��� ���� �		���� �� ����
�����	 ���� �� �� ��� ����� �����	�� ���	� ����	 ���� ��� ����	�� ���� � ��� ��	��� ��� ������ �
��������	� �����	 �����	 ������ ��������� �� ��� �����	� ��� �� 
���� ���� �� ����� �D% ��������	�
�� 
� ����	��� , �� ��� ��������� �� ��� �����	 ��� ���� ��������� �� ��	������� �� )����

!�
�� ,� � ��1���� � � � � �� �

�
��1���� � � � � �� �

������� � � � � �� �

�	�

�

��� ��	� %� �� ��� ����	�� �� �	�����
!���� �� ��� �� �� ������� #��� ������ ����� ��	 ��)�������� ��� 
������ ���� �� ����	����

���� � < 2� !�	 �� , ��� 
�� ��� ��� �������� �����	���� � ��1���� � � � � �� � ��� -������� ���
�	����� �2'� 
� ����������� �
� ������ �� ,��� � � ��� ����� 
���� � �  ���� ��� ��		���������
	���� �� �	�����

������	����

�������	�������
< %�

�� , � �� � �� ����� �
���� ,�� � ����� 
���� < % ��� ����� 
���� � �  ���� ��� �	����� ����� ���
�����	 ���� ����� �� ��� ����� �� % ��� 
� ����� �� �� �����
�

������	������

������	����
�

��1���� � � � � �� � ��

������� � � � � �� �
�

��

!�
�� ,� � ��1���� � � � � �� � ��

�
��1���� � � � � �� � ��

������� � � � � �� �
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��	� /�
�� ,� �� ��� �����	 �� ���������� �� � 
�� � � �� ���� ���� ����� 
���� � � ��� ,��� � ��
��� ������	�� �	������ 
� ���� �� ��� �	��� �� ��	� %� ����� ���� /�
�� ,� � C� ��� ��� ��� �����
�2&�� ��� ����	�� �� �	�����

������	
 %� ������	 ����� �������� ������ ��� �� �������� �� ��� ���� 
� �� ��� ���� 
���
��� 	������� �%� ���
��� ������ �� 	������� � ��� 	������� �2%� 
��� ���� �������� ��� �������
�������� �����

2� �� �� 
��� ���
� ���� ��� �	������� �������������� �� ��	������������ ������	� �� ��� ������
������ ���� �� ����� �� ��������� �������� �� �	��������� �� � /������ �	����� 
��� ���� ����� 	���
��� �������� ��	�� 	��� $ ���� ��������� �� !�
�� ,�F !�
�� ,� � $� �� $ �� ���	��������� ����
�� ����� �� ��	 ��
 ���������� �	������������ ���	���	� �� �� ����	���� �� ��� ��� ����� �26� ��

%%



����� �� ��������� !	�� ���� ����� �� ���
 ��� ������ 
� ���� �������� �� ����	�� ?�% �	� ���
����������	� (� �������� ���	��������� ��� ������ �� ��,� 
�� ��� /�,� 
�� ����� ��� ������ �� ��
�����	 ����� ���� ��������	� �	�� ����	 �����	�� -�� �� ����	�� ���� ������ �2C� ��� �2&� �	�
����� �� �������� ������ �������	 �� )	�� ��� ����� �2C� �� ��� ���� 
��� ��� �� � : ��� �� < :
��	 � � 2� ���� �����
��� ��� �	��� ��� ���� ���� ��� ����� ��	 ��,� 
�� ���� ��1���� �����	 ��
������ �� ��� ���)��	����� 
� 
���� ��� ����	����� ��� �����	����� �����	 �� ��� �	����� �2'�� �� C�
7�� 
���� ��� ���� �����	 �� ��� ���)��	����� ���
� �� !���	� % ����		�� 
��	� C ������ �� ���
�����	 
� �	� ������� �� ��� ������	 �� ��� ����  �,��� ���� ���� ��� �������� ���
��� ��� ���	���
�� ���� �� �� 7������� ���� ��� �� ���)��	������ ��� �	�������� : ����� ��� ���� ������	 ���
9������� �����	� : �� ��������� 2� -�� ��� ��� �� ���)��	������ ���
� �� !���	� 2 ��� ��	��� �
����8�	� �	�������� ��� ����� ��� ����� ��,� 
�� < 6�

�������	 ��
 ��� �	����� 
��� ����������� �� � :� �� � :� �� < � � :� � � 2� �� �� ��� ��
��� ���� ��� ���� +�����+ ���)��	����� �� !���	� % ����� ��� ����� �2&� 
��� . �2� < C ��� ���
���)��	����� �� !���	� 2 �	������ ��� +��
�	 �����+ ��	 ��� ����� �2&� ��� �� �� 6 ����� /�,� 
�� < 6
�� ���� ����� ��� ��� ��*�	���� �� ���� ��
 ��� ������ �� ���)��	����� 
� 
���� 
� ������ ���	 ���
���� ������	 ������ ���� ��	� ���� % ��������	 ������� ��� ���� �����	
��� ��� ��		���������
�����	 �� ��� �	����� �2'� 
���� �� �	����� ���� ����� �� %��

��� ������ 
� �������� �� ����	�� ��� �� ��	 ��	�� ���� ��	 ����� � � !�	 �������� �� � < 2
��� ��1���� � � � � �� ��������� � � � � �� � < %: ���� ��� ����� �� �� �	��	 �� %:��� ���	���	� 
�
��� �������� ���� ��� ��	������������ ������	 ����� �� �������� �� ��� � ���� �	������� ������ ��	
���������� �� ��� �	��������

?� �� �� ��� �� ��� ���� ��� ��������� �26� ����� ��	 �� ���	������ �������� �� �����������
�� � � � � � �� � ���� � � � � � � � :� 
���� �� ��� �������	�� )���� ����� �� ���� ���� ��� �����	
�������	��������������	���� �� ��
�� ������� � %�

#� �� 
� ��� �� < � � : ��	 �� � � : ���� 
� ������ ��� ���������� /������ ����� �	������ ��
���� ���� ��� ����� ����� �� 3��� ��

6� �� ��� ��� �� ����������� �� ��������� ���� ��� ������ �?� �� ��� �� ������ ������� ������ 
������ ���� � � � �� � � �� 9�� ��� �	�� � ������� �� ����� ��� ����  ��� !� 
��� 	�����
! � ��2� �������	 � ���)��	����� 
� < ���� � < %� � � � � �� �  ��� !�� ���� ��	 , �  ��� !�

!��
�� ,� < �����
�
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���

�������	�������

������	����
< ��
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���

����
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< ���
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���
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!���	� %F ��� ������ �� �	
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 � �
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� �	
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�
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!���	� 2F ���
 ������� ���	 �������
 �
����
� �
�� �	
 ���� ��������� �	
 �������
� �
��

� �	
 ������� ��
 ���

�
�� �	�� �	
 ������ � �	
 ����� � �
���� �� 	�� � ����� � ���
��
����� ���	 
��	 � �	
 �������� �	
�
 ������ �� ���

	��
 ��� �
��	����� ������
 �	
 �����

� ������	�� �� ������	�� ��� �������	�� 	� �������	�� ��	�� ����

����� �� �� ���������

�� ��������� �����	� ���� ��� �� �1���� �� ��� �����
��� ���� �� ��� ����������� �	� ���	������ ����
�� � � � � � �� � ���� � � � � ���� �� ����� 	����� �� 	�������� ���
��� ������� �� ��� ����������� �	�
���	������ ���� � � � � �� � ���� � � � � ���� ��� �1���� �� ����	�� ��� ���	������� �*��� �� � �����
�����	�� -������� ����� �	��������� ���� ��� ���	� �	� ��	���� ����������� ���� 
��� �� ����������

�������	 ��� �������� �����	����� ��������� 
��� ���	� �	� ��� �
� ����8�	� ����������� �� ���
�� ���� � ����� ��� ���� �� ���� ��� ��������	� �� �� � �� ���� ������	�� �����	�� �����	 
��� !���	� #� ��� ������	� �������� ���� � 	�'���� ��	����	� ���� ������	� ��	��� ��	 �1����� 
� � /������ ������	 �	������ ��� ����������	� �	� ��	��� � +��	����� ����� ������+ �� ������

���� ���	�1������ ���� +� ����� �����	 ��	����	�+� !���	� ? ������	���� ��� ��������� �� ���
����� ��	������� ��� �	��� ������� � D �	� �	��� 
��	� ��� �������� �� ����� �����	���� ��
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!���	� ?F ��������� � �	
 ����
�� �����
���

���� D� �	��� �	� ��� ���� 
���� 
�	� ������ ��� �	� ������� �� ��� ������� /���� � �� ���
)	�� ��� �� ��������� ��� �	�� �� ��� ����  ������ ���� ����� � �����	�� ��� ���������� ���
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��� ��	���� �E� ����� ���� ����� � ��� ����	������ 	����� ��� � D % ��� �����	 �� ����8�	�
����������� ��� ����� �	����� ��	�� �� �1��������� ������ (� ������ � 3 ��� ��� �� ��	�����	�
�3� < �������� � � �	 ��� ��������� ���������� �� ���� ���� �	� ���
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:�:EC� � � � � :�% �#� #� %� %� #

����� 2F ���������� ��� ��� �����	 �� ����8�	� ����������� ��	 ����� 	�����

���	�1 	�" ����� ��� ������ �� ����� ����� 
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