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An improved front tracking method for the Euler
equations

ABSTRACT
In this paper an improved front tracking method for the Euler equations is presented. The
method is improved by assigning wave types to the fronts. These wave types determine the
velocities of the fronts and their mutual interactions. This results in a physically more consistent,
a more accurate and a faster simulation. The method is applied to the Euler equations for one-
dimensional unsteady and supersonic two-dimensional steady flow.

2000 Mathematics Subject Classification:  35L67, 65M25, 76J20, 76L05
Keywords and Phrases: front tracking; gas dynamics; Euler equations; supersonic flows; shock waves; rarefaction
waves; contact discontinuities





��� ��� ���
	����� ���
	��������
��������� � ! "�
# 	$� %&	��
�'#  (*)�+,-�.(*/�) �0�
�1	2��3

46587�5:9;5=<?>A@B@DCFE&C1C,GIH J�KL5NMO5IPRQTSUSTC,VBWXQYG6Z[P\5^]�_YVBC,G=W
`Xacb dfeXgihkjmlnacofpfjmerqtsud"vkafwfx�hYsybzs|{yqD}'v&xka�~Xa�e�x�aco�bz�yhY�Dp

���O���&�N���&�,���y�R�,�O�m�\�&���F���1�O�A�����k���f���,���k�N�Y���\�y���Y�k�O���,�����Y�"� �&¡z�F�X�F¢T�Y�1���:���Y�X�N�£�&���F�f�1���f�F�i¤¥ �Y���\�y���Y�k�t�N� �m�t�&���1���F�§¦T¨��������:���Y�N�Y�£©ª�y���L��¨k���1�^�f�£���Y�ª�����������B¤ ¥ �Y�F�f�L©ª�y�����«¨T���F�;�T�F�|�F���"�:�Y��f�Y�����F¡:�k�D�:�f�:�F�����I���Y�X�������������,�&�����Y�F�:�£�¬�Y���Y�,¡i�:�k�f�y���������:���&�B¤ ¥ �&�N�L���1���Y¡:�����:��¬�®��¨Y���:�B��¡N¡z¨��t����������&���N�f�f�F���B¯^���\���������D�B�Y���,�f�����Y�2����,�f�f�y�¬���m�t�Y¡:�,���z���i¤ ¥ �Y���\�y���T�T�2�N���1�&�®¡N�:�F�°�|�±���Y���;�&¡:�y��F¢k�Y�,�f�:���&�'�A�������Y�n²u�&�N�\�F�&���:���Y�,¡I�&�&�f�f�y�,�Y¨����&�±���T�U�y�c�f���&�:�R��©L�,²u�&�N�\�F�&���:���Y�,¡I�f�f�y���Y¨�³®�F©�¤
´kµ ´1¶;·�¸�¹»ºL¼ª½Y·�¾«¹¿¶

À�ÁFÂ,ÃÄ�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ§Ë
Ì:ÂOÄ�Í�Ã�Ë�ÌNÎcË�ÁFÅ�ÉRÏFÆnÐ1ÉcÅ|Â�É�Ñ0Ç�Ã0ÎcÆFÂkË�ÉcÅ|ÐnÁnÒ�Ì:ÆFÂ�ÈNÁDÓ�ËcÔtÕÖÍkÉ¬Ê§ÁnÒ�ÍkÉcÊ§ÁnÒ|Ì:Î�ÁyÈI×�Æ1Å�ÊXØ�È:ÁyÒ�Ì:ÆFÂ±Æy× Ò�ÍkÉ�Ë�É
Î�Æ1ÂkË�ÉcÅ|ÐDÁyÒ�Ì:ÆFÂ§ÈNÁDÓ�Ë^ÆF×mÒ�ÉcÂ\Å�ÉBË«ØkÈ8ÒfË¿Ì:Â¬Í�Ã�ÄTÉ�Å�ÇYÆFÈ:Ì:ÎLÄkÁyÅ�Ò�ÌNÁyÈYÑ�ÌzÙYÉ�Å�É�Â1Ò|Ì:ÁFÈ&É�Ú,ØkÁnÒ|ÌzÆ1ÂkË^ÆF×�Ó»Í�ÌNÎfÍ¬Ò�ÍkÉªË�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂkË ÎcÁFÂtÎ�Æ1Â,Ò|ÁyÌ:Â
Ñ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÌzÒ�Ì:É�Ë�Ô$Û�ÆFÅRÜkÝ�ÉBÑ�ÞßÏFÅ|Ì:Ñ2ÊRÉ�Ò�ÍkÆ�ÑkËRÒ�Í�ÉBË«É�Ñ�ÌNË|Î�ÆFÂ,Ò|ÌzÂ�Ø�ÌzÒ�Ì:É�Ë¬ÁFÅ�É"ÍkÁFÅ|Ñ�Ò�ÆOÅ|É�Ë�ÆFÈ:ÐFÉ-ÁFÎ�Î�Ø�ÅfÁnÒ|ÉcÈ:ÃFÔ�àLË§Æ1Ä�ÄYÆ1Ë�É�Ñ
Ò�Æ-Ò|ÍkÁnÒBá�×�Å|ÆFÂ,Ò
Ò�ÅfÁFÎfâ�Ì:Â�Ï"Ê�ÉcÒ�Í�Æ�Ñ�Ë£ÎcÁyÂOÁ1ÎcÎ�ØkÅ|ÁyÒ�ÉcÈ:Ã�Å|É�Ë�ÆFÈ:ÐFÉRÑ�Ì:Ë|Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÌ8Ò|ÌzÉBË�Ú,Ø�Ì8Ò|É§É�Á1Ë«Ì:ÈzÃ1Ô¬ÕÖÍ�É�Ë�É§ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ�Ë
Å|É�Ë�ÆFÈ:ÐFÉ
Ñ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÌzÒ�Ì:É�ËiÌzÂ
Ò|Í�ÉÖË«Æ1ÈzØ�Ò|ÌzÆ1Â�ÁFËUÒ�Å|Ø�É;Ñ�Ì:Ë|Î�Æ1Â1Ò|ÌzÂ�Ø�ÌzÒ�Ì:É�ËiÇ�Ã�Ò�Å|É�ÁnÒ|ÌzÂkÏ»Ò�Í�É�ÊãÁFËUÉ�Ý�Ò�ÅfÁLÑ�É�ÏFÅ|ÉcÉBË�Æy×�×�Å|ÉcÉBÑ�ÆFÊ-Ô6à�Ñ�Ì:ÐFÉ�Å|Ë�Ì8ÒuÃ
Æy×=Å|É�Ë�É�ÁyÅfÎfÍtÍTÁFË»ÇYÉcÉ�Â-Ñ�ÉcÐFÆFÒ�ÉBÑtÒ|ÆR×�Å�Æ1Â,Ò»Ò�ÅfÁFÎfâ�ÌzÂkÏ�ÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ�Ë�Ô;ÕÖÍ�É�ÆFÅ|É�Ò|Ì:Î�ÁyÈ®Ó ÆFÅ|âYá�Ì:ÂkÎ�È:ØkÑ�Ì:Â�Ï¬ÄkÅ�Æ�Æy×AËÖÆF×=Ë«Ò|ÁFÇ�Ì:ÈzÌzÒuÃ\ÁFÂkÑ
Î�Æ1Â�ÐFÉcÅ|ÏFÉ�ÂkÎ�É1áUÍkÁ1Ë�ÇYÉcÉ�Â�Ñ�ÆFÂkÉtÇ�Ã�ä Å|É�Ë|Ë�ÁFÂ�Ô å ÕÖÍkÉtÂ�Ø�ÊRÉcÅ|Ì:Î�ÁyÈ;ÌzÊRÄ�È:ÉcÊRÉcÂ,ÒfÁnÒ�Ì:ÆFÂ�Æy×ÖÒ�Í�Ét×�Å�Æ1Â,Ò£Ò�ÅfÁFÎfâ�Ì:Â�Ï�ÊRÉ�Ò|Í�Æ�ÑOÌ:Ë
ÁyÈNË�ÆOÓ;É�ÈzÈ'ËuÒ|ØkÑ�Ì:É�Ñ®ÔçæßÒ|Ë"ÁyÄ�Ä�È:ÌNÎcÁnÒ|ÌzÆ1ÂèÒ�ÆéÍ�Ã�ÄYÉcÅ|ÇTÆ1ÈzÌNÎ�Î�Æ1ÂkË�ÉcÅ|ÐDÁyÒ�Ì:ÆFÂèÈNÁDÓ�Ë¬Ì:Â$ÆFÂ�É0Ñ�ÌzÊRÉ�ÂkË«Ì:ÆFÂ�ÍkÁFËtÇTÉ�ÉcÂ$Ä�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò|É�Ñ
Ç�Ã2êiÁyÂ�Ï,Ë«ÉcÒ�Í�á ë»Ì:Ë�ÉcÇkÅ�ÆOÁyÂTÑ°ÕÖÐ1ÉcÌzÒ�ÆTÔ ì í î í ï í ð ÕÖÍkÉ�Ê�ÉcÒ�Í�Æ�ÑèÍkÁ1ËRÇTÉ�ÉcÂèÉ�Ý�Ò|ÉcÂkÑ�ÉBÑ°Ò�Æ±ÊRÆFÅ|É�Ë«ÄkÁyÒ�ÌNÁyÈLÑ�ÌzÊRÉcÂTË«Ì:ÆFÂkËRÇ�Ã
Ñ�Ì:ÊRÉcÂkË�ÌzÆ1ÂkÁyÈ�Ë�Ä�È:Ì8Ò�Ò�Ì:Â�Ï§Ì:Â-ÎcÆFÊXÇ�ÌzÂTÁnÒ�Ì:ÆFÂ"Ó»ÌzÒ�Í-ÏFÅ|Ì:Ñ"ÁFÑkÁyÄ�Ò|ÌzÆ1Â\Ç�ÃtêUÌzÉ ñ ÁyÂkÑ"ò�Æ1È:Ñ�É�Â�Ô ó
ô�ÆnÓÖÁFÑkÁDÃ�Ë�áyÒuÓ Æ�ÊRÁFÌzÂTËuÒ|Å�ÉBÁyÊ§Ë¿Ì:Â\×�Å�Æ1Â1Ò Ò�ÅfÁFÎfâ�Ì:Â�Ï£ÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ�ËÖÎcÁFÂ\ÇYÉ�Ì:Ñ�É�Â,Ò�ÌzÜkÉ�Ñ®Ô^Û6Ì:Å|Ë«Ò�á�ÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ�ËÖÓ»Í�ÌNÎfÍtØTË«É�×�Å|ÆFÂ,Ò

Ò�ÅfÁFÎfâ�Ì:Â�Ï�×�ÆFÅtÑ�Ì:Ë|Î�Æ1Â1Ò|ÌzÂ�Ø�ÌzÒ�Ì:É�Ë\Î�Æ1Ê£Ç�Ì:Â�É�Ñ°Ó»ÌzÒ�Í$Á±ÜkÝ�ÉBÑ�ÞßÏFÅ|Ì:Ñ2ÊRÉ�Ò�ÍkÆ�Ñ°×�Æ1ÅtÅ|É�Ë�ÆFÈ:Ð�ÌzÂ�Ï�Ò|Í�ÉÎ�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÆFØkËRÄ�ÍkÉcÂ�Æ1Ê�É�ÂkÁ�á
Ë�ÉcÉ¬õ�ÈzÌ:ÊRÊ-á6À�Î�ä Å�Ã,ÁyÂ0ÁFÂkÑ�Î�ÆyÞßÓ ÆFÅ|âFÉcÅfË�Ô ö ÷�É�Î�Æ1ÂkÑ�È:ÃFáiÊ�ÉcÒ�Í�Æ�Ñ�Ë�Ó»Í�Ì:ÎfÍ±Ñ�Æ-Â�ÆFÒ�ØkË«É¬Ë�ØkÎfÍ±ÁyÂ±ÁFÑ�Ñ�Ì8Ò|ÌzÆ1ÂkÁyÈ=Ü�Ý�ÉBÑ�ÞrÏ1Å�ÌNÑ
ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ®Ô6ÕÖÍkÉ^È:ÁyÒ«Ò|ÉcÅUÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ�ËiÑ�Ì:Ë|Î�Å|É�Ò|Ìzø�É¿Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÆFØkË®ÄkÍ�ÉcÂ�Æ1ÊRÉcÂkÁ»Ç�Ã'Ë«Ê§ÁFÈzÈ,Ñ�Ì:Ë|Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÌ8Ò|ÌzÉBË�Å|É�Ë�Ø�È8Ò|ÌzÂkÏ»ÌzÂ£ÁÖÄkÌzÉBÎ�ÉcÓ»ÌNË�É
Î�Æ1ÂkË«Ò|ÁyÂ,ÒLË«Ò�É�Ä�Þ�×�ØkÂkÎ�Ò|ÌzÆ1Â�ÁyÄ�Ä�Å|ÆDÝ�ÌzÊ§ÁyÒ�Ì:ÆFÂ"ÈzÌ:âFÉ�Ì:Â�ë»Éc×uÔ»ùnÞûú�Ô ÕÖÍkÉ�ÌzÊRÄ�Å|ÆnÐFÉBÑ¬×�Å|ÆFÂ,Ò�Ò|Å|Á1Îfâ�ÌzÂ�ÏRÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ-Ä�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò�ÉBÑ-Í�ÉcÅ|É
ÌNËÖÆy×6Ò�Í�É
ÈNÁnÒ�Ò�ÉcÅ�ÎcÈ:Á1Ë�ËÖÆF×U×�Å|ÆFÂ,Ò»Ò�ÅfÁFÎfâ�Ì:Â�Ï�Ê�ÉcÒ�Í�Æ�Ñ�Ë�Ô
ÕÖÍ�ÉªÏFÉcÂkÉcÅfÁyÈTÎcÆFÂkÎcÉcÄ�Ò Æy×®×�Å|ÆFÂ,Ò¿Ò|Å|Á1Îfâ�ÌzÂ�Ï
ÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ�Ë ÌNË;Ñ�ÉBË�ÎcÅ�Ì:ÇYÉ�Ñ§Ì:Â¬Ò|Í�ÉªÎcÆFÂ,Ò�ÉcÝ,Ò Æy×UÁ£ÏFÉcÂkÉcÅfÁyÈkÍ�Ã�ÄYÉcÅ|ÇTÆ1ÈzÌNÎLÎcÆFÂkË�ÉcÅ�Þ

ÐnÁnÒ|ÌzÆ1Â\ÈNÁDÓ$×�Æ1Å�Ë�Î�ÁyÈNÁyÅfË üYý
üTþ§ÿ

ü����Aý��
ü�� �
	�� ý��� ��	 � � ý�������� � �����

ÕÖÍ�É
ÊRÆ1Ë«Ò»×�Ø�ÂkÑkÁyÊRÉcÂ,Ò|ÁFÈ�Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ ×�ÆFÅ»Ò|Í�Ì:Ë�É�Ú,ØkÁnÒ|ÌzÆ1Â\ÌNËÖÒ|Í�É£ë»Ì:ÉcÊ§ÁyÂkÂ"ÄkÅ�Æ1Ç�ÈzÉ�Ê Ó»Í�ÌNÎfÍ-Ì:Ë�Ñ�É�ÜkÂ�ÉBÑ"Ç,ÃtÒ�Í�É'×�Æ1ÈzÈ:ÆnÓ»Ì:Â�Ï
Ì:Â�Ì8Ò|Ì:ÁFÈUÎ�Æ1ÂkÑ�ÌzÒ�Ì:ÆFÂ�� ý � ����� ��� ý�� � ��� 	��ý�� � ��� 	 � � ù �
ÕÖÍ�ÌNË'Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ?Î�ÁyÂÍTÁDÐFÉRÁ\ÎcÈ:Á1Ë�Ë�Ì:Î�ÁyÈIÎ�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÆFØkË'Ë�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂ0ÆFÅ
ÁtÓ É�ÁFâ�Ñ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØkË'Ë�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂUÔXà ËuÒfÁyÂkÑkÁyÅfÑ-×�Å�Æ1Â,Ò
Ò�ÅfÁFÎfâ�Ì:Â�Ï£ÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ"Ë«Æ1ÈzÐ1É�Ë¿Ò�Í�É'ë»Ì:ÉcÊ§ÁyÂ�Â"Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ ÁyÒ þ ��	 É�Ý�Á1Î�Ò�È:Ã¬ÁyÂTÑtÑ�ÉcÒ�ÉcÅ|ÊRÌzÂkÉ�Ë;Ò�Í�É�×�Å|ÆFÂ,Ò|Ë;Ò|ÍkÁnÒ»ÁyÅ|É�ÎcÅ�ÉBÁnÒ|É�Ñ¬ÁyÒ "!�#%$ &'$�(*)*+�,�-�./)10%&2-�35476*)*89-�./);:7<�=;-�6>:?(>3�47@1-BA�.DC?EF.�-�-16*EF.�C�0G!H$ I'$5J�:�KML?N?L?OD0�P?Q?N?NSR�J�&2-�T <U)�0WV�#�-BX;-Y)*#�-�6>TZ47.�,D(�0%[/)*+�,�-�./)]\^-18'_W-16=2`a=;='$b !�6>:7<c-�(>(*:?6�0D&2-�35476*)*89-�./)d:7<�=2-�6*:?(>3547@�-]A�.DC?EF.�-�-16*EF.�C�05!�$ I'$�J�:1KeL?N?L?OD0WP?Q?N?NfR�Jg&2-�T <U)�0DV�#�-hX;-Y)*#�-�6>TZ47.�,�(10G[i-�.�EF:?6d\^-�8j_W-�6�=2`a=;='$

k :7< k N=289-�6*EF@�47.f`a.�(�)>E )*+D)*-':7<�=;-�6>:?.547+D)*EF@�(�47.�,e=2(�)>6*:?.547+D)*EF@1(



Ò�ÍkÉ
ÌzÂ�ÌzÒ�ÌNÁyÈiÑ�Ì:Ë|Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÌ8ÒuÃ1Ô^ÕÖÍ�Ì:ËLË«Æ1ÈzØ�Ò|ÌzÆ1Â"Î�ÁyÂ"ÇTÉ
É�Ì8Ò|Í�ÉcÅªÁ�Ë�Í�Æ�Îfâ¬ÓÖÁDÐFÉ�ÆFÅ�ÁRÅfÁyÅ|É�×AÁ1Î�Ò�Ì:ÆFÂ\Ó ÁDÐ1ÉFÔ6æß×iÒ|Í�É£Ë�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂ"ÌNË»Á
Ë�Í�Æ�ÎfâtÓÖÁDÐFÉ
ÌzÒLÌ:ËªÑ�ÌNË�ÎcÅ�ÉcÒ�Ì:øcÉ�Ñ-ÉcÝ�ÁFÎ�Ò|ÈzÃ"Ç�ÃtÆ1Â�É
×�Å|ÆFÂ,ÒLÓ»ÌzÒ�Í�Á§Ð1ÉcÈ:Æ�ÎcÌ8ÒuÃ\É�Ú,ØkÁFÈ�Ò�Æ¬Ò�Í�É�Ë«Í�Æ�Îfâ\ÐFÉcÈ:Æ�Î�ÌzÒuÃFÔÖæß×=Ò�Í�É�Ë«Æ1ÈzØ�Ò�Ì:ÆFÂ
ÌNËLÁ¬ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØkËLÅ|ÁFÅ�Éc×AÁFÎ�Ò�Ì:ÆFÂ-Ó ÁDÐ1É�Ò�Í�É�Î�ÆFÂ,Ò|ÌzÂ�Ø�Æ1ØkË�Ä�ÍkÉcÂ�Æ1Ê�É�Â�ÆFÂ�ÌNËLÁFÄ�Ä�Å|ÆDÝ�ÌzÊ§ÁnÒ|É�Ñ"Ç�Ã"ÁtË«É�Å�Ì:É�ËLÆy×^ËuÒ|ÉcÄ�×�ØkÂkÎ�Ò|ÌzÆ1ÂkËcÔ
À�Ø�ÈzÒ�Ì:Ä�È:É ×�Å�Æ1Â1ÒfË=ÁyÅ|É¿Ì:Â1Ò|Å�Æ�Ñ�ØTÎ�É�ÑXÁnÒIÓ»Í�ÌNÎfÍ�Ò|Í�É»Ë«Æ1ÈzØ�Ò|ÌzÆ1Â£ÎfÍkÁFÂ�ÏFÉBËiÑ�ÌNË|Î�ÆFÂ,Ò|ÌzÂ�Ø�Æ1ØkË«È:Ã
Å|É�Ë�Ø�È8Ò|ÌzÂkÏLÌ:Â�ÁªÄ�Ì:É�Î�É�Ó»Ì:Ë�ÉÖÎ�ÆFÂTËuÒfÁyÂ,Ò
ÁyÄkÄ�Å�ÆDÝ�Ì:Ê§ÁnÒ�Ì:ÆFÂ\Æy×iÒ�Í�É
ÅfÁyÅ|É�×AÁ1Î�Ò�Ì:ÆFÂ\Ó ÁDÐ1ÉFá�Ó»Í�ÌNÎfÍ-Ì:ËÖÆF×iÜkÅfË«ÒÖÆ1Å|Ñ�ÉcÅÖÌzÂ"Ò|Í�Éml åªÂ�Æ1Å�Ê-Ô î
à ÊRÆFÅ|É�Ï1ÉcÂ�É�Å|ÁFÈ&ÌzÂ�ÌzÒ�ÌNÁyÈUÐDÁFÈzØkÉ
Ä�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ ÌNË Ò�Í�Éon ÁFØkÎfÍ�Ã¬Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ ×�ÆFÅ»Ó»Í�ÌNÎfÍ"Ò�Í�É
Ì:Â�ÌzÒ�ÌNÁyÈ�Î�Æ1ÂkÑ�ÌzÒ�Ì:ÆFÂ-ÌNË»Ñ�É�ÜkÂkÉ�Ñ-ÁFË

ý��� ��	 � � ýp�%���� �
Û6ÌzÅfË«Ò�áTÁ1Ë�Ë�Ø�ÊRÉ'Ò�ÍTÁnÒ ý � ���� ÌNË�Ä�Ì:É�ÎcÉcÓ»ÌNË«É�ÎcÆFÂkË«Ò|ÁFÂ,Ò�Ô;ÕÖÍkÉcÂ�Á§Ë«Ò|ÁyÂTÑ�ÁyÅfÑ\×�Å�Æ1Â1Ò»Ò|Å|Á1Îfâ�ÌzÂ�ÏRÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ�Ë«Æ1ÈzÐ1É�ËÖÒ|Í�ÌNË�Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ
Ç�Ã�Ë«Æ1ÈzÐ�Ì:Â�Ï�ÈzÆ�ÎcÁFÈ�ë»ÌzÉ�Ê§ÁyÂ�ÂXÄ�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ§Ë=ÁnÒ6Ò�Í�É»Ñ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÌzÒ�Ì:É�Ë=Ì:Â�Ò�ÍkÉ Ì:Â�ÌzÒ�ÌNÁyÈ�ÎcÆFÂkÑ�ÌzÒ�Ì:ÆFÂUÔ6à Ò=Ò�ÍkÉ�Ë�É;ÄYÆ1Ë�Ì8Ò|ÌzÆ1ÂkËi×�Å�Æ1Â,Ò|Ë=ÁyÅ|É
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ÎfÍkÁyÂ�Ï1É'Æy×^ËuÒfÁnÒ|É�Ë�Ô ôLÆyÒ�É�Ò�ÍkÁyÒ�Ò�Í�Éo¥=ÆFÌNË�Ë�ÆFÂ"Î�Ø�Å|ÐFÉ�Î�ÁyÂ�ÁyÈNË«Æ§ÇYÉ�ØkË�É�Ñ"×�Æ1ÅLÑ�ÉBË�ÎcÅ�Ì:Ç�Ì:Â�Ï
ÁyÂ±ÌNË«É�Â,Ò�Å|ÆFÄ�ÌNÎ§Î�Æ1Ê�ÄkÅ�ÉBË�Ë�ÌzÆ1Â�ÔtæûÂ±Ï1ÉcÂ�É�Å|ÁFÈ�áUÒ�Í�Étë�ÌzÉ�ÊRÁFÂ�ÂOÄ�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ ÍkÁFË
Ò�Æ�ÇYÉtË�ÆFÈ:ÐFÉ�Ñ0ÌzÒ�ÉcÅfÁnÒ|ÌzÐ1ÉcÈ:ÃFá=Án×mÒ|ÉcÅ�Ó»Í�ÌNÎfÍ±Ò�ÍkÉ
Ë�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂ"ÌzÂ\Ò�É�Å�Ê§ËÖÆF×iÓÖÁDÐFÉ�×�Å|ÆFÂ,ÒfË Î�ÁyÂ"ÇTÉ
ÎcÆFÂkË«Ò�Å|ØkÎ�Ò|É�Ñ®Ô^àLÏ1ÁFÌzÂ\ÆFÂ�É�×�Å|ÆFÂ,Ò ÌNËÖØkË�É�Ñt×�ÆFÅ�ÁRÑ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØTË Ë�Í�Æ�Îfâ§ÓÖÁDÐFÉ
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Á�Ä�Ì:É�ÎcÉcÓ»ÌNË«É Î�Æ1ÂkËuÒfÁyÂ,ÒiË«Ò�É�Ä
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ÓÖÁDÐFÉFá1Ò�ÍkÉcÂ¬Ò|Í�É'Ë«Í�Æ�Îfâ§Ë«Ò�Å|ÉcÂ�ÏFÒ�ÍtÌ:Â¬Ò|ÉcÅ|Ê§Ë¿ÆF×UÉcÂ,Ò�Å|ÆFÄ�ÃRÈ:Æ1Ë|Ë;ÎfÍkÁFÂ�ÏFÉBË¿ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØkË�È:ÃRÑ�Ø�Å�Ì:Â�Ï£Ò�Í�É'Ì:Â1Ò|ÉcÅfÁFÎ�Ò�Ì:ÆFÂ¬Å|É�Ë�Ø�ÈzÒ�Ì:Â�Ï
Ì:Â-ÁRÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØkË»ÎfÍTÁyÂ�Ï1ÉªÆF×6É�Â1Ò|Å�Æ1Ä�Ã§ÇTÉ�Í�ÌzÂTÑtÒ|Í�É�Ë�Í�Æ�Îfâ¬Ó ÁDÐ1ÉFá�Ë�ÉcÉ�ÜkÏFØkÅ�É ù Ô

x

t

shock wave

rarefaction wave

region with continuous
change in entropy
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ÕiÆ'Ñ�Ì:Ë|Î�Å|É�Ò|Ìzø�ÉÖÒ�Í�ÌNËIÄ�Í�É�Â�ÆFÊRÉ�Â�ÆFÂ§ÁFÎ�Î�Ø�ÅfÁnÒ|ÉcÈ:Ã'Ò�Í�Å|ÉcÉ»ÊRÆ1Å�ÉÖÓÖÁDÐFÉ ÒuÃ�ÄTÉBË^ÁyÅ|ÉÖÂ�ÉcÉBÑ�É�Ñ®Ô6æûÂ§Á
ËuÒfÁyÂkÑkÁyÅfÑ�×�Å|ÆFÂ,ÒIÒ�ÅfÁFÎfâ�Ì:Â�Ï
ÊRÉ�Ò|Í�Æ�ÑRÒ�Í�ÌNË¿ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØTË^ÎfÍkÁyÂkÏFÉ»Æy×®É�Â1Ò|Å�Æ1Ä�Ã£ÌNË¿Ñ�ÌNË�ÎcÅ�ÉcÒ�Ì:øcÉBÑRÇ,ÃRÁ�Ë�ÉcÅ|ÌzÉBËIÆy×&×�Å|ÆFÂ,Ò|Ë^Å�ÉBË«Ø�ÈzÒ�Ì:Â�Ï�Ì:Â¬Á
Ä�Ì:É�ÎcÉcÓ»ÌNË«ÉªÎ�ÆFÂTËuÒfÁyÂ,Ò
ÁyÄkÄ�Å�ÆDÝ�Ì:Ê§ÁnÒ�Ì:ÆFÂtÆy×UÒ|Í�É
ÐnÁyÅ|Ì:ÁyÒ�Ì:ÆFÂ\ÌzÂ"ÉcÂ,Ò�Å|ÆFÄ�Ã1Ô=òLÉcÅ|ÉLÒ|Í�É�Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÆFØkËÖÎfÍkÁFÂ�ÏFÉ�ÌzÂ"ÉcÂ,Ò|Å�Æ1Ä,Ã§ÌNË»Ñ�ÌNË�ÎcÅ�ÉcÒ�Ì:øcÉBÑtÌ:ÂtÒ|Í�É�Ë|ÁyÊRÉ
ÓÖÁDÃFáIÍ�ÆnÓ ÉcÐ1ÉcÅBá=Ò�Í�É"×�Å|ÆFÂ,Ò|Ë�ÁyÅ|ÉtÂ�ÆFÒ¬ÁFË|Ë«Ì:ÏFÂ�ÉBÑ±Ò�ÍkÉ-ÎcÆFÂ,Ò|Á1Î�ÒRÑ�Ì:Ë|Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÌ8ÒuÃOÓÖÁDÐFÉtÒuÃ,ÄYÉFÔ2ÕÖÍ�É�Ë�Ét×�Å|ÆFÂ,ÒfË£Å|ÉcÄ�Å|É�Ë�ÉcÂ,ÒRÁ
Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÆFØkËÖÄ�ÍkÉcÂ�Æ1Ê�É�Â�ÆFÂ-ÁyÂTÑtÂ�ÆFÒLÁRÎ�ÆFÂ,ÒfÁFÎ�Ò�Ñ�ÌNË|Î�ÆFÂ,Ò|ÌzÂ�Ø�ÌzÒuÃ¬Ó»Í�ÌNÎfÍ"ÁyÙYÉBÎ�ÒfËÖÒ�Í�É�ÌzÅ»Ì:Â,Ò�É�Å|Á1Î�Ò�Ì:ÆFÂ"Ó»ÌzÒ�Í-ÆyÒ|Í�ÉcÅÖ×�Å|ÆFÂ,Ò|Ë�Ôn;ÆFÂTË«ÌNÑ�ÉcÅBá�×�Æ1ÅLÉ�Ý�ÁFÊ�ÄkÈzÉ1áTÁ§È:É�×mÒ�Å�Ø�ÂkÂ�ÌzÂkÏtË«ÍkÆ�Îfâ"ÓÖÁDÐFÉ'Ó»Í�ÌNÎfÍ�ÌzÂ,Ò�É�Å|Ë�É�Î�Ò|ËªÁ¬Î�Æ1Â1ÒfÁFÎ�ÒLÑ�Ì:Ë|Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÌ8ÒuÃ1áYË�ÉcÉ'ÜkÏ1Ø�Å|É x ÁkÔ
æûÂ-Ò�ÍTÁnÒªÎ�ÁFË�É�Á¬Ë«ÍkÆ�Îfâ\Ó ÁDÐ1É
Î�ÆFÂ,Ò|ÌzÂ�Ø�ÉBË�ÁnÒ�Ò|Í�É�È:É�×mÒLÆF×=Ò�Í�É�Î�ÆFÂ,ÒfÁFÎ�ÒLÑ�Ì:Ë|Î�Æ1Â1Ò|ÌzÂ�Ø�ÌzÒuÃ\ÁFÂkÑ�Á§Ë�Í�Æ�ÎfâtÓÖÁDÐFÉ'ÆFÅLÁtÎ�ÉcÂ,Ò|ÉcÅ|É�Ñ
É�Ý�ÄkÁFÂkË�ÌzÆ1ÂO×AÁyÂ2Ì:ËRÅ|ÉÁvkÉBÎ�Ò|É�Ñ�ÁyÒXÒ|Í�É"Å�Ì:ÏFÍ,ÒRÆy×�Ò|Í�É"ÎcÆFÂ,Ò|Á1Î�Ò§Ñ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�Ì8ÒuÃ1Ôéò�ÆnÓ ÉcÐ1ÉcÅBáIÌ8×�Ò|Í�É-ÈzÉc×mÒR×�Å�Æ1Â1ÒRÌNË�Á1Î�Ò|ØkÁyÈ:ÈzÃ
Ò�ÍkÉ\Å|ÌzÏ1Í,ÒXÉcÂTÑéÆy×�Á0ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØkË�ÎfÍkÁFÂ�ÏFÉ¬ÆF×LÉcÂ,Ò|Å�Æ1Ä,Ã � ÜkÏFØ�Å|É x Ç � á^Ò�Í�É-Ë«ÍkÆ�Îfâ±ÓÖÁDÐFÉ\Ó»ÌzÈ:ÈÖÅ�É/vkÉ�Î�Ò�ÁFË£Ò�ÍkÉ"Å|Ì:ÏFÍ,ÒXÉ�ÂkÑ
Æy× ÁyÂÌNË�ÉcÂ,Ò�Å|ÆFÄ�ÌNÎ�ÉcÝ�ÄkÁyÂkË�Ì:ÆFÂ�Æ1Å�ÎcÆFÊRÄ�Å|É�Ë|Ë«Ì:ÆFÂ�×AÁFÂÓ»ÌzÒ�Í�Ó ÁDÐ1É
ÒuÃ�ÄTÉRÅfÎyÔ�ÕÖÍ�É�Å�Éc×�ÆFÅ|ÉFáTÒ�Í�É�×�Å|ÆFÂ,Ò|Ë�Ñ�ÌNË�ÎcÅ�ÉcÒ�Ì:øcÌ:Â�Ï-Ë«ØkÎfÍ0Á
Î�Æ1Â,Ò�Ì:Â,ØkÆFØkË ÎfÍkÁyÂkÏFÉ�ÆF×UÉcÂ,Ò�Å|ÆFÄ�Ã�ÍkÁDÐFÉLÒ�ÆXÇTÉ'ÁFË|Ë«Ì:ÏFÂkÉ�Ñ§ÆFÒ�Í�É�Å;ÓÖÁDÐFÉ»ÒuÃ�ÄYÉ�Ë;Ò�ÍTÁyÂ¬Ò|Í�ÉªÒ�Å|Ø�ÉªÎcÆFÂ,Ò|Á1Î�Ò Ñ�Ì:Ë|Î�Æ1Â1Ò|ÌzÂ�Ø�ÌzÒuÃ � Î�Ñ � á
Ç�Ø�Ò��¬Ì:ÂkË«Ò�É�Á1Ñ	�\Ë�Ì:Ê�Ì:ÈNÁyÅ Ò�ÆRÒ|Í�É�×�Å�Æ1Â1ÒfËÖÅ�É�Ä�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò�Ì:Â�ÏRÁXÅfÁyÅ|É�×AÁ1Î�Ò|ÌzÆ1ÂtÓÖÁDÐFÉG�iÒ�ÍkÉ
ÈzÉc×mÒ�ÊRÆ1Ë«Ò»×�Å�Æ1Â,Ò � È:Î�Ñ � á�Ò�Í�É
Å|ÌzÏ1Í,Ò�ÊRÆ1Ë«Ò
×�Å|ÆFÂ,Ò � ÅfÎcÑ � ÁyÂkÑ�ÁFÂ�ÌzÂ,Ò�É�Å�Ì:ÆFÅÖ×�Å|ÆFÂ,Ò � Ì:Î�Ñ � ÆF×IÁ§ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØTË�ÎfÍkÁyÂkÏFÉ
Æy×=ÉcÂ,Ò|Å�Æ1Ä,Ã1Ô ÕÖÍkÉ�Ë�É
Ó ÁDÐ1ÉªÒuÃ�ÄYÉ�ËªÁyÅ|É�ÁyÈ:ÈUÁFË|Ë«Ì:ÏFÂkÉ�Ñ
Ò�ÍkÉªË|ÁyÊRÉ�ÐFÉ�ÈzÆ�ÎcÌ8ÒuÃ ý � á,Ó»Í�Ì:ÎfÍtÌ:Ë^Ò�Í�ÉªÐFÉcÈ:Æ�Î�ÌzÒuÃXÌ:Â§Ò|Í�ÉLÊRÌNÑ�Ñ�È:ÉªË«Ò|ÁnÒ|ÉLÆF×YÒ|Í�ÉªË�ÆFÈ:Ø�Ò|ÌzÆ1Â§Æy×®Ò�ÍkÉLÈ:Æ�Î�ÁyÈYë»ÌzÉ�Ê§ÁyÂ�Â¬ÄkÅ�Æ1Ç�ÈzÉ�Ê-Ô
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region with continuous 
change in entropy

shock wave

rightmost characteristic
of isentropic

shock wave

x
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expansion or compression


 _���EF./)*-�6�47@Y)*EF:?.�dE )>#e4j@�:?./)*EF./+�:?+�(2@>#547.�C?-B:7<�-1.Á)*6>:?3��
²d³U´�µ¤¶"·��¤¹ ü'Ç%·s³cÅW¼�·D¶�ÀW¿?¼7³UÄ�Å|ÄWÆ]ÀäÂU·/Æ ¼^¶7µÊÅÊÅÊ³þÅ%´äÃ�Ç%Ä¤¿��wÓ'À��G·mÀGÅ¤Ñ��À��yÀ|¿?Ä%Å5¼"ÀW¿7¼eÑ�³cÃ1¿?Ä�ÅW¼7³þÅ%µÊ³F¼�½äÀGÅ¤Ñ��*Ë��yÀä¿?Ä�ÅW¼7³þÅ%µ%Ä�µ¤Ã¿?Ç%ÀGÅ%´W·^ÄWÆd·�Å5¼7¶"ÄG¾G½|¶"·iÃ"µÊÂF¼?³cÅ%´s³cÅwÑ�³���·i¶"·DÅW¼f¶"·ÁÒ�·i¿?¼7³UÄ�Å¤Ã
à�Ë�É�Î�Æ1ÂkÑXÌzÊRÄYÆFÅ�Ò|ÁyÂ,Ò^Ä�Å|ÆFÄYÉcÅ�ÒuÃ�ÆF×TÒ|Í�É»Ó ÁDÐ1É ×�Å�Æ1Â1ÒfË=Ì:ËIÒ�Í�É�ÌzÅ^Ð1ÉcÈ:Æ�Î�ÌzÒuÃ�Å�É�È:ÁyÒ�Ì:ÐFÉ Ò�Æ'Ò|Í�ÉyvkÆnÓ°ÐFÉ�ÈzÆ�Î�ÌzÒuÃFÔ=÷�Í�Æ�Îfâ£ÓÖÁDÐFÉBË

ÁyÂTÑ§Å|ÁFÅ�Éc×AÁFÎ�Ò�Ì:ÆFÂRÓ ÁDÐ1É�Ë^Î�ÁyÂ§Å|Ø�Â§Ò|Æ�Ò�ÍkÉLÈ:É�×mÒ;Æ1Å^Ò|Æ�Ò�ÍkÉLÅ|ÌzÏ1Í1Ò;Ó»Ì8Ò|ÍtÅ|É�Ë�ÄTÉBÎ�Ò^Ò|Æ�Ò�ÍkÉfvkØ�ÌNÑ¬Ñ�É�ÄTÉ�ÂkÑ�Ì:Â�Ï�ÆFÂ§Ó»Í�ÉcÒ�Í�É�Å¿Ò|Í�ÉcÃ
ÁyÅ|É¬Î�Å|É�ÁyÒ�ÉBÑOÁFË
È:É�×mÒ�ÆFÅ£Å|Ì:ÏFÍ,Ò�Ó ÁDÐ1É�Ë
Ì:ÂéÁ�È:Æ�ÎcÁyÈ ë»Ì:ÉcÊ§ÁyÂ�ÂOÄkÅ�Æ1Ç�ÈzÉ�Ê-Ô�à�È:È;Î�Æ1Â,Ò|ÁFÎ�ÒXÑ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÌzÒ�Ì:É�Ë�ÍTÁDÐFÉRÒ�ÍkÉ\Ë|ÁyÊRÉ
ÐFÉ�ÈzÆ�ÎcÌ8ÒuÃ�ÁFË'Ò|Í�ÉävkØkÌ:Ñ®Ô�÷�ÆTáIÁyÈ:ÈI×�Å�Æ1Â,Ò|Ë£Î�ÁyÂOÁyÈNË�Æ�ÇTÉtÁ1Ë�Ë�Ì:ÏFÂ�ÉBÑ0Æ1Â�É¬ÆF× Ò|Í�É§×�Æ1ÈzÈ:ÆnÓ»ÌzÂkÏ-Ò�Í�Å|ÉcÉ§×AÁFÊRÌzÈ:ÌzÉBË�ÆF×ÖÓÖÁDÐFÉBË/�
È:É�×mÒ
Å|Ø�Â�Â�Ì:Â�Ï§ÓÖÁDÐFÉ�Ë � ¢ �D� ákÅ|ÌzÏ1Í1Ò�Å|Ø�Â�ÂkÌzÂ�ÏtÓ ÁDÐ1É�Ë ����� ÁyÂkÑ-ÓÖÁDÐFÉBËÖÓ»Í�ÌNÎfÍ�ÍkÁDÐFÉ'Â�Æ¬Å|ÉcÈNÁnÒ|ÌzÐ1É'ÐFÉcÈ:Æ�Î�ÌzÒuÃtÓ»ÌzÒ�Í�Å|É�Ë�ÄYÉ�Î�Ò»Ò|Æ§Ò�ÍkÉË�Ø�Å�Å|ÆFØkÂkÑ�Ì:Â�ÏuvTØ�Ì:Ñ � 	 � Ô
÷�Ø�ÊRÊ§ÁyÅ|Ì:øcÌ:Â�ÏkáiÒ�Í�ÉtÒ�ÆFÒ|ÁyÈ Â�Ø�Ê£ÇYÉcÅXÆy×�ÓÖÁDÐFÉBË�×�Å�Æ1Â1ÒXÒuÃ�ÄTÉBË�ÌNË��H� � Ë«Í�Æ�Îfâ0Ó ÁDÐ1ÉRÒuÃ,ÄYÉ � Ë«Ó � áhx�ÓÖÁDÐFÉRÒuÃ�ÄTÉBË£Å|ÉcÄ�Þ

Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò�Ì:Â�ÏOÎfÍkÁyÅfÁFÎ�Ò�É�Å�ÌNËuÒ|Ì:Î�Ë � È:ÎFáÖÅ|ÎFá;ÌNÎ � ÁFÂkÑ £ ÓÖÁDÐFÉ\ÒuÃ�ÄTÉBË§Å|ÉcÄ�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò�Ì:Â�Ï±ÎfÍkÁyÂkÏFÉ-Æy×'ÉcÂ,Ò�Å|ÆFÄ�Ã � ÎcÑ®áÖÈNÎcÑ®áÖÅfÎcÑ®á Ì:Î�Ñ � Ô
Û�ØkÅ«Ò|Í�ÉcÅ|ÊRÆFÅ|ÉFá�Ò|Í�ÉcÅ|É£ÁFÅ�Émx§ÓÖÁDÐFÉ'×�Å|ÆFÂ,Ò»×AÁFÊ�Ì:È:ÌzÉBËLÓ»ÌzÒ�Í�Å|É�Ë�ÄTÉBÎ�Ò�Ò|Æ¬Ò|Í�ÉcÌ:ÅLÐ1ÉcÈ:Æ�ÎcÌ8ÒuÃ\Å�É�È:ÁyÒ�Ì:ÐFÉ'Ò|Æ¬Ò�ÍkÉMvkØ�ÌNÑ®ÔÍn;Æ1Ê£Ç�Ì:Â�Ì:Â�Ï
Ò�ÍkÉ�Ë�É
ÒuÓ;Æ¬Ë�Ø�Ç&Ñ�Ì:Ð,ÌNË�ÌzÆ1ÂkË»Æy×6×�Å|ÆFÂ,Ò|Ë�ákÌ:Â-Ò�ÆFÒ|ÁyÈ � ùRÑ�ÌzÙYÉ�Å�É�Â,ÒLÓ ÁDÐ1É�×�Å�Æ1Â1Ò»ÒuÃ�ÄYÉ�ËLÌzÂ�Î�Æ1Ê£Ç�Ì:ÂkÁyÒ�Ì:ÆFÂ-Ó»Ì8Ò|Í�Å�É�È:ÁyÒ�Ì:ÐFÉ
Ð1ÉcÈ:Æ�ÎcÌ8ÒuÃ
×AÁyÊRÌ:ÈzÌ:É�ËXÎcÁFÂOÇTÉ\Ì:Ñ�É�Â,Ò�ÌzÜkÉ�Ñ��¬ù�Ë�Í�Æ�Îfâ�Ó ÁDÐ1ÉRÒuÃ,ÄYÉ�Ë�á ö ÎfÍkÁFÅ|Á1Î�Ò�É�Å�ÌNË«Ò�ÌNÎcË
ÁyÂTÑ £ ÓÖÁDÐFÉ�ÒuÃ�ÄTÉBË£Å|ÉcÄ�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò|ÌzÂ�Ï�ÎfÍTÁyÂ�Ï1É§Æy×
ÉcÂ,Ò|Å�Æ1Ä,Ã1Ô
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ô�ÆFÒ�ÌNÎ�ÉXÒ�ÍkÁyÒªÒ|Í�É�Ë�É�Ó ÁDÐ1É
ÒuÃ�ÄTÉBË�Î�ÁyÂ�ÁyÈNË«Æ\ÇTÉRØkË�É�Ñ�Ò�Æ\Ñ�Ì:Ë|Î�Å|É�Ò|Ìzø�É�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØkËªÌ:Â�Ì8Ò|Ì:ÁFÈIÁyÂkÑÇTÆ1Ø�ÂkÑ�ÁFÅ�Ã�ÎcÆFÂkÑ�ÌzÒ�Ì:ÆFÂTË
ÊRÆFÅ|É�ÁFÎ�Î�Ø�ÅfÁnÒ|ÉcÈ:ÃtÇ�ÃtÒfÁyâ�Ì:Â�Ï¬Ì:Â1Ò|ÆtÁFÎ�Î�Æ1Ø�Â,Ò»Ò�ÍkÁyÒ�Ñ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÌzÒ�Ì:É�Ë�Ì:Â-Ò�ÍkÉ£Ä�Ì:É�ÎcÉcÓ»ÌNË«É£ÎcÆFÂkË«Ò|ÁFÂ,ÒLÁyÄ�Ä�Å|ÆDÝ�ÌzÊ§ÁyÒ�Ì:ÆFÂ"Æy×IÒ�ÍkÉ
Ì:Â�Ì8Ò|Ì:ÁFÈUÁyÂTÑtÇYÆFØ�ÂTÑ�ÁyÅ|ÃtÎ�Æ1ÂkÑ�ÌzÒ�Ì:ÆFÂkË»Î�ÁyÂ"Å�ÉBË«É�Ê£Ç�È:É
Î�Æ1Â1Ò|ÌzÂ�Ø�Æ1ØkËÖÄ�Í�É�Â�ÆFÊRÉ�ÂkÁ�Ô
� ç émë2ì�íuî�ïpì��! �ðiì#"5î�$Gð��!%& 2ó
ÕÖÍ�É
ÓÖÁDÐFÉªÒuÃ�ÄTÉBË�ÁyÅ|É'Â�ÆyÒ�Ì:Â,Ò�Å|Æ�Ñ�ØkÎ�ÉBÑtÒ|Æ¬ÁFÎ�Î�Ø�ÅfÁnÒ|ÉcÈ:Ã¬Ë«Ì:Ê£Ø�ÈNÁnÒ|É'Ò�Í�É
ÓÖÁDÐFÉ'Ð1ÉcÈ:Æ�ÎcÌ8Ò|ÌzÉBËÖÆFÂ�È:ÃFákÇ�Ø�ÒLÁyÈNË�ÆXÒ|Æ¬Ë«Ì:Ê£ØkÈ:ÁyÒ�É'Ò�ÍkÉ
ÓÖÁDÐFÉ�Ì:Â,Ò�ÉcÅfÁFÎ�Ò�Ì:ÆFÂkËLÇTÉcÒuÓ;É�ÉcÂ�Ò|Í�ÉX×�Å�Æ1Â1ÒfËLÎcÆFÅ|Å�ÉBÎ�Ò�È:ÃFÔªæûÂÁtË«Ò|ÁFÂkÑ�ÁFÅ|Ñ"×�Å|ÆFÂ,ÒLÒ|Å|Á1Îfâ�ÌzÂ�ÏtÊ�ÉcÒ�Í�Æ�Ñ�Ò�Í�ÉXÌzÂ,Ò�É�Å|Á1Î�Ò|ÌzÆ1Â�Æy×IÒuÓ Æ
ÆFÅ'ÊRÆFÅ|É£ÓÖÁDÐFÉBËLÌNË
Ñ�ÉcÒ�ÉcÅ|ÊRÌzÂkÉ�Ñ�Ç�ÃË�ÆFÈ:Ð�ÌzÂkÏ\Á\ÈzÆ�ÎcÁFÈIë»ÌzÉ�Ê§ÁyÂ�Â�Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ Ì:ÂÒ|Í�ÉRÌzÂ,Ò|ÉcÅfË«ÉBÎ�Ò�Ì:ÆFÂÄTÆ1ÌzÂ,Ò�ÔXæßÒ|Ë
Ë�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂ0Ì:Ë
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Ë�ÆFÈ:ÐFÉcÅiÌzÂXÓ»Í�ÌNÎfÍ
Ò�Í�É È:É�×mÒ=Ó ÁDÐ1É^Ì:ËiÌNË«É�Â1Ò|Å�Æ1Ä�ÌNÎ¿ÁyÂTÑ
Å�É�Ä�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò�ÉBÑ'Ç,Ã
Áe¥=ÆFÌNË�Ë�ÆFÂ�ÎcØ�Å�Ð1É¿ÁyÂTÑ
Ò�ÍkÉ¿Å|ÌzÏ1Í1Ò6Ó ÁDÐ1É^ÌNËUÅ|ÉcÄ�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò|É�Ñ
Ç�Ã¬ÉcÌzÒ�ÍkÉcÅLÁRò�ØkÏFÆFÂkÌzÆFÒÖÆ1Å�Ás¥=ÆFÌNË�Ë�ÆFÂtÎcØ�Å|ÐFÉ'ÆFÅ � ÌzÐ � È:Ìzâ1É � ÌzÌ:Ì � Ç�Ø�Ò»Ò|Í�É
ÆyÒ|Í�ÉcÅ»ÓÖÁDÃ¬ÁyÅ|ÆFØ�ÂTÑ®Ô
ÕÖÍ�É¿ÎcÆFÊRÄ�Ø�ÒfÁnÒ|ÌzÆ1ÂkÁyÈFÒ�Ì:Ê�É;Æy×�Ò|Í�É^×�Å|ÆFÂ,Ò�Ò|Å|Á1Îfâ,Ì:Â�Ï»ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ�ÌNËUÑ�Æ1ÊRÌzÂkÁyÒ�ÉBÑ
Ç�Ã�Ë�ÆFÈ:Ð�ÌzÂ�Ï�Ò�Í�É ë»ÌzÉ�Ê§ÁyÂ�Â�ÄkÅ�Æ1Ç�ÈzÉ�Ê§ËcÔUÕÖÍkÉ

Ì:Â1Ò|Å�Æ�Ñ�ØTÎ�Ò�Ì:ÆFÂ\Æy×�Ò|Í�É�Ó ÁDÐ1É�ÒuÃ�ÄTÉBË Å�ÉBÑ�ØkÎ�ÉBË^Ò|Í�É'Â�Ø�Ê£ÇYÉcÅÖÆy×iÂ�ÆFÂ�ÞßÌNË«É�Â1Ò|Å�Æ1Ä�ÌNÎ�Î�Æ1Ê�ÄkÅ�ÉBË�Ë�ÌzÆ1Â¬ÓÖÁDÐFÉ�Ë¿Ç�Ã§Å�É�Ä�È:Á1Î�Ì:Â�Ï�Ò|Í�ÉcÊ Þ
Ó»Í�É�Â¬ÁyÄ�Ä�Å|ÆFÄkÅ�ÌNÁnÒ|ÉÖÞiÌ:Â¬Á
Ä�Í�Ã�Ë«ÌNÎcÁFÈzÈ:ÃXÎcÆFÂkË�Ì:Ë«Ò�É�Â,Ò¿Ó ÁDÃXÇ�ÃXÌNË«É�Â,Ò�Å|ÆFÄ�ÌNÎ»Î�Æ1Ê�ÄkÅ�ÉBË�Ë�ÌzÆ1ÂRÓ ÁDÐ1É�Ë�ÔiÕÖÍ�É�Å�Éc×�ÆFÅ|ÉFánÒ|Í�ÉLÌNË«É�Â,Ò�Å|ÆFÄ�ÌNÎ
ë»Ì:ÉcÊ§ÁyÂkÂ�Ë�ÆFÈ:ÐFÉ�Å � ÌzÌ � á�Ó»ÍkÌ:ÎfÍ�ÍkÁFË'ÁFÂ0ÁyÂTÁyÈ:Ã1Ò|Ì:Î�ÁyÈIË�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂ�á�Î�ÁyÂ0ÇTÉRØkË�É�Ñ0ÊRÆFÅ|É£Æy×mÒ|ÉcÂ�Ô§÷�ÆTá&Ò�Í�É§ÁDÐFÉ�Å|ÁFÏFÉ�Â�Ø�ÊXÇTÉ�Å'Æy×
ÌzÒ�ÉcÅfÁnÒ|ÌzÆ1ÂkË'ÄYÉcÅ£ë»Ì:ÉcÊ§ÁFÂ�Â±Ä�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ ÌNË
Å|É�Ñ�ØTÎ�É�Ñ±ÎcÆFÊRÄkÁyÅ|É�ÑÒ�Æ�Á-Ë«Ò|ÁFÂkÑ�ÁyÅfÑ×�Å�Æ1Â1Ò
Ò|Å|Á1Îfâ�ÌzÂ�Ï-ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ®Ô\ÛkÆFÅ�ë»Ì:ÉcÊ§ÁFÂ�Â
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(�É;Ä�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò6Â,ØkÊ�É�Å�ÌNÎcÁFÈ1Å|É�Ë�Ø�ÈzÒ|ËU×�ÆFÅiÒ�Í�Å|ÉcÉ;Ò�ÉBËuÒ=Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ§Ë�ÔiÕÖÍ�É;ÜkÅfËuÒ6ÆFÂ�É ÌNËiÁSvkÆnÓOÄ�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ Ó»ÌzÒ�ÍXÆFÂ�ÉcÞßÑ�Ì:ÊRÉcÂkË�Ì:ÆFÂkÁFÈ

Ø�ÂkË«Ò�ÉBÁFÑ�Ãät¿Ø�È:ÉcÅjvkÆnÓ
ÔIÕÖÍ�É'ÆyÒ|Í�ÉcÅ ÒuÓ Æ�ÁFÅ�É'Ë«ØkÄTÉ�Å|Ë�ÆFÂ�ÌNÎLÒuÓ;ÆFÞßÑ�Ì:ÊRÉcÂkË�Ì:ÆFÂkÁFÈYË«Ò�ÉBÁFÑ�Ãät¿Ø�ÈzÉ�ÅjvkÆnÓ�ËÖÁyÅ|ÆFØ�ÂkÑ¬ÒuÓ;ÆRÑ�ÌzÙYÉ�Å�É�Â,Ò
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ÕÖÍ�É�ÇkÈ:Á1ËuÒtÓÖÁDÐFÉ"Ò|É�Ë«ÒtÄ�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ Æy×?(�Æ,Æ�Ñ�ÓÖÁyÅfÑèÁyÂkÑ
n;Æ1ÈzÈ:ÉcÈNÁ å � ÌNËtÎ�Æ1ÂkË�Ì:Ñ�É�Å�ÉBÑ®Ô ÕÖÍ�Ì:ËtÆFÂ�ÉcÞßÑ�ÌzÊRÉcÂTË«Ì:ÆFÂkÁFÈ»Ø�ÂkË«Ò�ÉBÁFÑ�Ã
Ì:Â�Ì8Ò|Ì:ÁFÈ8ÞßÇYÆFØ�ÂkÑkÁyÅ|ÃtÐnÁyÈ:Ø�É
Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ�Ì:ËLÌ:Ñ�É�ÁyÈ:È:Ã\Ë�Ø�Ì8Ò|É�Ñ"Ò|Æ§ÌzÂ�ÐFÉBËuÒ|ÌzÏ,ÁnÒ|É'Ò�Í�É
ÄYÉcÅ�×�ÆFÅ|Ê§ÁyÂkÎcÉ
Æy×^ÁRÂ�Ø�ÊRÉcÅ|Ì:Î�ÁyÈ®ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ�Ó»Ì8Ò|Í
Å|É�Ë�ÄTÉBÎ�Ò Ò�ÆXÒ�Í�É�Å�ÉBË«Æ1ÈzØ�Ò�Ì:ÆFÂ¬ÆF×iËuÒ|Å�Æ1Â�ÏXË�Í�Æ�ÎfâRÓ ÁDÐ1É�Ë�á1ÉcÝ�ÄkÁyÂkË�Ì:ÆFÂ§×AÁFÂkË;ÁFÂkÑtÎcÆFÂ,Ò|Á1Î�Ò»Ñ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�Ì8Ò|ÌzÉBË;ÁFÂkÑ§Ò|Í�ÉcÌ:ÅÖÊ£Ø�Ò|ØkÁyÈ
Ì:Â1Ò|ÉcÅfÁFÎ�Ò�Ì:ÆFÂkË�Ô
ÕÖÍ�ÉªÆFÂ�ÉcÞßÑ�Ì:ÊRÉcÂkË�Ì:ÆFÂkÁFÈTË�ÄkÁnÒ|Ì:ÁFÈYÑ�Æ1Ê§ÁyÌ:Â¬ÍkÁFË;Ø�Â�ÌzÒÖÈzÉ�Â�ÏyÒ|ÍtÁyÂkÑ¬Ò�Í�ÉevkØ�ÌNÑ§ÌNË ÉcÂkÎcÈzÆ,Ë«ÉBÑ§Ç�ÃRÁ£Å�É/vkÉ�Î�Ò�Ì:Â�Ï£ÓÖÁyÈ:ÈTÁyÒ ÇYÆyÒ|Í

ÉcÂTÑ�ËcÔIæûÂkÌ8Ò|Ì:ÁFÈzÈ:ÃFá�Ò|Í�É^vkØ�ÌNÑ"Ì:Ë»Ñ�ÌzÐ�ÌNÑ�É�Ñ"Ì:Â1Ò|Æ�Ò�Í�Å|ÉcÉ
Ø�ÂkÌ8×�Æ1Å�Ê Ñ�ÆFÊ§ÁyÌ:ÂkËÖÓ»ÌzÒ�Í-øcÉ�Å�ÆRÐFÉ�ÈzÆ�ÎcÌ8ÒuÃ1á�Ø�Â�ÌzÒLÑ�ÉcÂkË�ÌzÒuÃ\ÁyÂTÑtÄ�Å|É�Ë|Ë�Ø�Å�É
� � @AB AC

� 	�	G	 	 �q��� 	 � � �� 	 � 	 � �^�q��� 	 � D �� 	�	 	 � D �q��� � �
� � �

Û�Å|ÆFÊ Ò�Í�ÉBË«É�Ñ�Ì:Ë|Î�Æ1Â1Ò|ÌzÂ�Ø�ÌzÒ�Ì:É�ËtÌzÂ°Ò|Í�É�Ì:Â�Ì8Ò|Ì:ÁFÈªÎcÆFÂkÑ�ÌzÒ�Ì:ÆFÂUá;ÒuÓ ÆOË«ÍkÆ�Îfâ2Ó ÁDÐ1É�Ë§ÁFÂkÑ2ÒuÓ;ÆOÎ�Æ1Â,Ò|ÁFÎ�ÒtÑ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�Ì8Ò|ÌzÉBË§Å|Ø�Â
Ò�ÆnÓÖÁyÅfÑ�Ë£Ò�Í�É�ÎcÉcÂ,Ò�É�ÅXÆF×LÒ�ÍkÉ-Ñ�ÆFÊ§ÁyÌ:Â2ÁFÂkÑOÒuÓ Æ�ÎcÉcÂ,Ò�É�Å�ÉBÑéÉcÝ�ÄTÁyÂkË�ÌzÆ1ÂO×AÁyÂTËRÅ�Ø�Â�Ò�ÆnÓÖÁyÅfÑ�Ë£Ò�Í�É"Ó ÁFÈzÈNËRÁnÒRÓ»Í�ÌNÎfÍ�Ò|Í�ÉcÃ
Å|ÉÁvkÉBÎ�Ò�áTË«ØkÎfÍ\Ò�ÍTÁnÒªÁFÈzÈ&Ò|Í�É�Ë�É^vkÆnÓ Ä�Í�ÉcÂkÆFÊRÉcÂkÁ�Ì:Â,Ò�ÉcÅfÁFÎ�Ò�Ó»Ì8Ò|Í-É�ÁFÎfÍ"ÆyÒ|Í�ÉcÅLÌzÂ"Ò�ÍkÉ
ÌzÂ,Ò�É�Å�Ì:ÆFÅ»ÆF×iÒ|Í�É^vkÆnÓ Ñ�ÆFÊ§ÁyÌ:Â�Ô¿ÕÖÍkÉ
Ì:Â�Ì8Ò|Ì:ÁFÈ�ÁyÂkÑtÇTÆ1Ø�ÂkÑ�ÁFÅ�Ã§ÎcÆFÂkÑ�ÌzÒ�Ì:ÆFÂTË;ÆF×UÒ|Í�Ì:Ë;Ò|É�Ë«ÒÖÄkÅ�Æ1Ç�ÈzÉ�Ê ÍkÁDÐFÉªÇTÉ�ÉcÂ-ÎfÍ�Æ1Ë�ÉcÂ\ÌzÂ"Ë«ØTÎfÍ\ÁXÓ ÁDÃ�Ò�ÍTÁnÒÖÒ�Í�É�Ã¬Ì:ÈzÈ:ØkË«Ò�ÅfÁnÒ�ÉªÒ�ÍkÉ
Ë«Ò�Å|ÆFÂ�Ï§Ñ�É�ÄTÉ�ÂkÑ�ÉcÂTÎ�É�ÆF×iÒ|Í�É�ÁFÎ�Î�Ø�ÅfÁFÎcÃ¬Æy×6Ò�Í�É
ÆnÐ1ÉcÅfÁyÈ:È�vkÆnÓ Ë�ÆFÈ:Ø�Ò|ÌzÆ1Â\Æ1Â-Á1ÎcÎcØ�Å|ÁyÒ�É�ÈzÃ¬Å|É�Ë�ÆFÈ:Ð�ÌzÂkÏXÒ|Í�É�Ñ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÌzÒ�Ì:É�Ë»Ì:Â
Ò�ÍkÉ^vkÆnÓ$ÜkÉ�È:Ñ�Ô
ÕÖÍ�É»ÁFÎ�Î�Ø�ÅfÁFÎcÃ'Æy×kÒ|Í�É ×�Å�Æ1Â,ÒiÒ|Å|Á1Îfâ,Ì:Â�Ï�ÊRÉ�Ò�ÍkÆ�Ñ�ÎcÁFÂXÇYÉÖÌzÂ�vkØ�ÉcÂTÎ�É�Ñ�Ç�Ã
Ä�Å|É�Ë|Î�Å|ÌzÇkÌzÂ�ÏªÒ�ÍkÉ ÐnÁFÈzØ�ÉÖÆF×YË�ÉcÐFÉ�Å|ÁFÈ,ÎcÆFÂkË«Ò|ÁFÂ,Ò|Ë�Ô

Û6ÌzÅfË«Ò�á1Ò�Í�ÉªÌ8Ò|ÉcÅfÁnÒ�Ì:ÆFÂR×�Æ1Å;Ë�ÆFÈ:Ð�ÌzÂ�Ï�Ò�Í�É�ë»ÌzÉ�Ê§ÁyÂ�Â¬ÄkÅ�Æ1Ç�ÈzÉ�Ê ÌNË ËuÒ|ÆFÄ�ÄYÉ�Ñ§Ìz×®Ò�ÍkÉªÑ�ÌzÙYÉ�Å�É�ÂkÎ�ÉLÇTÉcÒuÓ;É�ÉcÂ§Ò|Í�É�ÒuÓ Æ�Ä�Å|É�Ë|Ë«ØkÅ�ÉBËIÌ:Ë
Ë�ÊRÁFÈzÈ:ÉcÅ¿Ò�ÍkÁFÂ � 	 � ñyÔI÷�É�Î�Æ1ÂkÑ�È:ÃFá�Á�ÓÖÁDÐFÉ»ÌNË Â�ÉcÏ1ÈzÉBÎ�Ò|É�Ñ§Ìz×�Ò�ÍkÉªÎfÍkÁFÂ�ÏFÉ�ÆF×�vkÆnÓ�Î�Æ1ÂkÑ�ÌzÒ�Ì:ÆFÂkË;ÆnÐFÉ�Å;Á£Ó ÁDÐ1É»Ì:ËÖË�ÊRÁFÈzÈ:ÉcÅ¿Ò�ÍkÁFÂ
ÆFÂkÉ¬ÄTÉ�Å|ÎcÉcÂ,Ò�Ò|ÆÁDÐFÆ1Ì:Ñ0Å�ÉBË«Æ1ÈzÐ�Ì:Â�Ï�Ê§ÁyÂ�Ã�ÌzÂkË�Ì:ÏFÂ�ÌzÜTÎcÁFÂ,Ò�Ó ÁDÐ1É�Ë�Ô"Û6Ì:ÂkÁyÈ:ÈzÃ1á6Ò�Í�É¬Â�Ø�ÊXÇTÉ�Å£ÆF×ÖÓÖÁDÐFÉBË'Ó»Í�ÌNÎfÍéÅ�É�Ä�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò�Á
Î�É�Â,Ò�ÉcÅ|É�ÑXÉ�Ý�ÄkÁFÂkË�ÌzÆ1Â£×AÁFÂ�ÌNË6Ò|ÁFâFÉ�Â�ÎcÆFÂkË«Ò|ÁFÂ1ÒBÔ6ÕÖÍkÌ:ËIÂ�Ø�ÊXÇTÉ�ÅIÍkÁFËIÁ'Ê§ÁWÕuÆFÅ=ÌzÂ�vkØ�ÉcÂTÎ�É»ÆFÂ�Ò|Í�É�ÁFÎ�Î�Ø�ÅfÁFÎcÃ
Æy×kÒ|Í�ÉLË�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂUÔ
æûÂ�ÜkÏFØkÅ�É £ áUÒ�Í�É¬Ë�ÆFÈ:Ø�Ò|ÌzÆ1Â�ÆF×;Ò|Í�ÉRÒ�ÉBËuÒ�ÄkÅ�Æ1Ç�ÈzÉ�Ê Ì:Â�Ò�ÉcÅ|Ê§Ë
Æy× Ò�ÍkÉ§Ó ÁDÐ1É�Ë�ÌzÂ±Ò|Í�É¬Ë�ÄkÁFÎcÉ�ÞrÒ�Ì:Ê�É§Ñ�Æ1Ê§ÁyÌ:Â�áUÓ»Í�ÌNÎfÍ±Ì:Ë

É�Ú,ØkÁFÈIÒ�Æ�Ò�Í�É¬Ï1Å�ÌNÑ®áiÌ:ËXË«Í�ÆnÓ»Â0×�ÆFÅXÁ�Ñ�ÌNË�ÎcÅ�ÉcÒ�Ì:ø�ÁnÒ|ÌzÆ1Â0ÆF×ÖÒ�Í�ÉtÎcÉcÂ,Ò�É�Å�ÉBÑ�É�Ý�ÄkÁyÂTË«Ì:ÆFÂ�×AÁyÂTË
Ó»Ì8Ò|Í � 	 ÓÖÁDÐFÉBËcÔ¬æûÂ±ÜTÏFØ�Å|É ú
Ò�ÍkÉtÐFÉ�ÈzÆ�ÎcÌ8ÒuÃ±ÁyÂkÑOÒ�Í�É"Ñ�ÉcÂkË�ÌzÒuÃ±Ñ�Ì:Ë«Ò�Å|ÌzÇkØ�Ò�Ì:ÆFÂ�ÁyÒ þ ��	 � 	 x��-ÌNËXË�Í�ÆnÓ»Â±×�ÆFÅsx 	 Ó ÁDÐ1É�Ë
ÄYÉcÅRÎ�É�Â1Ò|ÉcÅ|É�Ñ±ÉcÝ�ÄTÁyÂkË�ÌzÆ1Â±×AÁyÂ�Ôä Ã\ÎcÆFÊRÄkÁyÅ|Ì:Â�Ï�Ò�Í�ÉBË«É'ÒuÓ ÆRÜkÏFØkÅ�ÉBËÖÓ»Ì8Ò|Í�Å�ÉBË«Ø�ÈzÒ|Ë�ÌzÂ�ë»Éc×uÔ � 	 á�ÌzÒªÎcÁFÂ-ÇTÉ£ÎcÆFÂkÎcÈzØTÑ�É�Ñ\Ò�ÍTÁnÒ�Ò|Í�É�Ë«Æ1ÈzØ�Ò�Ì:ÆFÂ-ÌzÂTÎ�È:ØkÑ�Ì:Â�Ï§Ò�ÍkÉ
ÄYÆ1Ë�Ì8Ò|ÌzÆ1ÂtÆy×®Ò|Í�É�Ó ÁDÐ1É�Ë^ÌNË ÐFÉ�Å�ÃRÁFÎ�Î�Ø�ÅfÁnÒ|ÉFÔ6æûÂ¬Ò�ÍkÉ�Ë�ÉLÜkÏ1Ø�Å|É�Ë;Ó;ÉªÍkÁDÐFÉªØkË«ÉBÑ¬ÁyÂ±�81�snp�eßaco�jAsno�j^È:Ì:Â�É�ÁFÅ�Ì:ø�ÁyÒ�Ì:ÆFÂtË«Ò�É�ÄtÌ:Â¬Ò�ÍkÉ
ÁyÄkÄ�Å�Æ1Ä�Å|Ì:ÁyÒ�É'Î�ÉcÈ:ÈNË Ò�Æ§Å|ÉcÄ�Å|É�Ë�ÉcÂ,Ò Ò�Í�É�Ë�ÆFÈ:Ø�Ò�Ì:ÆFÂ"Ä�Ì:É�ÎcÉcÓ»ÌNË«É'È:ÌzÂ�ÉBÁyÅ|ÈzÃ1Ô
ô�ÆFÒ�ÌNÎ�É£Ò�ÍkÁyÒ�Ò|Í�ÉRË«Æ1ÈzØ�Ò|ÌzÆ1Â�ÍkÁ1ËªÇYÉcÉ�ÂÆ1Ç�Ò|ÁFÌzÂ�ÉBÑ�Ç�Ã�ØkË�ÌzÂ�Ï-Á¬Ð1ÉcÅ|Ã�Ë«Ê§ÁyÈ:È6Â,ØkÊ£ÇYÉcÅ'Æy×;ÎcÉcÈ:È:ËLÒ�Æ-Ñ�ÌNË�ÎcÅ�ÉcÒ�Ì:øcÉ£Ò�Í�ÉúvkÆnÓ

Ñ�Æ1ÊRÁFÌzÂRÌ:Â§Ë«ÄkÁ1Î�ÉcÞ�Ò|ÌzÊRÉFá1ÂkÁyÊRÉ�ÈzÃ
×�Æ1ÅBx 	 ÓÖÁDÐFÉBËiÄYÉcÅ Î�É�Â1Ò|ÉcÅ|É�ÑXÉ�Ý�ÄkÁFÂkË«Ì:ÆFÂX×AÁyÂ�Ò|Í�É»Ò�ÆFÒ|ÁFÈ�Â�Ø�Ê£ÇYÉcÅ^ÆF×&Ë�ÄkÁ1Î�É�ÞrÒ�Ì:ÊRÉ»Î�ÉcÈ:ÈNËIÌ:Ë
ÆFÂkÈzÃ £ x ù�£ ÔUÕÖÍ�É»Î�Æ1ÊRÄ�Ø�Ò|ÁyÒ�Ì:ÆFÂkÁFÈ,Ò�Ì:Ê�ÉÖÌNË=Ñ�ÆFÊRÌ:ÂkÁnÒ|É�ÑXÇ,Ã�Ë�ÆFÈ:Ð�ÌzÂkÏ�Ò�ÍkÉÖë�ÌzÉ�ÊRÁFÂ�Â�Ä�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ§Ë6ÌzÂ£Ò�Í�ÉÖÌ:Â1Ò|ÉcÅfË«ÉBÎ�Ò|ÌzÆ1Â£ÄYÆFÌ:Â1ÒfËcÔ
æûÂ\Ò�ÆyÒfÁyÈ £H�i£¤ù ë�ÌzÉ�ÊRÁFÂ�Â"Ä�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ§Ë¿ÍTÁDÐFÉ�Ò|ÆRÇTÉ
Ë�ÆFÈ:ÐFÉ�Ñ�Ô6ÕÖÍ�É'ÁDÐFÉ�Å|ÁFÏFÉ�Â�Ø�ÊXÇTÉ�ÅÖÆy×UÌzÒ�É�Å|ÁyÒ�Ì:ÆFÂkË ÄYÉcÅ»ë»Ì:ÉcÊ§ÁyÂ�Â"Ä�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ
ÌNËªÆ1Â�È:Ã � � � D áYÇTÉBÎcÁFØkË«ÉXÊ§ÁyÂ�Ã�Ó ÁDÐ1É�Ì:Â1Ò|ÉcÅfÁFÎ�Ò�Ì:ÆFÂkËªÁyÅ|ÉXÑ�ÉBË�ÎcÅ�Ì:ÇTÉBÑ�Ç�Ã-ÒuÓ;Æg¥=ÆFÌNË�Ë�ÆFÂ�ÎcØ�Å|ÐFÉ�ËªË«ÆtÒ�ÍkÁyÒªÒ|Í�ÉRË«Æ1ÈzØ�Ò|ÌzÆ1ÂÎcÁFÂÇYÉ�Ñ�É�Ò|ÉcÅ|Ê�Ì:Â�ÉBÑ"ÁFÂkÁyÈ:Ã,Ò�ÌNÎcÁFÈzÈ:ÃFÔ

E :7< k N=289-�6*EF@�47.f`a.�(�)>E )*+D)*-':7<�=;-�6>:?.547+D)*EF@�(�47.�,e=2(�)>6*:?.547+D)*EF@1(



0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

0

0.005

0.01

0.015

0.02

0.025

0.03

0.035

0.04

x

t

shock wave
characteristic
contact discontinuity
piston path

²d³U´�µ¤¶"·GFÊ¹ ü'Ç%·oÃ1Ä�Âþµ�¼7³UÄ�ÅÔÆaÄG¶f¼?Ç%·m¼�Ó'Ä|³þÅW¼�·i¶"ÀW¿7¼?³cÅ%´|Ë�ÂUÀWÃY¼SÓ'À��G·iÃj¼�·DÃY¼^¾Ê¶�Ä�Ë�ÂZ·�É ³þÅÿÃ1¾¤ÀW¿?·/Ð�¼7³þÉo·MÄGË%¼�ÀG³þÅ%·iÑ�Ë�½ä¼?Ç%·uÆ¶"Ä�ÅW¼¼"¶"ÀW¿��¤³cÅ%´oÉo·/¼7Ç%Ä¤Ñ|Óf³F¼?Çÿ¸�HuÓBÀ��W·iÃj¾�·D¶S¿?·�Å5¼"·i¶"·iÑw·JI¤¾¤ÀGÅ¤Ã�³UÄ�Å|ÆaÀGÅ

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

2

4

6

8

10

12

14

x

u


 4��LKÁ-�TF:/@1E )�� 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
0

1

2

3

4

5

6

7

x

ρ


 _=��,D-1.D(>E )��
²d³U´�µ¤¶"·NM%¹sü'Ç%·eÃ1Ä�Âþµ�¼7³UÄ�ÅoÆaÄG¶N��À��2¼7Ç%·N�W·DÂUÄ¤¿/³F¼�½oÀGÅ¤ÑO��Ë���¼?Ç%·eÑ¤·�Å¤Ã�³Z¼�½uÄWÆ�¼?Ç%·f¼�ÓBÄm³þÅ5¼"·i¶"ÀW¿7¼?³cÅ%´MË�ÂUÀWÃY¼BÓ'À��W·DÃ�¼�·DÃY¼y¾Ê¶�Ä�Ë�ÂZ·�ÉÀ�¼�PRQ N�S N å O ÄGË%¼"ÀG³cÅ%·DÑäË�½s¼7Ç%·^Æ¶"Ä�Å5¼j¼"¶"ÀW¿��¤³cÅ%´sÉu·/¼7Ç%Ä¤Ñ|Óf³F¼?Ç	��HoÓBÀ��W·iÃj¾�·D¶f¿?·�Å5¼"·i¶"·iÑw·JI¤¾¤ÀGÅ¤Ã�³UÄ�Å|ÆaÀGÅ

Oj:7< k N=289-�6*EF@�47.f`a.�(�)>E )*+D)*-':7<�=;-�6>:?.547+D)*EF@�(�47.�,e=2(�)>6*:?.547+D)*EF@1(



� ç émë2ìèó�TdòBì#"5ó�%> /�!$Ôð7í�%�U�V<�W-ýì. ;ó��!%& 2î�0hóiðiì¤î�V;ñYXZ%¤í[%¤ïpì#"äð7í�% í	�W <\ óDì#$Gð��W%> 2ó
æûÂ�Ò|Í�É Â�É�Ý�Ò6Ò�É�Ë«Ò=Ä�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ-áBÒ�Í�É ÌzÊRÄ�Å|ÆnÐFÉBÑ'×�Å|ÆFÂ,ÒUÒ|Å|Á1Îfâ,Ì:Â�Ï�ÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ�ÌNË=ÁyÄ�ÄkÈzÌ:É�Ñ'Ò|Æ�Ë�Ø�ÄYÉcÅfË«Æ1Â�ÌNÎIÒuÓ ÆyÞûÑ�ÌzÊRÉ�ÂkË«Ì:ÆFÂTÁyÈ1Ë«Ò�ÉBÁFÑ�Ãt^ØkÈzÉ�ÅyvkÆnÓ[ÁFÅ�Æ1Ø�ÂkÑtÁRÓ»Ì:Â�ÏRÄ�Å|ÆyÜkÈ:ÉFÔIÕÖÍ�Émt¿Ø�È:ÉcÅÖÉ�Ú,ØkÁyÒ�Ì:ÆFÂkËÖÆF×iÒuÓ ÆyÞûÑ�Ì:Ê�É�ÂkË�ÌzÆ1ÂkÁyÈ®Ë«Ò�É�Á1Ñ�Ã|vkÆnÓ ÁyÅ|ÉªÏ1ÌzÐ1ÉcÂ"Ç�Ãü�{

ü�� ÿ ü^]ü&_ � 	H� � D �
{ � }���� � ý� ÿ � ý ì� ý&`� ý��

� ���� � ] � }���� � `� ý&`� ÿ � ` ì� `¤�
� ���� �

Ó»ÌzÒ�Í ý ÁFÂkÑ ` Ò�ÍkÉ¬ÐFÉ�ÈzÆ�Î�ÌzÒuÃÎcÆFÊRÄTÆ1Â�ÉcÂ,ÒfË
ÌzÂ � ÞªÁyÂTÑ _ ÞûÑ�Ì:Å�ÉBÎ�Ò|ÌzÆ1Â�á�Å|É�Ë�ÄTÉBÎ�Ò�Ì:ÐFÉ�ÈzÃ1Ôtæß×ÖÒ�ÍkÉsvkÆnÓ ÌNË�Ë�Ø�ÄYÉcÅfË«Æ1Â�Ì:ÎRÌ:Â±Ò�ÍkÉ
Ó»Í�Æ1ÈzÉÍvkÆnÓ�ÜTÉcÈNÑ®á�Ò�Í�ÉBË«É'ÉBÚ1ØTÁnÒ�Ì:ÆFÂTË ÁFÅ�É�Í�Ã�ÄTÉ�Å�ÇYÆFÈ:Ì:Î�Ì:ÂtÒ|Í�ÉÍvkÆnÓ�Ñ�Ì:Å|É�Î�Ò|ÌzÆ1Â�á�Ë�ØkÎfÍ¬Ò|ÍkÁnÒLÁ£×�Å�Æ1Â,Ò Ò|Å|Á1Îfâ�ÌzÂ�ÏXÊRÉ�Ò�ÍkÆ�Ñ"ÎcÁFÂ
ÇYÉ�ØTË«ÉBÑ®ÔXÛkÆFÅ�Ò�ÍkÁyÒ
Ä�Ø�Å|ÄTÆ,Ë«É�ÆFÂ�È:Ã�ÊRÌzÂkÆFÅ
ÎfÍkÁyÂkÏFÉ�ËªÌ:ÂÒ|Í�É§ÁyÈ:ÏFÆFÅ|ÌzÒ�Í�Ê ÍkÁDÐ1É�Ò|Æ"ÇYÉRÊ§ÁFÑ�É1á®ÇTÉBÎcÁyØTË«ÉXÒ�Í�ÉRÓÖÁDÐFÉ£ÒuÃ,ÄYÉ�Ë
ÁyÂTÑ�Ò�Í�É�ÓÖÁDÐFÉÖÌ:Â,Ò�ÉcÅfÁFÎ�Ò�Ì:ÆFÂ§Ñ�Ã�ÂkÁFÊ�ÌNÎcË¿Å�É�Ê§ÁyÌ:ÂXÒ|Í�ÉLË|ÁyÊRÉFÔ=ÕÖÍ�ÉLë�ÌzÉ�ÊRÁFÂ�Â¬Ë�ÆFÈ:ÐFÉcÅfË=ÍkÁDÐ1ÉÖÒ�Æ�ÇYÉ�Å|ÉcÄ�ÈNÁFÎcÉ�Ñ�Ç�Ã�Ë�ÆFÈ:ÐFÉ�Å|Ë6×�Æ1Å
Ò�ÍkÉªë»Ì:ÉcÊ§ÁyÂkÂ§Ä�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ ×�ÆFÅ¿Ë�Ø�ÄYÉcÅfË«Æ1Â�Ì:Î»ÒuÓ;ÆFÞßÑ�Ì:ÊRÉcÂkË�Ì:ÆFÂkÁFÈ�ËuÒ|É�ÁFÑ�ÃuvkÆnÓèÁyÂTÑ¬ÁyÂRÉ�Ý�Ò|Å|Á
ÐnÁFÅ�ÌNÁyÇ�È:É»ÍkÁ1ËIÒ�Æ£ÇTÉ�Ì:Â,Ò�Å|Æ�Ñ�ØkÎ�ÉBÑ
Ò�Æ§Ñ�ÉBË�ÎcÅ�Ì:ÇYÉ'Ò�Í�É�Ë�É�ÎcÆFÂkÑ"Î�Æ1Ê�ÄYÆFÂkÉcÂ,Ò»Æy×6Ò�Í�É
Ð1ÉcÈ:Æ�ÎcÌ8ÒuÃ§Ð1É�Î�Ò�ÆFÅBÔ
ÕÖÍ�É\Å�ÉBË«Ø�ÈzÒ|Ë£Æy×»Ò|Í�É¬×�Å|ÆFÂ,Ò£Ò|Å|Á1Îfâ�ÌzÂ�Ï�ÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ�ÁFÅ�É\Î�ÆFÊRÄkÁFÅ�ÉBÑ�Ò�ÆÁ�õ�Æ�Ñ�Ø�Â�ÆnÐ,ÞrÒuÃ,ÄYÉ¬ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ�ÁFÂkÑOÁyÂ�ÁFÂkÁyÈ:Ã,Ò�ÌNÎcÁFÈ

ÁyÄkÄ�Å�ÆDÝ�Ì:Ê§ÁnÒ�Ì:ÆFÂ±×�Æ1Å£Ò|Í�É-Ë«ÍkÁFÄTÉ"Æy×LÒ�Í�É-Ë«ÍkÆ�Îfâ±ÓÖÁDÐFÉBËcÔ�ÕÖÍ�É"ÎcÆFÊRÄ�Ø�ÒfÁnÒ|ÌzÆ1ÂkË£Ó»ÌzÒ�Í2Ò�ÍkÉ-õ�Æ�Ñ�Ø�ÂkÆnÐ1ÞrÒuÃ�ÄTÉ\ÊRÉ�Ò�ÍkÆ�Ñ2ÁyÅ|É
ÄYÉcÅ�×�ÆFÅ|Ê�ÉBÑRÓ»Ì8Ò|ÍtË�É�Î�Æ1ÂkÑ�ÆFÅfÑ�ÉcÅ;ÁFÎcÎcØ�ÅfÁFÎ�ÃXÇ�ÃXØkË�Ì:Â�Ï£Á'È:ÌzÊRÌzÒ�ÉcÅÖË|ÎfÍ�ÉcÊRÉ�Æ1Â¬Á £ ��a £ �nÞßÏFÅ|Ì:Ñ�Ô�Û�Ø�Å�Ò�Í�É�Å�ÊRÆ1Å�É1á1Á'Ê£ØkÈ8Ò|ÌzÏ1Å�ÌNÑ
ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ\ÌNË»ØkË�É�ÑtÒ�Æ¬Ë�ÄYÉcÉ�Ñ\Ø�Ä"Ò�ÍkÉ�Ë«Æ1ÈzØ�Ò|ÌzÆ1Â\ÄkÅ�Æ�Î�ÉBË�Ë�ÔIÕÖÍ�É�Î�Æ�Ñ�É'ÍkÁ1ËÖÇTÉ�ÉcÂ-Ó»Å|Ì8Ò�Ò�ÉcÂ-Ç�Ãcb'Æ1Å�É�Â�Ô å|å í å«ì
æûÂOÒ|Í�É"ÁFÂkÁyÈ:Ã,Ò�ÌNÎcÁFÈ¿ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ®áIÒ�ÍkÉ\Ë�Í�Æ�Îfâ�ÓÖÁDÐFÉBË�ÁyÅ|É\ÁFÄ�Ä�Å|ÆDÝ�ÌzÊ§ÁnÒ|É�Ñ�Ç�ÃOÁyÂéÌNË«É�Â,Ò�Å|ÆFÄ�ÌNÎtË�ÌzÊRÄ�È:ÉtÓÖÁDÐFÉ1áIË«ØkÎfÍéÒ�ÍkÁyÒ

ÁyÄkÄ�Å�ÆDÝ�Ì:Ê§ÁnÒ�É'ÁyÂTÁyÈ:Ã1Ò|Ì:Î�ÁyÈ&Å|ÉcÈNÁnÒ�Ì:ÆFÂTË ×�ÆFÅÖÒ�ÍkÉ�Ë«ÍkÁFÄTÉ'ÆF×iÒ|Í�É
ÈzÉBÁFÑ�Ì:Â�Ï§ÁyÂTÑ¬Ò|Å|ÁFÌzÈ:ÌzÂkÏ�ÉBÑ�ÏFÉ
Ë�Í�Æ�Îfâ¬ÓÖÁDÐFÉ'ÎcÁyÂ"ÇYÉ�Ñ�ÉcÅ|ÌzÐ1É�Ñ®Ô

1.3 

1.35

1.4 

1.45

1.5 

1.55

1.6 

−1 0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

6

x

y

analytical expressions
numerical shock wave
wall


 4���,�:?+D_�TF-Z�-�,�C?-5dEF.�Cj(*-1@Y)*EF:?.
1.35

1.4 

1.45

1.5 

1.55

1.6 

−1 0 1 2 3 4 5
0

1

2

3

4

5

6

x

y

analytical expressions
numerical shock wave
wall


 _=��@�:?.Á)>EF./+�:?+�(*T �Í@�+�6!KÁ-1,N;EF.DCj(>-�@Y)*EF:?.
²d³U´�µ¤¶"·cd¤¹ ü'Ç%·Ô¶"·DÃ�µÊÂZ¼"ÃmÆaÄ�¶m¼?Ç%·feeÄ%Ñ�µÊÅ%Äg��Ð�¼�½¤¾�·ÿÉu·/¼7Ç%Ä¤Ñ ³cÅ ¼�·D¶?ÉoÃmÄWÆj¼7Ç%·gÂUÄ¤¿?ÀGÂih ÀW¿7Ç Å%µÊÉmËH·i¶ú¿?Ä�Éú¾¤ÀW¶"·iÑ�¼�Äÿ¼?Ç%·¾�Ä�Ã�³Z¼7³UÄ�ÅsÄWÆd¼7Ç%·mÃ�Ç%Ä¤¿��|ÓBÀ��W·DÃBÀW¿Á¿ÁÄG¶7Ñ�³cÅ%´u¼�Äo¼7Ç%·MÆ¶"Ä�ÅW¼'¼7¶�ÀW¿��¤³cÅ%´úÉu·/¼7Ç%Ä¤Ñj�Ðk�'ÀGÅ¤Ñ|¼?Ç%·MÀGÅ%ÀGÂZ½�¼7³c¿?ÀGÂHÀW¾Ê¾Ê¶�ÄgIÊ³cÉoÀ�¼?³ZÄ�Å,�aÐ�Ðl�ÆaÄG¶m�À��j¼?Ç%·uÑ¤Ä�µ¤Ë�ÂU·uÓ'·iÑ¤´W·oÓ9³þÅ%´äÃ�·D¿7¼7³UÄ�ÅgÀGÅ¤Ñn��Ë��9¼7Ç%·u¿ÁÄ�Å5¼?³cÅ%µ%Ä�µ¤Ã"ÂZ½g¿/µ¤¶o�W·iÑÿÓf³þÅ%´äÃ�·i¿?¼7³UÄ�Å>p�ÆaÄ�¶fÀ|Æ¶"·/·úÃY¼"¶"·iÀGÉqhèÀW¿?ÇÅ%µÊÉmË�·D¶yÄWÆh¸G¹�M

r :7< k N=289-�6*EF@�47.f`a.�(�)>E )*+D)*-':7<�=;-�6>:?.547+D)*EF@�(�47.�,e=2(�)>6*:?.547+D)*EF@1(



ÕÖÍ�ÉªÒuÓ;Æ£Ò�ÉBËuÒÖÄ�Å|ÆFÇ�È:ÉcÊ§Ë;Ó»Ì8Ò|Í"Ë�Ø�ÄYÉcÅfË«Æ1Â�Ì:Î�ÒuÓ;ÆFÞßÑ�ÌzÊRÉcÂTË«Ì:ÆFÂkÁFÈTË«Ò�ÉBÁFÑ�ÃsvkÆnÓ$ÁFÅ�ÉSvkÆnÓ�ËÖÁyÅ|ÆFØ�ÂTÑ§Ó»ÌzÂkÏXË�É�Î�Ò|ÌzÆ1ÂkË�Ô=ÕÖÍkÉ
ÜkÅfËuÒ�Ó»Ì:Â�Ï¬Ë�É�Î�Ò�Ì:ÆFÂ-Ì:ËLÁ§Ñ�ÆFØ�ÇkÈzÉ
Ó É�Ñ�Ï1É
Ó»ÌzÂkÏ¬Ë«ÉBÎ�Ò�Ì:ÆFÂ-ÁyÂTÑ"Ò�Í�É�Ë�É�ÎcÆFÂkÑ"ÆFÂkÉ
Ì:Ë�Á§ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØTË«È:ÃtÎ�ØkÅ�Ð1É�Ñ\Ó»ÌzÂ�Ï¬Ë�É�Î�Ò�Ì:ÆFÂ�Ô
ÕÖÍ�ÉLÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØTË«È:Ã£Î�ØkÅ�Ð1É�Ñ�Ó»ÌzÂkÏ£Ë«ÉBÎ�Ò|ÌzÆ1Â�ÌNË¿ÁFÄ�Ä�Å|ÆDÝ�ÌzÊ§ÁnÒ|É�ÑXÄ�Ì:É�Î�É�Ó»Ì:Ë�É»È:ÌzÂ�ÉBÁyÅ|ÈzÃ1Ô6òLÆnÓ;É�ÐFÉ�Å�áDÒ|Í�ÉLÑ�ÌNË�ÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÌzÒ�Ì:É�Ë^Ì:ÂRÒ�ÍkÉ
Ñ�É�Å�Ì:ÐnÁnÒ�Ì:ÐFÉXÆy×IÒ|Í�Ì:Ë�Ä�Ì:É�ÎcÉcÓ»ÌNË«ÉXÈzÌ:Â�ÉBÁyÅª×�Ø�ÂkÎ�Ò|ÌzÆ1Â0ÁFÅ�É£Ò�Å|É�ÁnÒ|É�Ñ�Á1ËªÎcÆFÂ,Ò�Ì:Â�Ø�ÆFØTËªÎfÍkÁFÂ�ÏFÉBË�Ì:Â0Ñ�Ì:Å|É�Î�Ò|ÌzÆ1ÂÁyÂkÏFÈ:É � ÉcÝ�Î�ÉcÄ�Òª×�Æ1Å
Ò�ÍkÉ
ÈzÉBÁFÑ�Ì:Â�Ï§ÁyÂkÑtÒ�ÅfÁyÌ:È:ÌzÂ�ÏRÉBÑ�ÏFÉ � Ô^ÕÖÍ�É�À�Á1ÎfÍ\Â�Ø�ÊXÇTÉ�Å»Æy×iÒ�Í�É
Ø�ÂTÑ�Ì:Ë«Ò�ØkÅ�ÇYÉ�ÑgvkÆnÓ[Ì:Ë � Ô ú�Ô
æûÂ0ÜkÏFØ�Å|É ö á®Ò|Í�ÉRÂ,ØkÊ�É�Å�ÌNÎcÁFÈ=Å�ÉBË«Ø�ÈzÒ|Ë�ÆF×¿Ò�ÍkÉtõ�Æ�Ñ�Ø�Â�ÆnÐ,Þ�ÒuÃ�ÄYÉXÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ0ÌzÂ�Ò�É�Å�Ê§Ë�Æy×;Ò�Í�É§È:Æ�ÎcÁFÈ=ÀÁFÎfÍÂ�Ø�ÊXÇTÉ�Å�ÁyÅ|É

Î�Æ1ÊRÄkÁyÅ|É�ÑéÒ�Æ�Ò�Í�É�ÄYÆ1Ë�ÌzÒ�Ì:ÆFÂ°Æy×LÒ|Í�É�Ë�Í�Æ�ÎfâOÓ ÁDÐ1É�ËRÁFÎ�Î�ÆFÅfÑ�Ì:Â�Ï�Ò|Æ�Ò�Í�É-×�Å|ÆFÂ,ÒRÒ�ÅfÁFÎfâ�Ì:Â�Ï0ÊRÉcÒ�Í�Æ�Ñ°ÁyÂkÑ�Ò�Í�É�ÁFÂkÁyÈ:Ã,Ò�ÌNÎcÁFÈ
ÁyÄkÄ�Å�ÆDÝ�Ì:Ê§ÁnÒ�Ì:ÆFÂ0×�ÆFÅ£Ò�Í�ÉtÒuÓ;Æ�Ó»Ì:Â�ÏË�É�Î�Ò�Ì:ÆFÂkË�Ô�ÕÖÍ�É|vkÆnÓ ÄkÁyÒ«Ò|ÉcÅ|ÂOÌ:ËXË«Ì:ÏFÂ�ÌzÜTÎ�ÁyÂ,Ò�È:Ã0Ë�ÊRÉ�ÁyÅ|É�Ñ�Æ1Ø�Ò£Ç�ÃÒ|Í�ÉtÂ�Ø�ÊRÉ�Å�ÌNÎcÁFÈ
Ñ�ÌzÙYØTË«Ì:ÆFÂ-Ì:Â\Ò|Í�É£õ�Æ�Ñ�Ø�Â�ÆnÐ,ÞrÒuÃ�ÄTÉ'ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ®á�Ó»Í�É�Å�ÉBÁFË Â�Ø�ÊRÉcÅ|Ì:Î�ÁyÈ�Ñ�ÌzÙYØTË«Ì:ÆFÂ-ÌNË»ÁyÇkË�ÉcÂ,Ò»ÌzÂ"Ò|Í�É'×�Å�Æ1Â,Ò Ò|Å|Á1Îfâ�ÌzÂ�Ï�ÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ®Ô

´�sãµ t0¹¿¶ª½L4«¼N6,¾«¹¿¶86
(�ÉXÍkÁDÐ1ÉXÌ:Â,Ò�Å|Æ�Ñ�ØkÎ�ÉBÑÁFÂÌ:Ê�ÄkÅ�ÆnÐ1É�Ñ-×�Å|ÆFÂ,Ò�Ò�ÅfÁFÎfâ�ÌzÂkÏtÊRÉ�Ò|Í�Æ�Ñ�×�Æ1ÅªÒ|Í�É|t^Ø�È:ÉcÅ�É�Ú,ØkÁyÒ�Ì:ÆFÂkË�Ô£ÕÖÍ�É�ÊRÉ�Ò|Í�Æ�ÑÌNË�×AÁFË«Ò�É�Å

ÁyÂTÑRÊ�Æ1Å�ÉªÁFÎcÎcØ�ÅfÁnÒ�ÉÖÒ|ÍkÁyÂ\Á�ËuÒfÁyÂkÑkÁyÅfÑ�×�Å�Æ1Â1Ò¿Ò�ÅfÁFÎfâ�ÌzÂkÏ
Ê�ÉcÒ�Í�Æ�Ñ®ÔZ(±ÁDÐFÉ»ÒuÃ�ÄYÉ�Ë;ÁyÅ|É�ÌzÂ,Ò|Å�Æ�Ñ�ØkÎcÉ�ÑRÓ»Í�ÌNÎfÍ¬ÁyÅ|ÉLÁ1Ë�Ë�ÌzÏ1Â�É�ÑXÒ|Æ
Ò�ÍkÉL×�Å|ÆFÂ,Ò|Ë^×�ÆFÅÖÁ�Ä�Í�Ã�Ë�Ì:Î�ÁyÈ:ÈzÃ�ÊRÆFÅ|ÉªÎ�Æ1Å�Å|É�Î�Ò;Ë�ÌzÊXØ�È:ÁyÒ�Ì:ÆFÂ�Ô=ÕÖÍ�ÉBË«ÉªÓ ÁDÐ1É»ÒuÃ�ÄTÉBË;ÁFÅ�ÉªØkË«ÉBÑR×�ÆFÅÖÑ�ÉcÒ�ÉcÅ|ÊRÌzÂkÌzÂ�Ï£Ò�Í�É�ÐFÉ�ÈzÆ�ÎcÌ8Ò|ÌzÉBË
Æy×=Ò|Í�É
×�Å|ÆFÂ,Ò|Ë�ÁFÂkÑ"Ò�ÍkÉcÌ:Å�Ê£Ø�Ò|ØkÁyÈiÌzÂ,Ò|ÉcÅfÁFÎ�Ò|ÌzÆ1ÂkË�Ô;Û�ØkÅ«Ò|Í�ÉcÅ|ÊRÆFÅ|ÉFá�Ò|Í�É�ØkË�É
Æy×IÓÖÁDÐFÉ�ÒuÃ�ÄTÉBË�Å|É�Ë�Ø�ÈzÒ|Ë»Ì:Â�Á¬Ñ�ÉBÎ�Å|É�ÁFË�É'Æy×=Ò�ÍkÉ
ÁDÐFÉ�Å|ÁFÏFÉ Â�Ø�Ê£ÇYÉcÅ;Æy×®Ì8Ò|ÉcÅfÁnÒ|ÌzÆ1ÂkË^ÄYÉcÅ ë»ÌzÉ�Ê§ÁyÂ�Â§Ä�Å|ÆFÇkÈzÉ�Ê"Ô/(�ÉLÍkÁDÐ1É�ÁyÄ�Ä�È:Ì:É�Ñ�Ò�ÍkÉ�ÌzÊRÄ�Å|ÆnÐFÉBÑX×�Å�Æ1Â1Ò¿Ò�ÅfÁFÎfâ�ÌzÂkÏ
Ê�ÉcÒ�Í�Æ�Ñ�Ò|Æ
Ò�ÉBËuÒ;Ä�Å�Æ1Ç�È:ÉcÊ§ËIÓ»ÌzÒ�Í§ÆFÂkÉ�ÞûÑ�ÌzÊRÉ�ÂkË«Ì:ÆFÂTÁyÈ�Ø�ÂkË«Ò�ÉBÁFÑ�Ã�ÁyÂkÑ§Ë�Ø�ÄYÉcÅfË«Æ1Â�ÌNÎ¿ÒuÓ ÆyÞûÑ�Ì:ÊRÉcÂkË�ÌzÆ1ÂkÁyÈ�Ë«Ò�ÉBÁFÑ�Ãút^Ø�È:ÉcÅhvkÆnÓ
Ô6ÕÖÍkÉ�Å�ÉBË«ØkÈ8ÒfË
ÁyÅ|É'É�Ý�Î�É�ÈzÈ:ÉcÂ,Ò»Ó»ÌzÒ�Í-Å�ÉBË«ÄYÉ�Î�ÒÖÒ�Æ§ÇYÆyÒ�Í�Á1ÎcÎ�ØkÅ|Á1Î�Ã¬ÁyÂTÑ\ÎcÆFÊRÄ�Ø�ÒfÁnÒ�Ì:ÆFÂTÁyÈ®É�2¬ÎcÌzÉ�ÂkÎ�Ã1Ô

u Údß"ÚU¸�ÚU¶L½�Ú<6
v ='$�J�6>-�(>(>47.%05!�$gw¤-yx�TF:/@�#%0�z;.DE�{i+�-�.�-�(*(;:7<��-14�|S(>:?TF+D)*EF:?.e)*:9(W�i(*)*-�89(d:7<H@�:?.�(*-16!K?4")*EF:?.^TZ4}d(10�~/�W�l�g�9���������������#���k�y�g�#~Z����� �Z0 ¸JF�H 0å N k 
 k}r�r E �Y$� XB$ �h$��dEF(*-1_D6>:�0G='$�VLKÁ-1E )*:�0.x56*:?./)2)>6>47@k|iEF.DC^473�3�TFEF-�,M)*:^4f.�:?.�(*)*6>EF@Y)*T �M#��D3W-�6>_W:?TFEF@y(!�D(�)>-�8 :7<�@�:?.�(>-�6!K?4")*EF:?.oTZ4y;(10��g�!~Z���g�R���}��������������k���L�R���<�������F0 ¸Dû 0 k � N k 
 k}r�rDk �Y$� XB$ �h$��dEF(*-�_�6>:�0G='$WVLKÁ-�E )*:�0%=Ù<c6>:?.Á)2)*6�47@ |iEF.�CS89-Y)>#D:i,^<c:?62@�:?.�(*-16!K?4")*EF:?.oTZ4yd(�EF.M:?.�-B,�EF89-�.�(>EF:?.%0����/�R���<��������¡&��¢��l�Z0 ¸�HÊ¸ 0 k1å N
 k}r�r P��Y$£�¤ $ I'$#w¤47.�C?(>-Y)*#%0pXB$ �B$#��EF(>-�_�6>:�0%='$�VLKÁ-1E )*:�0�=ý@�:?.�(>-�6WK74")>E KÁ-9<c6>:?.Á)])>6>47@k|/EF.�C^(>@>#�-�89-j<þ:?6 k &ý#��D3W-�6>_W:?TFEF@9@�:?.�(>-�6!K?4")*EF:?.sTZ4}d(�0%EF.¥ ���=� �����k����¦5¢l���§�}¨ ��� ���7¡��!�J¨}� �§�©�yª¬«#���k���W�}�����k��� 9~������ ���k®o>����®��R���<��������������������~5����� �§��� 
 ='$/&;:?.54")>:¯�}�������F0ÁA�,�(1$ �Y0/Xd:7)>-�(�Xd+�89-�6�$§x�TF+�EF,\^-�@�#%$F0 F�� 0 å O?L 
�° EF-l�-�C�0WJ�6�47+�.D(>@�#��-�EFC�0 k}r�r?å ��$± ¤ $ I'$�wÊ47.�C?(*-�)*#%0�I2.f47.9EF893�TF-�89-�./)>4")>EF:?.j:7<¤4�<c6>:?.Á)p)*6�47@k|/EF.�CB89-Y)>#�:/,y<c:?6p#��D3W-�6>_W:?TFEF@;@1:?.D(>-�6WK74")>EF:?.fTZ4}d(10�~<®�²���³���´��µ´������W¶l�µ·&���!��0û=d 0 � L 
 k}r�r Q��Y$¸�¹ $ ºa=B$=w¤EF-?0 ° $��247+�C?(*-Á0 ¹ $��7KiEF(*)*-�.�,547#�T ¹ 476>TF(*-�.%0�&2EF89-�.�(>EF:?.547TÊ(*3�TFE )�)>EF.�C»dE )>#^<c6>:?.Á)2)*6�47@ |iEF.�Ce47.�,u47,5473D)*E KÁ-yC?6*EF,M6>-l¼5.�-�89-�./)10¥ �����}�}�9���}�����§®��<¡7���l�������#½i� ¾<�§�!�§�=�µ�µ����³�¿��F0 ¸JF 05Q?P E 
 k}r�r O���$À �B$g�;:?TF,�-�.%0 ¹ $ º ='$�w¤EF-?0WXB$ �h$=��EF(>-�_�6>:�0�=2.Í+D.�@�:?.�,�E )*EF:?.547TFT �Í(�)�47_DTF-B89-Y)*#�:/,e<c:?6d)*#�-hA�+�TF-�6d-y{i+54")*EF:?.�(109�g���>���<�������9¡&��¢��l�Z0 ¸�M=H 0E Q 
 k}r�r�r �Y$Á ¤ $iR2TFEF898^0 ¤ $iR26*:§KÁ-?0iJÂw¤EF.�,g{/+�EF(*)10DI'$Á\^@1J�6W�/47.%0DR'$?VÊ6!�DC�K747(>:?.%0iV�#�-�_�E <c+�6>@14")*EF:?.y:7<�)*6�47@ |?-1,f(*@�47TZ476R�4}KÁ-�(10=�g�!~Z�Ã�������§�µ������������R���/�������F0�Ä¤05Q k 
 k}r O?O���$Å R'$�Ap8f47.i+D-1T 0=~/����� ¢������k����Æ&� ����®»½5¢������©�µ�}� 
�Ç � Ç !�6>-�(*(�0DJ�:i@14¯�d4")>:?.%05P?N?N k �Y$v!È !�$ �h$�Éu:/:i,��476>,%0D!H$ Ç :?TF-�TFTZ4D0/Vd#D-2./+�89-�6>EF@147T5(>EF8'+�TZ4")>EF:?.j:7<%)��:�ºa,DEF89-1.D(>EF:?.547TgÊ5:}fdE )*#9(*)*6>:?.�CB(>#�:/@k|/(�0��g�&�R���/��������¡^��¢��y�F0 MgF 0k?k L 
 k}r O � �Y$vlv J2$ ¹ :?6>-�.%0�&2-Y<c-1@Y)]@�:?6*6>-�@Y)>EF:?.u47.�,m8j+DT )>EFC?6*EF,e<c:?6]47.M-lË9@�EF-1.Á)B47.�,u47@�@�+�6�4")*-y@�:?893�+D)>4")>EF:?.m:7<�47EF6*<c:?EFT#Ê5:§d(10>���/�R���<�������R¡^��¢��y�F0Ì�Ì 0 k O å 
 k}r O?O��Y$vW� J2$ ¹ :?6*-1.�0�Ap+�TF-�67Ê�:§�(>:?TF+D)*EF:?.�(;<c:?6�)>6>47.�(>:?.�EF@B(>#D:i@k|8�4}KÁ-kÍ/_W:?+�.�,�476W�MTZ4y�Á-162EF./)*-�6�47@Y)>EF:?.�0.�k�=���>��� ¥ �����}�}�����}���g�R���?Æ&� ���µ®���0#Ä¤0L r 
 k}r O r �Y$

k Ny:7< k N=289-�6*EF@�47.f`a.�(�)>E )*+D)*-':7<�=;-�6>:?.547+D)*EF@�(�47.�,e=2(�)>6*:?.547+D)*EF@1(


