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On the manifold-mapping optimization technique

ABSTRACT
In this paper, we study in some detail the manifold-mapping optimization technique introduced
in an earlier paper. Manifold mapping aims at accelerating optimal design procedures that
otherwise require many evaluations of time-expensive cost functions. We give a proof of
convergence for the manifold-mapping iteration. By means of two simple optimization problems
we illustrate the convergence results derived.Finally, the performances of several variants of the
method are compared for some practical design problems in electromagnetics.
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	 ÎB�U×NÎ>ÊUÒiÍ�Ï5Ìz��×�ÏZÜ�Ð�ÏFÒ;Í�àÂÑ3ÐdËJØJÐ;Ï5ÓÔÓIÍ©Ê3Ø��V�/ò3ÎÝÖdÎ7à¯ËZÊ+Ü à¯ËJÌ©×NÓÔÊÅÖdò3Ë7ÞDÖ¦Ò;òNÎÂÒ;Ë5Ò9Ï^Ì�Ï5ÓÔËZ×3ÊUÒDËJñ � ÊNÎóÏ5Ê3Ü
à¯Ë�Ï5ÐiÖiÎ¬ÓÔË�Ü�Î>ÌUÎ<ßJÏ5Ì©×+Ï^ÒiÍ©ËJÊ+Ö�ÊNÎ>Î7Ü�Î7ÜâÍ©ÊÝÒ;òNÎ&ËJÑ�Ò;Í©ÓÔÍ©Õ7Ï^ÒiÍ©ËJÊr�z��ò3Î�à¯Ë�Ï5ÐiÖiÎ¬ÓÔË�Ü�Î>ÌU×3ÖiÎ>ÜÂÍ�Ö�Ï^Ñ3ÑNÐiËFô�Í©ÓáÏ^ÒiÎ>Ìsã
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à¯ËZÊ+ÖRÒ;Ð;Ï5Í©Ê�ÒbÌ©Î7ÏZÜ3Ö«Ò;Ë Òiò3Î&Ò�Þ�Ë)ÓIÎ>ÊUÒiÍ©ËJÊNÎ7ÜÙÜ�Î7ÖdÍ©ØJÊÙßZÏ5ÐiÍ�Ï^Û3Ì©Î>ÖB�v( � Í©Ê3ÍsÒ;Î/Î¯Ì©Î>ÓÔÎ¯ÊUÒ;Ö�ñAËJÐ«Ò;ò3Î¦ÏFô�Í�ÖRã�ÓIÓÔÎ¯ÒiÐiÍ�à
ÓáÏ^ØJÊ3Î<Ò;ËJÖdÒ�Ï^ÒiÍ�à/Î���×�ÏFÒ;Í©ËJÊ3ÖWÑ3Ì©×3Ö&ÏõÑ�Ë�ÖRÒiÚgÑ3ÐiË�à¯Î>Ö;ÖdÍ©ÊNØÂÖRÒ9Ï5ØZÎ¦ÓáÏ�0JÎ/Ò;òNÎ � Ê3Î¦ÓÔË�Ü�Î>Ì<�J�/òNÎ à¯ËUÏ^Ð;ÖdÎ¦ÓÔË�ÜNÎ¯Ì
Í�ÖÙÛ�Ï5ÖdÎ7Ü ËZÊ Ï5Ê�Î���×3ÍsßJÏ^Ì©Î>Ê�ÒóÓáÏ5ØZÊ3Î<Ò;Í�àáà¯Í©Ðià¯×3ÍsÒ�
 ½Z½��/ËZñQÒ;òNÎ÷ÏZà9Ò;×+Ï^Ò;ËZÐ$#gÏ^Ê�Ï^Ì©ËJØJËZ×+ÖÂÒ;Ë Ï^Ê�Î>Ì©Î>à<ÒiÐiÍ�à7Ï^Ì
à¯Í©Ðià¯×NÍsÒA(âÏ5Ê3Ü ÍsÒÝÍ�ÖÙÏ5ÐiËZ×3Ê3ÜöÃU»Z»öÒ;Í©ÓÔÎ>Öâñ?ÏZÖRÒ;Î¯ÐâÒiò�Ï^Ê Ò;ò3Î � Ê3ÎÔËJÊNÎ��$��ÒÝÖdò3ËJ×NÌ�Ü Û!ÎðÊNËZÒ;Í�à<Î7Ü Òiò�Ï^ÒâÒ;òNÎ
� ÊNÎDÓÔË�Ü�Î>Ì+ËZÑNÒiÍ©ÓÙ×3Ó [ �� Ì©Í©Î7Ö¬ËJÊÔÒiò3ÎDÛ�ËJ×3Ê3Ü+Ï^ÐdãIËJñ�Òiò3Î ÖdÎ¯Ò S ��� ÜNÜNÍsÒiÍ©ËJÊ�Ï^Ì�Ñ3ÐdËJÛ3Ì©Î¯Ó ÜNÎ¯Ò�Ï5Í©Ì�Ö¬à7Ï5ÊðÛ�Î
ñ�ËZ×3Ê3ÜöÍ©Ê?
���&���
��Ï^Û3Ì©Î-�LÖdò3Ë7ÞDÖÙÒ;òNÎ÷ÐdÎ7Öd×3ÌsÒ;Öóñ�ËZÐóÒiò3Î Ï^×NÒiËJÓÔË5Ò;Ísß�Î Ï5à<Òi×�Ï^ÒiËJÐóËZÑNÒ;Í©ÓIÍ©ÕFÏ^ÒiÍ©ËJÊ�����ò3Î à¯ËJÖdÒIñA×3Ê3à<Ò;Í©ËZÊ
à¯ËZÐiÐdÎ7ÖdÑ!ËZÊ+ÜNÍ©ÊNØÔÒiËIÒ;òNÎÂÖdËJÌ©×�Ò;Í©ËJÊ3Ö¦ò�Ï5Ö ÏIà<ËJÊ3ÖiÍ�Ü�Î>Ð;Ï5Û3ÌsãöÌ�Ï5ÐdØJÎ¯Ð¦ßZÏ5Ì©×3ÎõÒ;ò+Ï5Ê Í©Ê÷Ò;òNÎÂÑNÐiÎ<ß�Í©ËJ×3Ö¦Î<ô3Ï^ÓÔÑ3Ì©Î
Û!Î>à7Ï^×+ÖdÎ Ò;òNÎÅÖiÑ�Î7à<Í � à7ÏFÒ;Í©ËZÊ @ Í�ÖáÖdÍ©ØJÊNÍ � à7Ï^ÊUÒiÌsã#ò3Í©ØZò3Î¯ÐöÏ5Ê3Ü#Òiò3Í�Öáà<Ë�ÖRÒáñ�×NÊ+à9Ò;Í©ËJÊ�Í�ÖðÊNËZÒ÷Ï ÐdÎ>Ì�ÏFÒ;Ísß�Î
ÓÔÎ7ÏZÖd×3ÐdÎ)ËJñ�Òiò3Î)ñ�ËJÐià¯ÎõÜNÍ�Öià¯ÐdÎ>Ñ�Ï^Ê+à9ãj��� ò3Î>Ê Ò;òNÎ7ÖdÎõñ?ÏZà<Ò;Ö¦Ï^ÐiÎ)Ò9Ï�0JÎ>ÊöÍ©ÊUÒiËáÏ5à>à<ËJ×3Ê�Ò7¾�Ò;ò3Î)ËJÑ�Ò;Í©ÓáÏ^Ìuà¯Ë�ÖRÒ
ñ�×NÊ+à9Ò;Í©ËJÊóßZÏ5Ì©×3Î>ÖWÏ5ÐiÎ¦ÖdÍ©ÓÔÍ©Ì�Ï^ÐWñAËJÐbÛ!Ë5Ò;òÔÜNÎ>ÖdÍ©ØJÊIÑ3ÐdËJÛ3Ì©Î¯ÓðÖ��J�/ò3ÎQÓáÏ^Ê3Í©ñAËJÌ�Ü�ÚgÓáÏ5ÑNÑ3Í©ÊNØâÏ^Ì©ØJËJÐdÍsÒ;òNÓ ã�Í©Î¯Ì�Ü3Ö
Ò;òNÎDÖdËJÌ©×�Ò;Í©ËJÊáÏ5ñ�Ò;Î¯ÐbÒ;òNÐiÎ>Î � Ê3ÎQÓÔË�Ü�Î>Ì3ñ�×NÊ+à<ÒiÍ©ËJÊÔÎ<ßJÏ^Ì©×�Ï^ÒiÍ©ËJÊ3ÖB� - Î>ÊNÎ>Ð�Ï^Ì©Í©Õ>Î>ÜÔÓáÏ^Ê3Í©ñAËJÌ�ÜIÓáÏ^Ñ3ÑNÍ©Ê3Ø3¾ZÞ¦ÍsÒ;ò
Ò;òNÎ � Ê3ÎõÓÔË�Ü�Î>Ì �UÏZà¯ËZÛ3Í�Ï^Ê Î>ÖRÒ;Í©ÓáÏFÒ;Î7Üáß�Í�Ï 0¬ÐiË7ãNÜ�Î>Ê$#¢Ö/ÓÔÎ¯Òiò3Ë�Ü�¾3Ñ�Î>ÐiñAËJÐdÓðÖ¦Ï^Ì©ÓÔË�ÖRÒ¦Í�Ü�Î>Ê�Ò;Í�à7Ï^Ì©Ìsãj� #<�/òNÎ
à¯Ë�Ï5ÐiÖiÎÂÓÔË�Ü�Î>Ì9�UÏZà<ËJÛ3Í�Ï^ÊLà¯ËJÓIÑ3×NÒ�Ï^ÒiÍ©ËJÊ+Ö Ï^ÐiÎÝÐiÎ>à¯ËZØJÊ3Í©Õ¯Î7Ü Í©Ê ÏðÖdÓáÏ5Ì©Ì�Í©Ê3à¯ÐdÎFÏZÖdÎÝÍ©Ê Ò;òNÎóà<ËUÏ^Ð;ÖdÎÝÓÔË�ÜNÎ¯Ì
ñ�×NÊ+à9Ò;Í©ËJÊáÎ¯ßJÏ^Ì©×�ÏFÒ;Í©ËJÊ3Ö�ñAËJÐ&Ò;òNÎ ØJÎ¯Ê3Î>Ð;Ï5Ì©Í©Õ¯Î7ÜáÓáÏ^Ê3Í©ñAËJÌ�Ü�ÚgÓáÏ5ÑNÑ3Í©ÊNØóÏ5Ì©ØZËJÐdÍsÒ;ò3Óm(1���/òNÎ ×+Öd×+Ï5Ì�#?ÖdÒ�Ï5Ê3Ü+Ï5ÐiÜ�(
ËJÑ�Ò;Í©ÓÔÍ©Õ7Ï^ÒiÍ©ËJÊ ÓIÎ¯Ò;òNË�Ü ñ�ËZÐÂÒ;òNÎ7ÖdÎáÑNÐiËZÛ3Ì©Î>ÓÔÖ>¾�ÖdÎ���×3Î>Ê�Ò;Í�Ï^Ì��U×�Ï5ÜNÐ;Ï^Ò;Í�àðÑNÐiËJØZÐ�Ï^ÓÔÓÔÍ©Ê3Ø?# 	 Æ ��( 
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ËJÊõÒ;òNÎWËZÒiò3Î¯Ð�ÖdÍ�ÜNÎJ¾^Ñ�Î>ÐiñAËJÐdÓðÖ	ñ�ÏZÖRÒiÎ>ÐuÒiò�Ï5ÊâÖiÎB�U×NÎ>ÊUÒiÍ�Ï5Ì ��×�Ï5ÜNÐ�ÏFÒ;Í�àbÑNÐiËZØJÐ�Ï^ÓÔÓÔÍ©ÊNØQÛ3×�Ò«ÍsÒ�Í�ÖuÌ©Î7ÖiÖ,Î��Ôà¯Í©Î¯ÊUÒ
Ò;ò+Ï5ÊÝÓáÏ^Ê3Í©ñ�ËZÌ�ÜÂÓáÏ^Ñ3ÑNÍ©Ê3Ø��n��ÊÂÒ;ò3Í�Ö«à7ÏZÖdÎWÞ�Î�ËZÛ+ÖdÎ>ÐRß�Î¬Òiò3Î¬Þ�Î¯Ì©ÌsÚ�0UÊ3ËFÞ�ñ�ÏZà9Ò«Òiò�Ï^Ò 	 Ä Ü�Ë�Î>Ö«Ê3Ë5Òbà<ËJÊ�ß�Î>ÐdØJÎ
Ò;ËÙÒ;òNÎÂÏZà¯à¯×NÐ�Ï^ÒiÎâÖdËJÌ©×�Ò;Í©ËZÊ 
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ÄÅÏ5ÊNÍ©ñ�ËJÌ�ÜÙÓðÏ5Ñ3ÑNÍ©Ê3Ø Þ/ÏZÖ�Í©Ê�Ò;ÐiË�ÜN×3à¯Î7ÜÙÍ©Ê�
.'/��Ï5ÖbÏ5ÊÙÎ��Ôà¯Í©Î¯ÊUÒ�Ò�Þ&ËZÚoÌ©Î<ß�Î¯Ì3Ï5ÑNÑ3ÐiË�ÏZà;òóñ�ËJÐ�ËJÑ�Ò;Í©ÓÔÍ©Õ7Ï^ÒiÍ©ËJÊu¾5ÒiË
Û!Îâà¯ËJÊ3ÖdÍ�ÜNÎ>ÐdÎ7Ü÷ñAËJÐ/ß�Î¯Ðdã ÒiÍ©ÓÔÎ¯ÚoÜNÎ¯ÓáÏ5Ê3ÜNÍ©Ê3ØIÜ�Î7ÖdÍ©ØJÊ÷Ñ3ÐiËZÛ3Ì©Î¯ÓðÖ��|��Ê÷Ò;òNÍ�Ö¦Ñ+Ï5Ñ!Î¯Ð ÏóÊU×3ÓÙÛ�Î>ÐQËZñ�Ñ!ËJÖiÖiÍ©ÛNÌ©Î
ßJÏ^ÐiÍ�Ï^ÊUÒ�ÖáÏ5ÐdÎ Í�Ü�Î>ÊUÒiÍ � Î>Ü4�LËZÐiÍ©ØJÍ©Ê+Ï5ÌDÓáÏ^Ê3Í©ñAËJÌ�Ü ÓáÏ5ÑNÑ3Í©Ê3Ø # ï ÄÅÄ (9¾bÓáÏ^Ê3Í©ñ�ËZÌ�Ü#ÓðÏ5Ñ3ÑNÍ©Ê3Ø #�ÄÅÄ (IÏ5Ê3Ü
ØJÎ¯Ê3Î¯Ð�Ï5Ì©Í©Õ¯Î7Ü�ÓáÏ5ÊNÍ©ñ�ËJÌ�Ü ÓáÏ^Ñ3Ñ3Í©ÊNØ # - ÄÅÄ (1� ï ÄÅÄ Ï^Ê+Ü ÄÅÄ Ï^ÐiÎ ÏZÖRã�ÓÔÑNÒiËZÒ;Í�à>Ï5Ì©Ìsã Î���×3ÍsßJÏ^Ì©Î>Ê�ÒáÏ5Ê3Ü
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