MATHEMATICAL CENTRE SYLLABUS 20, 1975, I, 1-2k.

LINEAIRE MEERSTAPSMETHODEN VOOR
GEWONE DIFFERENTIAALVERGELIJKINGEN

P.W. HEMKER

Een vergelijking van de vorm

(1.1) F(x,y,%x{,fg,...,g%)=0

dx dx
is een n-de orde gewone differentiaalvergelijking. De orde van de diffe-
rentiaalvergelijking, n, is de orde van de hoogste afgeleide welke in
(1.1) voorkomt. Als alle nevenvoorwaarden, zoals de waarden van y,y',...,
y(n-1), worden gegeven voor dezelfde waarde van de onafhankelijke varia-
bele %y is het probleem een begimwaardeprobleem. Als de noodzakelijke
nevenvoorwaarden niet allen voor hetzelfde punt gegeven worden noemen we
het probleem een randvaardeprobleem.
Iedere n-de orde gewone differentiaalvergelijking kan geschreven worden
als een stelsel eerste orde differentiaalvergelijkingen. Hiervoor defi-

niéren we de variabelen

QI =
ax V4
oo, &
dax 2 df
dvn_1 ey - QEX
dx n dx
en substitueren we Vys Vpseees Vo €D dny/dxn = dvn_1/dx in de vergelij-

king (1.1). Hieruit blijkt dat we ons kunnen beperken tot het oplossen

van stelsels eerste orde differentiaalvergelijkingen.

Opmerking

»

In enkele gevallen waarin vergelijking (1.1) een bijzondere structuur




bezit, kan het nuttig zijn deze reductie tot een stelsel niet uit te voe-
ren, maar gebruik te maken van deze bijzondere structuur. Dit kan in het
bijzonder het geval zijn als een aantal van de afgeleiden dly/dx1 (0<i<n)

niet expliciet in (1.1) voorkomt.

1.1. De constructie van een oplossing

Laten we ons eerst tot een enkele eerste orde differentiaalvergelij-
king beperken. Het zal later blijken dat uitbreiden tot een stelsel dif-
ferentiaalvergelijkingen geen extra moeilijkheden oplevert. Zij gegeven

de differentiaalvergelijking
(1.3) %XI= £(x,y) » f: RxR + R

We kunnen de functie f in een tekening voorstellen als een verzameling van
richtingen voor iedere waarde van de onafhankelijke variabele x en van de
afhankelijke variabele y. We nemen aan dat f een continue functie is van

X en y, welke bovendien aan een Lipschitz-voorwaarde voldoet:
(1.4) 3k >0 Vay, T, lf(x,y1) -~ f(x,yz)ls k| v~ y2|
Als nu een punt A gegeven is, kunnen we de oplossing eenvoudig tekenen

door, met toenemende waarden van x, een baan in het x-y-vlak te volgen

waarvan de richting gelijk is aan die welke voorgeschreven wordt door f.
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. fig. 1.1. Het richtingsveld van de differentisalvergelijking
dy/dx = -2.5y + (5x+3)(x+1)72



Numerieke methoden voor gewone beginwaardeproblemen komen er dan ook op

neer dat we de oplossing van de differentiaalvergelijking benaderen met

een kromme die zich dicht langs de richtingen van het richtingsveld aan-
sluit. Deze kromme wordt bepaald door stap voor stap een volgend punt

(

xn+l’yn+1) te berekenen.

Wanneer men te maken krijgt met een beginwaardeprobleem waarvan de
structuur niet direct een eigenaardig karakter vertoont, is het een goed
gebruik in eerste instantie te trachten dit probleem op te lossen met een
standaardmethode. Een aantal algoritmen welke zich hier goed voor lenen,
zijn bijvoorbeeld de Runge-Kutta methoden zoals ze staan beschreven in
Zonneveld [1964]. (Tijdens deze cursus zullen we op deze methoden niet ver-
der ingaan.) Een aantal moeilijkheden kan zich echter voordoen. Het meest
voorkomende is het verschijnsel van de "stijve differentiaalvergelijking".
Dit treedt op wanneer het gestelde probleem een analytische oplossing heeft
waarvan sommige componenten een zeer stabiel karakter hebben. In dat ge-
val zullen deze standaardmethoden, vanwege de eis van numerieke stabiliteit,
gedwongen zijn de numerieke integratie voort te zetten met zeer kleine
staplengte. De belangrijke begrippen onalytische (inherente) stabiliteit
en numerieke stabiliteit, welke hier naar voren komen, zullen we hieronder

toelichten.

1.2. Analytische en numerieke stabiliteit

De oplossing y(x) van een differentiaalvergelijking hangt, behalve
van de functie f (zie (1.3)), ook af van een gegeven beginvoorwaarde:
y(a)= b. Beschouwen we twee oplossingen ¥, eny, van een differentiaal-

vergelijking met beginvoorwaarden welke een weinig verschillen

g—xy1(x) = f(x,y), y,(a)=1
%;yz(X) = f(x,¥),s yo(a)=1b + ¢

dan noemen we de differentiaalvergelijking analytisch (of inherent) sta-
biel op het interval (a,c) als geldt

x € (a,c) = |y1(X) - yg(X)I < ¢
Een belangrijke grootheid, welke de stabiliteit in de omgeving van een

punt in het x-y vlak bepaalt (locale stabiliteit), is de partiéle afge-
leide f_.
¥




Schrijven we

%; (y,(x) - vo(x)) = 2(x,y,) - £lx,y,) =

fy(x,y1)(y1-y2) +o(y,-v,)s

dan zien we dat het gedrag van de verschilfunctie v(x)= y1(x) - y2(x)
weer beschreven wordt door een differentiaalvergelijking en dat voor

kleine waarden van v(a) = € bij benadering geldt

d

(1.5) = v(x) = fy(x,y) v(x)
ot X (g,v(8))ag
»
v(x) = v(a).e & v .

Hieruit volgt direct dat een differentiaalvergelijking in ieder geval sta-
biel is op die plaats waar fy(x,y) <0

Voor een stelsel differentiaalvergelijkingen
g—y = £ (XY, s nseeesy ) 1< i< n,
dx i i H -,’ 23 3 n 3

laat het begrip partiéle afgeleide zich uitbreiden tot het begrip
Jacobiaan, de matrix van partiéle afgeleiden

J(x,y) = (afi/ayj)(x,y).

Het stabiliteitsgedrag wordt geheel bepaald door deze Jacobiaan. Het
stelsel differentiaalvergelijkingen is nu stabiel als voor alle eZgen—

waarden van de Jacobiaan Ai geldt Re A, < O.

Wanneer de partiéle afgeleide fy(x,y)(of de Jacobiaan J(x,y)) onafhankelijk
is van de argumenten x en y spreekt men van lineagire (een lineair stelgel)
differentiaalvergelijkingen. Een niet-lineaire vergelijking heeft een sta—
biliteitsgedrag dat afhankelijk is van de plaats in het x-y vlak.

Numerieke stabiliteit is een wezenlijk ander begrip. Zegt inherente
stabiliteit iets over de analytische oplossing, numerieke stabiliteit zegt
iets over de numerieke berekening. Bij een rekenproces worden telkens

fouten gelntroduceerd zoals afbreekfouten en afrondfouten. Een numeriek




Proces heet nu numeriek stabiel wanneer het min of meer ongevoelig is voor
deze fouten, zodat geen opeenhoping van gemaakte fouten ontstaat. We on-
derscheiden (1) absolute stabiliteit: de numerieke fout wordt in absolute
waarde steeds kleiner, en (2) relatieve stabiliteit: de numerieke fFfout
blijft klein ten opzichte van het gewenste resultaast van de berekening.
Een numeriek proces heet instabiel wanneer de gemaskte fouten versterkt
worden en daardoor op den duur het gewenste resultaat kunnen verdringen.

We zullen ons op deze plaats niet bezighouden met het analyseren van
het stabiliteitsgedrag van de verschillende methoden voor het oplossen van
gewone differentiaalvergelijkingen. We volstaan hiertoe met verwijzen naar
een aantal boeken: Henrici [1962], Gear [19T71] en MC Syllabus 15.1 [1972]
Een enkele opmerking over numerieke stabiliteit moet hier echter toch ge-
maskt worden.

Bij een theoretische behandeling van de numerieke stabiliteit van
methoden voor gewone differentiaalvergelijking, worden bijna uitsluitend
locaal lineaire beschouwingen gegeven, d.w.z. men beperkt zich tot een
klein gebiedje in het x-y vlak (juist dat gebiedje waar men de oplossing
wil construeren) en men neemt aan dat de Jacoblaan in dat gebiedje prak—

tisch constant is.

1.3. Het stabiliteitsgebied

Het stabiliteitsgedrag van een numerieke methode, bij het oplossen
ven een bepaald probleem, hangt ten nauwste samen (1) met het karakter
van het op te lossen probleem, met name van de'Jacobiaan in de omgeving
van de oplossing, J(x,y(x)), en (2) met de staplengte h waarmee de inte-
gratie uitgevoerd wordt. De stabiliteit van een bepaalde methode wordt ge-
karskteriseerd door een gebied S in het complexe vlak. Een numeriek sta-
biel proces wordt verkregen wanneer voor iedere stap ult het integratie-
proces en voor iedere eigenwaarde Ai van de Jacobiaan geldt dat hnli,n e S

Een belangrijk onderscheid valt te maken tussen expliciete methoden
en implictete methoden om gewone differentiaalvergelijkingen op te lossen.
Bij expliciete methoden wordt in iedere stap van het integratieproces
yn+1 berekend door een vast aentael malen de functie f(x,y) te evalueren
waarbij tevoren de argumenten X en y bekend zijn. Bij een impliciete
methode moet voor iedere integratiestap een (in het algemeen niet-lineaire)

vergelijking opgelost worden van de vorm




G(xnﬂ’ yn+1, f(xn+1’ yn+1)) = 0.

Waar expliciete methoden- zoals standaard Runge-Kutta - door hun (betrek-
kelijke) eenvoud de voorkeur schijnen te verdienen, blijken deze alle een
begrensd stabiliteitsgebied te bezitten. Voor beginwaardeproblemen waar
Ikil grote waarden aanneemt, kan het voorkomen dat de integratie met
kleinere stappen moet worden uitgevoerd dan men op grond van nauwkeurig-
heidscriteria wenst (stijve differentiaalvergelijkingen). Sommige impli-

ciete methoden hebben dit nadeel niet.

1.4, Extra informatie voor efficiénter rekenen

Hoewel het in principe mogelijk is een beginwaardeprobleem numeriek
te integreren met een algoritme die als enige informatie over het gestelde
probleem de definiérende functie f en de bijbehorende startwaarden
gebruikt, zullen we dikwijls aan de algoritme extra informatie willen ver-
schaffen om de berekening efficiénter te kunnen uitvoeren. Informatie
welke hiervoor o.a. in aanmerking komt is
(1) een analytische uitdrukking voor de Jacobiaan,

(2) de ligging van de eigenwaarden in het compléxe vlak.

Dikwijls is een redelijke benadering van &&n van deze twee al voldoende

om de efficiency van de berekening asanzienlijk te verhogen. De Jacobiaan
wordt gebruikt in semi~impliciete methoden en wordt ook bij impliciete
methoden gebruikt om de vergelijking G = 0 op te lossen. Wanneer de lig-~
ging ven de eigenwaarden bekend is, kan dit gebruikt worden om de techniek
van het "exponentieel fitten" toe te passen. ;)eze techniek die ook zeer
geschikt is voor het oplossen van stelsels gewone differentiaalvergelij-.

kingen zal behandeld worden in een volgend hoofdstuk.

1.5. Lineaire meerstapsmethoden

In dit hoofdstuk zullen we een beschrijving geven van de meerstaps-—
methoden volgens Adams-Moulton [1883,1926, en Curtiss-Hirschfelder
(19521, zoals ze later zijn uwitgewerkt door Nordsieck [1962] en Gear
[1968]. Deze methoden behoren tot de lineaire meerstapsmethoden, een klas-
se van methoden waar een uitgebreide theorie over bestaat. (Henrici [1962]
Gear [1971], MC Syllabus 15.1 [1972].) De nieun. = ontwikkelingen zijn
vooral gericht op het effici&nt oplossen van stelsels stijve differenti-

;



aalvergelijkingen. We willen hier op de theoretische aspecten niet ingaen,
deze kunnen gevonden worden in bovengenoemde boeken. We zullen hier de
nadruk leggen op de structuur en het gebruik van procedures zoals ze wor-
den gegeven door Gear [1971] (in FORTRAN) en door Hemker [1971]1(in

ALGOL 60).

Beschouw het stelsel differentiaalvergelijkingen
> >
(1.6) V' =BG = By ey )
geschreven in vectornotatie. Zij h > 0 een vast gekozen staplengte en laat

X, = Xg + nh, n=0,1,2,...,N,

een rij punten zijn met gelijke tussenruimte. We schrijven §n voor de be-

B >
nadering van y(xn) (n=0,1,2,...,N), de oplossing van (1.6) met een ge-

N >
geven beginvoorwaarde ¥y
-> > -
v, = y(xn) te = [ym,yen,-»-,ymn]-

Wanneer we aannemen dat ZO = 21 = .. 0= En—1 = 0 dan heet Z£ de locale

discretigeringsfout van de methode en de methode heet nawwkeurig van de
orde p als geldt
> _ p+1
€ o(h=" ).
Een lineaire meerstapsmethode om (1.6) op te lossen, wordt gedefi-
nieerd door de vactorvergelijking

k
(1.7) .y .+h J B, ?(Sr’n_i) =9 (n2k)

1 Yn~1 .
1=0

It~
o

1

Waarbij k startwaarden ;0';1""’§£-1 nodig zijn. Een methode wordt ge-
definieerd door de keu7ze van de parameters o, Bi (i=0,1,...,k); er be-
staan methoden die eern hoge orde van nauwkeurigheid bezitten en stabiel
zijn voor voldoend kle. : h. Twee typen van deze methoden komen als bij-
zonder gunstig naar voren. Dit zijn (1) de methoden welke de waarden
f(§n-i) (Oéisk‘ door een polynoom verbinden (de Adams-Moulton methoden;

a, = 0 voor i - +,...,k). Deze bereiken de orde van nauwkeurigheid p = k+1

maar bezitten een - met hogere orde afnemend - begrensd stabiliteitsge-




e —

bied. En desarnaast (2) de methoden welke de waarden ¥y, _, (0<i<k) met een
polynoom verbinden (de Curtiss-Hirschfelder methoden; Bi =0 voor i = 1,2,
...,k). Deze laatste methoden, met een orde van nauwkeurigheid p = k, zijn
slechts stabiel voor ps6. Het stabiliteitsgebied van deze methoden strekt

zich echter (voor p<6) uit over de gehele negatieve reéle as.

-+

= i T = t i T3

fig. 1.2. Stabiliteitsgebieden voor Adams-Moulton methoden (links)

en voor Curtiss-Hirschfelder methoden (rechts)

De voorwaarden voor consistentie en het bepalen van stabiliteitsgebieden
voor de lineaire meerstapsmethoden wordt uitgebreid behandeld in hoofd-
stuk IV van MC Syllsbus 15.1 [1972].

We beschouwen de k-stapsmethoden (1.7) met oy # 0, deze kunnen worden

geschreven als

(1.8) ¥ =niF) 4, B = -8,/as

o . . . . -> -+ -> >
waarin & een lineare combinatie is van MY AUPPRR "yn—k’-f(yn—T

?(;n_k). Als B = 0 is de methode expliciet en levert de berekening van Y,
geen moeilijkheden op. Als B # 0 is de methode impliciet en is (1.8) een

Yaeers

stelsel van m (niet-lineaire) vergelijkingen met m onbekenden. De gebrui-~

kelijke iteratieve methode om dit stelsel op te lossen wordt gegeven door
(1.9) ¥ =hs¥(r}’)+3, r=0,1,2,...

vaarin Oyn een beginapproximatie is wvan S;n' Het 1s eenvoudig in te zien
dat dit iteratieproces convergeert voor kleine waarden van Ih)\.l
i
(A sA s+ .+aA_ de eigenwaarden van de Jacobiaan). Voor stijve stelsels
1°%2 n J

houdt dit echter in dat de staplengte klein gekozen moet worden. Een an-




dere, geschikte, iteratieve methode om (1.8) op te lossen is het gewijzig-

de Newton-Raphson iteratieproces, dat gedefinieerd wordt door

= ¥ - (1-ngs*)”! (r§n -$—h3?(r§n)),

(1.10) r+19n - n

. * . . .
waarin J een benadering is van de Jacobiaan J(r;n). Dit schema conver-
geert als alle eigenwaarden van de inverse matrix in absolute waarde klei-

ner dan één zijn. Zijn 11,A2,...,Am de eigenwaarden van J* dan zijn
1 i=1,2,.0.,m,
1 - hB)\i

de eigenwaarden van (1—hBJ*)—1. De iteratiemethode is dan geschikt voor
stijve stelsels. We merken op dat men bij het uitvoeren van dit proces de
beschikking moet hebben over een benadering van de Jacobiaan J.

De vectorfunctie 3, gedefinieerd door (1.8) is in het geval van de
Curtiss-Hirschfelder methoden een lineaire combinatie van §£-i (0<igk) en
in het geval van de Adams-Moulton methoden een lineaire combinatie van

Y,_q en f(yn_i) (0<is<k). Een lineaire transformatie voert bij de Curtiss-—

Hirschfelder methoden de vector (y

n—T’yn—2""’yn—k) over in de vector der

achterwaartse differenties

(¥ oW 13TV q/25 e s Ty /(e=1)1) 2

n

2 k-1 (k-1)

el ' h_ o» ]
(yn_-"hy —2_'.)' n_13---9h Yn__1 /(k'1)-)-

n-1?

Bij de Adams-Moulton methode kan (yn—1’fn—1’fn22""’fn—k) worden overge-

voerd in

. B o
Fpoqs g V8, _qseees¥ £ /(km1)1) =

2

= h™ » k (k) f
= (yn_1ahY'n_1,2—‘y n—1""’h }’n_1/k-)-

We kunnen ¢ derhalve ook beschouwen als een lineaire combinatie van
hlyfliZ/i! (0<isp-1)
We kunnen nu eenvoudig, op expliciete wijze, beginschattingen

.,hp"1 yﬁp—1)/(p—1)! berekenen door directe extrapolatie, bij

o)
voorbeeld met behulp van de formules

Oyn’h oVne
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2 n p-1_(p-1)
= ' _1)1
Ty = Vpoq FEV, 4+ R Ypq/2* oo+ 0y T /(D 1)

en

2
* B,

| J— v P"1 (P 1) _ ]
ny'= ol T S el St

Nadat op deze wijze beginschattingen verkregen zijn, worden ;Q en
By! iteratief verbeterd met behulp van (1.10);

nieerd door

>, -
A (r>0) wordt gedefi

> 4. Ty T 2
hg o " th(r 1yn) n o.

e
(2<i<p) berekend worden door de beginschattingen te corrigeren met een

Wanneer dit iteratieproces be€indigd is kunnen de waarden hly

term a; x (yn—oyn). De factor a, is afhankelijk van de gekozen methode en
van de gekozen orde. (Voor het bewijs hiervan en voor de berekening van
a; 21 verwezen naar MC Syllabus 15.1 [1972].)

Een volledige rekenproces in &&n integratiestap luidt dus als volgt:

-
yn-1
+'
yn—1
_ n
= yn_1/2
"(P‘1) 1
Ypoq /(p=1)}
(g) als i<j
nmet Ai' =
0 als i>j
_ * =1 >, > >,
rZ (1-n83")™" (nE(,y )-n 3))
> >
r+19n ot 8 rg ¢ r=0,1T,...,R=1
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> >
y‘n Ryn
> -
(1.11) < h v, =h v
hl ;(i)/i' = hi s;(i) + a (hy.r__h yl) (2<i$k)
n * 0"n i*Vn " 0'n - :

Wanneer de orde van de formule bij de volgende stap hoger gekozen wordt,

wordt bovendien berekend

k+1 ;(k+1)/(

h k+1)! = ak(h§é - b gyt )/ (k).

1.6. Een strategie voor het toepassen van lineaire meerstapsformules

We hebben nog een groot aantal vrijheden als we dit proces willen

toepassen. Zo moeten we nog beslissen

(1) wanneer we een nieuwe J* zullen berekenen,
(2) welke methode we zullen toepassen: Adams-Moulton of Curtiss-
i
Hirschfelder, en

(3) met welke orde en welke staplengte we zullen integreren.

In het kort zullen we de strategie vermelden die in de procedure
MULTISTEP gerealiseerd is:

1. We kiezen een minimale en een maximale staplengte (een minimale stap-

lengte is o.a. nodig om ons van een eindig proces te verzekeren).

2. Als we geen reden hebben om aan te nemen dat de vergelijking stijf

is, integreren we in eerste instantie met de Adams-Moulton methode.

3 Bij niet-stijve differentiasalvergelijkingen (Adams-Moulton methode)
nemen we eerst J° = 03 blijkt dat het iteratieproces niet snel genoeg con-—

vergeert met de laatste J* dan wordt de Jacobiaan ter plaatse geévalueerd.

L. We starten de integratie met een eerste orde methode en met de mini-
male staplengte (een hogere orde methode kunnen we niet gebruiken omdat we

niet over n* §(1)/1! (i22) beschikken).
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5. We nemen minstens k equidistante stappen met een k-stapsmethode.
6. We verlagen of verhogen de orde van nauwkeurigheid nooit met meer dan
één tegelijk.

(1)

T. Na een aantal stappen met een p-de orde methode berekenen we h
(i=p-1,p,p+1), d.i. de staplengte die een voorgeschreven afbreekfout (eps)
zal veroorzaken bij het gebruik van de i-de orde methode. De maximsle h(i)
wordt gekozen als nieuwe staplengte, in combinatie met de bijbehorende
orde i. (Enige veiligheidsmarges zijn ingebouwd om overbodig heen- en
terugspringen te verhinderen.) We maken er gebruik van dat de i-de orde

afbreekfout evenredig is met

llhp yip)/P!ll voor i = p-1
y -3 voor i = p,
Hgry = ¥l
-> -> > > ]
|I(Ryn_oyn) - (Ryn-1'oyn_1)l| voor i = p+1.
8. In een santal gevallen zullen we gedwongen zijn een integratiestap te

verwerpen en een stap met kleinere staplengte opnieuw uit te voeren. Dit
kan optreden (A) als het proces niet (voldoende snel) convergeert terwijl
J* een goede benadering is van J of (B) als de verkregen afbreekfout gro-

ter is dan de gewenste.

9. Wanneer bij de minimale staplengte de berekende afbreekfout groter
blijft dan de gewenste, wordt dit waarschijnlijk veroorzaakt door stijf-
heid van de differentiasalvergelijking * 3 wanneer dit optreedt bij het
gebruik van een Adams-Moulton methode, wordt overgeschakeld op een
Curtiss-Hirschfelder methode, wanneer dit optreedt bij een Curtiss-
Hirschfelder methode wordt verder gerekend met de backward-Euler methode
met de minimsle staplengte. (N.B. de backward~Euler methode is de
Curtiss-Hirschfelder methode van orde 1.) Wanneer in dit laatste geval
niet aan het locale foutcriterium is voldaan, wordt dit in een output-

parameter gemeld.

*)

Stijfhgid ven de differentiaalvergelijking is een begrip dat zowel af-
hankelijk is van de vergelijking zelf, als van de eisen die de gebrui-
ker aan de oplossing stelt: eps en hmin.
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1.7. De procedure MULTISTEP
Tot slot geven we de gebruiksaanwijzing voor ALGOL 60 procedure MULTISTEP

L]
Declaratie

procedure MULTISTEP (x,xend,y,hmin,hmax,ymax,eps,
first,dd, fxyi,i,jacij,j,n,available,
stiff);

value hmin,hmax,eps,xend,available,n;

Boolean available,stiff,first;

integer i,j,n;

real x,xend,hmin,hmax,eps,fxyi,jacij;

array y,ymax,dd;

<procedure body>;
Parameters

x 1 <variable>;
Deze wordt o.a. gebruikt als Jensen-parameter voor fxyi en
jacij; de onafhankelijke variabele;

ingang: x0 de beginwaarde van het integratie interval;

xend . <expression>;

de eindwaarde van het integratie-interval (xend > x);

¥y ¢ <array identifier>; array y [0:7,1:nl;
de afhankelijke variabele;
ingang: de beginwaarden voor het stelsel
differentiaalvergelijkingen
y[0,il:= y[i] (x0);
uitgang: y(xend);

hmin,hmax: <expression>;
de minimale resp. de maximale stap waarmee de integratie
wordt uitgevoerd;

eps : <expression>;
de maximaal toegestane relatieve locale fout;

ymax : <array identifier>; array ymax[1:nl;

ingang : de toegestane absolute locale fout /eps;
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first

dd

fxyi

uitgang:ymex [i] is de meximale waarde welke y[il

tijdens het integratie proces heeft aangenomen;

<identifier>;

bij een eerste aanroep van de procedure moet first:=
true opdat gestart kan worden met een eerste orde
Adams-methode. Bij het verlaten van de procedure is
first:= false zodat bij het voortzetten ven de
integratie de procedure voortgaat op de wijze die
vanaf de laatste aanroep met first:= true de beste

gebleken is (een hogere orde Adams- of Curtiss-methode);

<array identifier>; array dd[0:7,0:nl;
throughput en meldingen:
dalo,o01l

0 Adams-methode gebruikt,
= 1 overgeschakeld op Curtiss-methode;
ddl1,0] = 0 geen fouten opgetreden tijdens executie,
= 1 bij de huidige hmin kan de nietlineariteit wvan het
probleem niet gevolgd worden;
dal2,0] : aantal stappen waarbij met de huidige hmin
de vereiste locale fout niet binnen de
gestelde grenzen bleef;
da[3,0] : if ddl2,0] = O then O else

schatting van de maximale locale fout;

: <identifier>;

worden gebruikt als Jensen-parameter voor fxyi en

Jacij;

: <expression>;

een uitdrukking afhankelijk van x,y,i welke de
waarde van dyi/dx geeft;

<expression>;

een uitdrukking afhankelijk van x,y,i,j, welke
(ad 1ib.) de waarde van e(dyi/dx)/ayj geeft
(de Jacobiaan van het stelsel);



available: <Boolean expression>;
een uitdrukking welke aangeeft of door jacij de

Jacobiaan ter beschikking gesteld wordt;

stiff : <Boolean expression>;
als stiff:z true gebruikt de procedure direct
methoden welke geschikt zijn voor het oplossen van
stijve differentiaalvergelijkingen, zonder eerst de

Adams-Moultonmethoden te proberen;

n 1 <expression>;

het santal vergelijkingen waaruit het stelsel bestaat.

1.8. Voorbeeld van een aanroep

Als voorbeeld van het gebruik van de procedure MULTISTEP geven we een
gedeelte uit een programma waarin met verschillende waarden van de parame-

ters eps en hmin de oplossing wordt berekend van het beginwaardeprobleem

dy/dx
dz/dx

(-1000 x (y+z-2) - 0.013) x ¥y
-2500 x (y+z-2) X z

met de beginwaarden

y(0) = 13 z(0) = 1.

De resultaten worden telkens afgedrukt voor x = 0.005 en x = 50
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é BEGLN COMMENT VOORLOOPBAND MULB¢BPEP [MR 128,72] (xR 3,3,8, MZI 19721
3 BROCEDUBE MUKY¥SFEP (X, XEND, Y, NMIN, HMAX. YMAX,EPS, PIRST,00,
4 FXYI,11,JACIJ,JJ,N,AVAILABLE,STIPP{)
i L] %ALu: HMIN, HMAX , EPS, XEND, AVA | LABLE N}
. é QOLEAN AVAILABLE,STIFF,FIRST; INTEGER !1,JJ,N} )
. : BEAL X, XEND,HMIN,HMAX,EPS,FXY|,JACIJs ARBAY Y,YMAX,DD}
: 9 BLGLN O¥N BOOLEAN ~WITH JACOB|AN,ADAMS}
10 Q¥N [NTEGER KOLD; QWN BEAL XOLD,HOLD)
11 BROLEAN EVALUATE,EVALUATED,CONV}
12 LINTEGER 1,J,L,K,KNEW,MAXORDER,FAILS,SAME
13 BRAL M,CH,CHNEW,C,TOLCONV, TOLUP,TOL, TOLDVN, ERROR,DF |
14 ABRAY CONST(11561,A(017),DELTA,LAST DELTA,OFLLiN], JACILIN,LINY)
i: INTEGER ABRAY PLLIN))
17 BBRCEQURE METHOD i
! 18 BESLN WITH JACOBIANIm ~ADAMS)
19 MAXORDER:» Lf ADAMS THEN 7 ZLSE &3
20 Iim Kis 1}
21 LE ADAMS THEN
22 BEGLN EQR CONST(I)1w 1,1,17,2,1,.5,1,,5,24,12,1,5/12.1,,75,
23 1/6,37,89,24,2,,375,1,11/12,1/3,1/24,%3,33,37,89,1,
24 251/720,1,25/24,38/72,5/48,1/120,70,08,533,33,,31538,
28 95,288,1,137/120,,625,17/96,,025,1/720,87,97,70,08,
28 ,07407,19087,60480,1.1,225,203/270,49/192,7/144,
27 . 7/1440,1/5040,406,9,87,97,,0139 R0 1% | ¢ 3
28 END BL3E . . i
29 BEGIN FOR CONST[i):im 1,1,3,2,1,2/3,1,1/3,6,4,5,1,6/18,1,
30 6/11,1/11,9,167,7,333,0,%,.48,4,,7,,2,,02,12.,5,
3 10.42,,1667,120/274,1,225/274,8%/274,15/274,1/274,
32 15.98,13,7,,04167,180/444,1,58/63,8/12,25/252,
33 3/252,1/4764,19,6,17.45,,008333 R0 1% | « 1
34 ENQ |
38 ENQ METHOD |
36
37 BEBQSEQUBE ORDER} } .
38 BES.IN LE K»MAx ORDER IHEN BEGLIN DDI1,013s 2; GOTQ RETURN LNQ)
39 Jim (K~1) & (Ke8) / 2 & 13
40 EOR lt= 0 SIEE 1 UNILIL K DO al1)ie ConsTiiev))
44 TOLUP (8 (EPSACONST[JeKe1))$2}
- 42 TOoL te (EPS6CONST[J+Ke2))421
43 TOLOWN:® (EPS@CONST[JeKe3])4214
44 TOLCONVEs EPS/(28Na(Ke2))}
43 EVALUATE!® W|TH JACOBIANS
44 SAME s Koy
47 ENQ ORDER}
" . L.
49 BBASEQURE EVALUATE JACOBIAN]
50 BEELN BEAL R}
E31 EVALUATE!s EALSES
52 LE AYAILABLE IHEN
53 BEGIN Ris «Af0) & W}
54 EQR 11iw 4 SIEE i UNTIL N OR
53 . . EQB Jyim 1 SIER & UNTIL N 0O vaclii,dd)im JACIY e Ry
54 ENG ELEE




BEGLY BEéL Dy BBBAY FIXDY,Fix Y[1iN]}
EQR 111=1 §TEE 1 UNIIL N DO
BEGLN Fix YUit)ra Y{O, 1135 PIXDYLit)ta FXY| ENQS
EQR 1ts1 SIEP 1 UNTIL N QO
BEGLN Dia g EPS>ABS(P X Y(1)) THEN EPSecPs
ELSE EPSeaBS(PIX V(1))
{0,118 vI0.1) ¢ O}
Ris = A[0) & H/D} )
EOR 11w 4 STEA 1 UNILL N 0O
JAC[II.!)!-(PXYi - FiXOYL!I)) & R}
) . Yl0, 1)t Pix i)
. END
ENDJ
£QB lim 1 STEE 1 UNIIL N QO JaCli,1)im vacti, 1) « 1y
DET(JAC,N,P)}
EVALUAT!DII IBUE
END EVALUATE JACOBIAN)

BBASEQURE CALCULATE STER AND OROER]
BEALY BEAL AL,A2,4y;
SAME = 10}
Atis IF KS1 THEN 0 Eust i
0,758 (TOLDWN/SUM( 1,1, N, (vIK, 11/yMAXE1)I42))4(0,8/K))
A21s 0,B08(TOL  JERROR ) 4 (0.5/(Kei))}
AJtm LE KaMAX ORDER v FAILS$#0 ITHEN 0 CLSE
0.708(TOLUP /SUM(!,1, N, ((DELTA[|)JwLAST DELTA[1))/
vMAxl|1)+2))A(o 5/(Ke2))
LE A1»A2 & A1>A3 ‘THEN BEGLN XNEWisK=q) CWNEWImAl ENQ ELSE
LE A2»A3 THEN AEGLN KNEwisk ; CMNEWi®A2 ENQ ELSE
) BEGIN KNBwisKed) CWNEWiwA3 END
END CALCULATE STEP AND ORDER]

BBACEQUBE 8£T)
BEGLN XxOLDIs X} HOLDI® W) KOLDIw K} CHim 1j

EQB t1w 1 SIEZE 1 UNILL N DO

EQR Ji® 0 SIZE 1 UNILL X QO OD(J,!)is Y(J,1)
£NR SET)

BBQCEQUBE RESET STEP)
BEgly BEAL ¢
LL CH < HM|N/HOLD IHEN CHt® HMIN/HOLD [4% 14
1E CH > HMAX/HOLD IHEN CHi® HMAX/HOLD)
Xim xOLD} Hiw MOLD ¢ CHj Cl- 11
E08 Ji1w0 STEE & UNTIL K
BEGLN EQR 11wl SIEE 4 uNIlL N BQ YIV;1)1s 00LY, 1] & €}
Cims C @ CH
ENQ
SAME(m K +
ENQ RESET STEP;

BBOLEQUBE BEGIN)
BEGLIN FAILBIn 0] Him HM|N)
EQR 111s 1 SIZB 1 UNTIL N BQ Yi1,1111m Pyl e - H)
) Kts 13 ORDER; SET
END BEGINI

LCL FIRST IdEN
BEGLN FIRSTin EALSE) ADAMSIm =S8TIFF) METHOD)
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117
118
119
120
i2¢
122
123
124
128
126
127
128
129
130
134
132
133
134
133
136
137
138
139
140

141

142
143
144
145
146
147
148
149
150
154
152
153
154
155
156
157
158
159
160
161°
162
163
164
165
166
167
168
189
170
174
172
173
174
175
176

~ BEGIN) EQB !1w 1,2,3 Qb oOi1,0)ta 0
g0 ELSE
BEGLN METHOD; Kix KOLDj; ORDER; CHia §j RESET 8TEP END)

EQR Lix 0 WHILE X<XEND QQ .
BEGLN LF Xen<XEND THEN Xi= XeH gLt s
BEGLN CH:m (xENDwx)/H; RESET STEP; Xxia XEND ENQRI

COMMENT PﬂngCT\ONl )

FOR 1120 STER 1 WNILL X-1 0Q

EQR Jix Key SIER -1 Wytil 1 0O
ELMROW(L,N,J,J¢1,Y,Y,1)) } .
FQR i1® 1 SIEE 1 UNILL N QO OELTALIlt= 0O

COMMENT CORRECTION AND ESTIMATION LOCAL ERROR}

EQB L1%1,2,3 RO . .

BEGLIN FOB (11wt STEZE 1 UNTJL N QD OFLI1)4s PXYIeH = ¥Y{1,11])
LE EVALUATE THEN EVALUATE JACOBIAN}
LE WITH JACOBIAN IHEN SOL(JAC,N,P,DP))

.CONVte TBUE;
£Qf 11s 1 SIER 1 WNTJL N RO
BEGIN DFIt= DF{1}}
Y{0, 1388 Y[0.1) o ALO)eOPI)
yl1,1)t8 vI1.1) o oriy
DELTA{1)31= DELTA[I) « OFl}
CONVim CONV ~ ABS(DFI) < TOLCONV & ymMAX(!]

1]
1E CONv IHEN
BEGLN ERRORI® SUM(1,1,N, (DELTALII/YMAXE1])42)3
. EVALUATED:= EALSE) GOIQ CONVERGENCE
. ENR
411

COMMENT ACCEPTANCE OR REJECT|ON}
LE »~CONV IHEN NO CONVERGENCEY
BEGIN LE WITH JACOBIAN a -~ EVALUATED IMEN EWSE
LE H>HMIN®1,0001 THEN
BEGLN WwITH JACOBIANt® ywiTH JACOBIAN w AVAILABLE)
. CHim CH/4
END ELSE
LE ADAMS IHEN GQIQ@ TRY CURTISS ELSL
BEGLN OD[1,0)¢t= 11 GOIQ RETURN LND}

EVALUATE!® WITH JACOBIAN] RESET STEP
ENQ ELSE CONVERGENCE!

LE ERROR>TOL IHEN ERROR TEST NOT OKI
BEGLN FAILS!a FAILS « 11
LE H>hMiNe1,0001 THEN
BEGLY LE FAILS>2 IWEW
BEGLN Xis 0) RESET STEP} BEGIN
END ELSE
BEGLN CALCULATE STEP AND ORDERj R
LE KNEWEK THEN BEGLN Xiw KNEw) ORDER ENQS
CHix CHeCNNEW/FAILS} RESET STEP
. EbD
EbD ELSE
LE ADAMS THEN TRY CURTISSE
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BEGIN ADAMSis EALSE; METHOD; ORDER) RESET STEP END ELSE
1E K41 IHEN , .
BEGLN Xisl; ORDERj RESET STYEP END ELEE

BEGLN COMMENT VIOLATE EPS CRITERION}
Cie EPS & SORT( ERROR/TOL )}
1E €>pD!3,0] IHEN OO(3,0)te C}
oD(2,0)1s DD(2,0) o 1)
GOI0 EZRROR TEST OK
_ENR
END ELSE

ERROR "TEST 0K}
BEGLN FAILSI= 03 L. .
: LE k>2 IHEN BEGIN FQR (1s1 STEE 1 WNTLL N DQ
. ELMCOLVEC(2,K,!,y,a,DELTALI]) ENQ}
EQR 1t= 1 STIEE 1 WUNIIL N DQ LE ABS(Y(0,1))>YMAX[I)
IHEN YMAX(!)iwABS(Y([0,1)))
SAME e SAME « 1)
LL sAMEmL IHEN BEGIN FOR (i1mi §IEP é UNT1L N RO
LAST DELTA[I}tw DELTA(I) ENQ ELEE
LE Sareul IHEN
BEGLIN CALCULATE STEP AND ORDER}
LL CHNEw>1.1 THEN
BEGLH SAME:= Kk + 13
LE KNEw$K THEN
BEGLIN LE XNEW>X TQEN
BEGLN EQR 1tsl SIEP 1 UNIIL N QQ
8 YIKNEW, 1]t DELTA(I)eA(K}/KNEW
ENDs

Kis KNEW) ORDER
[ 2:]°F}
1L CHNEw> HMAX/H THEN CHNEWIa HMAX/H}
His H e CHNEW) Cla i} .
EQB Jiw1 8TEE 1 UNTLL K DRQ
BEGIN Cts C ® CHNEW) ..
£Q8 131w1 STER 1 UNILL N DQ
Y{Jol)te Y(J,)}eC
gho
END
END)
SET
4.1}
ENQ STEP)
RETURN: DD[0,0)1s LE ADAMS IHEN 0 ELSE 13 OD{4,0)iw K
CHR MYxBeOvER)
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HMIN EPS X Y1 Y2 Fus JucS pol0,1) 0l0,2) TIME MAX,LOC,ERROR
tlued  +,1u=3 +,5u-2 4,9999520465392  +§,000044239492 23 1 ) 0 .75
¢, 5ue2 +,597692985894 +1,402305120568 60 7 0 0 2,09
i lu=3 *vin=5 +,50=2 *,999952046573 +1,000044239445 30 1 0 0 1 .86
*, 502 +,597653770477 *1,402344336140 99 8 0 0 4 3.12
*iued *rine? +,5ue2 +,999951584187 +1,000044701768 50 5 0 7 1 1,45 4,648224. 7
. *,S5ue2 +,597654039217 +1,402344067399 158 19 0 7 9 5,07 +,64822,- 7
T | *vin=d *, S5p=2 +,999952046538 +1.000044239408 79 i 0 22 1,80 +,64822,- 7
¢ 5ue2 +,597654368058 +1,402343738555 364 38 0 22 11,53 +,648224- 7
Y . lwed *Sue? 4,999952037725 +1,000042591788 27 3 (] 0 1 ,88
*,5ue2 +,597704340240 +1,402293766167 98 12 0 0 2 2.86
. lued +.ine8 *,5u=l +,999952510829 +1,000043775126 29 2 0 0 1 .87
*.Sue2 *, 897656376877 ©1,407341729730 [1] 1 0 0 ] 2.98
¢ lud i 1ua? . Sne2 *,999952510806 +1,000043775133 62 9 0 0 1 2.00
*.5ue2 +,597654608834 +1,402343407779 160 17 0 0 5 5,33
¢ 1ned *vin=9 +,5u=2 -+,099952510802 +1,000043775137 110 8 0 2 4,18 +,845%0,- 9
+.5ue2 ¢,597654698547 +1,402343408066 443 46 0 2 5,73 +,84550u- 9
¢ lasS +1n=d *,50=2 +,999952500846 +1,000043750095 2% 0 [} 1 ,86
4, 5ne2 +,59787163469% +1.402126474080 77 0 0 2 2,95
¢ lued *vlu=b +,5u=2 ¢,999952510829 +1.000043775124 29 0 0 1 .87
+,5ue2 +.597656417520 +1,402341689087 84 0 0 s 2,97
P | ¢ lne? 502 +,999952510802 +1,000043775141 61 0 0 1 2,00
¢, 5ue2 «,597654692590 +1,402343414028 176 0 0 s 5,74
i in=8 S ) *,5u=2 +,999952510793 +1,000043775144 112 0 0 4 4,19
¢, Sue2 +,597654699774 +1,402343406840 472 0 0 4 15,87
+.1u=b *vlu=d 4,502 +.,999952500102 +1,000043748224 2% 3 (1] 0 1 .85
+,5u+2 -+.,597870070746 +1,407128035035 77 11 0 0 2 2,49
*.1ueb +viueb *,5m=2 4,999952510831 +1,000043775124 29 2 0 0 1 .87
*,5u42 +,597656366770 +1,402341739837 8% [ 0 0 5 3.43
eluné eviue? *,Sne2 *,999952510813 «1,000043775137 T 64 7 0 0 1 1.99
i ¢, 5042 ¢.85976%4714480 +1,402343392434 173 17 [ 0 5 5.58
S P oy innd +,Sue=d -4,9999%2510795 +1,000043775148 116 8 0 0 3 4,17
+, 5002 +,597654699056 +1,402343407557 404 43 [ 0 5 13,63 N
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1.9. Opgaven

1.

7ij gegeven het beginwaardeprobleem

§ = =(1-c)s + qc,

& = M((1-c)s - pc,

s{(0) =1, c(0) =0,

M = 1000; q = 0.99; p = 1.00.

"

Bereken met een standaard Runge-Kutta procedure s(t) en c(t) voor

t = 1,2,3,4,5.
Bereken met behulp van de procedure MULTISTEP s(t) en c(t) voor

t = 1,2,3,4%,5,10,15,20,25,50.
Voer de berekening een aantal malen uit met verschillende nauwkeurig-

heid.
Hoe nauwkeurig is het verkregen resultaat?
Ga telkens na hoeveel functie-evaluaties en hoeveel evaluatie van de

Jacoblaan nodig zijn.
Is hier sprake van een stijve differentiaalvergelijking?

Twee gekoppelde chemische reacties worden beschreven door de chemi-

sche vergelijkingen

K
_
K
2

K3

AB ++— A + B,

k)

ABB AB + B,

met k, = 0.795, k2 = 0.845, k3 = 0.893, kh = 0.940.

Het verloop van de concentraties [ABB] = y en [AB] = z wordt beschre—

ven door het stelsel differentiaalvergelijkingen

dy/at Ky + kzz(b—z—2Y)»

dz/at = —kqz + k) (b-2-2y)(a-z-y) - ay/at
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Gegeven 1is:
a=1; b=2; y(0)=0.25; z(0) = 0.5.

Bereken y(t) en z(t) voor t = 0.333, 0.672, 1.012, 100
Gebruik de procedure MULTISTEP met
hmin

eps =

0.002, 0.005, 0.01, 0.02

L 6

10735 107" 107 10”

stiff:= false.

Wordt bij de integratie een Adams~Moulton of een Curtiss-Hirschfelder
gebruikt?
Welke uitspraak kan men doen omtrent de nauwkeurigheid van de

resultaten?

Zij gegeven het beginwaardeprobleem

% = -0.0kx + 1Ohyz,

¥y

2
0.0bx + | hyz - 310" s
z = 3107}’29
x(0) = z(0) = 03 y(0) = 1.

Laat zien dat dit probleem equivalent is met

0.3v2,

o
n

400(1-u~0.0001v) = 10000v(u+0.3v),

e
[}

u(0) = v(0) = o.

Is hier sprake van een stijve differentiaalvergelijking?
Bereken u(0.4), v(0.4), u(10), v(10) en ga na hoeveel functie-evalu-

aties en hoeveel evaluaties van de Jacobiaan nodig zijn.
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OPMERKING

Een onlangs (1973) verbeterde en gedocumenteerde versie van de proce-
dure MULTISTEP is te vinden in:

NUMAL, & library of numerical procedures in ALGOL 60 (C. den Heijer,
P.W. Hemker, P.J. van der Houwen, N. Temme, D.T. Winter eds.)
Mathematisch Centrum, Amsterdam.




