C. R. Acad. Sc. Paris, t. 284 (28 mars 1977) Série A — 739

ALGEBRE. — « Tapis de Cartier » pour les A-modules formels.
Note (*) de Michiel Hazewinkel, transmise par M. Jean Dieudonné.

On donne une généralisation pour le cas des A-modules formels de la théorie de relévement des
groupes formels commutatifs, dit « Tapis de Cartier ». Les énoncés et les preuves sont des générali-
sations directes de ceux esquissés par Cartier dans son séminaire & I'l.H.E.S. 1972, étant donnée la
théorie de type Cartier-Dieudonné pour les A-modules formels, résumée en (*).

We give a generalisation for the case of formal A-modules of the theory of lifting formal groups
which has become known as the “tapis de Cartier’. Results and proofs are straightforward
generalisations of those sketched by Cartier in his 1972 L.H.E.S. seminar, once one has available
the Cartier-Dieudonné type classification theory which we described in an earlier Note.

Soit A I’anneau des entiers d*un corps K de valuation discréte de corps résiduel k a
un nombre fini d’éléments g = p", p = car (k). Soit m une uniformisante de K.
Le corps K peut étre soit de caractéristique zéro soit de p > 0. Soit B un A-algébre. Dans
une Note précédente on a présenté une théorie de Cartier-Dieudonné des A-modules
formels et les notions divers associées : g¢-typification; module de courbes g-typiques
C, (F; B); opérateur de Frobenius f, et exponentielle de Artin-Hasse.

1. A-MODULES FORMELS DE LUBIN-TATE GENERALISES. — Soit B un A-algébre local,
sans A-torsion, d’idéal maximal = B, tel qu’il existe un endomorphisme ¢ : B— B tel
que o (b) = b*mod’ = B pour tout b e B. Soit M un B-module libre de type fini et soit
n:M—M un endomorphisme o-semi-linéaire de M (i. e. n (bm) = o (b) n (m)).
Choisissons une base ey, ..., ¢, de M et soit D (1) la matrice de n par rapport a la base
€1, ..., €. On pose

) guX) =X+1"'DMo,gnX),  GuX, Y) = gy’ (gmX)+2u(Y)),

ol gy (X) est un h-tuple de séries formelles en X, ..., X, & coefficients dans B ®, K;
XT= (X1, ..., XD et o, f(X) est la série formelle obtenue de f(X) par I’application
de o a tous les coefficients de f(X). Alors [d’aprés le lemme d’équation fonctionnelle (*)]
Gy (X, Y) est un A-module formel sur B de A-logarithme gy (X). Soit¢ : (M, n) — (M', 1)
un homomorphisme, i. e. ¢ : M — M’ est un homomorphisme de B-modules et pny=1/0.
Alors Gy! (E gy (X)) est un homomorphisme de A-modules formels Gy — Gy, o E
est la matrice de ¢ par rapport aux bases choisies {ey,...,e,} de M et
{ef, ..., e} de M". ‘

" Supposons maintenant que ¢ soit un automorphisme et soit M° le B-module modifié
b*m = o1 (B)m. Alors n : (M° n)— (M, n) est un homomorphisme et on trouve
un morphisme v (M) : 6, Gy — Gy de A-modules formels qui se réduit mod n B a
morphisme de « Verschiebung » (V), : T'{? — Iy, olt Ty est la réduction mod © B de Gy.
On obtient ainsi une équivalence de catégories entre la catégorie des pairs (M, n) et celle
des pairs (G, v : 0, G — G) ol G est un A-module formel sur B et v un homomorphisme
de A-modules formels qui se réduit en (V), modulo = B.

2. THEOREME DES FONCTEURS ADIOINTS. — Soit (M, ) comme ci-dessus et soit H un
A-module formel sur B et C,(H; B) le W2 . (B) [f,, V,]-module des courbes g-typiques
de H. Alors il y a une correspondence bi-univoque entre homomorphismes de A-modules
formels Gy — H et homomorphismes B-linéaires o : M — C,(H; B), tel que oan = f_o.
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Ici la structure de B-module sur C, (H; B) est donnée par I'exponentielle A: B—W7 _ (B),
qui est caractérisé par wy, oA =0c"n=0,1,2 ...
Cette correspondence est donnée par un morphisme canonique dg : M — C, (Gy; B)

défini par gy (o (M) = 3 n7 0’ (m) £7.
1=0

3. PROPRIETE UNIVERSEL DE G,  PAR RAPPORT A CERTAIN EXTENSIONS. — Supposons
que o : B — B soit un automorphisme, que B est complet et Hausdorff pour la topologie
n B-adique, et que M est un B-module libre de type finie avec des endomorphismes 1, ,
oll 1 est o-semi-linéaire et { o~ !-semi-linéaire, tel que N =n=net M cn M,
pour r e N suffisamment grand.

Soit 0 —R* —H — H; — 0 une suite exacte de A-modules formels ol R* est un
A-module de type additif. Supposons en plus tout sous-A-module formel de type additif.
de dimension un se reléve en un sous-A-module formel additif de dimension 1 de H.
Alors pour tout homomorpmsme de A-modules formels B : Gy — H, il existe un

relévement unique B Gy — H, tel que 'YB B.

4. QUOTIENTS DE G, PAR SOUS-A-MODULE FORMEL ADDITIF. — Soient M, B, n, {, comme
ci-dessus en 3. Soit N un sous-module libre de type fini de M tel que M/N soit libre et
N+ntM ={M. Alors on a une immersion canonique N* — Gy définie par
C,(N*; B)— C,(Gy; B), n—> B (n)—V, B (™" n) pour neN. Et il en résulte une suite
exacte de A-modules formels

2. : 0Nt 5Gy—=>G-0.

Soit T sur [ = B/r B la réduction modulo © B de G. Alors le morphisme composé

M3 C,(Gy; B)— Cq (G; B)—C,(I"; ) est un isomorphisme de B-modules qui
identifie n avec f_ et { avec V,.
La suite exacte (2) est I’extension universelle de G par un A-module formel additif.

5. RELEVEMENTS. — Soit I un A-module formel de A-hauteur finie sur un corps parfait
Iok On prend B = W;‘,w M, M=C,I;D, n=1, =V, Alors toutes les
hypothéses sur B, M, 7, { des numéros 2, 3, 4 ci-dessus sont satisfaites. Soit G
un A-module formel sur B qui reléve I'. (Un tel G existe toujours parce qu’il existe pour
toute dimension donnée un A-module formel universel défini sur un anneau de poly-
ndémes A[S;, S,, ...] (%). Alors il existe un homomorphisme unique B : Gy — G, tel

que M i C, (Gy; B)— C,(G; B) = C, (T'; I) est I'identité. Le noyau de B est un sous-
A-module formel de type additif d’algébre de Lie N = Ker (Lie (B)) et B est surjectif.
En plus M/N est libre et N+7 M = { M. C’est-a-dire I’extension 0 — N*—-Gy— G—0
obtenue A partir de I" est du type construit en 4 ci-dessus. Comme corollaire on obtient
que D’extension universelle par un A-module formel additif d’un relévement G de I" ne
dépend pas du relévement choisi.

(*) Séance du 3 janvier 1977.

(*) M. HAzZewiNKEL (preprint). :

() M. HazewiNkeL, Formal Groups and Appllcattons (a paraxtre Acad. Pr.) § 10.2.
(®) M. HaZewINKEL, Loc. cif., §21 4, 25.4. :
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THEORIE DES GROUPES. — Comparaison des représentations automorphes
du groupe linéaire. Note (*) de Hervé Jacquet et Joseph Shalika, préséntée
par M. Henri Cartan.

On donne un critére pratique pour reconnaitre si deux représentations automorphes cuspidales
du groupe linéaire sont équivalentes.

A practical criterion, to determine whether two automorphic cuspidal representations of the linear
group are equivalent, is given.

1. REPRESENTATIONS GENERIQUES. — On note G, le groupe linéaire général d’ordre r,
A, le sous-groupe des matrices diagonales, N, le sous-groupe des matrices trigonales
strictes supérieures, Z, le centre de G, et enfin P, le sous-groupe des matrices de la forme

h u
p=<0 1), heG,._,.

On identifie G,_, au sous-groupe des matrices p telles que u = 0 et on note U, le sous-
groupe des matrices p telles que 2 = 1. Si F est un corps local (resp. global) on dénote
par & (F7) [resp. & (A")] l’espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur F" (resp. A").
On choisit un caractére ¥ non trivial de F (resp. A/F) et on définit un caractére 6, de
N, (F) [resp. N, (A)] par la formule 6, () =[]V (#;,;4+,), 1 £i < r—1. On note K
le sous-groupe compact maximal usuel de G, (F) [resp. G, (A)]. Si F est local on écrira
souvent G,, P,, ... pour G, (F), P, (F), ... Si F est global on écrira G¥, P*, ... pour les
espaces homogénes G, (F)\ G, (4), P, (F)\P, (A) .... Suivant le contexte, on dénote
par dp une mesure invariante d droite sur 1'un des espaces P, (F), N, (F)\P, (F), P, (A),
N, (A)\P, (A), P*. On suppose maintenant F local. Soit & une représentation unitaire
irréductible de G, (F) sur I’espace hilbertien H; soit Hy 1’espace des vecteurs « lisses » de H.
On dit que & est générigue s’il existe une forme linéaire non nulle A sur Hy, qui soit continue
pour la topologie naturelle de H, dans le cas archimédien, et satisfasse a

A(m(n)v) =6,(n)A(v), pour neN,(F), veH,.

Cette forme est alors unique a un facteur scalaire prés, ce qui permet de définir ’espace
W (n; V) engendré par les fonctions W de la forme W (g) = A (n (g) v), avec v K-fini
dans H,. On dira que 7 est fortement générique si de plus on a, pour tout g :

[Iwoord=lolr, penane.
Au moins pour r = 2, 3, cette condition supplémentaire est en fait toujours satisfaite.

Soient maintenant n et n’ des représentations génériques irréductibles de G,. Pour W
et W’ dans les espaces correspondants et @ dans & (F"), on posera

(.1 T, W, W, @)= JW’ @W()®Mg)|detg['dg, geN,(FNG,(F).
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On a noté n la matrice ligne 4 r éléments : = (0, 0, ..., 0, 1). On a alors sans peine :

PROPOSITION (1.2). — Supposons ©t et n’ fortement génériques. Alors I'intégrale ¥ converge
absolument pour Re (s) = 1. Si de plus W’ n’est pas nulle il existe ® et W telles que
Y (1, W, W, ®) # 0.

2. LE cAS NON RAMIFIE. — On suppose F local et non archimédien; soit R 1’anneau
des entiers de F, w une uniformisante et ¢ = |w ™' |. Les représentations admissibles
et irréductibles « non ramifiées » de G, (F) sont paramétrées par les classes de conjugaison
semi-simples du groupe G, (C). Si & et ©’ sont deux telles représentations correspondant
a I et I respectivement, on pose L (s, n x ") = det (1—/ ® I’ ¢~*)*. Supposons de plus ©
et m' génériques (ce qui a un sens pour les représentations admissibles irréductibles) et
le caractére ¥ d’ordre zéro. Alors I’espace # (m; /) est défini et contient une fonction
canonique W K-invariante & droite et égale a 1 sur K.

Les mesures de K et K n N, étant prises égales 4 un, on a, d’aprés () :

PROPOSITION (2.2). — Soient W et W’ les fonctions canoniques pour Tt et &’ respectivement
et @ la fonction caractéristique de R". Alors, en désignant par T la représentation imaginaire
conjuguée de , on a : ¥ (s, W, W, ®) = L (s, &’ x ).

3. UNE INTEGRALE GLOBALE. — Soient maintenant F un A-corps et « une représentation
unitaire et irréductible du groupe G, (A); on suppose ® automorphe et cuspidale et on
désigne par & (m) le sous-espace correspondant des formes automorphes cuspidales
et K-finies. On peut écrire * = ® =,, ou 7, est, pour chaque place v, une représentation
unitaire irréductible générique du groupe local G, (F,). Pour ¢ dans « (x) la fonction

3.1 W(g) =f¢(ng)é,(n) dn, neNF.

est arbitraire dans I’espace # (; \r) engendré par les fonctions de la forme
(3-2) ‘ g—[IW. (2D,  W,e? (m,; V),

ou, pour presque chaque v fini, W, est 1’élément canonique de #  (m,; V,). Soit ©’ une
autre représentation satisfaisant les mémes hypothéses et ayant le méme caractére central.
Pour We # (n; ), We # (n'; ) et ® e (A"), on définit I'intégrale ¥ (s, W', W, @)
par la formule (1.1), 'intégrale portant sur N, (A)\ G, (A). Quand W et W’ sont de la
forme (3.2) et ® est un produit, I’intégrale globale ¥ s’écrit comme produit infini d’inté-
grales locales. En particulier ¥ converge pour Re (s) > 0. De plus ¥ se prolonge en fonction
méromorphe de s; pour le voir on introduit, d’abord pour Re(s) > 0, la série
d’Eisenstein « dégénérée »

E(g, @ 9= f(1g),

G-3 YeZ,(F)P,(FNG,(F),  f (@) =|detg |‘£<I>(n ag)|ald* a.

Alors pour ¢ € () et ¢’ € (n'), on a

3.9 JE(g, D, 5)0' (g)o(g)dg =¥ (s, W, W, ©).
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ou W et W' sont définies par (3.1) et I’intégrale porte sur (Z,\ G,)*. En effet en remplagant E
par (3.3) dans (3.4) on obtient I’intégrale de f ¢’ ¢ sur le quotient Z, (A) P, (F)\G, (A),
intégrale que l’on peut écrire aussi

J‘f(k)dkj‘idelp I"'¢'9(pk)dp,  keK, peP}.

D’aprés le lemme qui suit appliqué & l’intégrale intérieure, on obtient bien ¥ pour le
membre de gauche de (3.4).

LEMME (3.5). — Soit ¢ une fonction lisse sur P¥, cuspidale le long de tout horicycle de G,
contenu dans P,. Alors

f <P6(p)dp=j WW (p)dp,
p Ny (A)\Py (A)

ou W est définie, pour g eP,, par (3.1).
Comme dans (?) et (*) la formule de Poisson donne le prolongement méromorphe
de E et donc d’aprés (3.3) de . De fagon précise, on a

E(g, O, s)=__1_J @ (x) dx +R (s),
s—1Jar

(3.6) 1

( ¥ = — ‘D(X)dxf@’é(g)dﬁR'(S), ge(Z\G)",

ol R et donc aussi R’ est holomorphe au point 1.

4. THEOREME. — Soient m et ' comme plus haut et S un ensemble fini contenant toutes
les places infinies et les places finies v o1 I’'une au moins des représentations ©, et T, est ramifiée.
On suppose que m, et T, sont fortement génériques pour veS et que, pour V&S,
L (s, m,xm,) = L(s, n,x™,). Alors m= ~ n'.

En effet, on suppose, pour simplifier, ¥, d’ordre zéro pour v ¢ S. On prend W, W’ de
la forme (3.2) et ®, ' décomposables dans & (A"). Pour ve S, on suppose [¢f. (1.2)],

fCI); (xp) dx, # 0, ¥ (1, W,, W,, ®,) # 0. Pour v¢ S on suppose que W,, W, sont cano-

niques et @, = @, est la fonction caractéristique de R]. Alors la fonction ¥ (s, W', W', ') a,
d’aprés (3.6), un péle au point 1 tandis que les deux fonctions A et B définies par
A@=T]¥G6 W, W,,0,), B =[]¥G6 W, W,, o),
veS veS
sont continues dans la bande Re(s) = 1 et holomorphes dans la bande Re(s) > I.
L’hypothése et la proposition (2.2) entrainent, d’abord pour Re (s) > 0, puis pour
Re (s) > 1,
B(s)W(s, W, W, D) =A(s) ¥ (s, W, W, D).

Comme A (1) # 0 le second membre n’est pas borné dans un voisinage de 1; il en est
donc de méme de ¥ (s, W', W, @) qui a par conséquent un pdle au point 1. D’aprés (3.6)
cela entraine @ ~ n'.

C.Q.FE.D,

(*) Séance du 24 janvier 1977,
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(*) W. CASSELMAN et J. SHALIKA, Unramified Whittaker Functions (en préparation).

(® R. GODEMENT, Analyse spectrale des formes modulaires (Séminaire Bourbaki, 1964/1965, n° 278).

(®) H. JACQUET, 1. 1. PIATETSKI-SHAPIRO et J. SHALIKA, Automorphic forms on GL (3) (en préparation).

(*) H. JACQUET, J. SHALIKA, A Non-Vanishing Theorem for Zeta-Functions of Simple Algebras (4 paraitre
dans Inv. Math.).
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