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ALGEBRE. - « Tapis de Cartier» pour les A-modules formels. 

Note (*) de Micbiel Hazewinkel, transmise par M. Jean Dieudonne. 

On donne une generalisation pour le cas des A-modules formels de la thforie de relevement des 
groupes formels commutatifs, dit « Tapis de Cartier ». Les enonces et Jes preuves sont des generali
sations directes de ceux esquisses par Cartier dans son seminaire a l'l.H.E.S. 1972, etant donnee la 
theorie de type Cartier-Dieudonne pour Jes A-modules formels, resumee en (1). 

We give a generalisation for the case of formal A-modules of the theory of lifting formal groups 
which has become known as the "tapis de Cartier". Results and proofs are straightforward 
generalisations of those sketched by Cartier in his 1972 I.H.E.S. seminar, once one has available 
the Cartier-Dieudonne type classification theory which we described in an earlier Note. 

Soit A l'anneau des entiers d'un corps K de valuation discrete de corps residue! k a 
un nombre fini d'elements q = pr, p = car (k). Soit n: une uniformisante de K. 
Le corps K peut etre soit de caracteristique zero soit de p > 0. Soit B un A-algebre. Dans 
une Note precedente on a presente une th6orie de Cartier-Dieudonne des A-modules 
formels et les notions divers associees : q-typi:fication; module de courbes q-typiques 
Cq (F; B); operateur de Frobenius f"' et exponentielle de Artin-Hasse. 

I. A-MODULES FORMELS DE LUBIN-TATE GENERALISES. - Soit B un A-algebre local, 
sans A-torsion, d'ideal maximal n: B, tel qu'il existe un endomorphisme cr : B-> B tel 
que cr (b) = bq mod' n: B pour tout b E B. Soit M un B-module libre de type :fini et soit 
TJ : M -> M un endomorphisme cr-semi-lineaire de M (i. e. TJ (bm) = cr (b) T) (m)). 
Choisissons une base e1, ... , eh de Met soit D (TJ) la matrice de TJ par rapport a la base 
e1, ... , eh. On pose 

(1) 

OU gM (X) est un h-tuple de series formelles en X1, .. ., xh a coefficients dans B ®AK; 
xq = (X'f, ... ' XZ) et (J'* f (X) est la serie formelle obtenue de f (X) par I' application 
de cr a tous Jes coefficients def(X). Alors [d'apres le lemme d'equation fonctionnelle (2)] 
GM (X, Y) est unA-module formel sur B de A-logarithmegM (X). Soit cp: (M, T))-> (M', 1'] 1

) 

un homomorphisme, i. e. cp : M-> M' est un homomorphisme de B-modules et cpTJ =TJ'cp. 
Alors G~.1 (E gM (X)) est un homomorphisme de A-modules formels GM-> GM', ou E 
est la matriCe de cp par rapport aux bases choisies { e1, ... , eh } de M et 
{ e~, .. ., e~} de M'. 

Supposons maintenant que cr soit un automorphisme et soit M" le B-module modi:fie 
b* m = cr- 1 (b) m. Alors TJ : (M", TJ)-> (M, TJ) est un homomorphisme et on trouve 
un morphisme v (M) : cr* GM-> GM de A-modules formels qui se reduit mod n: B a 
morphisme de « Verschiebung » (V)q : r~'P- r M• OU r M est la reduction mod 1t B de GM. 
On obtient ainsi une equivalence de categories entre la categorie des pairs (M, TJ) et celle 
des pairs (G, v : cr* G-> G) ou Gest un A-module formel sur Bet v un homomorphisme 
de A-modules formels qui se reduit en (V)q modulo n: B. 

2. THEOREME DES FONCTEURS ADJOINTS. - Soit (M, TJ) comme ci-dessus et soit H un 
A-module formel sur B et Cq (H; B) le W~ 00 (B) [fn, Vq]-module des courbes q-typiques 
de H. A/ors il y a une correspondence bi-univoque entre homomorphismes de A-modules 
formels GM-> H et homomorphismes B-lineaires r:t : M-> Cq (H; B), tel que r:tT) = fn r:t. 
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lei la structure de B-module sur Cq (H; B) est donnee par I' exponentiel/e il : B--+ w;,"' (B), 
• ,,, A A n 012 qui est caracterise par wq,n oil = cr, n = , , , ... 

Cette correspondence est donnee par un morpbisme canonique cx0 : M--+ Cq (GM; B) 

"' defini par gM (cx0 (m)) = L n-; lli (m) t( 
!=O 

3. PR.OPRIETE UNIVERSEL DE GM PAR RAPPORT A CERTAIN EXTENSIONS. - Supposons 
que <r : B --+ B soit un automorphisme, que B est complet et Hausdor:ff pour la topologie 
n B~adique, et que M est un B-module libre de type fitiie avec des endomorphismes 11, s, 
OU ,, est <r-semi-lineaire et s <r- 1-semi-lineaire, tel que ,, s = S1'J = 1t et s' M c TC M, 
pour r e N suffi.samment grand. 

Soit O--+ R + --+ H--+ H1 ..::.+ 0 une suite exacte de A-modules formels ou R + est un 
A-module de type additif. Supposons en plus tout sous-A-module formel de type additif. 
de dimension un se releve en un sous-A-module formel additif de dimension 1 de H. 
Alors pour tout homomorphisme de A-~odules formels ~ : GM --+ H 1 il existe un 

relevement unique ~ : GM--+ H, tel que 'Y~ = ~. 
4. QUOTIENTS DE GM PAR sous-A-MODULE FORMEL ADDITIF. - Soient M, B, 11. s, comme 

ci-dessus en 3. Soit N un sous-moduie libre de type fini de M tel que M/N soit libre et 
N + n M = s M. Alors on a une immersion canonique N+ --+ GM definie par 
Cq (N+; B)--+ Cq (GM; B), n H ~ (n)-Vq ~ (s- 1 n) pour n e N. Et il en resulte une suite 
exacte de A-modules formels 

(2) 

Soit r sur l = B/rc B la reduction modulo n B de G. Alors le morphisme compose 

M ~ Cq (GM; B)--+ Cq (G; B)--+ Cq (I'; l) est un isomorphisme de B-modules qui 
identifie TI avec f,, et s avec Vq. 

La suite exacte (2) est I 'extension universelle de G par un A-module formel additif. 

5. RELEVEMENTS. - Soit run A-module formel de A-hauteur finie sur un corps parfait 
l :::::> k .. On prend B = W~"' (!), M = Cq (I'; l), TJ = f,,, s = Vq. Alors toutes Jes 
hypotheses sur B, M, 11, ~ des numeros 2, 3, 4 ci-dessus sont satisfaites. Soit G 
un A-module formel sur B qui releve r. (Un tel G existe toujours parce qu'il existe pour 
toute dimension donnee un A-module formel universe! defini sur un anneau de poly
nomes A [Si. 82, ••• ] (3). Alors ii existe un homomorphisme unique ~ : GM--+ G, teI 

que M ~ Cq (GM; B) ~ Cq (G; B)--+ Cq (I'; l) est l'identite. Le noyau de ~ est un sous
A-module formel de type additif d'algebre de Lie N = Ker (Lie(~)) et ~ est surjectif. 
En plus M/N est iibre et N +n M = ~ M. C'est-a-dire !'extension 0--+ N+---1-GM--+ G--+ 0 
obtenue a partir .cle r est du type construit en 4 ci-dessus. Comme corollaire on .obtient 
que !'extension universelle par un A-module formel additif d'un relevement G de r ne 
depend pas du relevement choisi. 

'· 
(*) seance du 3 janvier 1977. 
(1) M. HAZEWINKEL (preprint). ' . . ; 
(2) M. HAZEWINKEL, F!ormal Group~ and Applic;ations (a paraitre, Acad. Pr.)§ 10.2. 
(3) M. HA2sEWINKEi, Loe; ·tif;, § 21.4, 25.4: - i. · 
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THEORIE DES GROUPES. - Comparaison des representations autornorphes 

du groupe lineaire. Note (*) de Herve Jacquet et Joseph Shalika, presentee 

par M. Henri Cartan. 

On donne un critere pratique pour reconnaitre si deux representations automorphes cuspidales 
du groupe lineaire sont equivalentes. 

A practical criterion, to determine whether two automorphic cuspidal representations of the linear 
group are equivalent, is given. 

1. REPRESENTATIONS GENERIQUES. - On note G, le groupe lineaire general d'ordre r, 
A, le sous-groupe des matrices diagonales, N, le sous-groupe des matrices trigonales 
strictes superieures, Z, le centre de G, et en:fin P, le sous-groupe des matrices de la forme 

p=(~ ~). 
On identifie G,_ 1 au sous-groupe des matrices p telles que u = 0 et on note U, le sous

groupe des matrices p telles que h = 1. Si F est un corps local (resp. global) on denote 
par ff' (F') [resp. ff' (A')] l'espace des fonctions de Schwartz-Bruhat sur F' (resp. A'). 
On choisit un caractere \jf non trivial de F (resp. A/F) et on definit un caractere 9, de 
N, (F) [resp. N, (A)] par la formule e, (n) = f1\jJ(n;, 1+1), 1 ~ i ~ r-1. On note K 
le sous-groupe compact maximal usuel de G, (F) [resp. G, (A)]. Si F est local on ecrira 
souvent G., P,, ... pour G, (F), P, (F), ... Si Fest global on ecrira G:, P:, ... pour les 
espaces homogenes G, (F)"'-G, (A), P, (F)"'-P, (A) .... Suivant le contexte, on denote 
par dp une mesure invariante a droite sur l'un des espaces P, (F), N, (F)"'-P, (F), P, (A), 
N, (A)"'-P, (A), P;. On suppose maintenant F local. Soit 1t une representation unitaire 
irreductible de G, (F) sur l'espace hilbertien H; soit H0 l'espace des vecteurs « lisses »de H. 
On dit que 7t est generique s 'il existe une forme lineaire non nulle A, sur H0 , qui soit continue 
pour la topologie naturelle de H 0 dans le cas archimedien, et satisfasse a 

pour neN,(F), veH0 • 

Cette forme est alors unique a un facteur scalaire pres, ce qui permet de de:finir l'espace 
"If" (7t; \jl) engendre par les fonctions W de la forme W (g) = ').,, (7t (g) v), avec v K-:fini 
dans H 0 • On <lira que 1t est fortement generique si de plus on a, pour tout g : 

Au mains pour r = 2, 3, cette condition supplementaire est en fait toujours satisfaite. 

Soient maintenant n et 1t' des representations generiques irreductibles de G,. Pour W 
et W' dans les espaces correspondants et <I> dans ff' (P), on posera 

(1.1) '¥ (s, W', W, <I>) = f W' (g) W (g) <I> (TJ g) I det g j• dg, 
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On a note TJ Ja matrice Jigne a r elements : TJ = (0, 0, ... , 0, I). On a alors sans peine : 

PROPOSITION (1. 2). - Supposons 7t et n' fortement generiques. A/ors l'integra/e qt converge 
absolument pour Re (s) E;; 1. Si de plus W' n'est pas nu/le ii existe !I> et W telles que 
qt (1, W', W, <I>) =fa 0. 

2. LE CAS NON RAMIFIE. - On suppose F local et non archimedien; soit R l'anneau 
des entiers de F, m une uniformisante et q = I m- 1 j. Les representations admissibles 
et irreductibles «non ramifiees »de G, (F) sont parametrees par les classes de conjugaison 
semi-simples du groupe G, (C). Si 7t et 7t' sont deux telles representations correspondant 
a let l' respectivement, on pose L (s, 7t x n') = det (I -1 ® l' q-•)- 1 • Supposons de plus 7t 

et 7t' generiques (ce qui a un sens pour les representations admissibles irreductibles) et 
le caractere "1 d'ordre zero. Alors l'espace "If" (n; \jl) est defini et contient une fonction 
canonique W K-invariante a droite et egale a I sur K. 

Les mesures de K et K I"'\ N, etant prises egales a. un, on a, d 'apres (1) : 

PROPOSITION (2. 2). - Soient W et W' les fonctiOns canoniques pour 7t et n' respectivement 
et <I> lafonction caracteristique de R'. A/ors, en designant par 1C la representation imaginaire 
conjuguee de n, on a : qt (s, W', W, <I>) = L (s, n' xn). 

3. UNE INTEGRALE GLOBALE. - Soient maintenant F un A-corps et 1t une representation 
unitaire et irreductible du groupe G, (A); on suppose 1t automorphe et cuspidale et on 
designe par d (7t) le sous-espace correspondant des formes· automorphes cuspidales 
et K-finies. On peut ecrire 7t = ® n0 , oil 7t0 est, pour chaque place v, une representation 
unitaire irreductibJe generique du groupe local G, (F,). Pour cp dans d (n) la fonction 

(3.1) W (g) = f cp (ng) 0, (n) dn, 

est arbitraire dans l'espace 1f/' (7t; "1) engendre par les fonctions 4e Ja forme 

(3.2) 

oil, pour presque chaque v fini, W0 est ]'element canonique de "If" (n,; \jl0 ). Soit. n' une 
autre representation satisfaisant les memes hypotheses et ayant le meme caractere central. 
Pour We "If" (n; \jl), W' e "fr (7t'; \jl) et <I> e !7 (A'), on de:finit l'integraJe qt (s, W', W, <I>) 
par la formule (1.1), l'integrale portant sur N, (A)"'-G, (A). Quand W et W' sont de la 
forme (3.2) et <I> est un produit, l'integrale globale qt s'ecrit comme produit in:fini d'int6-
grales locales. En particulier qt converge pour Re (s) ~ 0. De phis qt se prolonge en fonction 
meromorphe de s; pour le voir on introduit, d'abord pour Re (s) ~ 0, la serie 
d'Eisenstein « degeneree » 

(3.3) 
~ E(g, <I>, s) = L f (y g), 

l yeZ,(F)P,.(F)"'-G,(F), f(g)=jdetgjsfi<I>(riag)jardxa. 

Alors pour cp Ed (n) et cp' Ed (n'), on a 

(3.4) f E (g, <I>, s) cp' (g) (j) (g) dg = qt (s; W', W; <I>J. 
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ou Wet W' sont definies par (3. 1) et l'integrale porte sur (Z,"'-G,)*. En effet en rempla9ant E 
par (3. 3) dans (3. 4) on obtient I 'integrale de f qi' cp sur le quotient Z, (A) P,. (F)"'-G, (A), 
integrale que l'on peut ecrire aussi 

D'apres le lemme qui suit applique a l'integrale interieure, on obtient bien '¥ pour le 
membre de gauche de (3 .4). 

LEMME (3. 5). - Soit <p une fonction lisse sur P;, cuspidale le long de tout horicyc/e de Gr 
contenu dans Pr- A/ors 

I <p<fi(p)dp = f WW(p)dp, J p; Nr (A)'\._Pr (A) 

ou W est definie, pour g E P,, par (3 .1). 

Comme dans (2) et (4 ) la formule de Poisson donne le prolongement meromorphe 
de E et done d'apres (3. 3) de '¥. De fa9on precise, on a 

E(g, <I>, s) = - 1-f <I>(x)dx+R(s), 
s-l Ar 

( '¥ = s~lf <l>(x)dx f cp'qi(g)dg+R'(s), gE(Z,"'-G,)*, 

(3.6) 

ou R et done aussi R' est holomorphe au point 1. 

4. THEOREME. - Soient n et n' comme plus haut et S un ensemble fini contenant toutes 
les places infinies et les placesfinies v ou l'une au mains des representations n:v et n:;, est ramifiee. 
On suppose que n:v et n:~ sont fortement generiques pour v ES et que, pour v if S, 
L (s, n:~ x nv) = L (s, n~ x n~). A/ors n: ~ n'. 

En effet, on suppose, pour simplifier, \jt" d'ordre zero pour v if S. On prend W, W' de 
la forme (3. 2) et <I>, <I>' decomposables dans f/ (A'). Pour v ES, on suppose [ cf (1. 2) ], 

f <I>~ (xv) dxv # 0, '¥(I, W~, Wv, <I>v) # 0. Pour v if S on suppose que Wv, W~ sont cano

niques et <I>~ = <I>v est la fonction caracteristique de R:. Alors la fonction '¥ (s, W', W', <I>') a, 
d 'apres (3. 6), un pole au point 1 tan dis que les deux fonctions A et B definies par 

A(s) = IT '¥(s, w~. WV, <Dv), B (s) = IT 'i:' (s, W~, W~, <I>~), 
veS veS 

sont continues dans la bande Re (s) ~ I et holomorphes dans la bande Re (s) > l. 
L'hypothese et la proposition (2. 2) entrainent, d'abord pour Re (s) ~ 0, puis pour 
Re (s) > 1, 

B(s)'f'(s, W', W, <I>)= A(s)'f'(s, W', W', <I>'). 

Comme A (1) # 0 le second membre n 'est pas borne dans un voisinage de 1; il en est 
done de meme de'¥ (s, W', W, <I>) qui a par consequent un pole au point l. D'apres (3. 6) 
cela entraine n ~ n:'. 

C. Q. F. D. 

(*) Seance du 24 janvier 1977. 
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