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ALGEBRE. —~ Une théorie de Cartier-Dieudonné pour les A-modules formels.
Note (*) de Michiel Hazewinkel, transmise par M. Jean Dieudonné.

On présente une théorie de classification de type Cartier-Dieudonné pour les A-modules formels
qui généralise la théorie developpé par Cartier (*) pour les groupes formels.

We present a classification theory for formal A-modules which generalizes Cartier’s classification
theory for formal groups via their topological groups of curves.

1. A-MODULES FORMELS. — Soit A un anneau de valuation discréte de corps résiduel
k fini a g éléments, g = p", p = car (k). Choississons une fois pour toutes une unifor-
misante T de A. On notera K le corps de fractions de A, qui peut étre soit de caracté-
ristique 0 soit de caractéristique p > 0. Soit B € Alg,, la catégorie des A-algébres (commu-
tatifs avec 1). Un A-module formel sur B est une loi de groupe forme! F sur B (de dimension
finie ou infinie) munie d’un homomorphisme d’anneaux p : A — Endg (F) tel que
pr(a) = a X mod (degré 2) pour tout acA.

Si B est sans A-torsion, il existe un vecteur de séries formelles f (X) a coeffi-
cients dans B ®, K tel que f(X) = Xmod (degré 2), F(X,Y) = f " (fX)+f(Y))
et pp(a) =f"'(af(X)) pour tout aeA. Un tel f(X) est unique et on l’appelle
le A-logarithme de (F, pg).

2. LE FONCTEUR WA ET LE A-MODULE FORMEL WA, — Soit w} , (Zo, - - .» Z,) le polynéme
Z8+n Z‘{"'1+ ... +7n" Z, a coefficients dans A, n = 0, 1, ... Alors il existe un foncteur
unique W* : Alg, — Alg, tel que les polyndmes w;"’ , définissent des homomorphismes
de A-algébres fonctoriels WA (B) — B et

WA (B) = {(bo, by, - - ) ]bie B}, WA (®) (bo, by, - ..) = (® (o), @ (By), - - )

pour B, ® € Alg, (comme foncteur en ensembles).

Le foncteur W2 (—) posséde un endomorphisme fonctoriel de A-algébres c* et un
endomorphisme fonctoriel v de A-modules tels que c* v = 7.

Si B est de caractéristique p > 0 on a o* (bo, by, ...) = (b3, b4, ...). Les polynomes
d’addition de W# définissent un A-module formel (de dimension infinie) que I’on

notera W4, On a d’ailleurs un tel foncteur WF et un A-module formel associé WF pour
tout groupe formel de Lubin-Tate tordu (?). Le foncteur W4 a aussi été décrit en (%),

3. L’OPERATEUR f, ET ¢-TYPIFICATION. — Soit FG} la catégorie des A-modules formels
sur B. Soit C(—; B) le foncteur qui associe & tout F e FGj son groupe topologique des
courbes [voir (*)]. Les homomorphismes py définissent une structure de A-module topo-
logique sur le foncteur C(—; B).

Il existe deux endomorphismes fonctoriels ¢, et f, de C(—; B) pour tout Be Alg,
avec les propriétés suivantes :

(i) €, et f, commutent avec change de base;

(i) g, 8, = g, et g, f, =1 ¢,
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(i) si B est sans A-torsion et f(X) est le A-logarithme de Fe FG}, alors pour toute
courbe y(¢1)e C(F; B) :

fr@)= ixsfi - f(sﬂ(t))=izoxqi &, fEy (@) = Zlnant"-
i=1 = n=

On notera C, (F; B) I'image de g, et les éléments de C, (F; B) seront appelés courbes
g-typiques. Le sous-foncteur C,(—; B) est stable sous les opérateurs Vg 1y (1) = v (%),
(e 1 y(@@)—y(e) f,, et les opérateurs [a], a€A, induits par les endomor-
phismes pg(a) de F.

Entre ces opérateurs on a les relations suivantes :

| (b)Y V=V (b, £(b) =)L, f,,V’=[1E],
‘ [a] commute avec (5>, V, et f, [1]=(1)=id,

o0

0 [a+b]=[a]+[6] [ab]=[c][b]. [d]= X Vi<@(@>T
(by+(cd = iov:«,(b, 0>
ol les r, (b, ¢) sont des polyndmes & coefficients dans A déterminés par
7+ = é’jo T r(Zy, 2"

et les Q, (g) € A sont déterminés par les relations w:,,, (©Q (@), - .., Q, (@) = a,pour tout
n=012,...

4. THEOREME DE REPRESENTATION. — Soit Y, (t) la courbe (t, 0,0, ...) de C, (W"; B)
i. e. la premiére composante de v, (1) est la série formelle t et toutes les autres composantes
sont zéro. Alors pour toute courbe g-typique y(t)e C,(F;B), Fe FG} il existe un homo-
morphisme unique de A-modules formels a., : WA S F, tel que o, (v, (t)) = v (¢).

Grice 2 ce théoréme on peut écrire tout endomorphisme du foncteur C,(—; B)
(comme foncteur en ensembles) sous la forme y Vi < b, , > f” ol les b, ,, sont tel
que pour tout n€ N il n’y a qu'un nombre fini de m tel que b, , # 0, et cette expression
est unique.

On notera Cart, (B) l'algébre des opérateurs de C,(—; B). Les relations (1) sont les
régles de computation de Cart, (B).

5. LEQUIVALENCE DE CATEGORIES. — Soit E (A; B) la catégorie des Cart, (B)-modules
C tel que les conditions suivantes sont satisfaites :

(i) ¥, est injective, C/V, C est un B-module libre (la structure de B-module étant
définie par les opérateurs { b );

(i) C est complet et Hausdorff pour la topologie définie par les sous-groupes Vg C.

Alors Fr> C, (F: B) est une équivalence de catégories FG§—>E(A; B).

6. HAUTEUR ET DIMENSION. — Soit / une extension parfaite du corps résiduel & de A.
Soit F e FG}' de dimension finie et C = C, (F; /). Alors C/[n] C est un espace vectoriel
sur / et on définit A(F) = dim (C/[r] C). Si & < o on a 4 = dim (F)+dim, (C/f, C).
Si A est l'anneau des entiers d’une extension finie K du corps p-adique Q, on
a la relation H = nA ol H est la hauteur de F comme groupe formel sur Aetn = [K : Q,].
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7. DesCRIPTION DE Cart, (B). — Le sous-ensemble de Cart, (B) des éléments de la
forme ) V; (b, f; est un sous-A-algébre de Cart, (B) qui s’identifie avec WA (B).
L’algébre Cart, (B) alors consiste de toutes les expressions x, +Z Vfl xi+z i fL
x;, y;€ WA (B) avec la seule condition que lim y; = 0. Si B est un corps parfait W* (B)

i~ o
est un anneau de valuation discréte de corps résiduel B et uniformisante m. En ce cas
les régles de computation de Cart, (B) sont f,x =oc*(x)f,, xV,=V,c*(x),
f.V,=n=V,{.

8. CLASSIFICATION A ISOGENIE PRES. — Soit / une extension séparablement close de %,
alors Cart, (I), «localisé par rapport a V,» est un anneau sur lequel on peut classifier
les modules de torsion de type fini, comme dans (*). Il en résulte que tout A-module formel
sur / est isogéne & une somme directe unique des A-modules formels G} ,, G2 ., G2

n,

avec n, m € N,(n, m) = 1. Les modules des courbes g-typiques de ces A-modules formels sont
les quotients de Cart, (/) par les idéaux principaux & gauche engendrés par f, — 1, £~ V7, {7

q2 7t

9. Les preuves de tou: ce qui précéde reposent d’une fagon non triviale sur des

constructions de A-modules formels universels et on utilise plusieurs fois le « lemme
d’équation fonctionnelle » ().

(*) Séance du 3 janvier 1977.
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