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ALGEBRE. Une theorie de Cartier-Dieudonne pour les A-modules formels. 

Note(*) de Michiel Hazewinkel, transmise par M. Jean Dieudonne. 

On presente une theorie de classification de type Cartier-Dieudonne pour les A-modules forrnels 
qui generalise la theorie developpe par Cartier (1 ) pour Jes groupes forrnels. 

We present a classification theory for formal A-modules which generalizes Cartier's classification 
theory for formal groups via their topological groups of curves. 

1. A-MODULES FORMELS. - Soit A un anneau de valuation discrete de corps residuel 
k fini a q elements, q = p', p = car (k). Choississons une fois pour toutes une unifor­
misante 1t de A. On notera K le corps de fractions de A, qui peut etre soit de caracte­
ristique 0 soit de caracteristique p > 0. Soit BE AlgA, la categode des A-algebres (commu­
tatifs avec 1). Un A-module formel sur Best une loi de groupe formel F sur B (de dimension 
finie ou infinie) munie d'un homomorphisme d'anneaux p : A-+ End8 (F) tel que 
PF (a) = a X mod (degre 2) pour tout a EA. 

Si B est sans A-torsion, il existe un vecteur de series formelles f (X) a coeffi­
cients dans B ®AK tel que /(X) = X mod (degre 2), F (X, Y) = 1- 1 (f(X)+f(Y)) 
et PF (a) = 1- 1 (a/(X)) pour tout a e A. Un tel /(X) est unique et on l'appelle 
le A-logarithme de (F, pp). 

2. LE FONCTEUR WA ET LE A-MODULE FORMEL WA. - Soit w~. n (Zo, ... ' Zn) le polynome 
Zb" + 1t zf- 1 + ... + 1tn Zn a coefficients dans A, n = 0, 1, . . . Al ors il existe un foncteur 
unique WA : AlgA -1-AlgA tel que les polynomes w~. n definissent des homomorphismes 
de A-algebres fonctoriels WA (B) -1o B et 

pour B, <I> E AlgA (comme foncteur en ensembles). 

Le foncteur WA ( - ) possede un endomorphisme fonctoriel de A-algebres o.A et un 
endomorphisme fonctoriel v de A-modules tels que c;A v = 1t. 

Si Best de caracteristique p > 0 on a crA (b0 , b1, ••. ) = (b'I,, bi, ... ). Les polynomes 
d'addition de WA definissent un A-module formel (de dimension infinie) que l'on 

notera WA. On a d'ailleurs un tel foncteur WF et un A-module formel associe WF pour 
tout groupe formel de Lubin-Tate tordu (2). Le foncteur WA a aussi ete decrit en (3). 

3. L'oPERATEUR f,, ET q-TYPIFICATION. - Soit FG~ la categorie des A-modules formels 
sur B. Soit C ( - ; B) le foncteur qui associe a tout F e FG~ son groupe topologique des 
courbes [voir (1)]. Les homomorphismes PF definissent une structure de A-module topo­
logique sur le foncteur C ( - ; B). 

11 existe deux endomorphismes fonctoriels Bq et f,. de C ( - ; B) pour tout B e AlgA 
avec les proprietes suivantes : 

(i) Bq et f,, commutent avec change de base; 

(ii) sq Bq = eq et e9 f,. = f,, eq; 
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(iii) si 8 est sans A-torsion et f(X) est le A-logarithm.e de Fe FG~, alors pour toute 

courbe 1 V) e C (F; B) : 

"" /(y(t}) = I, x,t' 
l• 1 

"' "" 
-+ /(r.,y(t)) = L x,.it1,f(f.y(t)) = L 1tXqntn. 

l•O •=1 

On notera c, (F; 8) l'image de r., et Jes elements de c, (F; B) seront appeles courbes 
q-typiques. Le sous-foncteur C, (-; B) est stable sous les operateurs V, : y ( t)-+ 'Y ltq), 
(c): y(t)-y(ct), r •. et les op6rateu.rs [a], aeA, induits par les endomor­

phismcs p, (a) de F. 
Entre ces operateurs on a les relations suivantes : 

I (b)V,=V,(b'). f,.(b)=(bf)f,., f,.V,=[1t1 
\ [a] commute avec ( b). V, et f,., [1] =.., ( 1) =id, 

(1) ' [a+b] = [a]+[b], [ab] = [a][b], [a]= I. v: < n.(a) > ~. 
( 

n=O 

(b)+(c)= f V:<r.(b,c)>I:, 
n=O 

ou Jes r. (b, c) sont des polynomes a coefficients dans A determines par 

• 
Zf +Zf= L 1t1r1(Z1, Z2)4..-1 

l=O 

et les O.. (a) e A sont determines par les relations W:-... (00 (a), ... , O. (a))= a, pour tout 
n = 0, l, 2, ... 

4. THEoREME DE REPREsENTATION. - &it Yo (t) /a courbe (t, 0, 0, ... ) de CqcWA; B). 
i. e. Ja premiere composante de y0 (t) est la serie formelle t et toutes les autres composantes 
sont zero. A/ors pour toute courbe q-typique y tt ) e Cq (F; B), F e FG~ ii existe un homo-

morphisme unique de A-modules formels cxr : WA -+ F, tel que ex., (Yo (t )) = y (t ). 

Grace a ce theoreme on peut ecrire tout endomorphisme du foncteur Cq ( - ; B) 
(comme foncteur en ensembles) sous la forme L v: < bn, .. > rm OU les b.,., .. sont tel 
que pour tout n e Nii n'y a qu'un nombre fini de m tel que h •. m =I= 0, et cette expression 
est unique. 

On notera Cart A ( B) I 'algebre des operateurs de Cq ( - ; B). Les relations (I) sont Jes 
regles de computation de CartA (B). 

5. L'EQUIVALENCE DE CATEGORIES. - Soit E (A; B) la categoric des CartA (B)-modules 
C tel que les conditions suivantes sont satisfaites : 

(i) Vq est injective, C!Vq C est un B-module libre (la structure de B-module etant 
definie par les operateurs < b )) ; 

(ii) C est complet et Hausdortf pour la topologie definie par les sous-groupes v; C. 

Alors F H Cq (F; B) est une equivalence de categories FG~--+ E (A; B). 

6. HAUTEUR ET DIMENSION. - Soit I une extension parfaite du corps residuel k de A. 
Soit Fe FGt de dimension finie et C = Cq (F; /). Alors C/[it] C est un espace vectoriel 
sur I et on definit h (F) = dim ( C/[ it] C). Si h < oo on a h = dim (F) + dim1 ( C/f,, C). 
Si A est 1 'anneau des entiers d 'une extension finie K du corps p-adique QP on 
a la relation H = nh oil H est la hauteur de F comme groupe formel sur A et n = [K : QP]. 
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7. DESCRIPTION DE CartA (B). - Le sous-ensemble de CartA (B) des elements de la 
forme Iv; ( bn) r: est un sous-A-algebre de CartA (B) qui s'identifie avec WA (B). 
L'algebre CartA (B) alors consiste de toutes les expressions x0 +IV~ x 1+ LY; f~, 
X;, Y; EWA (B) avec la seule condition que lim Y; = 0. Si B est un corps parfait WA (B) 

est un anneau de valuation discrete de corps 
Jes regles de computation de CartA (B) 
f,, v q = 7t = v q f,,. 

residue! B et uniformisante n. En ce cas 
sont f,, x = r:;A (x) f,,, x vq = Vq crA (x), 

8. CLASSIFICATION A ISOGENIE PRES. - Soit l une extension separablement close de k, 
alors CartA (/), «localise par rapport a Vq » est un anneau sur lequel on peut classifier 
les modules de torsion de type fini, comme dan.; (4). I1 en resulte que tout A-module formel 
sur l est isogene a une somme directe unique des A-modules formels G~. 0 , G~, m' G~. 00 

avec n, m EN,( n, m) = 1. Les modules des courbes q-typiques de ces A-modules formels sont 
les quotients de Cart A (/) par les ideaux principaux a gauche engendres par f,, -1, r:-v;, r:. 

9. Les preuves de tou~ ce qui precede reposent d'une fai;:on non triviale sur des 
constructions de A-modules formels universels et on utilise plusieurs fois le «lemme 
d'equation fonctionnelle » (5). 

(*) Seance du 3 janvier 1977. 
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